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Ahstract

STRATIFICATIONS PARFAITES
ET THÉORIE DES POIDS

VICENTE NAVARR.o AZNAR .

In this paper, we ernpliasize Deligne's theory of weights, in order
to prove that some stratifications of algebraic varieties are per-
fect . In particular, we study in some detail the Bialynicki-Birula's
stratifications and the stratifications considered by F . Kirwan to
compute the cohornology of synrplectic or geornetric quotients .
Finally we also appoint the motivic forrnulation of this approach,
which contains the 1-lodge theoretic forrnulation .

Introduction

11 est bien connu que I'espa.ce projectif complexe P'(C) adrnet une
filtration FI (C) D P"-1 (C) D . . . qui donne une décornposition cellulaire
P"(C) = C"UO'"-r U . . . a partir de laquelle on peut obtenir les nombres
de Betti du P,L(C) familiers á tous . En outre, on peut changer légérement
le point de vue et obtenir cette décornposition cellulaire du P(C) de la
théorie de Morse, car P"(C) admet une fonction de Morse aves n + 1
points critiques d'index 0, 2, . . . , 2n, et il résulte alors de la parité de
ces index que les inégalités générales de Morse entre nombres de Betti
et nombres de points critiques sont dans ce caras des égalités . On peut
finalement; considérer la réduction (le P" (C) á un corps fin¡ F,,, en obtient
alors la décornposition Pr'(Fj = 1=` U F"-1 U . . . qui permet de compuer
les points de FL(Fy ), obtenir la fonction zeta, de P"(Fj et retrouver, de
nouveau, les nombres de Betti par les conjectures de Weil .
Dans set article, nous nous intéressons aux décompositions ou strati-

fications des variétés algébriques et aux fonctions de Morse sur selles-ci
provenant de 1'action d'un groupe algébrique sur la variété . Dans ce cas,
la théorie des poids, qui est née caes conjectures de Weil, nous permet de
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formuler un principe qui établit que toutes ces décompositions et fonc-
tions de Morse sont parfaites, c'est-á-dire que pour elles les inégalités
de Morse sont toujours des égalités . Nous préciserons ce principe pour
les décompositions de Bialynicki-Birula des variétés complétes lisses sur
lesquelles opére un tore algébrique et pour les fonctions de Morse qui ap-
paraissent comme carré de la norme de 1'application moment de 1'action
d'un groupe algébrique réductif qui opére linéairement sur une variété
projective complexe .
Remarquons que At¡yah-Bott ont donné dans [1] un critére pour

qu'une stratification soit parfaite en termes de cohomologie équivariante
et que, en utilisant ce critére, Kirwan ([15], [16]) a déjá obtenu la plupart
des résultats de cette note, bien qu'uniquement pour les décompositions
filtrables, car le critére de Atiyah-Bott n'est disponible que pour ces
décompositions . Par contre, 1'approche de cette note, basé sur la théorie
des poids, n'a pas besoin de cette hypothése, ce qui infirme 1'opinion de
Carrell et Sommese, pour qui cette hypothése paraissait essentielle ([6]) .

Dans cette note, k désigne un corps algébriquement clos de
caractéristique p >_ 0, et on appelle k-schémas les schémas séparés et
de type fin¡ sur k .
On fixe un premier l distinct de p, et pour tout k-schéma X, on note

H* (X), resp . H~ (X), la cohomologie l-adique, resp . á support compact,
de X, c'est-á-dire qu'on pose

et

1 . Poids et caractéristiques d'Euler pures

H* (X) = H* (X, Qc)

Hc*, (X) = H.* (X, QI) .

Si p = 0 et k est un sous-corps de C, on peut alternativement considérer
la cohomologie singuliére rationnelle au lieu de la cohomologie l-adique,
c'est-á-dire que dans ce cas le lecteur pourra interpréter dans tout ce qui
suit H* (X) et H,* (X), par H* (X ® C, (Q) et H.* (X ® C, Q), respective-
ment .
D'aprés la théorie des poids de Deligne ([7]), on sait que ces groupes

de cohomologie ont une filtration croissants : la filtration par le poids
W, et á partir de selle-ci on peut introduire les caractéristiques d'Euler
pures de X, définies, suivant Durfee ([11] ; mais oú elles sont appelées
mixtes), par

X,, (X) _

	

(-1)2 dim Grw H'(X)
i



et
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X~(X) _

	

(-1)Z dim Grin H~(X) .

En particulier, si la structure de H'(X) est puro de poids i, Le .

Grm H'(X) = 0,

	

pour tout

	

7n =,A i,

ce qui est, par exemple, le cas si X est lisse et complet, et on note bi(X)
les nombres de Betti de X, on a

et

X¡(X) = bi(X) .

Mais, en général, ils différent et ces caractéristiques d'Euler pures ont un
meilleur comportement que les nombres de Betti face aux suites exactes
de cohomologie .

Finalement, nous introduisons les polynómes de Poincaré purs de X
par

P'-, (X, t) -

	

X.(X) t-
7n

PPuT(X, t) -

	

XrL(X)t7n
.

7IL

2 . Décompositions et stratifications

Puisque les définitions de décomposition et stratification d'une variété
algébrique varient parfois suivant; les auteurs, nous allons préciser notre
terminologie .

Définitions . Soit X un k-schéma, une décomposition de X est une
famille finie de sous-schérnas localement fermés de X : {Xa}aEA, qui sont
disjoints et tels que X = U X, On appelle cellules de la décomposition
les sous-schémas X,.y .
Une décomposition de X est dite filtrable s'il existe une suite

décroissante Fi D F2

	

. . . 2 F�Z+1 de sous-schémas fermés de X telle
que Fl = X, F�,+I =

	

et 17~ - Fp+i est une cellule de la décomposition,
,(i = 1 ., . . . . rn, .

Une stratification de X est une décomposition telle que la, froiitiére de
toute cellule est une réunion de cellules .

Il est clair que toute stratification est une décomposition filtrable, et
qu'il y a des décompositions filtrabes qui ne sont pas des stratifications .
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Théoréme 1 (cf. [11]) . Soit X un k-schéma et soit X = U Xa une
décomposition de X . Alors on a

x'c (X) _ ~ xcL(x«)~
a

pour tout

	

m.

Démonstration : Si N = dim X et XI, X2, . . . ; X,. sont les cellules de
X de dimension N, on va prouver le résultat par double récurrence sur
N et r . Le cas N = 0 étant évident ; on suppose N > 0 et r > 1 .

Si une des cellules Xp, 0 = 1, . . . , r ; est un ouvert de X, par récurrence ;
il suffit de prouver le cas particulier suivant du théoréme : si X = X l UX2
et X 1 est un ouvert de X ; on a

xc (X) = xc(xI) + xc (x2)-

En effet, ceci résulte immédiatement de la suite exacte

. . . ~ H,'~(X1) - H,(X) - Hé(X2) ->

	

. .

car le foncteur Grm est exact .
0

Dans le cas général, soit Xr 1'intérieur de Xr . Il est clair que la
décomposition

X - Xr = U X« U (Xr
-
xT)

a7Ér

a r - 1 cellules de dirnension N, done par récurrence on a

x- (X - xr)
_

	

x,(X.) + xc (x, . - xr) .

ct5¿r

Puisque pour les décompositions

et

on peut appliquer le cas particulier du théoréme déjá prouvé, on obtient

et

d'oú il résulte le théoréme.

0

	

0
X=XrU(X-X,.)

0

	

0
xr

	

xr u (XI - XI)

0

	

0
xc(X) = xc (xr) + x,,,:(X - Xr)

0

	

0
x~`(xr) = xct (xr) + xm2 (xr - xr),



Corollaire . Si X est lisse et connexe, et les cellules Xa sont lisses,
équidimensionnelles el de codimension da dans X, on a

et
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X.(X) _

	

X.-2d. (Xa)
a

Dérnonstration : En effet, par dualité de Poincaré, on a

Xc'(X) = x2 dimx-m (X)

xc (Xa) =X2dimX,,-rn,(X"),

done le résultat suit immédiatement du théoréme 1 .

3 . Décompositions et stratifications parfaites

Soit X = UXa une stratification (ou méme une décomposition filtra-
ble) de X, il est clair, en changeant les sous-index si nécessaire, qu'il
existe une filtration de X par des sous-schémas fermés

telle que

F1 D F2 D F3 D . . .

Fa - Fa+1=Xa,

pour tout a . Alors, pour tout a, en a une suite exacto

. . . -~ H,(X.) - Hc(F.) - H,,(F.+1) -~ . .

et on dit que la stratification est parfaite si toutes ces suites se scindent
en des suites exactos coartes

--~ H~(Xa)

	

II.'(Fa) - Hc(Fa+1) , 0.

Si X est lisse et connexe, toutes les cellules sont lisses et connexes, et
notons da la codimension de Xa dans X, il en résulte alors que

bi (X) =Ebi-2d. (Xa) ,

	

pour tout

	

i.
a

En général, si X es lisse et connexe et X = U Xa est une décomposition
de X, aves des cellules lisses et connexes, nous dirons qu'elle est parfaite
si elle vérifie 1'égalité antérieure entre nombres de Betti .
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Nous nous intéressons plus particuliérement aux décompositions de
Bialynicki-Birula ([2]), qui, en général, no sont filtrables que dans le cas
projectif ([4], [14]) . Rappelons que ces décompositions s'obtiennent de
la maniére suivante .

Soit X un k-schéma lisse et complot sur lequel agit un toro algébrique T
et soit XT = UXT la décomposition de la partie fixe XT en composantes
connexes. Alors X a une décomposition X = UXa , telle que Xa est un
k-schéma lisse, Xá' est un sous-schéma formé de X et Xa est une fibration
sur Xá , en particulier, le morphisme

est un isomorphisme .

H*(Xj -> H*(Xñ)

Ces décompositions sont le sujet du résultat suivant .

Théoréme 2. Soit X un k-schéma connexe, lisse et complot, qui ad-
met une décomposition X = U X, telle que choque Xa est un k-schéma
lisse, connexe, de codimension da et a un sous-schéma complot Y,,, pour
lequel le morphisme

H*(Xa) - H*(Ya)

est un isomorphisme . Alors;

bi(X) = E bi-2da (Ya),

	

Pour tOUt

et, donc, la décomposition de X est parfaite .

Démonstration : Puisque aussi bien X que les cellules Xa sont lisses,
et puisqu'on a

XM(X.) = XM(Ya),

il résulte du corollaire au théoréme 1 que

Xm.(X) _

	

X,,~-2d~(Y«)
a

Or on a
Gr�~ H' (X,) = 0,

	

si

	

m < i,

car les Xa sont lisses, et on a

Gr.,W H'(Ya ) = 0 ;

	

si

	

m > i,
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car les Y sont complots, d'oú

GrM' H i (Yn ) = 0,

	

si

	

ni 7¿ i,

et il en résulte que

Puisqu'on a aussi
X�,.(Y.) = b�t(Yn)-

X,,2(X) = b�t(X),

X étant lisse et complot, ceci prouve le théoréme .

Corollaire (cf. [3], [6], [12], [16]) . Soit X un k-schéma conneae,
lisse el complot sur lequel agit un tore algébrique T. Si Xh = U XT est la
décomposition (le XT en composantes connexes el da. est la codirnension
de la cellule Xn de la décomposition de Bialynicki-Birula (le X, on a

bz(X) = bi-2d (X~) ;

	

pour tout

	

i.

Remarque. llans [3] les nombres de Betti de X sont dormés par une
expresiori équivalente á 1'antérieure mais légérement différente . En effet,
rappelons que, associées á la décorrrposition en composantes connexes de
Xr, on a deux décorripositions de X

X = UXñ = UXa .
"EA cvEA

Alors, la formule du corollaire antérieur pour la décomposition X =
U X~ donne

bti(X) = Ti-2dn (Xa )~

oir d,, = dirn X - dim X-4- .

	

Tandis que la formule de [3], pour cene
décomposition, est

b (X) = E bz-2dn (X.] ' ) ;

oú dn = dim X~ - dim X" . Or, puisqu'on a

dirn X = dim X -1 + dirn X~ - dim X7 ' ,

il résulte que
d, = dimX~ - dim XT (= : d-) ;

et ainsi la formule du corollaire obtem_te lti partir de la décorrrposition X =
U Xñ coincide avec la formule de [3] obtenue ti partir (le la décomposition
X=UXa .
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Soit G un groupe k-algébrique linéaire et X un G-schéma, i.e . un k-
schéma sur lequel G agit, la cohomologie l-adique équivariante de X est
définie comme la cohomologie l-adique du schéma simplicial B(X, G),
obtenu par la construction barre géométrique ; ainsi, si on suppose, par
exemple, que G agit á droite sur X, on a

4. Théorie équivariante

6, (x, 91, 92, . . . . 9n) = (X, 91, . . . . 9n-1),

(voir [8, 6.1]) . 11 en résulte que les groupes de cohomologie équivariante
HC(X) et HG, ,, (X) ont aussi une filtration par le poids ; qui vérifie le
théoréme suivant (cf. [8, (8.2.4)]) :

Théoréme 3 . Soit X un G-schéma de dimension N . Pour tout i > 0,
on a:

1) Les entiers m tels que Gr;n HG(X) est non nul vérifient les con-
ditions suivantes :
(i) m E [0, 2i] n [i - N, i + NI .
(ii) Si X est lisse, m E [i, 2i] n [i, i + N] .
(iii) Si X est complet, m E [0, i] n [i - N, ¡l .

2) Les entiers m tels que Gr,W HG c(X) est non nul vérifient m E
[0, i] n [i - N, i] .

Démonstration : Les différentes parties du théoréme résultent des pro-
priétés des poids des faisceaux d'images directes IR if*Qc du morphisme

f : B(X, G) -> B(G),

analogue simplicial du morphisme classique

X x UGIG -> BG,

et

B(X, C)n. = X x Gn ,

60(x, 91, 92,- . .,9n) = (x91, 92,- . . ;9.)
6¡(x, 91, 92,- . .,9n) = (x, 91,- . .,9igi+1,- . .,9n),

si 1<i<n-1,et
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car .B(G) se comporte cohomologiquement conune un schéma lisse et
cornplet, c'est-á-dire, que si F est un faisceau lisse pur de poids n sur
B(G), alors H'(B(G), F) est pur de poids n + i (cf. [9, (3.3.6)] et
[8, (9 .1. .4)]) . Norrs nous bornons á donner une esquisse de preuve du
théoréme .
En gériéral , le faisceau Ri

f* Q, est mixto de poids dans [0, 2i] n [i -
N, i + N] ([9, (3 .3 .8)]), donc on obtient 1) (i) .
Pour prouver 2), on considére les faiscea,ux d'irnages directos á support

propre R' f! Q,. qui sont rnixtes de poids dans [0, i]n[i-N, i] ([9, (3.3 .8)]) ;
et ainsi, les groupes IIG ,,,(X) sont mixtos de poids aussi dans [0, i] n [i -
N, i] .

Si X est lisse de dimension N, le faisceau R'f*Q, est le dual du faisceau
R2N_i f Q, (N), est done mixto de poids dans [i, 2i] n [i, i + N], d'oír il
résulte 1) (ii) .

Evidernrrierit, 1) (iii) est un cas particulier de 2) .
Si en dispose de la résolution équivariante de singularités, par exemple

si A; est de caractéristique 0, en peut donner une nutre preuve de ce
théoréme, méme en termes de structures de Hodge rnixtes, car on dispose
alors des ingrédients essentiels poiir suivre la ligne de dérrronstration de
Deligne dans le cas non équivariant ([8]) . En elIct, si X est lisse et
complot ; en a

FIC(X) = (H*(X) ® H*(BC))CIC° ,

oú GO est la corrnposante connexe de G (voir [15, 5.8]), done ces groupes
ont des structures pures . Si X est lisse et non cornplet, par Sumihiro
[17] et Iironaka, il existe un G-schéma lisse et cornplet X qui contient
X comete un ouvert de Zariski dense et tel que X - X est un diviseur á
croisernents normaux, en peut alors suivre les arguments de [8] et prou-
ver l.) (ii) . Si X est propre ; par Hironaka, il existe une hyperrésolution
équivariante de X et il en résulte 1) (iii) par descente cohomologique .
D'oú on déduit aussi 2) en utilisant encore le théoréme de complétation
équivariante et la suite exacto de cohornologie correspondante . Finale-
ment, il en résulte aussi 1) (ii) par descente cohomologique .

11 résulte de ce théoréme que pour la cohomologie équivariante les
caractéristiques d'Euler pures sont définies, bien que la caractéristique
d'Euler ordinaire n'est pas en général définie, car en peut avoir un nom-
bre infini de groupes de cohornologie non nuls . On définit done les car-
actéristiques d'Euler équivariantes puros de X par

X` (X) _

	

(-1)' dim Gr,n Hb(X)
i
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et
X-,.(X) _

	

(-1)2 dim Gr,w HG,,,(X).

On définit la série de Poincaré équivariante pure de X par

pPur(X) _ E XC (X) tm,
m

qui, éventuellement, peut étre une série formelle non polynómiale .

Si X est un G-schéma, on introduit, comme dans le paragraphe 2,
les G-décompositions, les G-décompositions filtrables et les G-stratifi-
cations, et une démonstration paralléle á celle du théoréme 2 donne le
résultat suivant .

Proposition 4. Soit X un G-schéma et soit X = UX« un G-décom-
position de X. Alors on a

XIG,JX) = 1: XG,c(X.),

	

pour tout

	

m.

La dualité de Poincaré n'étant pas valable en cohomologie équiva-
riante, pour obtenir 1'analogue équivariant du corollaire au théoréme 1,
nous devons utiliser la cohomologie locale équivariante et introduire les
caractéristiques d'Euler pures correspondantes .

Soient X un G-schéma et Y un G-sous-schéma localement formé de X.
Alors, il existe un G-sous-schéma ouvert U de X tel que Y est un fermé
de U, U - Y est done aussi un G-schéma et on définit la cohomologie
locale á support dans Y : HC,y (X), comme la cohomologie du cóne du
morphisme

B(U - Y, G) -> B(U, G),

(voir [8, (6.3)]), cohomologie qui ne dépend pas du ouvert U choisi . Cette
cohomologie a quelques propriétés en commun avec la cohomologie locale
ordinaire, ainsi cette cohomologie a une filtration par le poids, vérifie la
propriété d'excision, 1'isomorphisme de Thom et en a la suite exacto
longue de cohomologie que, par exemple si Y est formé dans X; est

. . .-,Hb.y(X)-Hb(X)-Hc(X-Y)-~ . . .

Proposition 5. Soient X un G-schéma et Y un G-sous-schéma lo-
calement fermé de X . Les entiers rn tels que Grm HC,y (X) est, non nul



sont positifs et pour chaque m il n'y a qu'un nombre fin¡ d'entiers i >_ 0
tels que Gr,, Hc Y (X) est non nul .

Démonstration : Elle suit immédiatement de la suite exacte antérieure
et du théoréme 3 .
On peut donc définir les caractéristiques d'Euler pures pour cette co-

homologie locale équivariante par

Proposition 6 . Soit X un G-schéma et soit X = U Xa une G-
décomposition de X . Alors on a

Démonstration : 11 nous convient pour le raisonnement qui suit de
prouver le résultat plus général suivant .

Soient Z un G-schéma, X un G-sous-schérna localement formé de Z
et X = U Xa une G-décomposition de X . Alors on a

et
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xc,Y (X) _

	

(-1)Z dim Grá' HG,y (X ) .
i

xc(X) = 57 x` x, (X) ,

xc,x(Z) _

	

xc,xn (Z) ,

xm(X) _

	

xG-2da (Xj ,

po2er tout m.

pour tout m.

En effet, nous pouvons maintenant suivre le mérase argument que dans
la preuve du théoréme 1 . Par la méme récurrence, il nous suffit de
prouver le cas oú X = XI U X2 et XI est un ouvert de X . Mais dans ce
cas, on a la suite exacte

. . . -, IIG,x2 (Z) -> HG,x (Z) -> HG ,x , (Z) -r . . .

et on obtient
Xc,x (Z) = xc,xl (Z) + xc,xz (Z) .

Corollaire . Si X est lisse et connexe et les cellules X, sont lisses,
équidimensionnelles et de codimension d, dans X, on a

Prúr(X) _

	

t2rl,.,
PC,r (X')
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Démonstration : En effet, il résulte de 1'isomorphisme de Thom

m X

	

~n+2dn (X)xG (

	

n) = xG,XQ

	

,

done le résultat suit de la proposition antérieure .

Exemple 1 . Nous allons maintenant montrer comment on peut
déduire du corollaire précédent les formules de F . Kirwan ([15]) qui don-
nent inductivement les nombres de Betti d'un quotient symplectique ou
géométrique d'une variété . Nous rappelons, d'abord, le théoréme de
décomposition de [15], suivant 1'approche algébrique de [15, Part II] ; et
renvoyons á loc . cit . pour plus de détails ainsi que pour la relation aves
la théorie de Morse et le carré de la norme de 1'application moment en
géométrie symplectique .

Soient X un k-schéma projectif et lisse et G un k,-groupe algébrique
réductif qui agit linéairement sur X. Alors, d'aprés [15], il existe une
décomposition filtrable de X

X = U Sp,
OEB

telle que So est 1'ouvert X" des points semi-stables de X; et pour tout
E B, ~3 :7~ 0, Sp est isomorphe á G x Yá

s , oú YáY' -' e st un sous-schéma
BP

de X localement fermé et lisse, et Pp est un sous-groupe parabolique
de G. En plus, il existe une fibration algébrique localement triviale et
Pp-équivariante

pp : W - Zas

avec des fibres des espaces affines, oú ZhS est 1'ouvert des points semi-
stables, par rapport á un sous-groupe réductif maximal stab fi de PQ,
d'un sous-schéma fermé et lisse Zp de X .

Soient Sp,�,, les composantes connexes de Sp de codimension d(0,7-n) .
Alors, il résulte du corollaire précédent que

XG(X) -

	

xG
2d(p,

	

)(Sp m)

	

pour tout

ou bien, en termes des polynómes de Poincaré purs

Ppur(X) -

	

t2d((j,

	

) PP r (Sp,m)'

p,



et

d'oú

géométrique M, alors
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Soient Yp,. � et Zis .� les composantes correspondantes de Y0s et Z" . 11
résulte des propriétés de la cohomologie équivariante que

et on obtient la formule récursive

d'oú, si G est connexe, il résulte

HG (S9,,.) = HPp (YÁ,m) ,

H* (Y~,",) = H* (Zás�j,

Hpp (Z~sra) = Hstab,3 (Zh'rn),

Pp r (SP,1Tn) = PXwabP (Zp3,n),

PP .(X") = Pnr(X) -
PEB

o<,n<d¡ .n x

En utilisant pour chaque ZY,M cette formule, on obtient récursivement
des socas-schémas fermés et lisses Z_p,�,, oú (Qr,,ú2, . . . , ~ú9 ) (voir [15,
1 .6 .4]) ; telles que

Pp r(XSS ) -

	

p r(X) -

	

(-1)a r2d(l~,~n) Ppurb- (ZP,.),
P

Ptv.r(Xsa) =
P(X)

P(BG) -

	

(-1)4 _t2d(O,-) P(Zp,.) P(BstabP)-
P

Finalement, si on suppose Xs = XII, Le . que X" a un quotient

HG(Xss) - H* (M),

t2d(P,rn) PstabP
P."

	

(ZQsna)

et, puisque M est complet et n'a que des singularités quotient, H* (M)
est pur, done on a

Pp 7,(X 33) = P(M) .

11 en résulte la formule de F . Kirwan

P(M) = P(X) P(BC ) _

	

(_ 1 )g t2d(á,-) P(Zá,~) P(Bstabp),

et comme corollaire que la décomposition X = U Sp est équivariantement
parfaite .
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Il faut souligner, toutefois, que F . Kirwan a déjá prouvé dans [l5] que
la stratification X = U Sp est équivariantement parfaite méme dans le
cas général, et que ceci est équivalent á la pureté de HG(X"), mais nous
n'avons pas de preuve directe de ce fait .
Exemple 2. Pour terminer ce paragraphe, nous donnons un dernier

exemple d'application du corollaire au calcul des nombres de Betti des
quotients géométriques étudiés par Bialynicki-Birula et Sommese ([5]) .
La situation considérée par ces auteurs est la suivante . Soient T le tore
G�,, X un T-schéma lisse et complet sur C, et U un ouvert T-invariant
de X - XT tel qu'il existe le quotient géométrique U/T et est complet .
Alors, il est prouvé par Bialynicki-Birula et Sommese que, si

X=UXa=UXa
c,EA oEA

sont les décompositions de X, il existe un sous-ensemble de A non trivial
A- , tel que

on a

car rappelons que

et

Or

U =

	

U

	

Xa - U

	

X« .
aEA- nEA-

Nous allons retrouver les formules pour les nombres de Betti de U/T
obtenues dans [5], en utilisant le corollaire á la proposition 6 . En effet,
puisque

X~ =U U XC-V ,

aEA- aEA-

t2d- pT (X+) = pz1 (U) + E t2dá pT (X-)
pur

	

a

	

pur

	

pur

	

a

d- = dim X - dim Xá

d~ = dim X - dim X -el

	

.

On obtient done

PP., U
=

	

t2d« pP

	

-

	

t2dñ pT

	

X
ur(

	

)

	

ur(X+)
a

	

Pur(

	

a )'

pP,-(Xa) - pPr(Xa )

= p(X« ) p(BT)
p(XT)
1-t2



et ana.loguernent

Et pulsque
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PT . X-

	

P(X
T

)
pis,( a) - 1-t2

.

P1TLr(U) = P(U/T),

U/T étant corriplet et a singularités quotient, on obtient finalelnent

t2d- _ t2,1~

P(U1T) = 1:

	

1'(Xñ)

	

1 -
.t2

oE .<I-

5 . Une version motivique

Dans les paragraphes précédents, nous n'avons considéré que la filtra-
tion par le poids de la cohorriologie, car nous avons supposé k de car-
actéristique quelconque, ór si k est un corps de cara,ctéristique zéro, on
peut formuler les résultats obtenus pour tout le systéme de réalisations de
sa cohornologie ([10]) dui, en particulier, contient la, structure de Hodge
de Cette cohornologie . Cette version motivique des résultats antérieurs
s'obtient de la maniére suivante .
Dans cc qui suit, on considére donc k un corps de caractéristique zéro .

Soit SRM(k:) la catégorie des systérnes de réalisations mixtos sur k,
gui est une catégorie tanakienne ([10], cf. [13]), et soit SRP(k) la
nous-catégorie tanakienne de SRM(k) engendrée par les systérnes de
réalisations pures . Pour tout m, on a des foncteurs exacts

C 7-M1,11 : SRM(k) --> SRP(k) .

Notts noterons KoM(k) et KoP(k) le groupe ICo de la catégorie abélienne
SRM(k) et SRP(k), respectivement . Ces groupes sont, de fait, isornor-
phes, car le rnorpllisme

O�z Gr.w : KoA1I(k) -> ICoP(k)

est un inverse du rnorphisme ICOP(k) -> K,1111(k) induit par 1'inclusion .
Si X est un k-schérna, notons SRM* (X) et SRNI,*~ (X) les systérnes

de réalisations mixtos de N* (X) et H,*, (X), respectivement ([10], [13]) .
On définit, dans KoAJ(k), les caractéristiques d'Euler motiviques de

X par
X,n.ot(X) = 1: (-1) Z [SRAli(X)],
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et

et

et les twist de Tate

et

xmot,c(X)

	

(-i)i [SRM,,(X)] .
i

Finalement, on définit, dans KOP(k), les caractéristiques d'Euler mo-
tiviques puros de X par

Xmm ot (X) _

	

(-1)' Gr.;ñ [SRM i (X )],

Aprés ces préliminaires, les versions motiviques des résultats des para-
graphes précédents sont claires ; par exemple la méme preuve du théorérne
1 mais avec xñot .c et SR1V1.i au lieu de X' et H.¡ nous donne :

Proposition 8. Soit X un k-schéma et soit X = UXa une décom-
position de X . Alors ora a

xmot,c(X) _

	

XInot,e(X.) ,

	

pour tout

	

m.
a

Pour exprimer la dualité de Poincaré dans ce contexto rappelons qu'on
a dans SRP(k) des foncteurs exacts : le foncteur de dualisation

SRP(k) -i SRP(k)
M F--> Mv := Hom(M, 1)

SRP(k) -j SRP(k)
M H M(n) := M ® 1(n) .

Ces foncteurs induisent des morphismes

KoP(k) , KoP(k)
MHMv

KoP(k) -> KoP(k)
M H A7(n) .

Alors, si X est lisse, la dualité de Poincaré entraine

xmot,c(X) = (Xmot m (X)J V (- N) ;

oú N = dirn X . et on obtient immédiatement les résultats suivants .
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Corollaire. Si X est, lisse el connexe, el les cellules X, sont lisses,
connexes et de codimension d,, dans X, , on a

Proposition 9. Soit X un k,-schérna connexe, lisse et complet sur
lequel agit un tore algébrique T. Si XT = U X1' est la décomposition de
Xr en conzposantes connexes el dn est la codi-mension de la cellule X,,
de la décomposition de Bialynicki-Birula de X, on a

[SRIVIL(X)] _

	

[SRIl'-2d,, (X^')~ (-dn ) ;

	

poza- tout

	

i.
n

En particulier ora en déduit l'égalité suivante entre nombres de Ilodge
(cf. [6])

hprt(X) = hp-d_y-d<, (X1') .a

Finalement, nous établissons la version rnotivique du corollaire á la
proposition 6, qui se démontre par les -nones arguments que ce corollaire .

Proposition 10 . Soit X un C-sché7n,a el soit X = UX, une G-
décomposition de X. Si X est lisse el connexe el les cellules X, sont
lisses; equidimensionnelles el de codimension d, dans X, on a

d'oit

PC
ot, pu7- (X) _

	

t2dn
1~7Got, pu.r (XO) (-d.) .

O

Ainsi, pour 1'exemple 2 du paragraphe 4 on obtient

hrrioa (UlT) -

	

.

	

h7not_

	

(`Xcr)
t2dñ

(-C]~e ) - t2d" (-dn )
- t,21 (-1)

cYEA-

[SRMi (U/T)] _

	

[SRMi-2s (Xa 1 )] (-s)
cYEA - dñ <s<d~

et, en particulier, on obtient pour les nombres de Ilodge

OEA- dñ <s<d~
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