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ABSTRACT :
Lattices, distributive lattices, Hilbert algebras, rela-

tively pseudo-complemented lattices and boolean algebras are
structures which often arise in mathematical logic by means
of some axioms and Tarski-Lindembaum quotients, or by some
valuations and later identifications . In this paper we charac-
terize these structures from a logical point of view, using
conditions connecting the operacions with the consequence o-
perator which defines the logic .

Sigui S un conjunt no buit i n, v dues operacions biná-

ries definides en S .

Teorema 1 :

	

(S, n, v) és un reticle , on x ny i x vy són,

respectivament, 1'ínfim i el suprem de x,y, si i nomás si,

existeix un operador conseqüéncia C sobre S tal que per tot

x,yc S es compleix
1 .

	

C(x,y) = C(x ny)

	

,
2 .

	

C(x) n C(y)

	

= C(x v y)

3 . C(x) = C(y)=> x = y

	

""

La condició 1 s'interpreta fácilment ja que diu que x n y

actúa, des del punt de vista deductiu, com la conjunció de x
i
y .
La condició 3 reflexa la idea de quocient de Tarski-Lindem-

baum .



Teorema 2

	

:

	

(S, n,v)

	

is un reticle distributiu on x n y i
x v y són respectivament, 1'infim i el suprem de x i y,

	

si,
i només si, existeix un operador conseqüéncia C sobre S tal
que per ,tot x , y E S i tot a< S , card (c)9 1, es compleix

1 . C(x,y) = C(x^y)
2 . C( a

	

x) nC( a

	

y) = C( a

	

x v y)
3 . C(x) = C(y)=> x = y

Les condiciona "2" d'aquest teorema i de 1'anterior són de-
bilitacions de la condició que a[3lanomenávem "principi fort
de la disjuncié", que en el casen que C és finitari, implica
1'existéncia d'una base de C que compleix un principi clássic
de disjunci6, és a.dir : si Be

	

, aleshores x v yE B <=>
xc B o bé yE B .

Teorema 3 : (S,-,u) és una álgebra de Hilbert si, i nomás
si, existeix un operador conseqüéncia C sobre S tal que per
tot x,yE S i tot a <S , card (a )< 2, es compleix

1 . y EC( a,x)<=> x-+ y EC( a)
2 . C(x) = C(y)

	

x = y

	

""
La condició 1 d'aquest teorema és una debiiitaciu` dei co-

negut "teorema de la deduccié", usual en Lbgica Matemática .
L'element u és exactament C(0), la classe de teoremes .

Teorema, 4

	

n, v) és un reticle relativament pseudo-
complementat si, i només si, existeix un operador conseqüéncia
C sobre S tal que per tot x,yE S i tota,< S, card (a),< 1 es
compleix :

Noti's que és inmediat que

	

x,y,tE S , t4 x-> y<-> x- YE C(t)
<=>

	

y EC(t,x)

	

= C(t n xI=>t nx< y
Sigui ' una operació monaria definida en S .

Teorema 5

	

:

	

(S, n,

	

')

	

és una álgebra de Boole on x ny és 1'ín-
fim de x,y i x' és el complement de x si, i només si, existeix

106

1 . C(x,y) = C(X A y)
2 . C(x) n C(y.) = C(x v y)
3 . y EC(a ,x)s=>xt yE C(a)
4 . C(x) = C(y)<-> x = y



un operador conseqüéncia C sobre S tal,Ique per tot x,yE S es

compleix
1 .

	

C(x,y)

	

_C(x Á y )

2 . y EC(x)<=> C(x,y, ) = S

3 . C(x) = C(y) => x = y

	

"

La condició 2 d"aquest teorema és una debilitació del cone-

gut " teorema de reducció a 1"absurd"" .

Teorema 6

	

(S,v,') és una álgebra de Boole, on x v y és

el suprem de x,y i x' és el complement de x si, i només si,

existeix un operador conseqüéncia C sobre S tal que per tot

x,yE S i tot a ES , card (a) <2 , es compleix

1 . C(x,a ) (~ C(y,a ) = C( x v y,a)

2 . yE C(a)-> C(a , y' ) = S

3 .

	

C(x)

	

=

	

C(y)>

	

x

	

=

	

y
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Teorema 7

	

(S,-}, - ) és una álgebra de Boole si, i només si,

existeix un operador conseqüéncia sobre S format per sistemes

deductius ( respecte de -~) tal que per tot x,yE S i tot a,< S,

card (a) < 2 es compleix

1 . y EC( a,x) =>x-> y EC(a)

2 . y EC(x)<=> C(x,y') = S

3 . C(x) = C(y)=>x = y
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