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INTRODUCCTON

El intento de generalizasr los funtores de homologia y de
cohomelogia, definides en la categoria Gr de los grupes, a
otras caiegorias, data ya de los ahos sesenta, con defimicio-
nes mds o menos sofisticadas. Sin embargo, no es hasta 1970
cuando U. Stammbach da en {14} una definicidn de los funtores

- . . 2 -
V ¥ V como generalizacidn de H2 y H', respectivamente,
para el caso concreto de variedades de grupes. La mayor parte
. 2 . . .o
de las propiedades de H2 y H se generalizan sin dificul-
tad a V oy v, inciuyendo el teorema de los coeficientes umi-

versales y la sucesidn exacts de los cinco térmings demos trada,

independientemente, en 1966 por J. 5tallings y Y. Stammbach.

2z .
Es un hecho bien conocido que H (3,A) clasifica las ex-
tensicnes del grupe Q por el (-médulo por la izquierda A;
€% decir, existe una correspondencia bivectiva éntre el conjun-
2 . .
to H{Q,A} y el conjunto de clases de equivalencia de exten—
siones de § por A , que es, ademds, un isomorfismo respecto
las correspondientes estructuras de grupo abeliano. Se demues-

tra, esimismo, gue cuando O es un grupo de una variedad v,



si el producio semidirects As 0 estd en V¥, el grupo
¥{2,A) clasifica las extensiones de U por A contenidss
en ¥ . El case en gue A sea wn D-mddule trivial da lugar

8 las llamadas extensiones centrales, esto es, extensiones
E: Armem b —u
tales que A estd contenido en el centro de E.

Para el easo particular de la variedad Ab de los grupos

abelisnos, si A es un Q-mddulo trivial, se tiene
- 1
vig,a) = Extz {Q,A) ,

que clasifica las extansiones abelianas del grupo aheliano 0
par el G-mddule trivial A. €1 teorema ce los coeficientes

vniversales
~ l 2 .
vin,A) = Eth{D,RJ}——-QH {Q,ﬁ)--4»ﬂom(H2Q,A)

nos da, entances, el condcleo de la inclusidn del grupe de las
extensiones abeliasnas de § por A en el grupn de todas las
extensiones centrales de £ por A, y nos dice, ademas, que

~ 4
V{Q,A) es un sumando directo de H {Q,”).

-En este trabajo me propongo generalizar 1s sucesidn de laos
coeficientes universales, interpretads como caracteriracidn del

candclec

axt;(q,an___) Wi, a)



@ variedades de grupos ¥ de exponente cero (es decir, tales
que ¥ DAb ). Demuestro, para ello, que si Y es una varie-
dad de exponente cera, O un grupode ¥, y A un J-médulo

trivial, la sucesidn
E(n.A)HHz(n,A)_;Hnm{I,A)—-»Ext(vu,A)__,Extszq,n)_»Ext(I LJA)

donde 1 = Ker [HEQ-a—)VD}, es exacta y natural ({teorema 3.2

del capitulo II).

A partir de este resultado estudio en el apartado 4 del
capitulo Il diferentes casos particulares-concretus. Los mds
interesantes aparecen al considerar la variedad ﬂc de los gru-
pos nilpotenies de clase menror o igual que c. For ejemplo, si
0 ¢ B, admite una presentacidn libre S—F—30 tal que
5 C'Fc’ results que la sucesidn exacta anterior se reduce a
%(

(0, A)»——H (Q,A) —Hom({T,A)-.

Estos grepes [ resultan ser, entonces, precisaments, leas ex-
tensiones "stem" de los grupos nilpotenmtes libres de clase c-1

con tantos generadores como .

Tembién para.la varisdad ﬂr obtengoe el siguiente resul-
tada: Si A. ES abeliano libre, entonces G(Q,A) €5 un sumando
directo de H2{Q,A) (teorema 4.1, del capftulo II).

Sin embargo, el que ﬁ(Q,A} ses un sumando directo de

> .
H (Q,ﬁ) na parece ser cierto en general. Como primer paso para



gnalizar los casos en gue esto ocurre, estudin hajo gué condi-
ciones se puede afirmar gue G{Q,A} sea un subgrupo pura del
2 . .
grupe H{Q,A]. El concepto de subgrupo purs, introducide por
H. Prijfer en 1323, resulta ser una nocidn intermedia entre ia
de subgrupo y la de sumando directa. Un sublgrupo pure es bajo
determinadas condiciones un sumando directo. Asi obtenge algu-
nos resultedos que aseguran, en determinados casos, gque V(G A}
) 2 .
es un sumando directo de H (0,A). £n particular, esto ocurre
si 0 es un grupe finito tal que Ext{VQ,A} = O (teorema 3.1
del capituls III}, o, tambign, si VO es libre de torsidn ¥

2 .
H'{Q,R) es suma de grupos ciclicos [tecrema 3.3 del capitulo

113 .

Esta memoris esté distribuida en tres capitulos., En el ca-
pitule 1 se agrupan las definiciones y resultados fundamentales

sobre variedades de grupos y sobre {col-homulogia de grupos, que

‘necesito » lo largo del trabajo. En el éapitule 11 desarrollao

la teoria de extensiones con nicleo abelianmo en una variedad ¥,
demuestro, pars variedades de exponente ceroc, la gemeralizacidn
del teorema de los coeficientes unive;salas, ya citado, ¥ estudio
algunocs casos particulares gue de 81 se derivan. En el capitulo
111 estudio, por Gltimo, las condiciones de pureze y descompo-

e . - 2 .,
nibilidad de la inclusidn Vi, A—aH (Q,A), en conexidn con

los resultados del capitula II.



En este trabajo aparecen sin demostracién todos aquellas
resultados contenidos ya en los libros o articulos citados -en
la bibliugrafié} En la bibliografis he citado unicamente laos
libros o articulos gue se precisan explicitemente en este tra-

bajo.

Tengo que expresar mi agradecimiento al Profesor DOr 0.
Refael Mallol de la Universidad de Barcelona que presenté esta
memoria, asi como al Profesor Dr Urs Stammbach de ls ETH Zﬁrich
por los estimules, sugerencias e indicaciones que de &1 he reci-
hido. Tewhién a la fidgendssische Technische Hcchgchule de Zu-
rich y al tanseju Superier de lnvestigaciones Cientificas que,
mediante una beca de intercambio, me han prestado su apoya fi-
nanciero durante una parte de la redaccién de esée trabajo.

Irene Llerens

Barcelona, febrero de 1977



Capitule I

MATERIAL PREVID

En este primer capitula incluyo los conceptos y teoremas
sobre variedades de grupos que necesito a lo largo del trabajo,
asi como una breve introduccidn, sin demostracicnes, a la teoria
de homoleogia de grupss y su aplicacidn al estudio de las exten-

¢iones de grupaos.

Para mas detalles sobre variedades puede consultarse el
excelente libro de H. Neumann "Varieties of glrcm'ps'.I {l1l). Los
resultados de la teoria de hnmoiugia estén todes incluidos en el-
libro de P.J. Hilten y U. Stammbach “A course in homologicsl al-
gebra™ (5}, b bien en el de U. Stammbach "Homology in group

theory" (15).



I.1. Variedades de grupos

Sea ¥ un comjunto de letras. Designaré por f_ el gru-

pe libre engendrsdo por "X,

Una palabrs es un elements de Feo -

. .. -1 -1
Una sucesidn finita de letras %, ,x.,...,x ,x sree, R
. i i . 1772 n" Ty o]
determina un elementoc v = U[xl,...,x } en f, ¥y reciproca-
v n
mente. 5Se dice, entonces, que v es8 una palabra en n variabiles.

53i, peara todo homomorfisma f: fop——3 G de Faa ©&N un gru-
po G, fl{v} = e, se dice que le palabra v es una ley en G&.

En general, dado un homomorfismo f: fo—G y una palabra

v o= v[xl,...,xn). flv) se llama yalor de v pars los valores
g - flx. ), 1 =1,...,n, de las variables, y se escribe
i
fiv) = v(al,...,anj .

Una variedsd de gqrupps ¥ es una subcategoria llena de la

categoria Gr de todos los grupos, cerrada al tomar subobjetos,

cocientes y productios cartesianos.

Dede un c:njento de palabras’ ¥, las grupos para los gue
todas las palabras de V sam ieyes forman una variedad V¥ ;
diré que V define V. Segln um resultade de G. Birkhoff
(;935}, el recipraco taﬁbién es cierto: Toda variedad V¥ pue-
de definirse de esta forma a parti; de un conjunto de palabraé

{véase (11]}.



Teorema 1.1.

Dada una variedad Y, sea V el conjunto de todas las
leyes verificadas por los grupos de V. Cualquier grupo para

el que todas las palaoras de V  sean leyes estd en v

Un cenjunto ¥ de palabras define una variedad ¥. El
.cenjunto V* de las leyes comunes a todos los grupes de ¥
. contiene & ¥, ‘perv, &n general, no coincide con V. V¥ se

llama "clausura de V". El teorema anterior asegura que ¥y

¥* defipen la misma variedad.

Ejemplos

Son variedades de grupos:

a) La categoria E;I de todos las grupos. Ests variedad
e3té definida par el conjunto vacio de layes.

S) Los grupué ahelianos: Ab . Esta variedad estd defi-
nida por lalley [xl;xz]', cuya clausﬁra es [F,F] .

cl Las grupos nilpotentes de clase menor o igual que c:
ﬂt - Ls ley.definidora es [xl'[XZ'EXS"'"[xc’xc+ll'l]] Y
su cleusura es el (c+l)-ésimn términc Fc4l ae la serie central
descendente de F = Fg .

. d}  Los grupes resolubles de lpngitud £ t .
e} Los grupus polinilpotentes de clase < {cl....,cn).

- f}1  Los grupos de exponente g: gu . Su ley es x? .

{Variedad de Burnside de exponente gq.)



La interseccidn de dos variedades es una variedad. En par-
ticular,
g} Los grupos abelianos de exponente g formean una va-

riedad n_bq = Ab N B, . definida por la ley [xl;xz] x‘; ;

Sea V¥ un conjuntc de palabras que defina la variedad UV,
¥y sea G un grupeo srbitraric. 5Se llama suborypoe verbal del
grupe G asociads @ V¥ al subgrupo VI{G} engendrado por ios

elementos de la forma
fiv) con velW oy fe Hom{F ,G).

Del razomamisnto gque sigue se desprende que V(G) no depende

en realidad de V sino Ynicamente de ls variedad v

V{G) es invariante por los endomorfismos de G, y, en
particular, es un subgrupo normel. Estd claro que G/YG es
de Y. Aun mis, se tr;ta del mayor cociente de & que es de V.
M3s preciso: todo homomorfisma f de G en un grupo Qe V

factoriza de maners Onica = través de G/VG:

f
6 —— 3

s
F
,
,

G/

donde G-—#G/YG 85 la proyeccién candnica.



Ejemplos

al Dado un grupn 6, el subgrupo verbal de G  asociado

a At es [6,6] y Gab = G/[G,6] =r el "mayor" cociente ahe-

liano de ©G.
b) Ei subgrupp verbal de un grups G asociado a la va-
riedad ic es el {cel)-Bsime término de la serie central des-

cendente Gctl Y E/Ec+l es el "mayor" cociente de G nil-

potente de clase menor o igual gque c.

Un grupo Foae ¥ se llama Y-libre sobre un conjunto

SC€F si, para tods fumcidn f de S en un grups G de V,

existe un Gnice morfisme f: £ —5G que extienda f

o

A los grupos Gr-libres los llamaré gbsolutamenie libres

g simglemente libres si no existe peligro de confusidn.

Sea § un grupo absolutamente lihre sobre 5 y W(F) su
subgrups verbal asociado a la wvariedad V. Dada una funcidn
f: 5—36, sexiste, por definicidn, una Gnica extensidn f'  de

f & § que, a su vez, factoriza de manera Gnica e través de

FAULF)



FAVLF)

F/V(F} es, pues, un grups V-libre. Si f' es un epimorfismo,

también lo es f. Par lo tanto, todo grupe 6 de ¥ puede pa-

nerse como cociente de un grupo Y-libre F. La correspondiente

sucesidn exacta corta

Ro—e—3F — 3 G

se llama una éresenta:ién V-libze de G.

En una variedad V¥ existe siempre el coproducto

tegoria ¥} de das grupos El y G, de ¥, gue no es otro gue

2

6+ 5 - B *G&
1 v 2 Pl
VIG, - 8))

donde Gl - GZ designa el coproducto en Gr .

1.2. (Co)-Homelogia de grupes

Sea G un grupo multiplicativo. Designaré por

anillo entero sobre G, y llamaré G-mddulos {por la izquierda

(en la ca-

Zo

el



o por la derechal & los ZG-mdduios {por la izquierda o dere-

cha, respectivamentel.

El n-ésima grupo de cohomoleoaofa del grups & con casfi-

cientes en el G-mddulo por la izquierda A es el grupo abelianc

| n
Al = .
H (G,A) ExtzE{Z,ﬁ}

El n-ésimo grupo de homolegfa del grupo G rcon coeficientes

en gl G-médulo por la derecha B es el grupo abeliano

H (G,B) = TurZG(B,Z].
A n

En embos cascs Z estd considerade como G-mddulo trivial.

51 A (resp. B} es e)l G-mddulo trivial Z, escribiré

H'G

H (G.Z) = H G k"G, 2)
m n .

51 G es libre, HnG =0 vy H'G = 0 para nx2.

De la definicidn se sigue que las s.cesiones exactas cortas

de G-mddulos dan lugar a sucesiones exactas largas de homalogia
y cohomologia. Asimisma, se deducen sin grandes dificultades los
primerss grupas de {col-homologia com coeficientes en G-mddulos

triviales A y B :

w26, 4)

i
B
i}
==}

H (&,8;
o
1
H (G,A) = Hom(G _,A) H{G,B} =G _ @B .
ab 1

Mas complicada es la demostracién del siguiente teorema bA-

sico en el estudio de las extensiones centrales de grupes:



Teorema 2.1. ({Sucesidn exacta de los cinco términos)
Sea Ny—3H —»l una sucesidn exacta corta de grupos
y sesn A y B G-médulos por la izquierda y derecha IESpEBC—

tivamente. Las sucesiornes

0 Hl(E,A)—}Hl(H,A}——-)HomE(Nab,ﬂ)—)Hz(G,M-——sz(H,A)

H (H,Bl——H_(G,B)—>B® N _—3H {H, B~ H_ (G,H)—a0
s 2 : ] 1 1

& b

son exactas y natursles., N b se considera G-médulo via
a
-1
y-(nM,n]) = xnx [N,N]

donde yeh, nélN y xeH es una antiimagen de .

Corplaric 2.Z2.

Si M)—H—»G es una sycesidn exacta de grupos,

HoH —3H G — N/{H, N] —H_

—syp —
2 2 Gab 0

=

es exacta y natural.

Lorolaria 2.3. - {Fdrmula de Haopf)

Sea H—f —GC una piesentacidn libre de &. Entonces

hC s AR
2T TR

En efecte, aplicando el corolario anterior a la presenta-

cién libre de G, &se obtiene

0 —H G—-)H/[F,R]—)Fa

2 ) |'—‘ab o

b



de donde resulta

RO[F.F
H.G & Ker {R/[F,H]—_+Fa ) .l

2 b = F,ﬂ

\.

Teorema 2.4, (De los coeficientes universales)

51 C es un Q-médule trivial, las sucesiores
0—Ext(f _,2,C)— " (q,0) T Hom(H 0,0} —s 0
U-—:"Hr"[l @ C —)Hn(G,EJ—HDr(Hn_lQ,E)—) 0

son exactas y naturales. Ambas descomponen aungue, en general,

no de manera natural.

Observacidn.- Hay casos, coma, por ejempla, cuando [ es uni-
vocamente ?-divisible, en que las sucesiones exactas de los coe—

ficientes universales descamponen de manera natural.

1.3, Extensiones eon niclee asbeliano

Una de las primeras y mis importantes aplicaciones de la
cohomologia de grupos es la clasificacidn de las extensiones de
un grupe B y un Q-médulo A por el sequnda grupo de cohomo-
logia. De hecho, este grupo es canocide desde bastante antes de

que se hiciera un desarrollo completo de la teoris de grupos de

————a i



hemolagia y cohomologia en el contexte del &lgebra homoldgica

- & partir de los funtores Tor y Ext.

Dados un grupes 0 y oun {-mdsulo A, se llama extensidn
de or A a una sucesidn exacts corta

E: Axilse —Ing
-1
tal ngue _hiy.a)] = x.hi{a}.x ,

donde velh, ae¢h, v xeb con glx) = y.

El que A sea O-mddulo trivial equivale a que h(A) esté
rontenide en el centro de G, en cuyo caso se dice que la gx-

tensidn es central.

Dos extensiones
E: Ab——h —= 0
E': Ar—DG'—{)
se llaman eguivalentes si existe un homomorfisme F: G—>G"

que haga conmutativa el siguiente diagrama

Ar— 56— »7

Il

Ay—— 06—
Obsérvese que, en tal case, f 85 un isamorfismo.

La primera formulacidn de la clasificecidn de las axtensio-
2 .
nes par H (Q,A] se base en la idea de los sistemas de factores.

Consideremos una extensidn



E: AbDm 3G —=0 1

¥y un sistema s de representantes de { en G, es decir,
una funzidn s: Q — G  tal gque gs = IdQ v osle2) = e,

La funcidn

o0 x ] —ah

-1
definida par @ix,y) = si{x).sly}.s{xy) , %, ¥EQ, se llama

un sistema de factores de E.

¢ puede ser interpretada como un elemente del grupo de
homamorfismes Humu{ﬁ',ﬁ), donde B' oesigna la resoclucidn
standard normalizada no homogérea de O (ver (5)). Aun mis,
¢ @5 un cocicla y diferentes sistemss 8 de representantes
de § dan lugar = cociclos.gue se diferencian de ¢ #n un ca-
borde {ver {¥) pdg. 111). La extensidn E devermina, pues, de
. . 2 .
mansre (nica una clase de cohomologis [¢] € HT{Q,A}). Se es-
tablece asi una aplicacidn entre las cleses de extensiones
: 2 . ..
eguivalentes y H (Q,A}, que resulta ser una biyeccidn. {[Véase

{15} pdq. 24.) - . - -

El teporema 2.1 permite establecer esta biyeccidn de otra
forme mas Gtil para este trabajo. La sucesidn exacta de lps
cinco términos en cohomologis con ceeficientes en A  asociada

a la extensidn E: Ar—G —»Q , es

1 1 g 2 2 '
0—H (Q,A}—3H {G,A]—3Hom_{A,A}— 3 H {Q,A}—3H (G,A} .

Q



La imagen por 8¢ de la identidad de A  es precisamente la
clase cohomoldégica correspondiente a E  en la biyeccidn antes

estableciua ((15) pdogs 18 y sqts).

A continuacién doy sin dempstracidn una serie de proposi-
ciones sohre la naturalidad de esta biyeccidn. Para las demos-

traciores detalladas ver (15).

Proposicidn 3.1.

El diagrama

E: A v ——

E': At — 3G —a (]
es conmutative si y sélo si  a,([9}) = [¢'] , donde
2 2 . - .
a, : W ({,Al—H [Q,A") es el homomorfisme inducido por « ,
¥ [p] , [@'] son las clases cohomoldgicas correspondientes
a € y E! reape:tiuameﬁte.
Otsérvese que, en tal cass, G’ es el push-out de los ho-

momorfismos A'——G' y @ . En adelante designaré por €

la extensién E' asi consiruida.

Proposicidn 3.2.

El diagrama



es conmutativo si y sdla si ﬁ*{[?]) = {51 , donde
B* : HZ(Q,A}———éHZIE,ﬁ) estd inducido por B, y[9] ,{5]
son las clases cohomoldgicas correspandientes a £y E res-
pectivamente.

Cbsérvese gue, en tal caso, G es el pull-back de las ho-

momorfismos G--30 y 8 . Er adelante designaré por Eﬁ 1z

extensidn E as{ construida.

Propesicibn 3.3.

Dado

Ef: A'»—a ' —0

existe fi 6 —>G' que haga conmutativo el diagrama si y sdlo
si o, ([P]} = p={le']) , donde ¢ y @' son las clases
cohomolégicas de E ¥y E' respectivamente. En este caso, los

posibles homomorfismos f: G—>G' estan en correspondencia bi-

yectiva con las derivacicnes d: Q—o)A,

La proposicidn que sigue nos da informacidn sobre el hamo-
morfisme s del tearema 2.4 de los coeficientes universales
en gl casg n = 2, relacicndndolo ceon la sucesidn exacta de los

cinco términos.



Proposicidn 3.4.

Sea E: Ko —0 una extensién central de 0. Ses

= como en el teorema cde los coeficientes universales y

8x
H G -—)HZB ——)N—)Ga

2 Qab 0

b
la sucesién homolégice de los cinco términos asacisds a E. 51

2 .
[0) ¢ H(Q,N) es la clase cohomoldgica de E, se verifica

n(lel)l = &, .

Fara la demostracidn ver (13},

Segln las propiedades de a ([p]) se defimen varias clases
de extensiones centrales de 0 :

~ 5 ale]=0, la extensiér € se llama una extensidn
gonmutsdora.

-5 z{p] es un epimoxfismo, E se llams una extensidn
"stem'.

- 5i n{¢} es un isomorfismo, £ se llama un recubrimien-

to "stem".

La siguiente proposicidn es casi irmediata:

Proposicidn 3.5.

Sea E: HMNe—G —0) una extensidn central de Q. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

a) E es una extensidn "stem”,

b) Eah i Qab s



c) N ests contenido en el conmutador de G.

Para un tratamierto camplein de estas extensiones puede

consulterse (13} capitulo V .



Capitula Il

EXTENSTONES COM NUCLED ABELIAND EN UNA VARIEDAD

El intento de definiciédn de los funtores V y V como
generalizacidn de H2 y H2 a variedades de grupos arbitrarios
dzta de mediados de este siglo. Desde un principin se sabia
gue las clases de extensiones con njcleo abelizno de un grupo
contenidas Een una Qariedad ¥ formaban, con la suma de Baer,

"un grupao gheliano. Las primeras defipicienes de log funtores
V y ¥ se encuentran en los trabajos de M. Gerstenhaber {3}
¥ J. Knopfmacher {6). Posteriormenie, varics autores, J. Beck,
M. André, F. Bachmsnn, M. Barr, G.5. Rinehart, f. Ulmer, han
dado definiciones de teprias de homologia en catagorias moy ge-
nerales que no sdlpo dan lugar a funtares V ¥ ﬁ' sino a fun-
tores correspondientes a les gqrupes de {co)-homologia e=n dimen-
siones superiores. Ninguno de estos autores, sin embargo, hace
referencia al caso particular de las variedadss de grupss. Por

primezra vez U. Stammtach en (14) da una definicidn de V y V¥



para variedades de grupos.y C. Leedham-Green estudia en (B)
can detalle lss teorfas homoldgicas categoriales ea el caso

de variedades de grupos.

I1.1. Los grupos W{Q,A}l y Y{Q5)

Sea ¥ una variedad arbitraria, {1 un grupc de v ¥
A y B (O-mddulos por la izguierda y por la derecha respecti-
vamente. Sea f: F——*»Q una presentacidin ¥-libre de (. Se
definen

F(@.,A) = Kex (#%: HO{Q,A) —3 HE(F, A))

V(Q,8) = Eoker [f,: Hzcﬁ,m._.wz(a,an

Demostraremos, ante todo, que estos grupos no dependen de
la presentacién libre f: f-uan cansiderada. £En efecto, sea
fr: ?‘———}Q otra presentacibn ¥-libre de 0. Existen morfismas

h ¥y h' que hacen conmutative el tridngula

]‘.“ ‘—-—-—E-—— ﬁ'l
It

f f!
Q

Por lo tanteo, ubtenemos un disgrama conmutative de grupos de

cohamologia



oG, A)

N

H {"' .ﬁ}"'_""_‘i* (F’
nt

de donde Ker f* = Ker h*f'* > Ker f*¥ y viceversa
Ker f'* > Ker f¥ , lo gue demuestra la igualdad.

De ls definicidn resulta inmediatamente que en la varie-
dad Gr de todos los grupes

70,4) = H(4,4)

viQ, 8)

H .

Z(Q'B)

También resuvlta clare que si foes M-libre, sntonces
Wi,ay =0 y VIF,BI =

Veamos, ahors, el comportamiento de ¥ y ¥ respecte de
la primera y segunda variables.
Si @ : A——#A' es un morfismg de Q-mddulos, el homomor-

fismo a.: VID,A) —V(Q,A') estd definida por 2l diagrama

- 2 -
08—V (0, A) 3 HE(Q, A)—pH (F, A)

.
t .
1o, la* J'a’n
KA .

DT (Q, A )3 HE (B, A" oMo (F A" )

S$i g: Q——=0' es un homamorfismo de grupos vy

f: ?—-» A28 fro ?'——H-.—»E!' son presentaciones V-libres de



@ y G' respectivamente, existe h: F—pF'  tal que el dia-
grama

f
—>»

x
mE—— T,
a — o

o

f“
f—
es conmutative. g*r ${Q!,A)—53¥(0,A) estsd definido, entonces,

por el diagrama conmutativo

0 ¥(a", Al M (R, A) s HOUF T A)

i
: g" l g* lh*
4

- 2 -
0—> V{0, A} — s H2(Q,A) —H2(F, A)
{independencia de h! }.

¥{-,-) es, por tanto, un funtor en dos variables. Razona-
miantos andlogos demusstran que V{-,-)} es, asimismo, un funtor

en dos variabies.

Como en el case ordinario, ls sucesidn exacta de los cinco
términos para ¥ y V es bdsica en el estudia de las extensio-

nes de 13 variedad V.

Teorema 1.1. {Sucesidn exacta de los 5 té&rminos}

"Sea  MN>—3G —%0  una sucesién exacts de grupos con Be Y.
Sesn A y B [-mddulos por la izgquierda y por la derecha respec-—

tivamenter Las sucesionas



0—s HH (G, A)—s B (G, A) —y Hom [Nab,ﬂ}—y‘:}(&,ﬁ)ﬁ-—»\}(ﬁ,ﬂ)

Q

¥i{G,B} —W(Q,B)—>B e N —H (G,B)—H {0Q,B}—0
0 ab 1 1

son exactss y naturalss, Nab estd considerado como O-mddulo

via 18 conjugacidn {ver teorema 2.1 del capitelo I}.

Demostracidn:
Sea f—»0 wuna presentacidn ¥-libre de G. La sucesicn

exacta de los cinco términes ordinaria junto con la definicidn

de ¥V da lugar al disgrama conmutativo

H_(F,B) = H,{F.B)

HE(G;B)—-)H {d,B) —>B @ Na —-)Hle,B}—)Hl{B,B)—-—‘.\D

2 0 ab

V(G,B)— ¥(0Q,B}

A partir de £1 es clara la existencia de la aplicacidn

v{Q,B) ——B aamab y la exactitud de la segunda sucesidn del

enunciado.
La demostracidn de la existencia y exactitud de la primera

sucesién del enunciado es totalmente andloga,

En el caso particular en que ¥ sea la variedad Ab de
los grupns abelianos, del teorema anterior se deduce gue son

exactas las sucesiaones -



0—ay(Q,C} —3C @ R—3C @ F—3C @ 0 —30
U —3Hom(0,E~sHom(F,C)—aHom{R,C} —aV(Q,0) —3 0

apnde Q€A5, [ es un Q-mddulo trivial y R —0 es ura
presentacion Ab-libre de Q. Por lo tanto, en Ab, cuande C
es trivial, se tiene

Ext

V{g,cr) (a,c})

H

Tox

{a,c}

-

VigQ,CJ

= rd M

Demostraremos, por (ltimo, la sucesidn de los coeficientes

uriversales para una variedad V¥ de exponente cero.

Teorema 1.2. (Teorema de los coeficientes universales)
Sea ¥ una variedad de expsnente cera. Seam Q eV y C

un O-mddulo trivial. Las sucesiones

i w
0—s Extz(ﬂab.ci-—>V(D.E}-—§Hom{uu,t) —0
0> V0 @ £ —V(Q,£) — Toro(Q_,0) —>0

s@n exacias, naturales y descomponen, aunque, en general, no de

manegra natural.

Demastracidn:
Sea F——»0 una presentacidn VY-libre de 0. FPor la natu-
ralidad del teorems ordimarioc de los coeticientes universales

(2.4. cap. 1), el diagrama



Ext{g_,,C) > H(Q,C) —» Ham(H,Q,C)

oo

Ext(F_, L) W (F,C) s tiom (H,F,C)

conmuta. En €1, Ext(F__,C) =D, ya que | es libre en la

ab’ ah

variedad ¥MNAb = Ab. En virtud de la "sucesion exacta de ni-
cleos y condelens” {(5)} pég. 99), los ndcleos forman uma suce—
sidn exacta corta que es la primers del enunciado. Que esta
sucesidn descompone resulta, ahora, de forma inmedista, de la
descomposicidn de las filas del diagrama.

De forma andloga se demuestra la segunda tucesidn del

enunciado.

I1.2. Extensiones en W

h
Una extensién E: A>—§ -Eﬁéﬂ de un grupn Q< V¥ por

un Q-médule A se dice que es una extensidn de ¥ si G es

un grups de la variedad V.

Ubservemos que si E  es una extensidn de ¥,
i}  toda extensién equivalente a E es, también, de Y.

ii) A€ ABOY .

2 ;o s
Sea [¢] ¢ H [G,A) la clase cohomuldgica correspondiente a



la extensién E£. Me propongo ver en gué condiciones E  es de
¥ v clasificar dichas extensiones.

5ea f: F—» 0 una presentacidn V-libre de 0, y sea
_f
£ el pull-back

f‘ -~
E: A>—-—)Ef-——»F

ol

E: A >—36 —3 50

5i Gey¥, también G x F(E, ¥, por le tanto pertenece a W

e . {(x,y} € Gxf; gix) = f‘(y]}. Ahora bien, como F es

. £ . ,
¥-libre, 1s sucesidn £ de ¥ descompone; es decir, se tiene

£ - -
G =A4F e ¥ [ A4F = producto semidirscto de A por

hT

Y.

S5e verifica, también, el reciproco:

Proposicion 2.1.

La extensidn  £: A}—3G —»0 cton Qe es de v
si y sélo si es del nicleo de  f%: Ho(Q,A) —3H2(F,A) y

Ad4F es de ¥ .

f e
En efecto, 3i G = A4 F es de ¥, su imagsn epimdrfica

G también es de V.

Corolario 2,2.

— e Tas -

Si E:r Ax—5 -l esde ¥, A4Q =s de V.

Basta sbservar que A4 es imagen epimérfica da A4,



Teorema 2.3.

Sea Qe¥ y A un (-mddula.
i) -51 890 ¢ ¥, ninguna extensidn de 0 por A es de V.
iit 54 A40Q € ¥, existen extensiones de { por A& en ¥

v &stas estén clasificedas pox W(Q,A}.

Demastracidn:

i) Bs consecuencia del corolerie anterior. Para ii) bas-
ta observar que Aremap A ] —0 es de VM, ¥ gue, en virtud
de la mproposicide 2.1., una extensidn es de ¥ si y sdlo 51 es
del grupa Ker f* = F{g,a).

Sea QeV¥. Los Q-mddulas A para los que existen extensio-
nes de 0 pozr A en ¥, es decix, para los que A40Q es de

¥, forman una categoria llamads la cateooria de_los nicleos

abeliangs.

Proposicidn 2.4.

Los H-mddulos triviales ce ls categoris de los nicleas

abelianos son precisamente los grupos de VIAb.

Demastracidn:
S5i A es nfcleo de una extensidn central de ¥, entonces
A'¢e Y¥NAb. Reciprocamente, si A e YN Ab y tiene estructura

trivial de Q-mddulo, A4 0 = A x [, que, naturaimente, es de V¥,



¥y por lo tante, en virtud de ii) del tearema 2.3., A es

de la categorfa de los ndcleos abelianos.

I1.3. Una sucesidn exacta

-En este apartads supongo siempre gue V &s une variedad
de exponente cero, es decir que Ab < ¥. Resulta, entonces,
como consecuencia inmediate del teorema 2.3. ¥ de la proposi-

cidn 2.4., la siguiente praposicidn.

Proposicidn 3.1.

En una variedad ¥ de exponente cerc existen siempre
extensiones centrales de un grups G €M por un grupo abelisno
cualguiera A y dichas extensiunes estdn clasificadas poy sl

gIupo G(E,ﬁ).

Por ejmsmplo, en la variedad Nt de los grupos nilpotentes
de clase menar o igual que =, gue es de exponente cero, sabe-

mos que las extensiornes centrales
Ay—m3 E — G

de G« ﬂt por um grupa abeliano A, wverifican que £ &es de
la misma clese r que G, o de classe r+l. Cuanda r Ees

menor (estrictamente) que c  todss las extensiones centrales



estan en ﬂt y podemos asegurar, por tanto, que
I 2
V(G,A} = H (G,A).

51 r = c, las extensiones de elase 71+)1 no son de ﬂt-
En tal ecaso, ;{E,AJ clasifica las extensiones nilpotentes

de clase ¢ del grupo G por A, vy

=~ 2
V(G,A) & HO(G,A)
Afirmaciones andlogas se aplican, por ejemple, a la varie-

dad de los grupas resolubles de longitud < £ .

Me propongo estudiar la inclusidn
~ 2
V{E,A) >3 H {G,A}.

Sea Rr—3 E——»E' una presentacidén Y-libre del grupo &.

Puedo escribir, entonces, el dizgrama

FoLA
Ext(Eab,A)_»,Ext(Fab. )

I

VUG, A B (G, A) — 3 HO(F,A) (&)

Lo

Hum(HEE,A)-i,Hnm(HzF,AJ

cuya conmutatividad resulta de la naturalidad del teorema de

los coeficientes universales. Ahora bien, por ser ¥ de expo-

nente cero, Fab 5 un grupo sbeliano libre, por lo que



Ext(f ,A) = 0y, ademds, HO(F, A) Hom (K, ,A) -

Por otra parte, en la sucesidn exacta de homologia de los

cinze térm.nas correspundiente a la presentacidn w3 F —%0G

Hof —H,6 —R/[F,R]— F_ —5_, —0

se tiene gue LCoker {H?E——éHEG) = VG es independiente de la

presentacidén ¥-libre de &. For tanto

I = Ker [H,G —R/F,RY) = Kex (H,6 — VG )

es, también, independiente de dicha presentacién. 3e tiene,

pues, un diagrama de sucesiones exactas

K —sH, F —H,6 —>R/] ] p— ap=—6_ —0

donde K = Ker (HEF——QHEG} depende de la presentacidn.

Aplicando ahora el funtar Hom{-,A) a las sccesiones

exactas cortas

K)————)HZF —»I

I>——#H26 —» VG

se aobtiene el siguiente diagrama conmutativa:



HDm{UE,A}-¢HDm(HZE,

R

A}_qHDm(I,ﬁ)—eExt(UG,R)~+Ext{HEG,AJ_5Ext(I,HJ

V{6, A) — H (5, A) Ham (H,F , A)
Ext(Gab,M-Ext(Eab,P.) Hom (K A) {(*)
Ext{I,A)

L

donde las dos primeras columnas caonmutan en virtud de lg demos-
tracidn del teorema de los coeficientes universales para ¥
{teorema 1.2.). Par otra parte, la aplicacidn
'-h:m(H G,A) ——sHom(1
- I
Hom

no es otra gue la aplicacidn g en el diagrama {&). Existe,

it

.. 2 2 . .
por tanto, una aplicacidn de H (G,8) en H (F,A} Hor_n{HZF,A}

que hace conmutativo el diagrama

HDmeG,A)*»Hom{HZE,A}—éHnm(I,HJ—éExt(VE,A)~+Ext{HZG,R)T»Ext(I,A}

I T

ViG, A} 3H (E,AJ-—-—aHuquEE,A)

Ext{B_ ,A)=ExtlE_, ,A)



aAsi, pues,
2 - .
Tim [d {G,A)——;Ham{HzF,A}; ¢ j rdom{I,A)

2
y existe urs splicacidn de M (G,A} en Hom(I,A} o= fizma que

la sucesién

- 2
V(G A H (G.A)—)Hom{I,M—»Extwﬁ,ﬂ)_ﬁxtmza,m_~»Ex:(1,A}

25 exstcta.

2
(Obsérvese que, por ser H (G.A}———gHum{H?E,ﬂ} exhaustiva,

Im (HZ(E.M—)Hom(I.A)} = Im (Hom[HEG,F,)-—>Hom{I,A)) =

Ker (Hom{I,A)—3Ext(VG,A)),
¥s por ser j injectivas,

P -
Im i = ¥er{H {G,A}——+Hum(H2F,A})=

I

Ker (HZ(E,H)-—+Hnm{I,A)—£4Hom(HE?,A)] .

He demostradeo, asi; el

Teorems 3.2,
Sea Y una variedad de exponente cero, GelY¥ vy A un

grupo abeliano. La sucesidn
~ P2
VIG, A= H (G, A) —sHom(T,A) —Ext (Y5, AJ—> Ext (1,6, A)—»Ext(1,4) ,-

donde I = Ker (H,G-—VG),

2

es exacta y natural.



Il.4. Eiemples y casos particulsres

1) Existen algunos casos e~ que se sabe que HZE = 0.
Por ejemplo, cuando todas 1los p-subgrupes de Sylow de G son
ciclicos o (para p = 2} cuzternidnicos generalizados, G
tiene cohomologia periddicas y, en particular, H2G = 0 ({veéase
(1), cap. XI1). Asimismo, para los grupos de nudos HZE - B
{{15} padg. 50}). En otrxes casos, aungue HEE £ 0, se anula
Hom{HEG,n}; por ejemplo, siempre que G es finito de orden m,
H26 es de torsién y m HEG =D ((3) pdg. 227} . Por lo tanta,
si A es libre de torsidn o de torsidn prima con m, resulta

H H_.G,A)}) = 0.
om{ S8 } 0

En todos sstos casos

Vi, A) = #OGG,R) = Ext(G_, A}

b
es decir, "las extensiones centrales de G e¢stdn todas en
¥ proceden todas, mediante pull-back, de extensiones abelianas
de G_ ",

ab

2} Apnslogamente, cuanda Homi{VG,A) = 0
V{G,A) = Ext(E A
ab
es decir, "las extensiones centrales de 6 en ¥ proceden to-

das, madiante pull-back, de extensiones abeliznas da Gab“.



Este es £) caso, por e
grupo & que admitas una ar
y r relaciones, =i G

ab
siempre gue la variedad Y
V-libres sean residualmente
p, para todo primo p. En

pég. 89) y, en particular,

Ejemplos de tales vari

resolubles y los grupos pel

jemple, de las extensiones de un

esegntacidn cun ner  seneradores
estéd ganerado por n elemantos,
verifique que tados los grupos
rnilpotentes y de exponente finito
efecto, en tal case VG = 0 {(15}

Hom{VG,A} = D.

edades ¥ son Gr, ﬂt, los grupos

inilpotentes.

3} Si A es un grupo divisible (inyective!},

G{E,A)>——aH2(G.A)

es exacta, {Censecuenciz in

—nbom{i, A}

mediata del teorema 3.2.)

4) Consideremos, ahora, la variedad, ﬂt de los grupos

nilpotentes de clase < c.

Sea

S —aF —pEG

una presentacidn absolutamente libre de 6. El que G sea de

N equivale a deci 5 F
N, quiva cir gue o c

es nilpotente libre y

R = S/Fc+l >———>r/FC

. Por otra parte, F/F

+1 c+l

+1 —»6

28 wna prasentacidn ﬂt—libre de G



=R

—» G

[
|

—
—— F/F  —P6

' 5
De la férmula de Hapf, HEG = n[F.7 , se deduca
[F.s]

HE(F/FC+1) B Fc+l/Fc+2

y este grupo es asbeliana libre { ver (10), pag. 342).

Ne

KoM, (F/F | )—H,E —R/[F/F L R]—)F —5 D

NN/ ’

s/([F 5].F
resulta, antonces,
V6 - Im ( salrdd . s ) _ sn[F,f
iF,s] [F,S].F”l [F,S].Fc+l
independiente de la presentacidn,
I = Ker ( sntr.fl N > ) = LF’S]‘FC+1
[F.9) E'—‘,‘:;].Fc+l [F.5]

independiente de la presentacidn,

L =



Fc+l s [F’S] 'Fr:+l [F’S] N Fc:+l

Fos [F.9] - F

K = Ker
c+l

abeliana libre.

Como ya observé en el apartado anterier ([1.3), V(G,A)
. 2 .
coincide con H (G,A) siempre que G es de clase re¢c. Su-
pongo, por tanto, gue G es de clase c, Bs5 dacir que zme ve-

rifica Fc & 3.

5 F
Entonces [F,SJ o F:”_ ¥ Vh = - c c 28 un

F F
c+l c+l

grupo abeliann iibre. Par tanto, Ext{vG,A} = 0 vy del teore-

ma 3.2. resulta que

- 2

Y(G,A)>——3H {G,A) —» Hom{T,A)
5 una sucesidn exacta corta.

En este casno

FC/S 3F/S = 6 —”F"F:

¥ Gab = F b- En ptras palabras: 6 es una extensién "siem"
a

de un grupo Ll: l-lihre. For otra parte, puesto gque G es ima<

gen epimérfica de F/F G posee un sistema de generadores

e+l!

a lo su = tos, F G =F 3
con o sumo n rango F elementos era ab ap’ POT

tantn, G posee un sistema de generadores con exactamente n

elementos,



Reciprocamente: Sea G wuna extensidn "stem® de un
grupo ﬂcvl—libra_ F/FC de rango n. DSupongamos gue 0 est#
generatc por exactamente n  generadores. Entcnces, existe
g: F——0abG tal que

F
-
Ar—3 G ——-»F/Fc
canmuta, y S>r—F —»G #s una presentacidn absclutamente

libre de G con Sc:Fc.

Con otras palabras: Los grupes incluidos en este caso san

precisamente las extensiones "stem™ de grupos N l—libres F

con rango F = nimeroc de generadores de G.

Observacidn:
. F . .
Si el o ’5], [5/FC+1,F/FC41] 0 y, por tanto,

S/Ft+l es del centro de F/Fc+l' Este centro es, precisamente,

Fc/Fc+l (ver (10}, pdg. 347, ejercicio 5}; asi, pues, resulta

S/F F -
/ Cth: Fc/Fc , de donde 5C c for tanto,

+1

SCF &= F.s] CF.

Este caso ocurre si y s6lo si [ = 0, y también coincide

con el caso en que HZE = V6. Entences,



D06, 8) = HAG,A)

es decir: "todas las extensiones centrales de [ quedan deniro

de ls variedad".

Observacidn:
L F P . .
Parace légico suponer gue cel © [r,a] deba implicar
FC(: S para c>»[0. Sobre este problema ver {11) pdu. 125.
tn el estudio que hage de los diferentes casus que pueden pre-
sentarse, F C [F,S] y F ¢S5 tienen para la relacidn en-
c+l [

2 . )
tre ¥ 0y H las mismas cConsSECUBnCias.

Casa [F,S]ﬂFm_l = f

Esta condicidn equivale a gue K = 0 y s que 1 = HZEF/FC+1J

{abeliano libre}. Entonces, la sucesifn exactae del teorema 3.2,

sB reduce a

G(G,A}HHE(G,M._.>H2(F/Fc+l,n) —Ext(VE, A} —pExt(H.5,A).

El siquiente teorama es oiro caso particularmente interesante

Teorema 4.1,
Sea ﬂn la wvariedad de los grupos nilpotentes de clase £ c
¥ A un grupa ahbeliano libre. Entonces, la sucesidn

{6, A) —ry M2 (G, A) —3Coker §

descompaone.



-y |

=

En efecta, si A es abeliano libre, el grupo abeliano

Hom(H_{F/F 1,A} = Hom(F_ _/F
2 cil =

Wl C+2,A} g3, también, abeliano

libre, asi cama

Coker i < Hom(T,A) Hum[Hz(F/FC 1,A).

+1

{Ver diagrama (&) del apartado II.3.)



Capitule Iil

PUREZA Y DESCOMPONIBILIDAD

ta nocidn de subgrupo purc es un intermedio entre los con-
ceptas de subgrupo y de sumanoo directo, y refleja le manera en
aue el subgrupo ests3 sumergido e=m el grupo. Introducidas en el
afio 1923 por H. Prifer (13), S.M, Yahya derostrd en 1962 que
tods sucesidn exacta h)iiaB—E» [ de grupos abelianos, can

@(A] subgrupe pura en B, es limite de sucesianes exactas

ﬂ{—-—)ﬂi-—a;ti gue descomponen. Les subgrupos purcs se han
convertido Gltimamente en un instrumento muy Gtil an el.astudiu
de los grupus abelianos. Su importancia estriba en el hecho de
que, bajo determinadas condiciones, los subgrupos puros son su-
mandos directes, y de agul su interés en este trabajo: En sl
caso de la variedad ¥ = Ab de los grupos abelianas, la sure-

g€idn del teorema 3.2. del capitulo II no es otra que la del teo-

rema de los coeficientes universales

: 2
Ext{k,A)>——3H (E,H}-——49Hum(HEE,n)



T

2
en la que Ext{G,A)} es sumando directa de H {G,A). Mi obje-
tivo es estudiar, para una variedad de exponente cero, cudndo

el monomorfismo
~ 2
V{G, A}y 3H {G,A)}

~ 2
sumerge V{(G,A) coma subgrupo purs de H (G, A} y cudnda como

sumando directo.

111.1. Subgrupes pures

En este apartado supondré siempre gue todos los grupos son

abelianos,

Un subgrupo 5 de G se llama purc si la ecvacidn
nx =g con ge¢3 tiene solucidn en 5 siempre que la tenga
en G. CLon otras palabras, S es subgrupo puro de G si y sd-
lo si

nS =5 NnbG para todo né&Z.

c

k k
Si p =751 p &, para un p primo y todo enterc k, se dice
que S es p-purc en G. 51 S5 es p-purc en G para todo priZ

ma p, enlonces S5 es puro en & {(2} cap. V).

Todo sumando directo d2 6 es puro en G. Asimisma, son
puros en G los subgrupes trivisl, tode G, la parte de torsidn

de G y las p-componentes de G.



5i G/S es litre de torsidn, S es puro en G.
Si SlCZ...C 5,€... es una cadena de subgrupos puras sn
i

B, 5. es puro en G.
b3 1
La siguiente proposicidn s de ficil demostracian

Proposicidn 1,1.

o

Sean & y S subgrdpos de £ tales que Re 5. Entonces,
i) si R espuroen 5 y § es puro en G, R es pura en G,
ii) si S es puro en G, S/R es purc em G/R,
iii} si R es puro en G y G5/R es puro en GL/R, 5 es un sub-

grupg puro de G

Especial aplicacidn en este trabajo tienmen los siguientes
resultados de L.te. Kulikov (7}, cuya demostracidn puede cansul-

tarse en gl libro de L. Fuchs (2}:

Teorema 1.2,

Yodo subgrupe purc acatade es un sumando directo.

Par subgrupu acotado entiendo un subgrupas § para el que

existe un enterc n  tal que nS = 0.

Teorema 1.3,
51 5 es puro en G y tal que G/S es suma directa de

grupos ciclicos, entonces 5 es sumando directo de G.



En particular,

Corolario 1.4.

51 S es puroen G y G/S es finitamente generado, en-

tonces 5 es sumando directo de G,

La siguiente caracterizacién de purezs es debida a H. Pxi-

fer (13):

Teorema 1.5.
~

5 es puro en G 5i y sdlo si todo elements g de G/S

tiene un representante en G del mismo orden gue g-.

I1I.2., Pureza del! subgrupo G{EJA} en HEtE.A}

¥ serd siempre una variedad de exponentz cero.

En este apartade me propongo estudiar cudndo al grupo
V{G,A} de las extensiones en una variedad ¥ de exponente
cero de uwn grupo G ¥ por un grupo abeliano A, es un sub-

2 ' .
grupe puro del grupo H {G,A)] de todas las extensiocnes de G
por  A:

Tie,A) =2y 425, A) (+)

¥y, en particular, cudndo es sumanda directo.



Un primer criterio de pureza nos lo da el siguiente teorema

de P.J, Hilton y A. Deleanu {4):

Teorema 2.1,
Sea 0—=R 95 =790 una sucesidn exacta de funtores
aditivas [ -3 Ab , donde L &s la categorfa Ab de los gru-

pos abelianus o bien la categoria 522 de los grupps abeliangs

sin 2-tarsidn. Si T es exacto por la izgquierda, la sucesidn
—3R[A)—55(8)—3 T{A)—3 O
€3 exacia y pura para todo Ael.
El tepremz se aplica, en particular, & la sucesidn de los
coeficientes universales para cohomologis
2
Ext(Gab.M:—«)H (G,AJ-—»Hom[HZG,AJ

Far atra parte, sabemcs aun més: la sucesidn, de hecho, descom—
pone. Este caso incluye el monomorfismo (*} para Y = Ab ,

¥ya gue, entonces, G(G,ﬁ) = Ext(G,A).

En el caso general, la Situacion es la siguiente: Se tiene

una sucesidn exacta de funtores
~ é .
V{G,-} »—3H (G, =) —»T{-}) = Coker i(-}.

2
H7iG,~} es aditivo, ys que se trata des un funtor derivade de

HomG(Z.—~).



Veamos qua V{G,-} es aditivo.
En efecto, por definmicidén de V{G,-

G(E.-—);-—>H2(G,—} __;HZ(?,,)

es una sucesidn exacta de funtores, dond F—=G es una pre-
sentacidén ¥-libre de E. Esta presenta idn induce homomorfis-

mos de cohomologia
2,. 2
Hit,A®B) — 3 H( ,As B}
| Il
]
| |
2 2 = 2.-
K26, A @ 116, B) — WE(F, ) @ HO(F,B)

La conmutatividad de este diagrama se de uce de la conmutativi~
dad de

Hom(PE,ﬁ @B — 5 Hom FE,A @ B)

( i

Hom(PE.ﬂ) @ Hom{PG,B} —_— 3 Hom{P. ,A) ® Hom(PE.B) s

donde PG Y Pf son resolucicnes G- fo proyectivas de Z,
respacitivamente.

Del primer diagrama resulta, entonc_=,

Vis,A @ B) = ViG,A) @ VIG,8) .

£1 teorema oe Hilton-Deleanu se apil :ara, pues, siempre

que T ses exacto por la izquierda {(lo . ae implica ls aditivie

N

dad! ). Este no es, desgraciadsmente, el caso general, pero



si gue T &5 exacto por la izguierda siempre gue
ExtivG,A) = 0
¥ya gque, entonces, el :-orema 3.2, del capitule I1 nos dice que
~ 2 -
V{6, A —H {G,A) ——nHom(I, A}

es una sucesidn exacta y, por tante, T = Hom{l,-} es un fun-
tor exacto por la izguierda,

En particular,

Teorems 2.2.
53i G es un grupo nilpotente de clase c que admite una
presentacidn libre G = F/S con SC'FC , V{G,A) es un sub-

grupe purc ae HZ(G.A}. para todo grupo abeliano A.

En etects, vimos en 1I.4. gue, en tal casc, WG es un
grups abeliano libre; por tanto, Exti{VG,A) = 0 y puede apli-

carse el razonamiento anterior.

Otro criterie de purezs es sl dado-pcr el

Jeorema 2.3.

5i VG es Libre e torsidn, entonces U(G,A) es un subgru-

PO puUro en HE(G,A).

ta demostracién del teeorems hace uso de algunos resultados

de III.1 y del siguiente lema



Lema 2.4.
Si F\)—-ar—}8 —E» C 5 una Ssucesidn exacta con A puro

en B, entonces en
-+ *
Hom(C,8)»275 Hom(B,0) 253 Hom(A, D)
B (Hom(C,D)) £s purd en Ham{B,D).

Demostracifdn del lema:

Sean ¢ ¢ Hom{C,D) ¥ ¢ ¢ Hom{B,D} tales que

Jbsérvese, en primer lugar, que o’ ﬁ*f(ﬁ) = 0, es decir
Ima < Kecgf = Ker pn;‘{, - Kerd,

n
de gande p w{A}< Kerd .
Per otra parte, puesto que ol es puro en B, en virtud
de la proposicion 1.1.{ii), resulta que oA / pn(.rﬁ. BS puro en
n n
B/ pah y, por ser @A / paA un subgrupo acotado, es su-

manda directa {teorema 1.2.)

B/ pah = ah /plaA @ B/ pwA .
Sean
m: B/ p @A ~yB'/ pnatﬂ la proyeccidn candnica
¥ qb'.: BT/ pncxh—ﬁ-—)]] tal que ' {b'+ pn Al = d{bt).

¢' estf bien definida ya gque, segin he visto anterionrmente

phaﬂ < Kery.

TPy o,



Defino $: B——D
pox @ {b) =¢'n{br pnaA} .

Se tiers, entonces

n
p® =p g ¥ ah o Kerg ,
1o que implica la existencia de una aplicacidn

@: E—>0D

tal que
pre -op -0
Por tanto

pn(ﬁ*@) =o® =p 4 = plel

con lo gue gueda demastrado el lema,

Demostracidn del teorema Z2.3.:

e la sucesidén exacta corta
I H,6 £yve
se de.duce que 5i V& es5 libhre de torsisdn, I es puroc en H2G
(IT1.1.), y, en virtud del lema anterior, B *Hom{VG,A) es

pure en Hum(HZG.M.

Consideremos el diaqrama conmutativo

*
Hom[VG, A S p_é___a HDm(Hzﬁ,A]

i I

V(G,A) )—1_;, HEIE,A)

I

Ext{t _,A} = ExtiG A)
ab a

ht



lLas sucesiones verticeles (teoremas de coeficientes universales
. 2 -
para ¥ y H') descomponen (teoremas 2.4. y 1.2 de los capi-
tulrs T y II respectivamente), y, em partic.lar, Ext{VG,A) es
> .
pure en 9(G,A} y en H (6,A). La proposicién L.1.{{ii} ase-
Ny 2
yura, entonces, que iV(G,A} es puro en H (G,A), can lo que

gl teorema queda demastrado.

~ . i 2
I11.3, Casos en que Y{fi,A} o5 sumandc directo de H (G,A)

Al fipal del capituvla II, en el teorema 4.1., demostré
que, en la variedad Et de los grupos nilpotentes de clase

£ £, si A &s abeliana libre, la sucesidn exacta
~ i 2z .
V{6, A)>——3H (G,A} —» Coker i
descompone, para todo Ecﬁc.

Me propongo, shora, dar algunas condiciones sohre G en

las que la sucesidn exacta anterior descompone.

Teorems 3.1.

51 6 es un grupo finito tal gque Ext{¥G,A} = O, 1a
sucesidn
- i 2
VIG,A)>—— H (G,A) ——» Fom(1,A}

es exacta y descomponae,



Demostracidn:

- . 2

2ea m el orden de G, GSe sabe gue, entonces, mH (G, A}
se anula y, en particular, iﬁ{E,A) es acotade. Por atra
parte, en III.2. demostré que Fxt(VG,A) = O implicaba que
1¥(6,4) era un subgrupe puro de HE{G,A} ¥ que la sucesidn

del enunciado era exacta, Basta, ahora, aplicar el teorema

1.2,

Tecrema 3.7.
) EI .
5i Ext{¥6,A} =0 y H {6,A} es suma directa ds grupos
ciclicos {(en particular, si es finitamente generado}, entonces
la sucesidn
~ . i 2
V{G,A) "3 H {G,A) —nHom(I,A)

£5 exacta y descampone.

Demostracidn:
Como en el teorema anterior, Ext(¥E,A) = 0 imglica que
‘. L 2
la sucesidn es exacta e iV(G,A) es puze en H(G,A). Ahara
bien, si HE(G,A) es suma directa da grupos ciclicos, también
lo serd Hom{i,A} (teorema de Kulikow) ¥, eplicando el teorema

1.3., resulta gue la sucesidn descompone.

Teprema 3, 3.
: . : 2 .
51 VG es libre de torsidén y H(G,A) es suma directa de

grupos ciclices {en particular, finitamente generade)}, entances



la sucesidn
~ i 2
VG, A) o3 H (G,A)—3T(A)

s exacta y descompane.

1171.4., Consideraciones finales

En el andlisis de la descomposicifn de la sucesidn exacta
~ 2.
VIG, Al—a H {5,A) —aT(A)

he estudiado, como primers aproximacién, cudnde iG(E,A] es

un subgrupo pureo de HQ(G,A}. Una de las condicicnes suficien-
tes para ello era que el funtor T fuera exacto por ia izquier-
da sobre todos los grupes abelianos o sobre las grupos abelianos
sip Z-torsidn (teorema de Hilton-Deleanu). He hecho observar
que esto no es cierto pars cualquier variedad de exponente cero,
Un problema interesante a este respecto es esiudiar para qué wa-
riedades V el funtor T es exascte por la izcuierda, o hien
{lo que "casi” es equivalente), cudrmde T es un funtor

Hom(J,-) para un cierto J cociente de nuestro [. Par ejem-
plo, para ¥ = Ab, T es, precisamente, Hnm(HEG,—} con

HEE = 1. Parsce prabable gue para !.: ﬂt este resultado pue-
da generatizarse, pero, hasta el momento, la cuestidnm sigue

abierta.



Un grupo abeliano se llama inyectivo puro {a algekraica-
mente compacto] si, para todo manomarfismo A)—i—oB con

jlA} puro en B, todo homamorfismz A—G puede exterderse

v
4
&
Ly
L]

A »p—a B

a B

2 ~
En los casaos en gue 1iV([G,A) es puro en HO{G,A), si ViG,Aa)

es, ademds, inyectivo puro, la sucesidn exacta

VB, A H(6,A) —uT(A)

descompnne.

Varios criterios permiten determinar si U{G,A} es inyec-
tivo puro:

al -G(E,ﬁ) es inyectivo purp si y'sdlo si es sumando ai-
recte de un producto directn de grupes cociclices {Fuchs {2}).
Los grupos cociclicos som los grupos Z(pk) con p prima oy
K=1,2,... 0 wm.

b) Si E(G,h}' es libre cde torsidn, entonces es inyectiva
puro s5i y sdlo si es de cotorsién.

Un grupe abeliane [ se dice de cotorsidn si y sdle si
Ext{Q,C) = 0. En la variedad de las grupos abelianos Ab
G(E.ﬁ) = Ext{G,A) es siempre de cotorsidn. Hn problema inte-
resante es esiudiar en gué variedades G(G,AJ 88 de cotorsidn

{parece natural esperarlo para ¥ = ﬂt). En estas variedades,



es decir, cuanda V{G,A) es de cotorsidn, puede utilizarse el
siguiente criterio;
"W(G,A) es inyective oure si ¥ s6lo si su primer subgrupo de
Ulm Q nVi{G,A) es divisible",

En particular, para la variedad Ab, el primer subgrupo
de Ulm de G(G,H) = Ext{G,A) es, precisamente, el subgrupa

Pext{G,A) de las extensiones puras de G por A {Nurpke {12},

es decir, de las extensiones

A2 e i»ﬁ
donde A es un subgrupo puro de E.

£l concepto de pureza estd definido, Onicamente, para sub-
grupes de grupus abelianos, y, por tante, no puade hablarse de
extensionres puras sino dentro de la variedad Ab. S5in embargo,
una generalizacidn al caso de variedades nilpotentes ﬂt no
presenta dificultades formales serias. E1 hecho de que las
extensiones puras en ﬂt coincidan con el primer subgrupo de

Ulm de G(E,A} ng parece trivial.

-
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