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Abstract

Mean Field Games theory allows to find Nash Equilibria for games with a lar-
ge number of players by analyzing the asymptotic behaviour when N tends to
infinity. In the limit, equations simplify and the cost functions can be viewed
as functions of an action of a generic player and a probability measure instead
of viewed as a function of N actions of the players. In this work we will present
this theory and we will show how to solve optimal control problems that we find
when we take the limit of the N player games. We will also develop 2 examples
of Mean Field Games.

Resum

La teoria de Jocs de Camp Mitja permet trobar Equilibris de Nash per a jocs amb
un nombre finit N molt gran de jugadors mitjangant I’analisi del comportament
asimptotic quan N tendeix a infinit. En el limit, les equacions es simplifiquen i
les funcions de cost passen de dependre de N accions de jugadors a comportar-
se com una funcié que depeén de l'accié d'un jugador generic i d"'una mesura de
probabilitat. En aquest treball presentarem aquesta teoria i com resoldre proble-
mes de control optim que se’ns presenten quan fem tendir els jocs de N jugadors
al limit. També desenvoluparem 2 exemples de Jocs de Camp Mitja.
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1 Introduccido

La teoria de Jocs de Camp Mitja (Mean Field Games) és una branca creixent de la
teoria de jocs que estudia la presa de decisions estrategiques en poblacions molt
grans de petits agents que interaccionen. Va ser introduida per Jean Michel Lasry
i Pierre-Louis Lions en [18] i [19]. Aquets articles comprenen metodes i tecniques
per estudiar jocs diferencials amb una poblacié molt gran de jugadors racionals.
Aquests jugadors tenen preferencies no només pel seu estat, siné també de la
distribuci6 dels altres jugadors de la poblacié.

Aquesta idea va ser primer utilitzada en fisica, per a modelar sistemes de
moltes particules. El terme camp mitja esta inspirat en la teoria de camp mitja
que considera el comportament de sistemes d"un nombre molt gran de particu-
les amb un impacte negligible al sistema. La diferencia principal és que aqui ens
trobarem amb agents racionals que intereccionaran de manera estratégica: cada
agent realitzara una accié depenent del que fagin els altres per a poder minimit-
zar el seu funcional de cost.

A temps continu, un joc de camp mitja esta generalment compost per 1’'equa-
ci6 de Hamilton-Jacobi-Bellman que descriu el problema de control optim d'un
jugador i I'equacié de Fokker-Planck que descriu la dinamica de la distribucié
agregada dels agents.

L’analisi de jocs de N jugadors involucra la minimitzacié de N funcions de
cost. Quan N és un nombre finit molt gran aquesta simultanea minimitzacié de
les funcions de cost suposa un repte, tant a nivell tedric com a nivell numeric.
Per tant, buscarem simplificacions fent tendir la N a infinit, proporcionant una
forma d’analisi asimptotica del model. En altres paraules, el racional dels jocs de
camp mitja sera considerar el comportament asimptotic quan N tendeixi a infinit
de jocs que involucren un gran nombre de jugadors. Es considera que 'objectiu
d’aquesta simultanea minimitzaci6 s’assolira quan el sistema de N jugadors es
troba en un Equilibri de Nash, concepte que definirem més endavant. Es pot veu-
re que solucions de jocs de camp mitja poden proporcionar Equilibris de Nash
per jocs amb un nombre finit de jugadors.

Per tant, el problema que volem resoldre és trobar Equilibris de Nash per a
jocs amb un nombre finit molt gran de jugadors, mitjangant la solucié de jocs de
camp mitja. Per assolir aquest objectiu, es proposa el segiient pla de treball:

- En el capitol 2, considerarem un problema d’un jugador a través de siste-
mes de control. Vindra determinat per una equacié diferencial ordinaria.
Aquest jugador escollira la seva trajectoria en un interval de temps, inten-
tant minimitzar un cost. Sera un problema classic de control optim. Plan-
tejarem el métode de programacié dinamica per trobar aquest control, que
consistira en resoldre una equacié en derivades parcials no lineal. Aquest
capitol ens servira d’introduccié al segiient pas, ja que en la majoria de
casos, un millor model per a certs fenomens sera una equacié diferencial
estocdstica.



- En el capitol 3, ampliarem el problema anterior afegint un soroll blanc a
la trajectoria, permetent la possibilitat d’afectes aleatoris. Resultara doncs
en un problema de control optim estocastic i donarem també el metode de
programaci6 dinamica per a trobar el control optim. La diferencia amb el
capitol 2 sera que el problema vindra determinat per una equaci6 diferen-
cial estocastica i calcularem el valor esperat de la funcié de cost.

- En el capitol 4, plantejarem problemes de 2 jugadors per a explicar la nocié
d’Equilibri de Nash i donarem exemples senzills en el que s’enten molt bé
el concepte. El primer sera un joc d'un periode i el segon, en tindra dos.
Aixi podrem observar la diferéncia que pot haver-hi en 'Equilibri de Nash
quan tens informaci6 de les estrategies que realitzen els altres jugadors.

- En el capitol 5, presentarem la teoria de jocs de camp mitja en la que busca-
rem simplificacions fent tendir la N cap a infinit. Veurem que les funcions
de cost acabaran depenent d"un jugador generic i de la distribuci6é empirica
dels altres jugadors, i aixi, convertirem el problema amb un problema de 1
jugador que el podrem resoldre amb la programaci6é dinamica presentada
en els capitols 21i 3.

- En el capitol 6, presentarem 2 exemples per veure com es plantejen els pro-
blemes de camp mitja. En el primer estudiarem el temps d’arribada d'una
reunié que comengara al obtenir-se el quorum previament fixat. En el segon
estudiarem un model molt important en la enginyeria finangera moderna,
ja que s’utilitza com a entrada a molts motors d’execucié optims en els mer-
cats electronics d’alta freqiiencia. El primer exemple el resoldrem amb un
teorema de punt fix. El segon es complica més i estudiarem com es plante-
ja el problema amb la teoria presentada al capitol 5, perd no donarem una
soluci6 al problema.



2 Control optim determinista

Un sistema dinamic és aquell en el que ’estat evoluciona amb el temps. Estu-
diarem els sistemes de control sobre l'interval [tp, T], que estan representats per
I'equaci¢ diferencial

x(t) = a(x(t),u(t), to<t<T, (2.1)
amb el valor inicial x(tg) = xo € R".

La funci6 u(-) és I’anomenada control. La funci6 a és la dinamica del sistema
de control (2.1). Expresarem la idea de control com el procés mitjancant el cual
influenciem un sistema dinamic per a aconseguir un objectiu previament fixat.
L'objectiu sera trobar un control optim per a la minimitzacié6 d’una funcié de
cost mitjancant la programacié dinamica, un metode que explicarem al llarg del
capitol. Aquesta secci6 conté resultats de [4], [8] i [9].

2.1 Plantejament del problema

Sigui U C R un conjunt compacte. Suposem que la funcié a : R" x U — R"
és continua i Lipschitz respecte x € R".

Definicié 2.1. La familia de controls admisibles és
U = L([tp, T|,U),

Iespai de totes les funcions definides en el interval [to, T|, mesurables segons Lebesgue, i
tal que el seu rang estigui contingut en U, anomenat el conjunt de valors del control.

Donat un valor inicial x(ty) = xo i un control u(-) € U, les condicions dona-
des garantitzaran l’existéncia i unicitat de la solucié x(-) del sistema (2.1). L'a-
nomenarem estat del sistema del control en el instant t. Observem que x(-) =
x(-,u(-),x0), és a dir I'estat del sistema varia segons 1’elecci6 del control. Alesho-
res x(-) és soluci6 de 'equacio

t
x(t) =x0+ [ a(x(s),u(s))ds, t € [t T].
to
L’objectiu sera trobar el control adequat pel sistema. Necessitarem introduir al-
guns criteris per poder comparar-los.

2.1.1 Control optim

Definicié 2.2. Siguin ¢ : RxR" xU — Rih : RxR" = R dues funcions
conegudes. Donat un control u(-) € U, definim el funcional de cost com:

T
J*Ot0,x0) = [ gls,x(s),u(s))ds + h(T, x(T)) @2)

fo
on x(-) és la solucié de (2.1) associada al control u(-) amb valor inicial x(ty) = x¢. La
funcié g s’anomena cost variable i la funcié h cost terminal.
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El problema de control optim sera trobar el control u(-) € U que minimitza el
funcional (2.2). Aleshores, donat un instant inicial f( i un valor inicial x(ty) = xo,
el problema de control Optim consistira en trobar el valor de la expressi6é

u(i-r)lefu {/tOTg(s,x(s),u(s))ds - h(T,x(T))} p

i en determinar, en cas que existeixi, el control optim u*(-) que compleixi aquest
valor minim. La trajectoria x*(-) s’anomena trajectoria Optima. Es complira:

74O (to, x0) = J* O (to, x0), Yu(-) €U,
%x*(t) —a(x (1), u (1) ae, ¥ (ty) = xo.

Definicié 2.3. Considerant el temps inicial i la condicié inicial com a variables, podem
definir una funcié v : [ty, T] x R" — R anomenada funcié valor, de la segiient forma:

v(s, x) = u(i-r)lefu 740) (s, x).

on (s, x) és la condicié inicial.
Notem que es té la condicié terminal v(T,x) = h(T, x(T)).

2.2 Programacié dinamica

El metode de programacié dinamica ens déna una forma d’obtenir controls op-
tims utilitzant la funcié valor. Donarem un principi basic que haura de complir
com a condici6 d’optimilitat. A més, la funcié valor, sota certes condicions, haura
de complir una equaci6 en derivades parcials. Aquest metode redueix el proble-
ma de control Optim, que és un problema de minimitzaci6 en l’espai de dimensi6
infinita U/, a resoldre una equacié no lineal en derivades parcials de primer ordre.

Considerarem el temps inicial i el valor inicial com a variables, estudiant aixi
una familia més gran de sistemes dinamics:

{x(t) = a(x(t),u(t)), s<t<T,
x(s) =x

amb funcié de cost:

(s, ) = [ gt x(0), u(e))de + h(T, (7)),

2.2.1 Principi de programacié dinamica

Lema 2.4. Per a qualsevol condicid inicial (s, x) i donat r € [s, T], es compleix

v(s,x) = inf {/Srg(s,x(s),u(s))ds + v(r,x(r))} (2.3)

u(-)eu
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Demostracié. Per a demostrar el Lema 2.4, donem i demostrem una propietat de
la funci6 v.

......

s<r< T, tenim que:
v(s,x) < /rg(s,x(s), u(s))ds +o(r,x(r)). (2.4)

Demostracié. Per a cada § > 0, triem un control admisible u!(-) € U tal que

/rTg(s, x1(s),ul(s))ds + h(T, xl(T)) <o(r,x(r))+9

Aqui x'(t) és l'estat a temps t que correspon al control u!(t) amb condici6 ini-
cial (r,x(r)). A un control com u!(t) se I'anomena §-optim. Definim un control
admisible u(-) € U com:

- u(t)

u(t) = { 1

ul
Sigui X(t) 'estat corresponent a 7i(t) amb condici6 inicial (s, x). Tenim que
o(5,%) < J7(5,%)
- / ())dt + h(T,(T))
_ ))dt + / (1, % (), u ())dt
+h(T,x1(T)
</:g<t (1), u(®)dt + (1, (1)) + .

AT
)t >

Com que 6 és arbitrari, hem provat que

,
o(s,2) < [ glt,x(0), u(®)dt +0(r,x(r)).

O

La prova del Lema 2.5 mostra que la part dreta de la desigualtat (2.4) no és

una funci6 decreixent de r. Si u(-) és Optim, llavors aquesta funcié és constant.
De fet, si per a una 6 > 0 positiva triem un control admisible d-optim u(-) € U,



llavors per a qualsevol 7 € [s, T] tenim:
5+ v(s,x) = J*O (s, x)
:/STg(t,x(t),u(t))dt+h(T,x(T))
— /Srg(t,x(t),u(t))dtJr/rTg(t,x(t),u(t))dt+h(T,x(T))
= [ g a0y ut)dt+ 1O, x(7)

gt x(t), u(t))dt +o(r, x(r)).

WV
N

Com que J és arbitrari, hem probat (2.3). L'identitat (2.3) se’'n diu el principi de
programaci6 dinamica. Ul

2.2.2 Equaci6é de Hamilton-Jacobi-Bellman

Ara derivarem a una equacio en derivades parcials no lineals. Per aconseguir-ho,
estudiarem la versi6 infinitesimal del principi de programacié dinamica.

Teorema 2.6. Suposem que v(s,x) € C'. Llavors v soluciona I'equacié diferencial no
lineal segiient:

ve(s, x) + Igéibr{l{va(s,x) ~a(x,b)+g(t,x,b)} =0, (2.5)

amb condicié terminal
o(T,x) =h(x) xeR"

Demostracié. Triem, per els temps s < t < r, un control constant u(t) = b, on
b € U. Sigui h = r — s. Pel principi de programacié dinamica, tenim que:

s+h
o(s,x) < / 2t x(£), b)dt + v(s + h, x(s + h)).

Si passem restant el terme de 'esquerra i dividim per /i, ens queda

v(s+h,x(s+h)) —o(
h

s+h
s %) +%/ o(t, x(£), b)dt > 0.
S
Volem veure que, quan prenem h — 0, resulta:
ve(s, x) + Dyo(s, x) - %(t) + g(x,b) > 0.

Pel Teorema Fonamental del Calcul,

tim 1 [ (x(0),0)at = g(x(5),6)



Llavors, per la definici6é de derivada, obtenim que:
v(s,x) + Dyo(s, x) - x(t) + g(x,b) > 0.

Com que x(+) és soluci6 del sistema dinamic per el control constant b, substituint
x(-) pera(x(-),b) s'obté

ve(s,x) +a(x,b) - Dyv(s,x) + g(x,b) >0,
i és valid per qualsevol b € U, per tant

vt(s, x) + Il}éilr}{va(s,x) -x(t) +g(x,b)} > 0. (2.6)

Finalment, veiem que la desigualtat és una igualtat. Suposem que coneixem el
control optim u*(-) i conseqiientment l'estat Optim x*.

Pel Principi de Programacié Dinamica, i utilitant a*(-) pels temps s < t < r,
sabem que

s+h
v(s,x) = / g(t, x*(t),u™(t))dt + v(s+ h,x* (s + h)).
S
Si passem restant el terme de 1’esquerra i dividim per h,

v(s+h,x*(s+h)) —o(x*
h

SUL / et X (6,0t ()dt =0,
ifenth — 0,
vt(s,x) + Dxo(s, x) - X*(t) + g(s, x*(s),u™(s)) =0,

Sabem també que x*(t) compleix la EDO:

G

Definint b* € U com b* = u*(t),

*

—~
~

SN—
I

*
—~
¥
~—
I
= N\

vi(s,x) + DxV(s,x) -a(x,b*) + g(t,x*(t),b") = 0.

I aixi queda demostrat el teorema. O]

2.2.3 Disseny de control optim

Veurem com utilitzar el metode de programacié dinamica per dissenyar controls
optims:

1. Solucionar 'equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman per a obtenir la funcié de
valor v.



2. Un cop obtingut v, per cada punt x € R"is < t < T, definim u(x,t) =
b € U on b és el parametre en el que s’assoleix el minim en la equaci6 per a
(x,t). Es a dir, escollim u(x, t) tal que:

v(s,x) + Dyo(s,x) - a(x,u(x,t)) + g(t, x, u(x,t)) = 0.

Resolem el segiient sistema, assumint que u(x, t) és suficientment regular:

{x*(ﬂ = a(x* (), u(x*(t)) (s<t<T)

x(s) = x.
Finalment, definim el control optim com

uw*(t) == u(x™(t),t). (2.7)
En resum, si l'estat del sistema a temps t és x, utilitzem el control que pren el
valor b € U en t i tal que s’assumeix el minim de 'equacié Hamilton-Jacobi-
Bellman. A continuacié probem que aquest metode ens construeix un control
optim:
Teorema 2.7. El control definit per la construccio (2.7) és optim.

Demostracié. Tenim que

N T
7" (s, x) = / g(t, x* (£), u*(t))dt + h(T, x*(T)),
Per la construcci6 de u*(-), podem substituir g i obtenim
. T
70 (s, x) :/ (—vi(s, x) — Dyo(s, x) - f(t,x*,u*))dt + h(T,x*(T))

— /ST (v(s, x) + Dyv(s, x) - *(£)) dt + h(T, x*(T))

T d
_/S 70(s,x)dt +h(T,x*(T))
= —o(T,x) + (s, x) + (T, x*(T))
= —h(T,x*(T) +v(s,x) + h(T,x*(T))

=0(s,x) = u(i-r)lefu 740) (s, x).

Per tant,

1706 = ot 100

iu*(-) és optim. O



3 Control optim estocastic

Hem vist en el capitol anterior com trobar controls optims quan teniem siste-
mes de control deterministes. Ara inclourem la possibilitat d’afectes aleatoris en
els sistemes. Donarem unes definicions necessaries per introduir el problema i
desenvoluparem un nou concepte d’integral incluint processos estocastics que
ens servira per desenvolupar 1'equacié de HJB que, com en el capitol anterior,
ens servira per trobar la funcié valor. En el nostre cas ens interessara minimitzar
una funcié de cost mitjancant la recerca del control optim aplicant la metadolo-
gia de programaci6é dinamica que explicarem al llarg del capitol. Aquest capitol
conté resultats de [12], [17], [13], [10], [5], [14], [16], [20] i [11].

3.1 Definicions preévies

Definici6 3.1. Sigui Q) # @. Una col-leccié de subconjunts F € () és una o-algebra
Si:

e e F.
e Si Q € F aleshores Q° € F.
e S5iQq,Qy,... € Faleshores )5 1 Qn € F.

Si (Q), F) és un espai mesurable i G C F és una o-algebra en (), aleshores a G
se li diu una sub-algebra de F.

Definici6 3.2. Sigui (Q), F) un espai mesurable i P una mesura de probabilitat sobre
(Q), F). Ala terna (Q), F,P) se li diu espai de probabilitat.

Definicié 3.3. Un procés estocastic és una col-leccié o familia de variables aleatories
X (t) definides en el mateix espai de probabilitat (Q, F,P).

Definici6 3.4. Sigui T un interval finit. Es diu que un espai de probabilitat (Q), F, P) és
filtrat si existeix una successié de sub-algebres { Fy, et de F tal que F, C Fyypq Vn €
T.

A {Fu}uer se li dira la filtraci6 de 1’espai de probabilitat.

Observacié 3.5. Sigui X = {X(t)};er un procés estocastic. Aleshores FX =
(X5 :s €0,t) és una filtraci6 generada per el procés estocastic X.

Definici6 3.6. Es diu que un procés estocastic {X(n) }ner és adaptat a una filtracié
{Fn}ner si X(n) és F,-mesurable Vn € T.

Entendrem que un procés estocastic és adaptat si el conjunt de possibles esde-
veniments fins a un instant donat només depen dels esdeveniments passats i el
procés no pot anticipar el futur.

A continuacid, definirem un tipus de processos estocastics que formaran part
de les equacions diferencials estocastiques que estudiarem.
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Definici6 3.7. Un procés estocastic {W(t) : t < 0} amb valors a R és un moviment
Brownia unidimensional si:

(i) W(0) = 0.
(ii) La funcié t — W(t) és continua en t amb probabilitat 1.

(iii) El procés W(t) té increments estacionaris i independents. Es a dir, donats els
temps to, t1,...,t,m € Tamb tg < t; < ... < ty, es té que les variables aleatories:

W(t) = W(to), W(t2) = W(t1), oy W(tm) = W(tm-1)
son independents.

(iv) Els increments W(t +s) — W(t) tenen distribucié normal amb y = 0i 02 = s.
Es a dir:
W(t+s)—W(t) ~N(0,s)

Un moviment Brownia d-dimensional és un vector de processos estocastics
wW=WHDwmn®, . wr)

tal que les seves components sén movimients Brownians unidimensionals i in-
dependents.

Teorema 3.8. El moviment Brownia és casi sequrament no diferenciable. A més, casi
sequrament i per a tot t, es té:

W(t+h) —W(t W(t+h) —W(t
lim sup (1) ():oo o limsup (t£7) (t)

= —oc0 0 ambdgs.
h—0 h h—0 h

Per a la demostracié del teorema, utilitzarem els segiients lemes:

Lema 3.9. Suposem que {W(t) : t > 0} és un moviment Brownia i sigui a > 0.
Aleshores el procés {X(t) : t > 0} definit per X(t) = 1W(a?t) és un moviment
Brownia.

La demostraci6 es pot veure en [14].

Lema 3.10. (Borel-Cantelli) Sigui E,, : n € IN una successié d’esdeveniments tal que
Y2 P{E;} < oo. Aleshores,

P{limsupE,} = 0.
La demostraci6 es pot veure en [14].

Demostracié. (Del teorema 3.8) Suposem que 3ty € [0, 1] tal que

fim sup W+ = WO
h—0 h
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Com que el moviment Brownia esta acotat per una certa constant M en [0,2],

existeix f( tal que

up Wl EH) =W

heloa] h

Volem mostrar que aquest esdeveniment té probabilitat 0 per a qualsevol M.
Fixem M. Sity € [(k—1/2",k/2"| per n > 2, la desigualtat triangular ens déna
queperatotl <j<2"—k

(W((k+7)/2") = W((k+j—1)/2")]
(W((k+7)/2") = W(to)| + [W(to) — W((k+j—1)/2")]

M(2j+1)/2"

N IN

Definim els esdeveniments
Oy i = {IW((k+j)/2") —W((k+j—1)/2")| < M(2j+1)/2" perj=1,2,3}.

Aleshores, per la propietat de que el moviment Brownia té increments indepen-
dentsiperel Lema 3.9, per1 <k <2" -3,

P{Q i} < ﬁP{\W ((k+7)/2%) =W((k+j—1)/2")| < M(2j +1)/2"}
=1

11){ 7M/\/2—”}

~.

que és com a molt (7M27"/2)3 ja que la densitat de la norma esta acotada per
1/2. Per tant,

<U 0, k) < 2M(7TM272)3 = (7M)327 /2

que es pot sumar sobre n. Per tant, per el lema de Borel-Cantelli,

P {hi hagi to € [0,1] amb sup [Wito+h) = W(H)] < M}
hel01] h

2"-3

<P < U 0, k per un nombre infinit d’ns) =0.
k=1

O

Com hem vist, tot i que el moviment Brownia sigui continu, no és diferencia-

ble. L’aleatorietat del moviment Brownia fa que no es comporti com hauria per
ser integrat amb el metode tradicional. Per aixo, utilitzarem el calcul estocastic.
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3.2 Plantejament del problema

Com en el capitol anterior, 1’objectiu d’aquesta secci6 sera trobar un control ade-
quat per a un sistema donat que, en aquest cas, estara modelitzat per una equacié
diferencial estocastica. Una equaci6 diferencial estocastica és una equacié dife-
rencial que inclou la possibilitat d’afectes aleatoris:

{dX(t) = A(X(t))dt + B(X(t))&(t)dt, t € [s, T] (3.1)

X(s)=x
on B : R" — R"™i{(t) és un soroll blanc m dimensional que causa fluctuacions

aleatories. T és el temps terminal. La soluci6 de (3.1) és un procés estocastic.

Una equacié integral estocastica és la forma integral de (3.1):
T T
X(t) = xg +/ A(X(8), )dt +/ B(X(t))dW
S S

on W és un moviment Brownia multidimensional tal que dW = {(t)dt.

Observem que la primera integral a la dreta de la igualtat és una integral de
Riemann, mentre que la segona no ho és, ja que els integrands i integradors sén
processos estocastics. Per tant, haurem d’introduir un nou concepte d’integral i
com utilitzar-la per a trobar el control adecuat. Ho farem en la segiient seccio.

3.3 Integral de It

Sigui W un moviment Brownia i X(#) un procés estocastic adaptat a la filtracio
generada per W. Definim la integral de It6 com:

Una de les propietats més importats de la integral de Ito és la segtient:

E [/ST X(t)W} — 0.

Es pot veure la demostraci6 en [20].

Un cop definida la integral de Ito, es té un nou calcul. En particular, la regla de
la cadena conté termes adicionals en comparacié amb la regla de la cadena usual.
Aix0 provocara canvis en la equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman. Per tant, hem
d’estudiar aquets canvis. Primer de tot, presentarem la formula de It6 en una
dimensio, i explicarem la idea de com s’arriba a la mateixa. Presentarem també
la formula de It6 multidimensional.

Lema 3.11. Siguir : R — R una funcié C2. Siguin a(t), b(t) dues funcions aleatories
en el temps. Sigui W(t) un moviment Brownia unidimensional. Siqui X(t) un procés
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estocastic definit per la segiient equacié diferencial estocastica:

{dXU):aUMﬁ+MﬂdWU)

X(0) = xo. (3:2)

La solucié de (3.2) compleix:

—m—/ w+/

Aleshores,
d(r(X)) =7 (X(t)) [a(t)dt + b(t)dW(t)] + %bz(t)r”(X(t))dt. (3.3)

Anomanem a (3.3) la regla de la cadena de It0 en una dimensio.

Ara donarem una idea de com arribar a derivar aquesta formula. Utilitzarem
la regla dW?(t) = dt. Es pot veure en [11] la justificaci6 d’aquesta regla. Volem
calcular r(X(t) + AX(t)). Escriurem a;, by i W; en comptes de a(t), b(t) i W(t) per
simplicitat. Pensarem dt i dW; com a petites quantitats, At i AW;.

Pel teorema de Taylor,

r(X(t) +AX(t))

=7(X(t)) +r'(X())dX(t) + ; " (X(5)(dX(£)%)) + o([dX (1)]%)
— H(X(8) + 7 (X () (a At + B AW,)
+%W%ﬂﬂﬂ@Aﬂ+€mhmAW}+%AWﬂ+0Qﬂ+dWF)

On hem substituit X (¢) utilitzant I'equacié (3.2).

Ara, si considerem neglegibles els termes més petits que 0(At), deixem que
(At, AW;) — (dt,dW;) i utilitzant dW?(t) = dt, obtenim la formula de Itd:

d(r(X)) =7 (X(t)) [a(t)dt + b(t)dW (t)] + %bz(t)r”(X(t))dt.

Observaci6 3.12. Podem trobar 'expressié de r en forma d’integral:
r(X() = r(X(0)) + [ B(X(s))als) +2(5)r" (X(s)) s

+Awmmw@mwu

Ara presentarem un resultat analeg a la regla de la Cadena d’It6 vista a (3.3)
en el cas de varies variables. Sera la que utilitzarem, juntament amb el principi
de programacié dinamica, per a derivar a 1'equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman
en la programacié dinamica.

13



Definicié 3.13. Siqui A un vector n-dimensional de processos adaptats, B una matriu
n x m de processos integrables, i W un moviment Brownia m-dimensional. Aleshores

al procés
/ s)ds + /

dX = A( )dt + B(t (3.4)
I"'anomanem procés de Itd n-dimensional.

Teorema 3.14. Sigui X(t) un procés de It6 n-dimensional, definit per 3.4. Sigui R(t, x) :
[0,T] x R* = R ClentiC?enxambod;R, DR i D?R continues.

Aleshores:
R(t, X(t)) = R(0, X(0) + /Ot{asR(s,X(s)) + DR(s, X(s)) - A(s)
+ %tr[BB*(s)DZR(s, X(s))ds}

+ /Ot B*(s)DR(s, X(s)) - dW(s)

Demostracié. La demostraci6 es pot veure en [12]. (]

3.4 Programaci6é Dinamica

D’una manera similar al cas determinista, ens interessara trobar funcions de con-
trol que minimitzin la funcié de cost en el cas de processos estocastics. Estudia-
rem el principi de programacié dinamica i la seva demostraci¢ i derivarem infor-
malment a l'equaci6 estocastica de Hamilton-Jacobi-Bellman que, com en el cas
determinista, haura de ser satisfeta per la funci6 valor. Considerem el segtient
sistema estocastic controlat:

{dX(t) = A(t, X(t),u(t))dt + B(t, X(t), u(t))dW, t € [s, T]

X(s) = x. (3.5)

Definicié 3.15. Siguin ¢ : [s,T] x R" x U — R ih : R" — R dues funcions
conegudes, definim el funcional de cost com:

J4C)(s,x) = E {/STg(t, X(8), u(t))dt + h(X(T))} . (3.6)

A g li direm el cost variable i a & el cost terminal. Noteu que en aquest cas, al
tractar-se d"un procés estocastic busquem de minimitzar, no la integral, sin6 la
seva esperanga.

Definicié 3.16. Definim [’espai de controls admisibles com

U[s, T] = {u(-) mesurables en[s, T| i {Fi}i>0 — adaptats}.
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La restriccié de controls admisibles implica que a qualsevol instant de temps,
el jugador té coneixament d’una certa informacié (depenent del camp {F;}+>0)
del que ha passat fins a aquest moment, pero no és capag de predir que passara
més tard. En conseqiiencia, per a cada t, els jugadors no poden realitzar les seves
accions u(t) fins que no s’arriba al temps t.

El problema que voldrem resoldre és minimitzar (3.6) en U|s, T].

Donada una condici6 inicial (s, f) € [0, T| x IR", la funci6 valor en el cas esto-
castic estara definida com

{V(S,x) = infu(.)eu[s,ﬂ]u(')(s/x) (3.7)

Com en el cas determinista, enunciarem el principi de programacié dinamica i
desenvoluparem l'equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman per a arribar a una equa-
ci6 diferencial en derivades parcials per a trobar la funcié que compleixi (3.7). A
més, enunciarem i demostrarem el teorema de verificacio.

3.4.1 Equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman

Com que utilitzarem la formula de Ito multidimensional i el principi de progra-
maci6é dinamica per a derivar a I'equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman, treballa-
rem primer el principi de programacié dinamica i el demostrarem.

Lema 3.17. Donada una condicié inicial (s,x) € [0, T| x R". Sigui V(s,x) la funcié
valor i donat r € [s, T, es compleix:

V(sx) = inf E [/Srg(t,X(t),u(t))dH Vi, X(r))| . (3.8)

Demostracié. Sigui h > 0. Dividirem l'interval de temps en 2 parts, el primer
subinterval sera [s,s + h| i el segon (s + &, T|. Assumim que existeix un control
optim u*(t, x). Definim el control i1(s, x) de la seglient manera:

(s, x) = u(t,x), (t,x) €[s,s+h] xR"
, u*(t,x), (t,x) € (s+h,T] x R".

on u(t, x) és un control arbitrari. Utilitzarem 2 estrategies del calcul del cost total
esperat, i les compararem:

e La primera estrategia sera considerar el control dOptim en tot l'interval s, T}.
Per tant, obtindrem que J* () (s, x) = V (s, x).

e En la segona estrategia considerarem el control 71(¢, x) sobre l'interval [s, T].

Anem a calcular la funcié de cost esperada per la segona estrategia:
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e La funci6 de cost esperada en l'interval [s, s + ) ve donada per:

E { / o X (), u(t)dt]

e En l'interval [s + &, T|, observem que a temps t + h, estarem en el estat
X(t+ h). Com que per definici6, utilitzarem el control dptim, la funcié de
cost esperada sera V (t + h, x(t + h)).

Aleshores, obtindrem que la funcié de cost esperada en la segona estrategia, con-
dicionat en que a temps s, estem a x, sera:

s+h
E [/ a(t, X(8), u(t))dt + V(s +h, X(s + h))} .

Comparant les estrategies, com que la primera estrategia utilitza el control optim,
tenim que:

s+h
V(s,x) <E [/ o(t, X (1), u(t))dt + V(s + 1, X(s + h))} .

Aleshores, aplicant el mateix procediment que en la demostracié de programacié
dinamica determinista, triant un control u(t, x) J-Optim, veiem que

s+h
S+ V(s,x) = J*0(s,x) > ]E/ g(t, X(t),u(t))dt+ V(s +h,X(s+h)).
S
Com que ¢ és arbitrari, queda demostrat. O

Ara derivarem informalment a 1'equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman:

Fixemt € [5,T). Triems = t,r = t + h per aun h > 0 petit. Obtenim que per
la formula de Itd i per (3.8)

s+h
V(s,x) = inf E / o(t, X (), u(t))dt + V(s + I, x(s + h))

s+h
+ / [atV(s,X(s)) + DV (s, X(s)) - A(t, X(t),u(t))
S
+ %tr(BB* (t, X(t),u(t)) D>V s, X(s)))] dt] .
Simplificant V (s, x), dividint per h i fent tendir & — 07, obtenim 1'equaci6 de
Hamilton-Jacobi-Bellman:
0 = inf [g(t, x,u)+ 9V (s, x)

uel

+DV(s,x)- A(t, x,u)%tr(BB*(t, %, u)D2V (s, %)) .
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Per facilitar la notaci6, introduim el Hamiltonia: pera p € R"i M € R"*",

H(t,x,p,M) :=sup | —g(t,x,u) —p- A(t,x,u)

ueld

— %tr(BB*(t, x,u)M)|. (3.9)

Aleshores 1'equacié de Hamilton-Jacobi es pot escriure com:

—0;V(s,x) + H(t,x,DV(s,x),D*V(s,x)) =0 en(s, T) x R", (3.10)
V(T,x) = h(x) enIR”" '
La condici6 terminal ve determinada per la definicié de Vens = T.
Teorema 3.18. Sigui u*(t,x) € U el punt maxim en la definicié de H quan
p=DV(s,x)i M= D?V(s,x),ésadir:
H(t,x,DV(s,x),D*V(s,x)) = —g(t, x,u*(t,x))
—DV(s,x) - A(t,x,u*(tx))
1
- 5tr(BB*(t, x,u*(t,x))D*V (s, x)). (3.11)

Aleshores:
V(s,x) = J* () (s, x).

El teorema ens diu que u* és el control optim a escollir a temps t per I'estat X.
Demostracié. Sigui X* la solucié de

£ = x+ / CAlr, X (1), 1 (r, X (1) )dr + / "B(r, X (r), u* (r, X (r) )W,
Per simplicitat escriurem u; := u*(t, X*(t)). Per la formula de It6, tenim que

BOC(T)) =V, X4 (1) = Vis ) + [ (3V(s,X(5)
+ DV (s, X(s)) - A(t, X(t), u(t))
+ Str(BB (8, X (1), " (1)) D*V (s, ) )t

+/ (t, X* (1), u* (£))DV (s, x) - AW (1)

Si calculem la esperanca, per u* (3.11) i per ’equacié de Hamilton-Jacobi-Bellman,
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obtenim que

T
E[h(X5)] = V(s,x) + E / 3V (s, %)

— H(t, X*(t),DV (s, x), D*V(s, x) — g(t, X*(t),u*(t))dt]

=V(s,x)—E

T
/S g(t, X*(t),u*(t))dt].

Finalment, si reordenem, ens queda:

V(s,x) =E

/STg(t, X7 (8),u(t))dt + h(X*(T))]

que mostra 1'optimalitat de u*. O

Per tant hem deduit principis analegs als del cas determinista per tal de mi-
nimitzar funcions de cost en el cas estocastic. En el capitol 5 veurem que per
trobar Equilibris de Nash plantejarem un problema de 2 passos. El primer pas es
solucionara utilitzant la teoria sobre control optim determinista i control optim
estocastic presentada en els capitols 2 i 3.
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4 Jocs de 2 jugadors

En aquest capitol donarem una primera intuicié de que és I'equilibri de Nash.
Donarem una definici6 formal per a N jugadors més endavant. Introduirem tam-
bé la noci6 de funcié millor resposta. Aquest capitol conté resultats de [15].

Considerem un joc de 2 jugadors. La funcié millor resposta per el jugador 1
és l'estrategia que ha de dur a terme, donada l'estratégia del jugador 2, amb el fi
de maximitzar una utilitat o minimitzar un cost.

Un equilibri de Nash és una situacié en la que cada jugador ha realitzat una
estratégia i no tenen incentius de canviar-la. Es a dir, si un dels jugadors canvia
'estrategia i 1’altre no, el seu cost sera superior o la seva utilitat inferior. Pot
existir més d"un equilibiri de Nash.

4.1 Exemples

Presentarem dos exemples de jocs de 2 jugadors on es coneix tota la informacio.
En el primer d’ells, els dos agents escolliran simultaneament la seva estrategia,
mentre que en el segon, un dels agents escollira primer i el segon reaccionara,
realitzant la millor respota, a I'estrategia escollida pel primer.

Equilibri de Cournot Considerem una indtstria amb dos firmes competint en
quantitats. Per simplicitat, considerem que tenen els mateixos costos marginals,
¢ > 01ino tenen costs fixes. La seva funcié de demanda ve donada per I'equacié
p(Q) =a—bQona>0,b>0,Q = q;+q; és la quantitat produida per les dos
firmes i p és el preu de mercat. Les estrategies que hauran d’escollir les firmes
seran el nivell de producci6 per tal de maximitzar el seu benefici.

El benefici de la firma i ve donat per I'equaci6

;= p(Q) - qi — cq.

Per tant, si notem per g; el nivell de producci6 de la firma rival, el problema en
que es troba la firma i és

max(a — bq; — bq;)q; — cq;.
qi

La condici6é de primer ordre sera doncs
a—2bq;—bgj—c=0
i si aillem g; trobem la millor resposta de la firma i

a—c 1
qi(q;) = o 21

Observacié 4.1. Veiem que la funcié millor resposta de la firma i depén de la
quantitat produida per la firma j.
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Observacié 4.2. Quan la firma j no produeix cap unitat, la firma i produira ¢,
que és 'equilibri de monopoli. A mesura que la firma j comenga a produir, la
produccié de la firma i disminueix, fins arribar al punt en que la firma j produeix
4,¢ illavors la firma i deixa de produir.

Ara anem a trobar la funcié millor resposta de la firma j. Com que és un joc
simetric, ja que les dos firmes escolleixen l'estrategia simultaneament, la funcié
millor resposta de la empresa j és:

a—c 1
q;(q:) = p o

Ara que ja tenim la funcié millor resposta de les dos empreses, podem trobar
I'equilibri de Nash. L'equilibri de Nash sera el punt en el que es troben les dos
funcions millor resposta, ja que cap de les dos firmes tindra incentius de produir
una quantitat diferent perque llavors obtindra menys beneficis. Hem de resoldre
per tant el segiient sistema:

9:(4)) = 75" = 24
qi(9i) = %5 — 39i
Obtenim doncs les quantitats produides en equilibri
q ="
Q7 =5

que maximitzaran el benefici de cada firma.

_

W)
| & |
a Tla

Sy

Equilibri de Stackelberg Considerem una industria igual que en I'equilibri de
Cournot. En aquest cas pero, tindrem una firma i lider i una firma j seguidora.
El joc té dos periodes. En el primer periode, la firma lider escolleix el seu nivell
de produccié g;. Aquesta decisi6 ja no es pot canviar en el segon periode. En el
segon, la firma seguidora escolleix el seu nivell de producci6 g; després d’obser-
var que fa la firma lider. La demanda del mercat és igual que en l'equilibri de
Cournot, p(Q) = a — bQ. Considerem que tenen els mateixos costos marginals
¢ > 0, i tampoc tenen costos fixes.

Per trobar I’equilibri, comencarem trobant la funcié millor resposta de la firma
seguidora. Ha de solucionar la segiient funcié de benefici:

maxg,7; = P(Q) - q; —c - q;
La condici6 de primer ordre sera

a—b-q—2-b-qi—c=0
La funcié millor resposta de la firma j sera doncs

a—=c¢ i
9i(9) = =5~ % (4.1)
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Ara busquem la funcié millor resposta de la firma 1, un cop sabem que la firma j

produira g;(q;) = %;* — % . La firma i vol solucionar:

a—=c i
maxﬂiP(Q)'ﬂi—C'in (ﬂ—bqi—b( T —%))qi—cqi

B a+c_% o
2 o )i i

Per tant la condici6 de primer ordre sera:

a-+c
2

—bgi—c=0.

El nivell de producci6 de la firma 7 en equilibri sera:

L, a—c
LA T

La produccié en equilibri de la firma j sera substituir la producci6 en equilibri de
la firma 7 en la funcié millor resposta 4.1, per tant

a—=¢

%=1

Observacié 4.3. Com podem observar, el fet de que la firma lider escolleixi en
el primer periode i la seguidora en el segon, fa que I'equilibri de Nash varii. La
firma i produira més que la firma j i per tant obtindra més beneficis.
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5 Jocs de N jugadors

En aquesta secci6, considerarem jocs amb N jugadors, on N sera un nombre molt
gran. Cada jugador i tindra la seva funcié de cost J* que voldra minimitzar. L'a-
nalisis d’aquest jocs involucra la minimitzacié simultanea de N funcions J, ..., JV
que tindran com a argument les accions realitzades pels N jugadors. Aquestes
accions les notarem per (a1, ..., ay). S'anomenen jocs de camp mitja aquells que
consideren el comportament quan N — co de jocs amb un nombre molt gran de
jugadors. Aquesta secci6 conté resultats de [2] i [1].

5.1 Equilibri de Nash

Considerarem que l’objectiu de la simultanea minimitzaci6 sera assolir I’'Equili-
bri de Nash en el sistema.

Sigui A un espai metric compacte. Per simplicitat suposarem que tots els ju-
gadors poden realitzar accions en el mateix espai A.

Definici6 5.1. Un punt (&y,...,ay) € AN és un Equilibri de Nash si per a tot i =
{1,..,N},

JH @&, ey @iy oy N) < JHRY, ooy i1, 0, Rjy 1, o) AN) Yo € A.

La noci6 d’Equilibri de Nash es pot entendre com a punt fix de la funcié millor
resposta B : AN — AN definida per:

B(Oél,...,DéN) = (ﬁl,...,ﬁ]\]) siVi e {1,...,N},

Bi = arg n}xin JH (g, ey 1, 0,041, oy AN)-

5.2 Limit dels jocs

Aquesta simultanea minimitzacié és molt complicada tant a nivell teoric com a
nivell numeric quan N és un nombre finit. En aquesta secci6, treballarem amb
els jocs fent tenir la N — oo i buscant simplificacions en les equacions. Es pot
veure en [3] que les solucions dels jocs de camp mitja donen Equilibris de Nash
aproximats en jocs amb un nombre finit de jugadors.

Haurem de restringir la nostre atenci6 sobre jocs amb unes propietats especi-
fiques, ja que aquestes simplificacions quan N — oo no es poden esperar amb
tota generalitat. Assumirem que:

e Cada funci6 de cost ' és una funcié simetrica de les N — 1 variables a;j per
j # i. La suposici6 de simetria implica que:

]i(rxl, e CKN) = ]i(ocg(l), s W (i—1)r Kiy R (1) 7 ++r “U(N))'

Per a tota permutacié c en {1, ..., N — 1}.
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e La influencia de cada jugador en el sistema va disminuint a mesura que N
és més gran.

Abans de passar al limit, introduirem una notacié per les distribucions empiri-
ques.
Definicié 5.2. La distribucié empirica d'un punt donat X = (a1, ....,an) € AN és
N_ 1§
Ix=5 L Ou; (5.1)

on usem la notacio 6,; per denotar I'unitat de massa en el punt a; € A.
Observaci6 5.3. La distribucié empirica ji{ pertany a P(A).

Assumire’'m que l'espai P(A) esta equipat amb la topologia de la convergen-

cia debil, és a dir, una successi6 de mesures de probabilitat (px)x>1 en P(A)
convergeixen a y € P(A) siinomés si,

[ s [ san

quan k — oo i per a tota funcié continua f en A.

L'espai P(A) és un espai metric compacte i denotarem per p la distancia com-
patible amb aquesta topologia.

Lema 5.4. Per a cada N € N, sigui u™ : AN — R una funcié simetrica de les N
variables. Assumi’m que aquesta funcio compleix:

1. supys, supXeAN|uN(X)| < 00;

2. Existeix una constant ¢ > 0 tal que per a tot N > 1i X, Y € AN, tenim:

N (X) =N (V)] < cp(aX, 1y).

Aleshores, existeix una subsuccessié (uNx) i una funcié continua Lipschitz U : P(A) —
R tal que:
lim sup |[u™(X)—U(EY)| = 0.

k—o0 XEANk

Per a la demostraci6 del lema 5.4, utilitzarem el teorema d’Arzela-Ascoli:

Definicié 5.5. Es diu que tot conjunt S és relativament compacte en un espai topologic
Q si tota successio d’elements de S té una subsuccessié que convergeix en Q.

Definici6 5.6. Un subconjunt H de C(K, Q) és equicontinu en el punt zy € K si per
cada € > 0 existeix 6 > 0 (que depen de € y zo) tal que, per a tota f € H,

do(f(z),f(z0)) < e si d(z,29) <0

H es equicontinu si ho és en tot punt de K.
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Corol-lari 5.7. Si totes les funcions de H sén Lipschitz continues amb una mateixa
consant c, llavors H és equicontinua.

Observacié 5.8. Aquesta propietat és la que veurem que es compleix en la de-
mostraci6 del lema 5.4 i que permetra aplicar el Teorema d’Arzela-Ascoli.

Teorema 5.9 (Arzela-Ascoli). Siqui K un espai metric compacte i Q un espai metric
complet. Un subconjunt H de C(K,Q) és relativament compacte en C(K,Q) si i només si:

1. H és equicontinu

2. Peratot z € K, el conjunt H(z) = {f(z)|f € K} és relativament compacte en X.

La demostraci6 es pot veure en [6].

Observaci6 5.10. Notem que si Q = R, la condici6 2 equival a demanar que per
acada g € Q, el conjunt H(g) sigui acotat.

Demostracié. (del lema 5.4) Per a cada enter N > 1, definim la funcié UN en P(A)
com:

UN(p) = inf [N (X)+co(aX, )|, peP(A). (5.2)
XeAN

Aquestes funcions sén acotades uniformament ja que, com hem vist en la condi-
ci6 1 del lema 5.4, les funcions (uN )N>1 s6n acotades uniformament i, a més, la
funcié P(A)? > (u,v) — p(p,v) és acotada ja que P(A) és compacte. Les fun-
cions (UN)y>1 extenen les funcions originals (u™)n>1 a P(A) en el sentit que
ulN(Y) = UN(al) peraY € ANiN > 1. Per veure-ho, triem X = Y i veiem que
en I'infim de l'equaci6 (5.2) obtenim UN (1Y) < u™(Y). Es compleix la igualtat
ja que sing, existiria un X € AN tal que u(X) + cp(al, #Y) < uN(Y) que con-
tradiria la condici6 2 del lema 5.4. A més, aquestes extensions soén continues i
c-Lipschitz en P(A) en el sentit que:

[UN () —UN(v)| < co(p,v)

per a tot u,v € P(A). Per provar-ho, siguin X € ANiY € AN tal que UN () =
ulN(X) + co(al, w)) iuN(v) = ulN(Y) + cp(lf,v)). L'infim de la definici6 (5.2)
s’aconsegueix ja que A" és compacte i, per a cada u € P(A), la funci6 AN >
X — uN(X) 4 co(%, 1)) és continua. Aleshores tenim que:

UN () = uN(v) <u(Y) +co(py, 1) — u™ (Y) = co(ay, v)
c (i 1) — p(,v)|
< o, v).

Similarment, provem que UN(v) — UN (1) < co(p, v) utilitzant que X és I'infim
que defineix UN (v). Aixd completa la prova de la continuitat c-Lipschitz.
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Com que P(A) és un espai metric compacte, el teorema d’Arzela-Ascoli ens
dona l'existencia d’una subsuccessié (N )i>1 per la cual UNk convergeix unifor-
mament cap a un limit U i conseqiientment:

limsup sup [uM(X) — U(fiy")| < lim sup [UMN(p) — U(p)| =0,
k—oo  xeANk k—oc0 ueP(A)

que ve donat, com ja hem vist abans, pel fet que u™(X) = UNk (ﬁé\(f") i que con-
clou la demostracié. O]

Observacié 5.11. També es pot veure un cas més general, utilitzant un modul de
continuitat en la condici6 2 del lema anterior, com es pot veure en [1].

El que acabem de veure és que funcions simetriques que depenen feblement
dels seus arguments seran convenientment aproximades(llevat d’alguna subsuc-
cessi®) per funcions de mesures evaluades a la distribucié empirica dels argu-
ments originals.

D’ara en endavant, utilitzarem la notaci6 a_; per denotar els N — 1 punts «;
ambj#iije {1,.. N}
A més, identificarem (a, ;) amb (aq, ..., 0; 1, &, &;11,...,aN), és a dir, canviarem
en la posici6 i el punt «; per a.

Denotarem les funcions de cost per (JN4);_; _y per emfatitzar que depenen
de N variables.

Per a seguir amb les simplificacions en el limit, assumire’'m que les funcions
de cost compleixen les segiients propietats:
Per a cada N > 1, existeix una funci6 | N. AN 5 R tal que:

e Peratot N > 1i(ay,..,ay) € AN,
TN (@, ey an) = TN (a7, 0;).

® SUpyN> SUP(M,...,“N)GANUN(‘XL---MXN)| < oo.

e Existeix una constant finita ¢ > 0 tal que per a tot N > 11i tot (aq, ..., an),
(B1,..., BN) € AN,

N (a, o) = TN (B, BN)| < € [dA(oq,[31) +p(ﬁ5511,ﬁﬁN511)} :

on d 4 és la distancia en A i p és la distancia en P(A).

Observacié 5.12. La primera suposicié es pot entendre com que tots els jugadors
tenen la mateixa funci6 de cost.

Observacié 5.13. Tal i com hem vist abans, la notacié ﬁgjl representa

1

-N-1

N = — 8y
: N-1 1<j§i:<N :
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Seguint el lema 5.4, peracada N > 1,a € Aipu € P(A) definim:

TN (a, )
—  inf []N(zx, o2, ..., o)+ m(ﬁﬁ;f,wu)} : (5.3)

(az,...,ocN)EAN—l

Clarament J(N) és c-Lipschitz en «. Per el lema 5.4, és c-Lipschitz en y respecte
p. Com que supy-; SUp g1 oNyean [N (@1, - )| < 00, la successio (JN)) <1 és
acotada uniformament. Repetint la prova del lema 5.4, deduim que existeix una
funci6 continua J : A x P(A) — R i una subsuccessio (Ni)>1 tal que (](Nk))k>1
convergeix uniformament a J. Aleshores,

lim sup ]N"(Dq,-.-,ﬂéNk) —](061,]101?’51_1) = 0.

Per acabar la formulaci6 de jocs de camp mitja com a limit de jocs amb un nombre
tinit de jugadors, demostrarem la segiient proposicio.

Proposicié 5.14. Assumi'm que per a cada enter N > 1, XN = (&, ..., &n) és un
equilibri de Nash per el joc definit per les funcions de cost JN7, ..., NN, Escriurem XN
per emfatitzar que depén de N variables. Assumi’'m que la metrica p satisfa, per a tot
N>1lacAipuecP(A):

N-1 1 c
+ — < — .
P (”’ N N‘S"‘) SN 54)

per a una constant ¢ > 0. Aleshores existeix una subsuccessio (Ni)x>1 i una funcié
continua | : A x P(A) — R tal que la successio (ﬁ;\]]@k)k% convergeix a una mesura
de probabilitat i € P(A) quan k — oo. A més,

lim sup ]Nk(ocl,...,ocNk) — ](oq,ﬁgfl_l)‘ =0, (5.5)
k—o0 N
DCNkEA k
i
,)di(a) = inf ,1)d . 5.6
[ @i = inf [ @ () 56

Observacié 5.15. La propietat (5.6) és equivalent a dir que el suport de fi esta
contingut en el conjunt dels minims de la funci6 J(«, fI).

En efecte, siel Sup(jl) C argminye4 J(«, ), aleshores clarament ji satisfa (5.6).
Inversament, si es satisfa (5.6), aleshores triant y = J,» mostra que

Ja (e, )dfi(a) < J(&/, 1) per a qualsevol &’ € A. Per tant, [, J(a, fi)dfi(x) <
ming ¢ J(a', 1), 1 aix0 implica que /i esta dins del suport de argmingc 4 J(a, f1).

Observaci6 5.16. L'acotament (5.4) es pot veure facilment per meétriques consis-
tents amb la convergencia debil de mesures.
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Demostracié. Com que A és compacte, podem trobar una subsuccessié (Nj)i>1
tal que ( ﬁgﬁk )k>1 convergeix cap a una mesura de probabilitat ji. A més, pel lema
5.4 podem assumir que es compleix (5.5).

Per la definicié d’Equilibiri de Nash, tenim que:

0, € arg inf JN) < 25%) dy(w
A

HeP(A) ]7&1

per a qualsevol i € {1, ..., N}, on hem utilitzat que, en (5.3),

f<( - )—IN ~i)-
j#i

Ara utilitzem el fet que

N-1 1.\ ¢
P ]’l/ N ]’l le \N/

peratot u € P(A)ia € A. Com que les funcions (J(N)) =1 s6n uniformament
Lipschitz i continues, podem trobar una constant ¢/, independent de N, tal que:

C/

; (N) (. N hal
yelg(fA) A] (“rVXN)dV(“) + N’

—

2
®
=

>%>-/Z
I

on }A{ = (5(1, ...,&N).
Sumant sobre i = 1, ..., N i dividint per N, obtenim:

— — s ] C/
/A TN (@, i )y () < dof [ JO (e, m¥n ) () + -

Triant N = Nj i utilitzant el fet que la successi6é (](Nk) )k>1 convergeix uniforma-
ment cap a |, deduim que existeix una successi6 de reals positius (€)1 conver-
gent cap a 0 a mesura que k — oo tal que:

. _N|
[ i, ) < imt (e rh (@) + e

Fent tendir k — oo i utilitzant el fet que J és Lipschitz i continua en A x P(A),
obtenim:

/A T, p)dp(e) = inf [ J(a f)du(e),

HEP(A)JA

que completa la prova. O]

Observacié 5.17. Per a la segiient seccid utilitzarem una forma especial de la
Proposici6 5.14. Comengant la funci6 de cost en el limit | : A x P(A) — R,
reconstruirem les funcions de cost J' perai € {1,..., N} imposant:

]N’i(Dél, ey DLN) = ](061', I‘I/_leivl).



5.3 Estrategia dels jocs de camp mitja

Per resoldre el problema d’equilibri d"un joc de N jugadors quan N — oo, con-
siderarem un jugador generic que minimitzara la seva funcié objectiu donades
les estrategies dels altres jugadors. Simularem la construccié de la funcié mi-
llor resposta fixant una distribucié de probabilitat y(com a representant de les
estrategies escollides dels demés jugadors, que es suposa que en sén molts) i
resoldrem el problema de minimitzacio:

inf J(a, p).

nEA

En aquest context, I'tltim pas per a buscar 'equilibri, és a dir, I’argument del
punt fix, equival a assegurar-se que el suport de la mesura y esta inclos en el
conjunt de minimitzadors.

Trobar un equilibri de Nash es pot reformular doncs en els segtients dos pas-
S0s:

e Fixar una distribuci6 de probabilitat 4 € P(A) i resoldre el problema de
minimitzacio infyc 4 J(a, 1);

e Resoldre el pas del punt fix trobant una mesura i satisfent la condici6 (5.6).

El primer pas el resoldrem mitjancant la programacié dinamica estudiada en els
capitols 11 2, trobant aixi controls optims.

El problema dels dos passos que acabem de veure és el que anomanem pro-
blema de jocs de camp mitja.

L’objectiu de 'analisi del problema és trobar la distribucié d’equilibri fi per a
la poblacié.

5.4 Unicitat

La unicitat no és certa en general. La principal condici6 que ha de complir és la
propietat de monotonicitat identificada per Lasry i Lions.

Teorema 5.18. Assumim que F satisfa

[ U@ m) = T, p2) G = i) (@) >0 Vi # g

Aleshores hi ha com a molt una mesura satisfent (5.6).

Demostracié. Siguin pq i o dos solucions del problema de camp mitja. Aleshores,

J 1w i (@) < [ 7 p)dpeae)
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ja que pq és optim i similarment,
/locuzduz /Irxuzdm()
perque py és optim. Si sumem les dos desigualtats, ens queda
/]ocmdm +/]fxuzduz /]rxmduz +/]04Pl2dﬂ1()

Si restem [ J(a, pq)dpa(a) + [ J(a, p2)dpq () ales dos bandes de la desigualtat,
obtenim

/]rxmdm /]zxmduz +/]06V2d]42 /]wyzdm()

Com que la integral és lineal, podem reescriure-ho com

/l(w,m)d[ul — p2](a) + /I(oc, p2)dpz — ) (a) <O.

Com que [ J(a, u2)d[po — ma](a) = — [ J(&, p2)d[p1 — p2] (), finalment ens que-
da

[ U@ ) = I gl d(r = ) @) <0,
i arribem a una contradiccié a no ser que y1 = . O]

Per tant, en aquest capitol 5, hem vist que per el lema 5.4, quan la funci6 de
cost [N del jugador i és una funci6 de &; i d’una funcié simetrica dels altres o

amb j # iila dependeéncia de J™' sobre cada jugador aj és menor, aleshores la

funcio JN/ pot ser vista com una funcié de «; i de la distribuci6é empirica dels
demés a;. En altres paraules, en el limit quan N — oo dels jocs amb un gran

nombre de jugadors, les funcions de cost N poden ser vistes com funcions de ;
i una mesura de probabilitat. A més, un cop feta aquesta simplificacié quan N —
oo, hem estudiat una estrategia per resoldre aquesta minimitzacié, composada
per 2 passos. El primer pas que, com hem vist, és un problema de control optim,
que podra ser resolt amb la teoria donada als capitols 2 i 3, i un problema de punt
fix. Aquest segon pas és equivalent a que la mesura de probabilitat compleixi
(5.6).
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6 Exemples

En aquest capitol estudiarem dos exemples de jocs de camp mitja. En el primer
exemple, només ens interessara l'instant que els jugadors escolleixen per arribar
a una reunio. Es resoldra utilitzant un teorema de punt fix. El segon és un pro-
blema de gran importancia en la enginyeria finangera moderna ja que s’utilitza
com a entrada a molts motors d’execucié optims en els mercats electronics d’alta
freqtiencia. Ens interessa el model ja que presenta un exemple de joc diferencial
estocastic en el que els jugadors interaccionen mitjancant la distribucié empirica
dels seus controls. S’anomenen jocs de camp mitja extesos. Aquesta seccié conté
resultats de [2] i [7].

6.1 Quan comencga una reuni6?

Una reuni6 esta prevista que comengi a temps t(, conegut per tothom. Cada par-
ticipant de la reunié i € {1, ..., N} intenta arribar a la reuni6 a temps t;. Aquest
instant t; és un nombre totalment controlat per el jugador i. Tot i el desitg d’ar-
ribar a t;, degut a certes incerteses, I'individu i arriba a la reunié a temps X'.
Aquestes incerteses poden ser de trafic o problemes amb el transport public, en-
tre d’altres. El temps X' és una realitzaci6 d’una variable aleatoria Gaussiana de
mitjana t; i variancia 0’1-2 > 0, que també és aleatoria. Aleshores, el control del
individu i és el temps ¢t;. El notarem per «; per a seguir amb la notaci6 del capitol
5.

Les variables aleatories X' poden no tenir les mateixes variancies ja que els
jugadors no tenen perqueé venir del mateix lloc, ja que uns poden viure més
lluny del punt de la reuni6é que d’altres. Aixi, assumirem que per i € {1,..N},
X! = a' + ole’ per a una seqiiéncia (€');<;<n de variables aleatories indepen-
dents i idénticament distribuides N(0,1), i una altre seqiiéncia (¢');<;<n de va-
riables aleatories independents i idénticament distribuides i a més, independent
de (¢')1<i<n- Utilitzem la notaci6 v per a la distribucié de (0%)<i<n; v és una
mesura de probabilitat en [0, co] tal que el seu suport no conté el 0.

Sila reuni6 esta prevista per comengar a temps f( realment comenga a temps t,
isicada individu arriba a temps X' controlat de manera com hem explicat abans,
la funcié de cost prevista per cada participant i esta definida per:

T (a1, . an) = E[a(X' —to) T +b(X' — )T +c(t — X)), (6.1)

per a tres constants positives 4, b i c. Utilitzem la notacié x™ per denotar la part
positiva max(0,x) d’'un nombre real x € R. Els tres termes de la funci6 de cost
del individu i tenen el segtient significat:

e el primer terme a(X' — t()* representa el cost de reputaci6 per arribar tard
a la reunio;

e el terme b(X’ — t)* quantifica la inconveniéncia de perdre’s el principi de
la reunio;
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e c(t — X')* representa el cost del temps perdut per arribar d’hora a la reuni6
i haver d’esperar.

Assumim que el temps en que comenga la reuni6 es decideix algoritmicament
computant una funcié acordada de la distribucié empirica 1§ dels temps d’arri-
bada X = (X},..., XN). En altres paraules, assumim que t = 7(fi}) per a alguna
funci6 7 : P(R4+) — RR. Podem pensar en el cas de que 7(j) és el 100p-percent
de u, per a un nombre p € [0,1]. En altres paraules, la reunié comenca quan el
100p-percent dels individus ja han arribat a la reuni6. Aquesta és una forma de
quorum. Fixem-nos que el fet de que el temps ¢ sigui una funci6 de la distribucié
empirica t = 7(ji}{) és la font de les interaccions entre els individus que neces-
siten tenir en compte les decisions dels altres per a poder decidir la seva propia
decisi6 per minimitzar (6.1).

Com era d’esperar, la recerca de I'Equilibri de Nash comenga amb el calcul de
la funcié millor resposta de cada jugador donada les decisions dels altres juga-
dors. Es a dir, per a cada individu i € {1, ..., N} necessitem assumir que els altres
jugadors han realitzat les accions «_;, i solucionar el problema de minimitzacié
seguent:

infE[a(X' —t)) T+ b(X' — )" 4+ c(t — X)), (6.2)
al

amb t = t(X1, ..., XN) = t(a}).

El problema (6.2) no és facil de solucionar, ja que el calcul de la funcié millor
resposta ve seguida per el calcul dels seus punts fixos per a poder identificar
I'equilibri de Nash. Per tant, en comptes de buscar 1’equilibri exacte per el joc
d"un nombre finit de jugadors, ens conformem amb una solucié aproximada i
intentem solucionar el problema fent tendir el nombre de jugadors cap a infinit.
El fonament de la estrategia dels jocs de camp mitja explicada abans estava par-
cialment basada en la convergencia de les distribucions empiriques cap a una
mesura de probabilitat . Ara bé, a causa de l'aleatorietat dels temps d’arribada i
de la hipotesi d’independéncia, la intuici6 darrere de l'estratégia es reforga quan
N és relativament gran, ja que fent Gs de la llei dels grans nombres, les distri-
bucions empiriques ji{ haurien de convergir cap a una mesura de probabilitat
deterministica y1. A més, la sensibilitat de i} respecte a les perturbacions de a;
d’un sol individu no haurien de afectar el limit, i sembla raonable considerar el
problema d’optimitzaci6 alternatiu obtingut reemplagant t = 7(ji{) en (6.2) per
t = T(u). En altres paraules, assumim que el temps d’arribada dels individus
tenen una distribuci6 estadistica y, i calculem per a un individu generic la millor
resposta a aquesta distribucié. Ates que triem una regla determinada per la fun-
ci6 predeterminada 7 de la distribucié dels temps d’arribada, de fet, calculem la
millor resposta & a t = (). El pas del punt fix necessari per determinar 'equili-
bri de Nash, podria ser imitat buscant un valor d’inici t que conduiria a la millor
resposta & = .

Proposicié 6.1. Sigui t € [tg,00) i X = a+ceono ~ vie ~ N(0,1) sén varia-
bles aleatories independents. Llavors, per a qualsevol conjunt de constants estrictament
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positives a, b, i c, existeix un vinic minimitzador &:
& = arginfE[a(X — t) T +b(X —t)T +c(t—X)"],
el cual pot ser identificat com la inica solucié a de I'equacié implicita:
aF(a —tg) + (b+c)Fla —t) =, (6.3)
on F denota la funcié de distribucio de la variable aleatoria Z = ce.

Demostracié. Donem-nos compte que F(z) = [ ¢(z/s)v(ds) i que F és una funcié
continua estrictament positiva i estrlctament creixent complmt lim,\ _ F (z) =
0, lim, » F(z) = 1, i 1—F(z) = F(—z). D’aqui en endavant, ¢ denota la
funcié de distribucié acumulativa de la distribuci6 gaussiana estandard N(0,1).
El fet que el suport topologic de v no conté el 0 implica que F és diferenciable i
que la seva derivada esta uniformament acotada sobre IR.

La quantitat per minimitzar és:
Ela(X' —to) " +b(X' — )T +c(t —Xi)ﬂ
= Efa(X' —to) "+ (b+ o) (X' —t)" +c(t — X)]
= aE[(a —to+Z) ]+ (b+ )E[(w =t + 2) "] — c(a — 1),
i aixi, prenent la derivada respecte a obtenim la condicié de primer ordre d’opti-
mitzacio:
aPla —tg+Z > 0]+ (b+c)Pla —t+Z > 0] =g, (6.4)

que és exactament (6.3). Donades les propietats de F, aquesta equacié té una
tnica solucié &. O

Teorema 6.2. Assumim que la funcié T : P(Ry) — R satisfa les segiients tres propi-
etats:

1. Vu € P(Ry), T(u) = to, la reunié mai comenga abans de to;

2. Monotonicitat: si y,u’ € P(Ry) isi u([0,a]) < u/([0,a]) per a tot « > 0,
lavors T(u) = T(y');

3. Sub-additivitat: si yp € P(Ry), aleshores peratot w > 0, T(pu(- —a)) < T(u) +
o,

Si les constants a, b i ¢ son estrictament positives, existeix un inic punt fix per la funcio
« > & definit en la proposicié anterior com t = T(F(- — «)). Identifiquem a la funcié

de distribucié acumulada F(- — o) amb la distribucié de la variable aleatoria a + oe.

Demostracié. Estem buscant un punt fix per la funcié « — G(«) = & definida per:

a— F(-—a)—t=1(F(-—a)) — & =a(t),
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I"altim pas sent donat per la solucié de la equaci6 (6.3). Assumint que x < y, la
monotonicitat en T ens déna que:

T(F(-—x)) < T(F(- —y)),

i la suposicié de sub-additivitat implica que:

T(F(—y)) —t(F(- —x)) Sy —x.
Utilitzant la forma especial de (6.3), el teorema de la funcié implicita implica que
quan veiem & com a una funci6 de t, aleshores:
da (b+c)F (a(t) —t)
dt — aF'(&(t) —to) + (b+c)F/(a(t) —t)

que esta acotat superiorment per una constant estrictament més petita que 1 ja
que F’ és no negativa. Aixd implica que G és una contraccio estricte, i que admet
un dnic punt fix. O

33



6.2 Un model d’'impacte de preus

Analitzem la interaccié entre N comerciants. Cada comerciant i controla el seu
inventari Xj, és a dir, el nombre d’accions que té a temps ¢ per la seva taxa de
negociacié a; mitjangant una equacié diferencial estocastica de la forma:

dX! = aldt + o'dWi, t €[0,T],

on Wi = (W});>0 sén moviments brownians 1-dimensionals independents. Les
funcions ¢’ es suposen constants per simplicitat, i totes iguals al mateix nombre
positiu o > 0 per raons de simetria. Tots els agents comercien el mateix estoc amb
un preu mitja a temps t denotat per S;. La quantitat d’efectiu que el comerciant
té a temps t es denota per K. Evoluciona acord amb:

dKi = —[alS; + c(al)dt,

on la funcié a« — c(a) és convexa i no negativa complint ¢(0) = 0. La funci6 c
representa el cost per comerciar a rati «.

L'impacte real dels preus segueix la segiient formula:
1y
d&zﬁzm@w+%m&temm
i=1

pels canvis del preu mitja al llarg del temps. Assumim que & — h(x) és una
funcié deterministica que tots els comerciants coneixen, que oy > 0 és una cons-
tant i que W? = (W)),.0 és un moviment brownia independent de la familia

(Wi)1<icn- Ja que el canvi del preu mitja és la integral de la funci6 & respecte
la mesura empirica /1 dels controls a!, veiem que en aquest model, cada parti-
cipant interacciona amb la distribucié empirica dels controls dels demés partici-
pants. Denotarem aquesta integral per (h, ilY).

La funcié h sovint s’anomena funcié instantanea d’impacte de mercat. Ja que
d’una compra s’espera que augmenti el preu de 1'estoc i una venda tendira a
disminuir-lo, la funcié h hauria de satisfer h(a)a > 0.

6.2.1 El problema d’optimitzacié del comerciant

La riquesa V/ del comerciant i es defineix com la suma del efectiu que té i el valor
del inventari com es marca al preu mitja:

Vi = Ki + XiS:.
Els canvis al llarg del temps de la riquesa V/ venen donats per la segiient equacié:
AV} = dKi + XidS; 4+ S,dXi

. 1 XN , : .
:me9+mﬁzym@MHw&MW+%mﬂw. (6.5)
j=1
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Assumim que els comerciants estan subjectes a una restriccié de liquidacié en
execucié modelada per una funcié cx de les accions que poseeixen, i a una res-
triccié de liquidaci6 terminal a venciment T representada per una funci6 escalar
g. Si com de costum denotem per |' el cost esperat del comerciant i com una
funci6 dels controls de tots els comerciants, llavors tenim:

) T . . .
Ji(al, - a) = B [ | extxiat+g(x) — v (6.6)

Per (6.5), podem escriure la funci6é de cost esperat del comerciant i com:

. T . . .
Fo, o) = EL[ (1 X5, )t + g(XD), 6.7)

on com abans, utiltizem la notaci6é ﬁ,ﬁ per la distribucié empirica dels N com-
ponents de a;, que és una mesura de probabilitat a 1’espai A on els controls hi
prenen valor. Aqui, la la funcié de cost de funcionament f esta definida per:

f(t,x,0,a) =c(a) +cx(x) —x(h,06), (6.8)

pera0 <t < T, x¢€ R%, 0 € P(A),ia € A. Aquest model és un exemple
perfecte d'un joc estocastic de N jugadors amb interacci6 entre ells mitjangant la
distribucié empirica dels seus controls. No podrem resoldre el problema del joc
finit. Ens acostarem a la seva solucié mitjan¢ant I’analisi de la teoria de jocs de
camp mitja basada en la intuici6 (i dels resultats provats abans) del limit N — oo
d’un gran nombre de jugadors.

Observaci6 6.3. Es important emfatitzar el paper crucial que juga la suposicié de
que els comerciants sén neutrals al risc ja que opten per minimitzar 'expectativa
del seu cost. De fet, els termes de variacié quadratica desapareixen en el calcul
del cost esperat, i aixi, el soroll comt WY i el preu mitja S desapareixen de la
expressié del cost esperat individual. El joc seria molt més dificil de solucionar
si no fos aixi.

Ja que el soroll comu ha desaparegut del model, si restringim les taxes de co-
mer¢ a funcions dels inventaris, o en el cas dels models en que els comerciants no
poden observar les accions dels altres jugadors, si assumim que sén adaptats a
filtracions generades per W' i sén independents del soroll comt, la independén-
cia dels xocs aleatoris dW! suggereix que en el limit quan N — oo, la mesura
empirica ﬁ,{X convergeix a una mesura deterministica 6; sempre i quan les taxes
siguin suficientment simetriques. Aquesta mesura deterministica 6, en equili-
biri, hauria de ser la distribuci6é de les taxes de comer¢ optimes d'un jugador
generic. Hem canviat la notacié de y; a 6; per emfatitzar que les interaccions
entre els jugadors son ara mitjangant les distribucions empiriques dels controls,
d’aqui tenim una mesura de probabilitat en P(A) en comptes d'una mesura de
probabilitat en P(IR%). Conseqiientment, I’enfocament del joc de camp mitja en
aquest joc és fixar un flux deterministic 6 = (6;);>0 de mesures en el espai de
controls i solucionar el problema de control optim segtient:

{ infy B[ [ f(t, Xe, 00, a1)dt + g(Xr)]

6.9)
dX; = apdt + cdWy, t € [O, T],
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per a un moviment brownia W donat i després, intentar trobar un flux de mesu-
res 0 = (6¢)1=0 tal que 6; = L(&:) on & = (&;)o<t<T €5 un control optim per el
problema (6.9). L(&;) denota la llei dels controls &;.

Per a trobar el control optim de (6.9) s’utiltizara la teoria explicada en el Capi-
tol 3 sobre el control optim estocastic derivant a 'equacié de Hamilton-Jacobi-
Bellman. El segon pas, el de punt fix, és més complicat ja que aplica el principi
del Maxim de Pontygrain, que se’ns escapa dels coneixaments d’aquest treball.
Es pot veure en [3] com ho ho soluciona. Per aixo diem que desenvoluparem
aquest segon exemple pero, en canvi, no el resoldrem.
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