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Abstract

The main goal of this work is to rigorously define Brownian motion and understand
its relevance when doing mathematical models of different phenomena from the
reality. In addition, going from the properties of nowhere differentiability and finite
quadratic variation of the sample paths, we illustrate the necessity of a new calculus
in order to solve stochastic differential equations (SDE), which model dynamical
systems with random perturbations, using the definition of the stochastic (or 1to)
integral and its lemma. Finally, we apply the developed Mathematics theory to the
problem of the motion of a Brownian particle in suspension in a fluid, being able to
correctly describe the velocity distribution that follows the particle and recovering
some important Physics’ results.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és definir rigorosament el moviment Brownia
i comprendre la seva rellevancia al fer models matematics de diversos fenomens de
la realitat. A més a més, passant per les propietats de la no diferenciabilitat i la
variacié quadratica finita de les seves trajectories, illustrem la necessitat d’un nou
calcul per tal de resoldre les equacions diferencials estocastiques (SDE), les quals
modelen sistemes dinamics amb pertorbacions aleatories, tot fent s de la definicié
d’integral estocastica (o d’It6) i del seu lema. Per acabar, apliquem la teoria ma-
tematica desenvolupada al problema del moviment d’una particula Browniana en
suspensié en un fluid, tot podent descriure correctament la distribucié de velocitat
que segueix la particula i recuperant importants resultats de la fisica.
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1 Introduccid

El projecte

El moviment Brownia pren el nom del botanic Robert Brown, que el 1828 va ob-
servar el moviment irregular de les particules de pollen en suspensié en aigua i el
seu comportament difusiu, és a dir, de les trajectories erratiques de les particules
a nivell microscopic (degudes a les collisions amb les molecules d’aigua), perod pro-
vocant un comportament molt suau de la densitat de totes elles com a conjunt. El
moviment Brownia és doncs una eina matematica per a modelar el moviment de
les particules difusores individualment, i tot i les nombroses contribucions de dife-
rents personalitats al llarg de la historia (més explicat en la secci6 3), la descripcié
matematica rigorosa és atribuida a Norbert Wiener (1923).

En un sentit més ampli, aquest moviment és un objecte central en l'estudi de
processos estocastics i en models matematics sobre fenomens de disciplines molt
diverses. No només serviex per modelar el moviment de particules en un fluid,
sind que apareix en la majoria de models amb pertorbations aleatories degudes a la
interaccié amb ’ambient o qualsevol altre parametre, en ’ambit de la fisica, biologia
i economia. Aquest fet és degut al Teorema del Limit Central, ja que la suma de
variables aleatories independents (per exemple forces externes en sistemes fisics)
té com a resultat una distribucié normal, propietat dels increments del moviment
Brownia. Per aixo, aquest és tan estes en models matematics i un punt clau per
'analisi estocastic, ja que apareixen equacions diferencials estocastiques (SDE) que
cal resoldre, i també d’aqui neix la necessitat d’introduir la integral estocastica
(Kiyoshi It6 el 1944) aixi com diverses eines per a trobar-ne la solucio.

Estructura de la Memoria

Per tal de poder definir el moviment Brownia i les seves propietats més impor-
tants pel desenvolupament del calcul estocastic, primer en la seccié 2 recordem
nocions basiques de probabilitat i presentem els processos estocastics en general.
Seguidament en la 3 definim el moviment Brownia, provant-ne la seva existencia
i construccié aixi com la no diferenciabilitat de les seves trajectories i la variaci
infinta. En la seccié 4 introduim la necessitat d’unes noves regles d’integracio, ja
que degut a la variacié infinita del moviment, no es poden definir les integrals a
trossos de Riemann-Stieljes. Expliquem la construccié de la integral d’'Ito, central
pel calcul estocastic, aixi com la férmula d’Ito, que és ’analeg a la regla de la cadena
i permet calcular solucions de moltes SDE.

Finalment en 5, presentem una aplicacio del calcul estocastic a I’anomenat procés
d’Ornstein-Uhlenbeck, que és un model més realista (que el moviment Brownia des-
crit per Wiener) del moviment d’una particula en un fluid, presentant més conne-
xions amb la velocitat i la posicié de les particules. A més, a través del teorema
d’equiparticié de ’energia, ens permet deduir constants i equacions fisiques impor-
tants, com el teorema de fluctuacié-dissipacio i la llei d’Einstein-Stokes.



2 Preliminars

2.1 Definicié de procés estocastic

Fem primer memoria d’algunes definicions basiques de probabilitat.

Definicié 2.1. Un espai de probabilitat és una terna (2, F, P) on:

1. Q és el conjunt de resultats possibles de ’experiéncia aleatoria (espai mostral).

2. F és una familia de parts de Q0 que descriu els esdeveniments possibles i té
estructura de o-algebra, és a dir compleix:

(i) Qe F.
(ii) F és estable per pas al complementari, i.e. si F € Q — F° € ().

(i11) F és estable per unions numerables, i.e. si {F,,n > 1} C F =
U F. CF.

n>1
3. P és una aplicacio P : F — [0,1] (probabilitat) tal que:

(i) P(Q) = 1.

(ii) Té€ la propietat de la o-additivitat, i.e. si {F,,n > 1} C F disjunts dos
a dos, aleshores P(UX F,) => " P(F,).

Definicié 2.2. Un espai mesurable és un parell ordenat (S, L) tal que S és un
conjunt i L una o-algebra de subconjunts de S. Aleshores es diu que una funcio és
mesurable si €s funcio entre dos espais mesurables.

Definicié 2.3. Una variable aleatoria en un espai de probabilitat (Q0, F, P) és una
aplicacic X : Q — S que compleiz que, sigui (S, L) un espai mesurable, VL €
L, XY L) e F, on X HL) = {w € ;X (w) € L}. La llei de la variable és la
probabilitat sobre (S, L), Q, tal que Q(L) = P(X1(L)).

Recordem aleshores que la funcié de distribucié d’'una variable aleatoria uni-
dimensional ve donada per F(z) = P o X '((—o0,z]), i la funcié de densitat, si
aquesta és continua, sera f tal que f(x) = dF(x)/dx. Notem que les variables ale-
atories sén per definicié funcions mesurables definides sobres espais mostrals (per
convencio es diuen F/L-mesurables o simplement F-mesurables). Ara estem ja en
condicions de definir un procés estocastic.

Definicié 2.4. Un procés estocastic és una familia de variables aleatories X =
{Xi,t € T} indexades per un espai de parametres T, definides en un mateiz espai
de probabilitat (Q, F, P) i que prenen valors en un espai mesurable (S, L), anomenat
espai d’estats.

El conjunt T" C R sovint s’interpreta com un interval de temps, de forma que X;
descriu l'estat del procés a l'instant de temps t. Si T = N (o Z) es diu que el procés
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és discret, mentre que si és un interval de R es diu que és continu. S és el conjunt
on pren valors el procés estocastic (normalment R o bé C).

Per tal de caracteritzar els estats passats d'un procés (aixi com diverses propie-
tats) sera interessant donar la definicié de filtracié.

Definicié 2.5. L’espai de probabilitat (Q, F) es pot equipar amb una filtracid, és a
dir, una familia de sub-c-algebres de F, {Fi,t > 0}, tal que Fo conté els subconjunts
de F de probabilitat nulla, i Vs < t, Fs C F C F. La filtracio es diu continua per
la dreta si per qualsevol s > 0, Ny~ Fr = Fs.

Aixi doncs la filtracié F; conté la informacio fins a I'instant de temps ¢, i aquesta
es va acumulant (hi ha tanta o més informacié a F; que a F; amb s < t). Direm que
un procés estocastic X esta adaptat a la filtracié {F;}i>0 si Vt, X; és una variable
aleatoria Fi-mesurable, i per tant, la informacié disponible al temps ¢ és suficient
per avaluar-la. Obviament tot procés esta adaptat a la seva filtracié natural, que
és la generada pel mateix procés, F, = o(X,,0 < s < t).

2.1.1 Trajectories i distribucions

Si no diem el contrari, durant tota la memoria el procés estocastic X vindra donat
com en la Definicié 2.4.

Definicié 2.6. Fizada w € 0, una trajectora o cami mostral del procés és una
aplicacio X (-,w) : T — S tal que t — Xy(w). Aizi doncs cada procés determina
una aplicacé X : Q@ — ST, tal que w — X (-,w) i ST és el conjunt de trajectories
del procés, {X(-,w) : T — Stuea.

Figura 1: Simulacié de cinc trajectories d’un procés estocastic (de
moviment Brownia geometric) i la seva esperanga. Font: [9].

Finxant-nos doncs amb la figura, cada X;(w;) és una trajectoria diferent i el
conjunt de totes elles formen S”. Podem pensar el procés com una eleccié a I’atzar

(seguint una certa distribucié de probabilitat) d'un element de ST, i en el cas de
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que T sigui discret es pot entendre com un vector aleatori (aplicacié X : Q@ — S™,
X = (Xy,...,X;n) tal que cada X; : © — S és una variable aleatoria). Podem
construir una o-algebra producte apropiada per ST, LT, per tal de definir la llei del
procés. Representem els x € ST com (y)ser.

Definicié 2.7. Donat Ty C T, la projeccié canonica és laplicacié 1y, : ST — STo
tal que Iy (x) = x7,, amb x € ST. Aleshores denotem L' com la o-dlgebra que fa
mesurables les aplicacions {Ilyy =11, t € T},

De fet, es pot construir £ com la o-algebra generada pel conjunt de cilindres
finits de S”, donats per C' = 113! (A) = {z € ST; (24)ier, € A} on A C ST ([7] p.2).

Definicié 2.8. Sigui un procés estocastic X i Ty = {t1,...,t,} C T ordenat,
la llei de probabilitat del vector aleatori (Xi,,...,X;,) : Q@ — ST, donada per
Qi = Po(Xyy, ..., Xy,)7! en Uespai producte (S, £T0), s’anomena distribucid
marginal en dimensio finita del procés.

De manera analoga podem pensar que la llei del procés, (Qx, ve donada per
Qx =PoX ten (ST, L), és a dir:

Qx(L)=P(XYL)), Le L.

Es pot demostrar, a través del teorema de Kolmogorov, l'existencia d'un procés
estocastic associat a una familia de distribucions marginals en dimensié finita i que
compleixin la condicié de consistencia. El teorema diu el seglient:

Teorema 2.9. Sigui {Q¢,,. 1,11 <ta <---<t,,n>1t €T} on:

1. Q... €s una probabilitat en ST

2. Si{ty, < - <ty }C{t1 < - <tp}, Quy,..tr,, €8 la distribucié marginal
de Q1.+, (condicid de consisténcia).

Aleshores, existeiz un tinic procés estocastic {X;,t € T} amb llei Qx en (ST, LT),
tal que la familia de distribucions marginals en dimensio finita és {Q, .+, }-

No en donarem la demostracié perque ens estendriem massa, pero la idea és
provar el teorema sota condicions topologiques de 'espai (S, £) i imposant les con-
dicions de consisténcia de les distribucions marginals (demostracié en [7] p.6 pel cas
(S, L) = (R, B(R)), on B denota la o-algebra de Borel).

Pel que és d’interés en el treball, a partir d’ara considerarem 7' = [0,00) i
processos que prenen valors reals. Per tant S = R? I'espai Euclidia d-dimensional
i £ = B(R?) la o-algebra de Borel, que és la més petita que conté tots els oberts
de l'espai S. En aquest cas el procés X es diu mesurable si aplicacié (¢,w)
Xi(w) : ([0,00) x Q,B([0,00)) @ F) — (R% B(RY)) és mesurable. En particular,
estudiarem processos unidimensionals i per tant tindrem d = 1.



2.2 Principals classes de processos estocastics

A continuacié donarem les definicions d’algunes de les principals classes de processos
que existeixen i que ens seran més 1tils. Considerem el subconjunt finit {¢t; < --- <
tn} C T i els subconjunts de Borel Ay, Ay, ..., A, € B(R) (a cada apartat ja
s’especifica a quin subconjunt pertanyen les variables).

Definicié 2.10. Es diu que un procés X té increments independents si les variables
aleatories X, X¢, — Xgyy oo, X, — X4, _, son independents.

Es a dir, per definicié d’independencia, s’ha de complir que P(X;, € Ay, Xy, —
Xy, €A, X, — X, ,€A,)=P(Xy, € A) ][, P(Xy, — X3, , € A;). Alesho-
res si T' = [0, 00), les distribucions marginals del procés queden totalment determi-
nades per Xy, 1 Xy — X, peratot s,t €T is <t.

Definicié 2.11. X és un procés de Markov (o té la propietat de Markov) si donat
A € B(R) la probabilitat condicionada P(X;, € A|Xy, € Ay,..., Xy, , € Ap1) =
P(X, € A|Xy, , € An—1) quasi sequrament (q.s.), és a dir amb probabilitat 1.

Per simplificar la notacié sovint ometem els subconjunts de Borel i simplement
escriurem P (X, |X¢,, ..., Xt, ) = P(X,| X4, ), tant si fem referéncia a la proba-
bilitat com a ’esperanga. Intuitivament i sense entrar-hi més formalment, donat el
present d’un procés de Markov el seu futur i passat sén independents (I'estat futur
només depen del present).

En aquest cas, per a variables continues s’introdueix la funcié de densitat de
transici6 de la variable X, p(s,t,z,y), que és la funci6é de densitat de probabilitat
de X; si Xy = x, amb s < t (i és per tant una funcié de y). En canvi, per a
variables discretes, ve donada per pl(»;n) = P(X,1m = 1| X,, = j), on m representa el
salt. Per a aquests processos és molt important 1’equacio de Chapman-Kolmogorov
(demostracié en [10] p.24 per una distribucié Gaussiana), que per a les variables

continues és:

p(ti, ts, 1, 73) = / p(ta; t3, T2, 23)p(th, ta, 71, T2)ds, (2.1)
R

i per a les discretes es converteix en una multiplicacié de matrius de les probabilitats
de transicio de passos diferents.

Definicié 2.12. X és un procés estrictament estacionari si amb {t; + h < -+ <
tn+h} CT, P(Xy,4n € A1y, Xeon € Ay) = P(Xy, € Ay, Xy, €A,

Definicié 2.13. Un procés X amb esperanca finita E(|X|) < oo és una martingala
si Uesperanca condicionada compleiz E(Xy,| X4, ..., Xe,_ ) = X¢,_, ¢.5. Es una
supermartingala si enlloc de igualtat tenim <, i una submartingala si és >.

Equivalentment podem definir-ho fent referéncia a una certa filtracié {F;,t > 0}

de 'espai de probabilitat (€2, F), i direm que X és una martingala respecte {F;} si
cada variable pertany a L'(€2) (espai de funcions integrables) i:

>



1. X, esta adaptada a la filtracié F; per a tot ¢t > 0,

2. per atot 0 <s <t E(X;|Fs) = Xs.

L’esperanca condicionada d’una variable aleatoria respecte d’'una o-algebra és doncs
una eina crucial en l'estudi dels processos estocastics, aixi que la podem trobar
definida a I’apendix A juntament amb algunes propietats que ens seran ttils més
endavant.

2.2.1 Processos de segon ordre

Definici6 2.14. Un procés {X;,t € T} és de segon ordre si l’esperanca E(X}?) < oo
per a tott € T, i per tant, és una funcid det en l'espai de Hilbert L*(Q), F, P) (espai
de funcions de quadrat integrables).

La mitjana d’un procés (no forcosament de segon ordre) que pren valors reals és
la funcié myx : T — R tal que mx(t) = E(X;), i es diu que el procés és centrat si
Per processos de segon ordre podem definir també la funcié de covariancia, que és
una funcié I'x : TxT — R tal que I'x (s,t) = Cov(Xs, X;) = E[(Xs—E(X)) (X —
E(X}))]. Taleshores la variancia és 0% (t) = Var(X;) = E[(X;— E(X}))*] = Tx (¢, ).
Com que X; — m(t) és centrat i d’igual covariancia que X;, a partir d’ara si no

diem el contrari estarem considerant processos centrats, que compleixen I'x(s,t) =
E(X:X,).

Observacié 2.15. Notem que 'y és simetrica i definida no negativa, ja que per a

totn>1,t, €T ia; €R:

Z Ix(t;,tj)aa; = Z B(Xy, Xy;)aia;

1,j=1 i,5=1
n n n 2
:E(ZthalZXt]aJ :E(Zthaz) ZO
=1 j=1 =1

Definicié 2.16. Sigui X de segon ordre, es diu que €s un procés estacionari en
sentit ampli siVt,t +h € T, E(Xy1p) = E(Xy) 1 Cov(Xyan, Xsrn) = Cov(Xy, Xs).

Definirem seguidament els processos Gaussians, que sén processos de segon ordre
i una part central en el moviment Brownia.

Definicié 2.17. Un procés estocastic és Gaussia (o normal) si totes les seves distri-
bucions marginals en dimensio finita sequeizen lleis Gaussianes multidimensionals.

Fent memoria, sigui A € B(R), una variable Gaussiana unidimensional X ~
N (11, 0?) (amb mitjana p i variancia 0?) segueix la segiient funcié de distribucié:

P(X € A) :/Afx(:c)d:c: \/2;7/14@,@(—%)@. (2.2)
6




Aleshores

/XdP /xfx(x)dx—m,
(X =m) = [ (o= mP oo = o

A Tapendix B s’hi pot trobar més informacié sobre les lleis Gaussianes multidi-
mensionals. La mitjana i funcié de covariancia d’'un procés Gaussia determinen
totalment les seves distribucions marginals. I inversament, siguin m : T — R i
[': T xT — R simetrica i definida no negativa, es pot demostrar (amb el teorema
de Kolmogorov, [10] p.6) que existeix un procés estocastic Gaussia, centrat i amb
I' com a funcié de covariancia. De fet, si I" pren valors en els complexos també
existeix un procés de segon ordre amb aquesta mitja i funcié de covariancia.

Var(X) =

2.3 Continuitat i diferenciabilitat
Donem algunes definicions de continuitat i diferenciabilitat dels processos estocastics,
tenint en compte sempre amb quin tipus els estem definint.

Definicié 2.18. Es diu que un procés X = {X;,t € T} és continu en probabilitat
st limy_yo Xyyp = Xy en P, és a dir, per a tot e >0 it e T,

hm P(|Xt—|—h — Xt| > 6) =0.
h—0

Degut a que molts dels processos més interessants sén de segon ordre, és 1til
definir la continuitat i la diferenciabilitat dels processos en L2.

Definicié 2.19. Sigui X de segon ordre, es diu que és continu en mitjana quadratica
ent €T silim,_oXen = Xy en L2, és a dir,

lim E(‘Xt+h — Xt‘2> =0.
h—0

I és diferenciable en L* ent € T si existeix el limit en mitjana quadratica

X/ — 1 Xt+h - Xt
h—0 h '

Tot i aix0, la continuitat del procés no implica forcosament que les trajectories
siguin continues q.s., siné que aquestes ho sén si el conjunt de €2 que fa que tinguin
discontinuitats en T' és negligible. En relacié a les trajectories doncs, tenim el
segiient criteri de Kolmogorov (veure la demostracié en [5] p.24):

Proposicié 2.20. Sigui X un procés que satisfa per o, 3,C > 0 i Vs, t € T que
E(1X: — X|*) < Ot — 5|7,

aleshores les trajectories del procés son y-Holder continues Vv tal que 0 < v < g,
és a dir, IK > 0 constant tal que | X (w) — X (w)| < K|t — 5|7, w € Q. I de fet aizo
implica que son continues en t q.s.



3 El moviment Brownia

El 1828 el botanic Robert Brown va observar un moviment irregular dels grans de
pollen en suspensié en aigua, que més tard es va coneixer com a moviment Brownia
i es va poder explicar degut a collisions aleatories de les particules de pollen (també
anomenades particules Brownianes) amb les molecules d’aigua. El primer en estudi-
ar quantitativament aquest moviment fou Thorvald N. Thiele en un article sobre el
metode dels minims quadrats publicat el 1880, i potseriorment Louis Bachelier, que
interessat en les fluctuacions en els preus de les accions, el 1900 va publicar la tesi
“La teoria de 'especulaci¢”. Cinc anys més tard, Albert Einstein i parallelament
Marian Smoluchowski, van calcular la densitat de transicié del moviment a partir
de la teoria cinetica i de la termodinamica, tot proposant I’equacié de difusié i rela-
cionant el coeficient de difusié amb el desplacament quadratic mitja de la particula
Browniana. No fou pero fins el 1923 quan Norbert Wiener va donar la descripcié
matematica més rigurosa del moviment, demostrant ’existencia d’una probabilitat
a l'espai de funcions continues i provant-ne més tard la no diferenciabilitat de les
trajectories. De fet el moviment Brownia unidimensional es diu comunament procés
de Wiener. Paul Lévy el 1948, va fer un analisi exhaustiu del procés, introduint
la construccio per interpolacid i altres propietats de les trajectories. Definirem en
aquesta seccié el moviment, en demostrarem ’existencia i en presentarem algunes
propietats importants.

3.1 Definicié del moviment

Definicié 3.1. El moviment Brownia estandard o procés de Wiener unidimensi-
onal, és un procés estocastic B = {B;,t > 0} Gaussia, centrat i amb funcio de
covariancia I'(s,t) = s At = min(s, t).

Per tant al ser Gaussia esta clar que és un procés de segon ordre. A més,
veurem que les seves trajectories son continues i que la llei del procés ve donada
per distribucions multidimensionals normals amb vector de mitjanes nul i matriu
de covariancies I' (veure apendix B). Al ser centrat m(t) = E(B;) = 01 I'(s,t) =
E(BsBy), i lexistencia del procés ens I’assegura el teorema de Kolmogorov, provant
que I'(s,t) és definida no negativa:

Z F)((ti7 tj)az-aj = Z (tz AN tj)aiaj = Z aiaj/ 1[0,ti](7’)1[07tj}(7")d7’
0

ij=1 ij=1 ij=1
o0 n 2
= / ( E az‘l[oﬂgi} (T’)dT) Z 0.
0 i=1
Veiem ara una definicié equivalent de moviment Brownia amb la segilient proposicié.

Proposicié 3.2. Un procés estocastic B = {B;,t > 0} és un moviment Brownia
<= By =0 q.s., B té increments independents i ¥V 0 < s < t la variable B; — B
sequeiz una distribucid normal N'(0,t — s).



Demostracio. En primer lloc suposem que B és un moviment Brownia.

(i) Suposem que By # 0 i per tant B2 > 0. Aleshores per les propietats de
'esperanga, com que 0 < B = 0 = F(0) < FE(B?), perd per hipotesis
E(ByBy) = 0, que és una contradiccié. Aixi doncs By = 0 q.s.

(ii) Donades s < t, com que B; i By tenen lleis Gaussianes, By — By també sera
Gaussiana al ser tranformacié lineal d’ambdues (veure densitat de transfor-
macions de vectors aleatoris de [I1] p.73 i apeéndix B). A més a més, com
que per hipotesis m(t) = 0, E(B; — Bs) = E(B;) — E(B;) = 0, i la variancia
Var(B,—B) = E|(B;—B;)?] = E(B?—2B,Bs+B?) = t \t—2tAs+s\s = t—s.
Per tant B, — Bs ~ N(0,t — s).

(iii) Finalment cal veure que fixat ¢ty < t; < --- < t,, les variables B, , — By,
i By, — By; son independents Vi < j. Com que variables normalment dis-
tribuides sén independents si i només si no estan correlacionades (apendix B

propietat (iii)), unicament ens cal comprovar aixo ultim. Aix{ doncs,

E[(Bti+1 - Bti)<Bt]’+1 - Btj)] = E(Bti+1Btj+1) - E<Bti+1Btj) - E(BtiBtj+1)
+ E(By,By;) = tiy1 — tiyn —ti +1;, =0,
i per tant E[(Bti+1 — Bt¢>(Btj+1 — Btj>] = E(Bti+1 — Bti)E(Btj+1 — Btj> — B

té increments independents.

Ara demostrem el reciproc. Suposant que Vs, ¢ tals que 0 < s < ¢, B;— By ~ N (0,t—
s) i amb increments independents, altre cop per transformacié lineal de vectors
aleatoris B és un procés Gaussia centrat. Aleshores, utlitzant que per hipotesis B;
i B, — B, so6n independents i que E(B; — Bs) = 0, la funcié de covariancia compleix:
E(B,B,) = E[B,(B, — B, + B,)] = E[B,(B, — B,)] + E(B) = B(B?) = s = s A L.
Per tant queda vist que B és un moviment Brownia. O

Aixi doncs, amb aquesta proposicié veiem que ’evolucié que modelitza el mo-
viment Brownia comenga a x = 0 a l'instant de temps ¢ = 0 i els canvis només
depenen de la longitud dels increments de temps (llei d’estacionarietat) i no dels
estats passats (propietat de Markov).

Observacié 3.3. En general, la llei moviment Brownia (no estandard) ve donada
per distribucions multidimensionals normals B; ~ N(xg,0%t), on o fa el paper
de la variancia i xg el punt inicial, i llavors per a cada s < t, B; — B segueix una
distribucié N(0, 02(t—s)). Tot i aix0, degut al seu interés ens centrem en 1'estandard
amb o =1 i comencant en 0.

A partir d’ara al parlar de moviment Brownia estarem fent referencia tota 1’es-
tona a l’estandard.

Proposicié 3.4. Sigui {B;,t > 0} un moviment Brownia, aleshores també ho son:

1. =B ={—DBy,t > 0} (moviment simétric),



2. B* = {$By,t > 0} per A > 0 (invariancia d’escala),

3. B* = {Bi4q — Ba,t > 0} per a >0, i a més, és independent de o({B;},cjo,q])
(propietat simple de Markov),

4. St {By,t € [0, T|} moviment Brownia, també ho és {Br — Br_,t € [0,T]}
(invariancia sota inversid temporal).

Demostracio. Tots els processos anteriors sén Gaussians en tant que transforma-
cié lineal de processos Gaussians, i les seves trajectories sén continues ja que sén
composicié de funcions continues (a l'apartat 3.2 demostrem la continuitat de les
seves trajectories). Només ens cal veure doncs que la seva funcié de covariancia és
el minim. Siguin s < t:

1. T(s,t) = B[(~B,)(—B,)] = E(B,B,) = s At.
2. T(s,t) = E[(1Bya,) (2 Baay)] = % E(ByesBazy) = -5(A25 A N2t) = s At

3. I'(s,t) = E[(Bsta—Ba)(Bira—Ba)| = E(BsiaBiia) —E(BsiaBa)—E(ByBiia)+
E(B,B,) = (s+a)A(t+a) —a—a+a=sAt Isén independents per la
Proposicié 3.2.

4. T(s,t) = E|(Br—Br_.)(Br—DBr_,)] = E(ByBr)—E(BrBr_)—E(Br_,Br)+
E(Br_sBr4) =T — (T —t)— (T —s) + (T — max(s,t)) = s A t. O

El
El

3.1.1 DMartingala i propietat de Markov

Amb la Definicié 2.13 de martingala es pot comprovar que el moviment Brownia
n’és una. Considerem la filtracié natural de B com Fy, = o(B,,0 < r < s) que
és generada per B,. Clarament B, és Fs;-mesurable i per definicié del moviment
(increments independents) sabem que By — Bs i B, — By = B, amb 0 < r < s <,
son independents. Per tant com que F; és generat per B,, en segueix que B; — B
és independent de F,. Aleshores, per les propietats (a),(b) i (d) de l'esperanca
condicionada (veure apendix A):

E(Bi|F.) = E(B, — B, + B,|F.) = E(B; — B,|F,) + E(B,|F.)
= E(B, — B,) + B, = B,.

També veiem que posseeix la propietat de Markov. Fixant-nos amb la Definicié
2.11, degut a que un procés de moviment Brownia segueix una llei amb distribucions
multidimensionals normals i increments B, — By ~ N (0,t — s) la funcid de densitat
de transicio és:

( ; ) 1 _(;(—y)?
pis,t,%,Y) = —F/——¢€ te)
27(t — s)
Aleshores, siguin t; < --- <t, € T'i Ay, As,..., A, € B(R) subconjunts de Borel,

P(By, € Ay,...,By, € Ay)

/ / (0,t1,0,21)p(t1, ta, 1, Z2) . .. P(tn—1, tn, Tn-1, Tp)dxy . . . dy,
Aq

i es compleix 1’equacié de Chapman Kolmogorov.
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3.1.2 El moviment Brownia d-dimensional

Sigui d > 1, el moviment Brownia d-dimensional és simplement el producte cartesia
de d moviments Brownians unidimensionals i independents Bf amb i = 1...d, és
a dir, B, = (B}, B%,...,B%) amb t > 0. Per tant, només caldra que estudiem la
construccié i les propietats de moviments Brownians unidimensionals, ja que la seva
extensi6 a les d dimensions sera directe.

3.2 Construccié de Lévy-Ciesielski

Hi ha varies maneres de construir el moviment Brownia. Una opcio és escriure com
han de ser les distribucions marginals en dimensié finita (tals que compleixin les
propietats en la Proposici6 3.2) i construir una mesura de probabilitat en un espai
mesurable per tal d’obtenir-les (teoremes de Daniell-Kolmogorov i Kolmogorov-
Centsov, veure [1] p. 49). També se’n pot demostrar l'existencia com a limit d’una
seqliencia de camins aleatoris (teorema de Donsker, [10] p.12). Finalment, la tercera
manera de demostrar-ho és a partir de la construccié de Paul Lévy del 1948 (amb
la posterior simplificaci6 de Ciesielski el 1961), explotant la propietat Gaussiana del
procés. Aquesta és la més semblant a la construccié original de Wiener, i és en la
que ens centrarem.

En primer lloc construirem el moviment Brownia a I'interval [0, 1] com un element
aleatori de 'espai de funcions continues C|0, 1], i després I'extendrem en tot R, . La
idea és definir-lo pas a pas en el conjunt finit de punts diadics D,, = {;—n, ] =
0,1,...,2"}, per després interpolar linealment els valors obtinguts i demostrar que
el limit uniforme d’aquestes funcions és justament un moviment Brownia amb totes
les trajectories continues. Definirem primer les funcions de Haar i Schauder en
'espai de Hilbert L%([0,1]) (ja que el moviment Brownia és de segon ordre i per
tant és una funci6 en l'espai de Hilbert) que és el conjunt de funcions de quadrat
sumable (fol |f(z)]?dx < o) dotat del producte intern (f, g) = fol f(x)g(x)dx.

3.2.1 Funcions de Haar i de Schauder

Siguinn=0,1,... ik€l,,on I, ={k=1,...,2" k senar} definimen 0 <¢ <1
les funcions de Haar com HY(t) =1ipern >1:

2", Elcy< k
Hi(t) =4 —2"%, £ <t<il
0, en qualsevol altre cas.

Proposicié 3.5. {H!'} formen una base ortonormal completa de L*([0,1]), i.e.,
(Hp'  Hy?) = OnynyOkyky (delta de Kronecker) i Vf € L*([0,1]) tal que (f, Hj!) =0
Vn,k = f=0.

Demostracio. Si ens fixem amb la Figura 2 on hem representat alguns exem-
ples de les funcions de Haar, és immediat veure que sén ortonormals dos a dos
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(H', H?) = 6ninyOkikys ja que o bé hi haura un interval dins de [0, 1] en que una
de les funcions de Haar és zero, o bé una sera constant i I’altra totalment simetrica
en l'interval, pel que la integral sera igualment nul'la.

Per altra banda, 51gu1 f € L*([0,1]), suposem (f, H}) fo tYHrdt = 0 Vn, k.

SldeﬁmmJ"—f?" f(t)dt, per a j =0,1,...,2" — 1 llavors, per n > 1:

Oz(f,H?):/Oan(t dt+/1 F)(=2) " dt = 25 (Jn—Jm) — Jo = g,

Analogament és facil comprovar que (f, Hy) =0 = J;' | = J. Pero també, si
ara considerem n — 1:

_1
on—1

0=(f,H} ") = /j’”f(t)z”fm /””f(t)( 2) = 2°F (7t — )

=2 (IR Ty T = 20y =20 = Sy =Jp=Jp=Jy.

Per tant altra vegada es pot comprovar que (f,H; ') =0 = Jr, = J! =
Jigr = it Per m — 2 tindriem vuit igualtats, i aixi recursivament fins a obtenir
que Vj, Ji = Jg. Ara, utilitzant també que 0 = (f, H?) per hipotesis, tindrem:

2m—1

/f dt =Y Jr=2"Jp=0 = Jy=0= J'=0 Vj

7=0

Aleshores ff f(t)dt = 0 per a tots els nombres racionals diadics a,b € [0, 1]. Com
que l'algebra generada per aquests intervals genera al seu torn la o-algebra de Borel,
[, f(t)dt =0 per a tot A€ B([0,1]) = f =01 per tant la base és completa. [

‘HY L !

T
s
=
s
=
o
T
T
s
=
o
el
T
efes
=

Figura 2: Alguns exemples de funcions de Haar. Font: propia
(representat amb Python).
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D’aquesta forma, qualsevol f € L*([0,1]) pot expressar-se com a combinacié
lineal de la base amb els coeficients com les projeccions:

n=0 keln

I sitambé g € L?([0,1]) la igualtat de Parseval sosté (f,g) = > > (f, H"){g, H?).
n=0 keln

Definim a continuacié les funcions de Schauder com les integrals indefinides de

les funcions de Haar, de forma que S?(¢ fo H)(s)ds=tipern>1:
' 2%1(15—%), Bl<t< b
n n—1
0= [ s = o (1 1), L i< (3)
0, en qualsevol altre cas.

Per a cada n, k,t fixades, es compleix que |SP(t)| < 2~ = ja que graficament les

. , N _ntl .
funcions sén com tendes de maxim 272 a ﬁn i amb zeros a u 1 %

9—(n+1)/2

A N N4

K k41
2n 2n 2n

T
—_
Ed
el
—

Figura 3: Funcié de Schauder general. Font: http://wuwf.imperial.
ac.uk/~mdavis/course_material/spl/BROWNIAN_MOTION.PDF.

Finalment, si apliquem la igualtat de Parseval a f = 1g4 i g = 1|9, obtenim:

SAt= )" Sp(t)Si(s). (3.2)

n=0 keI,

3.2.2 Recursio i interpolacié de processos normals
Construccié en [0,1]

Per cada n = 0,1,... el conjunt de punts diadics és D,, = {Qn,] =0,1,...,2"} i
compleix per an > 1 que D, = D, U {2’2, kel,} amb Dy = {0,1}. Considerem
{Nk € I,,n = 0,1,...} com una familia de variables aleatories independents
amb llei N'(0, 1) i definides en un espai de probabilitat (2, F, P).

Aleshores per cada n > 0 definim un procés B" = {B}',0 < t < 1} de manera
que els valors en el conjunt finit de punts diadics queden fixats per recursio, i per
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interpolacié lineal en la resta de valors de l'interval [0, 1]. Usarem indistintament
NPi N (w) onw € Q (i també B i Bj*(w)). La idea és la segiient:

(i) Per n =0, Dy = {0,1}. Definim Bj = 01 BY = N}, i per interpolaci6 lineal
llavors B? = tN? amb t € [0, 1].

(ii) Per n > 1, conservem els valors dels conjunts diadics que haurem definit
anteriorment, és a dir per d € D,,_;, fixem B} = Bg’I (que és el mateix que

escriure d = k;f} Vk € I,). Aleshores els punts que falten de D,\D,_; =

2.k € I,} els definim com:
By =5 (Brie Bt )+ o (33)
2n 2 on on QT

on tots els termes que hi participen ja hauran estat definits. Obtindrem doncs
tots els By amb d € D,, i només ens caldra interpolar linealment en cada
interval.

D’aquesta manera veiem que a cada pas s’afegeixen components aleatoris de
variables normals per tal de tenir definits tots els punts en el conjunt diadic pertinent
i després poder interpolar-los. Per a fer la construccié més visual, representem uns
esquemes dels tres primers passos i I'iltim a la Figura 4.

Fent s de les funcions de Schauder, clarament BY = ¢tN? = S9(t)N?, i per
inducci6é en n es pot comprovar (fet a 'apendix C) que podem expressar les B
interpolades com una combinacié lineal d’aquestes funcions (n > 01i w € Q):

n

Bl (w) =YY Nw)S(t). (3.4)

m=0 kEI'm

Exemple 3.6. Fem més explicit el cas n =1 (k = 1) perque sigui més entenedor.
Com que D; = {0, %, 1}, conservem els punts 0,1 € Dy de forma que B} = By = 0
i Bf = BY = N{. El punt de D;\Dy = {3 = £} el definim com:
1 L 0 0 Lo 1o 1
Bl/2 = 5(30 + Bl) + 5 1= §(N1 +N1>-
Per tant interpolant linealment entre aquests tres punts, i amb les definicions de les
funcions de Schauder en cada interval, tindrem:

1 1
Bl/Q_BO

e Sitel0,3]: Bl = 5=

t+ By = 2Bj )t = Nt + Nit = N)S) + N{ Si.

: _, _ Bi-p! _ _

tN? 4+ (1 —t)N} = N2SY + N1st.

Obtenint aix{ la formula (3.4) per n = 1. Els calculs per n = 2 en tots els intervals
corresponents i la demostracié del cas general per induccio es pot trobar a 'apendix.
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0.8
1

B2 B2, =l
Bi), /4 /2 = B2

0.6
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0.2

0.0
|

0.8

B4 = B4 Bj, = BY,

0.6
1

0.2

0.0
1
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0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4: Processos de construccié de la seqiiencia B"™ en t € [0, 1] per a les n indi-
cades en cada cas. En la primera figura la linia discontinua fa referencia al cas n = 0
i per tant a (). Notem també que per a n = 3 ens falta indicar la separacié de Bg’ /s
que és Nj/4ilade B¢ que és N7 /4. Font: Base dels grafics obtinguts de https://
www.stat.ncsu.edu/people/bloomfield/courses/mab47/slides/AE-03-2.pdf i ano-
tacions propies.

Limit com a moviment Brownia

Un cop tenim la construccié de les seqiiencies B", ara cal que demostrem que el
limit uniforme és un moviment Brownia. Donem primer un resultat d’analisi que
farem servir posteriorment.

Lema 3.7. Si (fn)n €s una successio de funcions continues de S C R a R que
convergeizen uniformement a f: S — R, aleshores f també és continua.

Demostracio. Hem de veure que Vo € Sie >0, 30 > 0 tal que |f(x) — f(y)| <€
si|z—y| <d,ambyeS.

Com que f, — f uniformement en S, aleshores dny € N tal que Vn > ng,
|fu(z) — f(z)| < €¢/3 Vx € S. També al ser f, continua, 3§ > 0 tal que |f,(z) —
faW)| < €/3,si |z —y| < d. Per tant en aquestes condicions tindrem:

€

(@) = f)l < [f(@) = fu(@)] + [fa(2) = Fuly)l + [fa(y) = F)] < 35

I obtenim el que voliem demostrar. Il

= €.
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Aixi doncs ja podem provar el segiient teorema sobre la convergencia de les
seqiiencies B™.

Teorema 3.8. La seqiiéncia de funcions {B}'(w),0 < t < 1} donada per (3.4)
convergeiz uniformement en t q.s. quan n — 0o a una funcié continua {By(w),0 <
t<1}.

Demostracio. Per veure que (B}'),>o convergeix uniformement en ¢ q.s. utilitza-
rem el resultat que diu que, sigui {¢,,,n > 0} una successié de nombres reals positius
tals que Y ¢, < 00,1 {X,,n > 0} una successi6 de variables aleatories que com-
pleixen > | P(|| X, — Xp—1]| > cno1) < 00, on || - || = supg<i<, | - |, aleshores X,
convergeix q.s. ([11] p.132). Aix{ doncs,

17— 5| = sup |B = B~!| = sup

0<t<1 keln

ZN” sn()‘<2 "2 max [N (w)),

on hem utilitzat a la ultima igualtat que supg<,<; |SE (1) = 27"

Ara podem escollir ¢, = 27 = ja que 2 27" < oo pels criteris de con-
vergencia (per exemple el del quocient). Comprovem que el sumatori de les proba-
bilitats de 'esdeveniment ||B™ — B"7!|| > ¢,,_; és finit.

P(HB"—B””H > 2*%“) <P(maxuv (w)] > 2"“)

keln

— p( U {Ivi@)l > 2”“})

kely
<3 P(INp ()] > 2°F)

kel
2% )2 nst
<2neXp(_( ;>):2n6_22,

on en la darrera desigualtat hem utilitzat que el cardinal de £ < 2™ i que si X ~
N(0,1), per a qualsevol a > 1 es té:

= 2 g2 2 o2
X|>a)=2P(X >a) / 291;<—/ —e 2dxr = ez,
P(|X] > a) ( Wors 7] a o

jaque 1 < 2. Fent ts de #ﬂ < 1, s'obté P(|X| > a) < e~%. Per tant, amb els

criteris de convergencia de series infinites veiem facilment que:

[§)

o0 o0 n—1
ZP(HB” ~ B > 2*%1) <Y 2 <o
n=1 n=1

Llavors pel lema de Borel-Cantelli, si definim A, = {||B”— B"!|| > 2="4" }, tenim
que P(limsup,_,., A,) = 0 o equivalentment, P(liminf, ,, A%) = 1 ([11] p.127).
Es a dir, Vw € liminf,_. AS, Ing(w) tal que w € AS ¥n > ng(w). Per tant, si
n > ng(w) tindrem w € A = |[|B"(w) — B" '(w)|| < ot
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Aixo ens diu que la successié {Bj'(w),n > 0} és convergent en C([0,1]) per
a un conjunt de w de probabilitat 1, i definim en aquest conjunt el limit com
Bi(w) = lim,,_,o B}*(w). Per tant B}'(w) convergeix uniformement en t q.s.

Finalment ens falta veure que el limit és una funcié continua. Degut a que per a
cada n,w la funcié B}'(w) és continua (en tant que les funcions de Schauder també
ho s6n), i que com acabem de provar (BJ'),, convergeix uniformement en ¢, pel Lema
3.7 el limit B; també és una funcié continua. O

Veiem ara que aquest limit que hem definit és, en efecte, un moviment Brownia.

Teorema 3.9. El procés B = {B;,0 < t < 1} defineix un moviment Brownia
indexat per [0,1] amb trajectories continues gq.s.

Demostracio. Segons la definicié de moviment Brownia cal provar tres propietats.
En primer lloc, que B segueix una distribucié Gaussiana prové d’aplicar la formula
de com varia la densitat per transformacions dels vectors aleatoris {V;'}, degut a
que B} s’expressen com a transformacié lineal de les N}* (apéndix B).

Per provar que és centrat n’hi ha prou amb remarcar que B té trajectories
continues (com hem provat al Teorema 3.8), i que a l'estar definit en l'interval
tancat [0, 1] aleshores és acotat (també es pot veure degut a que les funcions de Sc-
hauder i les variables { N}’ },, sén acotades). Per tant, pel Teorema de la convergéncia
dominada podrem intercanviar limits i esperances. Aixi, E(B;) = E(lim, B}) =
lim, E(By') = 0 ¥t € [0,1] al ser B} transformacié lineal de variables normals
centrades. I la funcié de covarancia és E(BsB;) = s At ja que:

Bllin B257) =t E(550) =t B( 30 3 NP@SEE) 3 NE@SEO)

m=0 kel,, K elm
=lim) E( NS (s) Y N,’j?(w)S,Z?(t)) =lim ) D SP(s)Si(t),
m=0 kelm k'€lm m=0kelm

on a la dltima igualtat hem utlitzat que E[N;"(w)N}(w)] = dpr degut a la inde-
pendencia de les variables normals i a la seva variancia. Per la igualtat de Parseval
(3.2), finalment obtenim s A ¢, per tant queda provada l'existéencia del moviment
Brownia en ¢ € [0, 1]. O

Extensi6é a R,

Per acabar amb la construccié cal obtenir un moviment Brownia indexat per R, .
Aquest es construeix reescalant el moviment obtingut a [0, 1] i unint una infinitat
de tots aquests processos, com s’intueix a la Figura 5.

Corollari 3.10. En un espai de probabilitat (2, F, P), existeix un moviment Brow-
nia unidimensional estandard B = {By,t > 0}.

Demostracio. Podem considerar una seqiiencia de moviments Brownians inde-
pendents i amb trajectories continues indexats per [0,1], B™ = {B;",t € [0, 1]} per
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m > 1, ja que n’hem provada l’existencia en els teoremes anteriors. Llavors definim
recursivament:

( B!, 0<t<1,
B} + B |, 1<t<?2
Bi=d
S B +BML m<t<m+ 1.
=1

Aquest procés és Gaussia, centrat i amb les trajectories continues en tant que
tots els B™ sén processos Gaussians, centrats, mutuament independents, conti-
nus i lim;_,,, By = B{ + -+ + BJ". Ens falta veure que té la funcié de covariancia
adequada. Siguin 0 < s <tise€ [i,i+1),t€[j,j+1)ambi<j, cal veure que:

E(B,B)=E[Bi+---4+ B+ B*Y)Bl +-- -+ Bl + BT =sAt=s.

t—j

Tenint en compte la independencia dels processos B™, i que per construccié son
moviments Brownians, per my,mo > 1 E(B{" B[)?) = (t1 A t2)0mm,. Distingim
doncs dos casos:

(i) Sii=j: B(BB) =3, El(B)’| + B(BBiY)) =i+ (s —i) =s.

(i) Sii<j: E(BBy) = ¥y BB + B(BELB™) = i+ (s — 1) = s, ja que
al ser s € [i,i+ 1) llavors s —i < 1.

Per tant el procés B = {B;,t > 0} és un moviment Brownia indexat a tot R,. O

B

Figura 5: Extensi6 del moviment Brownia a R,. Font: [2] p.44.

3.3 Propietats de les trajectories

Un cop provada l'existencia del moviment Brownia i sabent que les seves trajectories
son continues, veiem-ne dues altres propietats que seran importants per la definicié
de la integral estocastica.
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3.3.1 No diferenciabilitat

El teorema sobre la no diferenciabilitat de les trajectories fou originalment anun-
ciat per Paley, Wiener i Zigmund (1933), pero en donarem una adaptacié de la
demostracié feta per Dvoretski, Erdos i Kakutani (1961).

Teorema 3.11. Per gairebé tot w € (), les trajectories d’un moviment Brownia
{By,t > 0} no sdn enlloc diferenciables.

Demostracid. Es suficient provar que les trajectories no sén diferenciables en cap
t € [0, 1], ja que hem construit el moviment Brownia a tot R, com a recursié d’una
seqiiencia de moviments Brownians indexats per [0, 1]. Aix{ doncs, volem veure que
el conjunt N = {w € Q; B(-,w) diferenciable per algun t € [0, 1]}, és negligible. De
fet, per la definicié d’analisi de diferenciabilitat,

1
N:{weQﬂHHQHJLkEthVSGPJ+ﬂJB$@—&@M§Aﬂ&%&.

Suposem que fixada w € N existeixen t, M, k tals que compleixen la hipotesi de
diferenciabilitat, i ens cal veure que P(N) = 0 per tal que les trajectories no siguin
enlloc diferenciables. N’hi haura prou doncs trobant un conjunt N que contingui N
i sigui de probabiliat nulla. Per a fer-ho considerem uns intervals veins que també
queden descrits sota la hipotsi de diferenciabilitat i tals que la seva interseccié ens
donara el conjunt que busquem.

Sigui un enter n > 4k, podem trobar un altre enter ¢ € [1, n] tal que % <t< %
i per tant faci que els intervals [+, SE1] ) [EEL HE2]§ [££2 53] egtiguin tots continguts
a[t,t+ 1], ja que:
S i i1 1 11
z+]_t<z+j_z <j+ <j+ <t
n ~n n — n ~— 4k Tk
es compleix només si j = 0,1, 2, 3.

(3.5)

=
— 3|

=

3

3

Figura 6: Esquema intervals. Font: [2] p.46.

Per tant en els intervals considerats estem dins la hipotesi de diferenciabilitat
(degut a (3.5)). Aleshores fent s d’aquesta hipotesi i la desigualtat triangular, per
aj=1,2,3 es compleix:

I+ 1 ' 27 +1
Bii — Bisr | < |Biws — B| + |By = Buwsr | < M= 4 ML = =12
n n n n n n n
D’aquesta forma, definim el conjunt:

3 .
CZ-(n) = ﬂ {w € U |Bis (w) — Bisj1 (w)] < M2j +1}7

: n
Jj=1
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1 aleshores:

N U m(] (3.6)

Ara trobem la probabilitat de N , tot calculant primer la del conjunt Ci("). Degut
a que les variables Bi+; (w) — Bi+i—1(w) sén independents i amb llei N'(0,1/n):

3

P(C™) HP<|Bl/n| <uET 1) HP(|31| < a2 1)

7=1

105M3
<M3M5M7 05 7

VNIRRT

on hem utilitzat que, amb el canvi 2/ = \/nz,

[0 [ w2 1 [V e 2
P(|Bijn] <€) = %/ e2d:c:\/—2_7r/f e~ T dr’ < \/\/; < v/ne.

Aleshores:

! 10503 10503
P< ﬂ U CZ-(n)) < lim 1nfz P(C () ) < liminf n———— < liminf = 0.

3/2
n—o00 n—o00 n n—o00 n
n>4aki=1 vn

I finalment utilitzant aquest resultat i (3.6), P(N) < P(N) =0 = P(N) = 0.
D’aquesta forma queda provat que el conjunt de punts on B(-,w) és diferenciable
és negligible. U

De fet, tot i que no ho demostrarem, modificant una mica el raonament anterior
encara en podriem donar un resultat més fort ([10] p.17), que diu que les trajectories
d’un moviment Brownia {B;,t > 0} no sén enlloc y-Holder continues amb v € (3, 1],
mentre que si que ho sén per v € (0, %) Aixo implica la no diferenciabilitat de les
trajectories (cas v = 1).

3.3.2 Variacié quadratica finita
Que la variacié quadratica del moviment Brownia sigui finita és important pel desen-
volupament del calcul infinitessimal, principalment en les regles de Ito.

Teorema 3.12. Sigui {B;,t > 0} un moviment Brownia, considerem una successio

de particions de Uinterval [0,T] com {IL, }p>1 ambIl, = {ty =0 <t} <--- <1} =

T} i tal que |11, | = sup; (7 —¢7_y) —— 0. Definim Uincrement AjB = Byn — By
n—o0 -

per j =1,...,k,. Aleshores la seqiiencia {ngl(AJB)Q, n > 1} convergeiz en L* a
la variable T.

Demostracio. Hem de veure que lim,,_, oo Z?zl(AjB)Q =T en L?, és a dir que
kn 2
. ‘ 2 _
JL%OE[(Zl(AJB) T) ] 0.
]:
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Per un n fixat, definim At =7 —t] ; per j = 1,..., k, de forma que Z?zl At =T
Fixem-nos que les variables (A; B)?— At s6n independents (en tant que el moviment
Brownia té increments independents) i centrades, perque per definicié de la funcié
de covariancia, E[(A;B)?* — Ajt] = E(ny — 2By By | + B%L_l —th+th ) =t —
207 +t7  — 17 + 17, = 0. Aleshores al fer el quadrat del sumatori, només sén no
nuls els termes d’igual 7 i podem entrar el quadrat dins:

(S 0)] ol (5 o 29)

i=1

— Z E[((A;B)? — Ajt)7] = Z E[(A;B)* = 2(A;B)*Ajt + (Ajt)?]

=1
kn kn
=3 [BA)7 =247 + (A;1)°] =2 (Ajt)?
j=1 j=1
kn
<2sup|A > (At) = 2|1, T ——0.
j=1

On per calcular els moments de les variables A;B hem utlitzat que, sigui una
variable normal X ~ N (0,0%)ip € N:

1 r(eH) j2p p+1
E Xp = p 20'2 = 2 et
[ \/27T02 e = \/27r022( )(+) T F( 2 )’

202

essent I" la funci6 Gamma. Aixi doncs, per les variables A; B, que pel fet de ser in-
crements d’un moviment Brownia tenen variancia At = o2, 1 utilitzant la propietat

T(m+ 1) = %ﬁ per m enter positiu, tindrem:

E[(A;B)"] = \/?(Ajt)ﬁﬁ = 3(At)?,
E[(A;B)?] = \/%(Ajt)%\/_ = Ajt.

D’aquesta forma queda provada la convergencia en L2. O

Corol'lari 3.13. El moviment Brownia té variacio infinita.

Demostracio. Suposant que té variacié finita, V' = sup,, Z?zl |A;B| < o0, ales-
hores tindriem
kn,
Z(A B)* < sup|A B|Z|A B| < Vsup|A B — 0.
j=1 j=1
I aixo contradiu la convergencia en L? de la variacié quadratica cap a T O

Es interessant notar que de fet, per a alguns casos la convergencia és quasi segura,
pero no en donarem la demostracié ([10] p.20). A partir d’aqui tenim ja tots els
ingredients per entrar al calcul estocastic del moviment Brownia.
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4 Calcul estocastic

En disciplines com en la fisica o matematica financera, hi ha molts fenomens que
es poden explicar seguint un moviment Brownia, aixi que les equacions diferencials
estocastiques (SDE) regides per aquest procés sén un important objecte d’estudi.
Sigui 'equacié diferencial ordinaria d’un procés X; tal que dX,/dt = f(t, X;) amb

condici6 inicial Xy = zy (prenem t, = 0 sense perdua de generalitat), podem
introduir pertorbacions aleatories al sistema (soroll Gaussia) tot definint 'objecte:
dX;

o [, Xp) +o(t, Xi)&,

on o i f funcions de ¢, X; definides en el mateix espai de probabilitat que &, que
idealment és un procés continu, estrictament estacionari, centrat i tal que si t; # to,
&, 1 &, son independents. Un procés amb aquestes propietats no existeix ([9] p.21),

pero alternativament podem definir-ho introduint dB;:
dXt = f(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,

on B; és un moviment Brownia. Com que les trajectories de B; no sén diferenciables,
la interpretacié d’aquesta equacio s’ha d’entendre sempre en el marc de la forma
integral X; =z + f(f f(s, Xs)ds + fot o (s, Xs)dBs. Per resoldre 'equacié, recordem
com vénen definides les integrals a trossos de Riemann-Stieltjes i veiem que és
impossible definir la integral estocastica (respecte el moviment Brownia) a trossos.

Integracié de Riemann-Stieltjes

Considerem una successié de particions de U'interval [0, 7] com {11, },>; amb II,, =

{th =0 <t <o <t =T} tal que [I,| = sup;(t} —t7 ) —— 0, i
n n—o0

sigui la successié de punts intermitjos {0, },>1 amb o, = {s}[t] < s} <7, =

0,...,k, —1}. Si fig sén dues funcions en [0, 7], la integral de Riemann-Stieltjes

ve donada per:
kn—1

/Ot fdg = lim > f(s5)(9(84) = 9(8),

que existeix si f és continua i g té variacié finita, és a dir, sup,, Zflal(g(t;ﬂrl) -
g(t})) < oo. Per tant, com que sabem que les trajectories del moviment Brownia
tenen variacié infinita en qualsevol interval finit (demostrat al Corollari 3.13), és
impossible definir la integral f[f o(s, Xs)dBs a trossos com una integral de Riemann-
Stieltjes.

Per aquest motiu necessitem un nou enfoc, que sera el calcul d’'Ito, per tal de
poder construir la integral fot X,;dB; (anomenada integral d’Ttd) d’un integrand X
(que compleix certes condicions de mesurabilitat i integrabilitat que veurem més
endavant) respecte el moviment Brownia. Es fa amb un procediment probabilistic
tenint en compte totes les w € € i fent que es compleixin les propietats d’una
integral. De forma més general, es pot donar una interpretacié de fot XsdMg on
M; és una martingala continua i de quadrat integrable, pero no hi entrarem ja que
queda fora de I'abast d’aquest treball.
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4.1 Construccié de la integral d’Ito

Considerem al llarg de tota la seccié un moviment Brownia B = {B;,t > 0} definit
a (2, F, P), i adaptat a una filtracié {F;,t > 0}. Com hem dit abans, la construcci6
de la integral d’Ito es fa per integrands que sén processos estocastics que compleixen
unes certres condicions. En particular, pertanyen al segiient conjunt.

Definici6 4.1. L2} és el conjunt de processos h = {hy,t € [0,T]} tals que:

1. Estan adaptats i son mesurables en (t,w), és a dir, (t,w) — hy(w) és mesu-
rable en [0, T] x Q respecte la o-algebra producte B([0,T]) ® F,

2. Son de quadrat integrable E(fOT hfdt) fo E(h?)dt < .

Per tant els h com a funcions de dues variables sén elements de ’espai de Hilbert
L2([0,T] x Q) amb norma [[h||zz (fo E(h?) dt) /2. Per tal de construir la

integral, el que volem és un operador lineal Z que satisfaci les condicions d’isometria
i linealitat:

T: LiT — L*Q,F,P)

T
h o I(h) = / hd B,
0

on, de la mateixa forma que B; depen de w, el procés h; també dependra de la
mateixa w i de la informaci6 disponible fins 'instant de temps t.

4.1.1 Processos simples

En realitat es definira la integral d’un procés h € L?L’T com el limit en mitjana
quadratica de la integral d’un procés simple (o d’escala), que és constant en t en
cada subinterval de [0, 7]. Definim primer aquests processos.

Definicié 4.2. Un procés v € L2 ar €8 diu que és simple si ve donat per u; =
Do tily () amb 0 =ty <ty < -0 < b, =T iuy, j=1,...,n variables
aleatories Jy,_,-mesurables i de quadrat integrable. Denotem per Sp C L5 el
conjunt d’aquests processos.

Uz

Figura 7: Exemple de procés simple. Font: [12] p.127.
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En aquest cas doncs tenim:

/ UtdBt Z U Bt7 Btj—l)

que esta ben definida ja que compleix les propietats de la segiient Proposicio.

(4.1)

Proposicié 4.3. Siguin u,u € St i a,b € R es compleiz:

(1) Isometria d’Ito: E[(fOT utdBt)2] = E(fOT uidt).

(i1) Lineatitat: fOT(aut + buy)dB;, = a fOT u,dB; + bfo wdBy.
(iii) Centrada: E(fOT wdBy) = 0.

Demostracid. Definim A;B = By, — By, _, i provem cada propietat per separat:

(i) Substituint la férmula (4.1) i desenvolupant el quadrat del sumatori, tenim

E[( fOTutdBtﬂ _ E[z] | u3(A;B) ] + E[zzkj ujui(AjB)(AiB)]. Com

que A;B és independent de Fy, | per definicié del moviment Brownia (incre-
ments 1ndependents) i u; és .7-} _,-mesurable, tindrem que u? i (A;B)* s
independents, i per ¢ < 7, u]u,(A B) i A;B també ho sén. Per tant:

E{(/OTutdBtﬂ ZE E[(A;B)?] +2 Y Elujui(A;B)|E[(AB)]

1<J

_ ;Ew?)(tj = /OTE(uz)dt _ E(/OT u?dt),

on hem fet servir les propietats del moviment Brownia F[(A;B)*] =t; —t;_1 i
E[(A;B)] = 0, i que al ser u; constant en cada interval [t;_;,;) es pot convertir
el sumatori en integral.

(ii)) Ambdds w i u no tenen perque estar definits en els mateixos intervals, pero
[iodem g)reridre’n la seva interseccid i comsiderar w; = Y7 uily, , ¢(t) i
Uy = ZFl wily, ) (t). Llavors:

n

/T(aut +biiy)dBy =Y (au; + bii;)(A;B) = a Zn: u;(A;B) 4 b Zn: a;(A;B)

Jj=1 Jj=1 Jj=1

T T
= a/ UtdBt + b/ lAL;gdBt
0 0

(iii) Finalment com que u; i A;B sén independents i aplicant la definicié de la
integral, tenim:

B /0 ' wdB;) = E[iuj(AjB)} - i E(u))E[(A;B)] = 0.
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4.1.2 Seqiiencia de processos simples

Un cop definida la integral per processos simples, ara cal definir-la per processos
més generals de Li’T. De fet, aix0 és possible degut a un resultat basic d’analisi
funcional, que diu que un operador lineal definit en un espai X (en el nostre cas Sy)
i que pren valors a L?(2, F, P), es pot extendre de manera tnica a I’espai complet
X (Sp = L2 ;) i preservant la norma. El segiient lema és clau per demostrar que Sy
és dens en L2 ;. i per a la construccié de la integral (se’n pot trobar la demostraci6

)

a [10] p.31, [6] p.191).

Lema 4.4. Per qualsevol h € LiT exister una sequencia de processos simples
(U("))nzl C St tal que convergeizen a h, és a dir que compleizen:

T
lim E( / u{™ — ht|2dt) = 0. (4.2)
n—ro0 0

La idea de demostracié és que el procés simple que aproxima a l'integrand h
es pot construir triant una particio {t? = %T,j =1,...,n}t,>1, 1 definint a cada
subinterval [t;_1,t;) el valor constant del procés simple u; com hy,_,. Al fer que
el salt entre intervals tendeixi a zero, tindrem la convergencia a h (formalment
s'utilitza el teorema de la convergencia dominada). Tot i aix0, per a aquesta tria
de u(™ cal que les trajectories de h estiguin acotades i siguin continues, aixi que la
prova és més complexa si h no té aquestes propietats. Notem que la seqiiencia u(™
no és unica.

Figura 8: Exemple de moviment Brownia aproximat per
processos simples. Font: [12] p.135.

En aquest cas, tindrem que la integral d’Ito és el limit en mitjana quadratica de
la integral per processos simples donada en (4.1):

T T
Z(h), = / hdB; = L* — lim | w\dB,| (4.3)
0
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Per tal de veure que és una bona definicié d’integral, cal comprovar que el limit
existeix i que no depen de I'aproximacio de processos simples:

1. Bl limit existeiz: Cal veure que fOT udB, és una seqiiencia de Cauchy en L?
i que per tant és convergent:

T T 2 T
El(/ ugn)dBt—/ uim)dBt> ] :E(/ ‘ug —ut ’ dt)
0 0 0
4 2
0
T ) T
< 23(/ ™ — hy| dt> +2E(/ lu™ — h| dt) —— 0,
0 0 n,m—oo

on hem utilitzat la propietat d’isometria provada a la Proposicié 4.3, la desi-
gualtat triangular i el Lema 4.4.

2. Esta ben definida: Siguin dues seqiiencies de processos simples (u™),, i (a™),,
que aproximen el mateix procés h, veiem que la integral coincideix. De manera
analoga al que acabem de provar tindrem que:

T T 2
lim EK / uW"dB, — / ﬂﬁ’”dBt) } =0 = Z(h), = Z(h)a,
on Z(h), ve definit com en (4.3). O

Proposicié 4.5. Siguin h,ﬁ € LZ’T 1 a,beR es tenen les segiients propietats:
(i) Isometria dTto: B|( [} hdBi)*| = E( f, 3dt).

(ii) Linearitat: fOT(aht +bhy)dB, = a fOT hidB; + b fOT hydB,.

(111) Centrada: E(fOT hidB;) = 0.

Demostracidé. Es directe utilitzant sequencies de Sy que aproximen h i hiels
resultats de la Proposicié 4.3. 1 de fet és imprescindible que la isometria d’It6 es
preservi per tal que també ho faci la norma. U

Exemple 4.6. L’exemple més senzill i famos és la integracié del propi moviment
Brownia respecte ell mateix. Si B; fos diferenciable amb dB; = B;dt, seguint les
regles d’integracié ordinaries esperariem tenir:

T
/ B,dB, = / B;B;dt = / Oy(B?)dt = B (procediment incorrecte),
0 0

pero com que les trajectories de B; no son diferenciables enlloc, veiem que aixo
no és aixi. Si considerem una seqiiencia de particions de [0, 7] com {t} = jg, j =

1,...,n},>1, 1 al ser les trajectories de B; continues, podem escollir la seqiiencia de
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processos simples u!" = > ie1 Bin Lpn  4n)(t). Velem que es compleix la condicié
de convergencia (4.2):

T n t;‘
E(/ u{™ — Bt|2dt> = E(Z/ By — Bt|2dt)
0 ]:1 t?71

n t;l
=3 [ BBy - B
j=1 7t ’
n t?
= / (t — 7 ,)dt
j=1 7t
T s S
=336 -5 =52(3) =5
Jj=1 j=1

Llavors la integral del procés simple sera, fent ds de (4.1) i utilitzant la identitat

a(b—a) = 5(0* —a*) — 3(a — b)*:

n

T n
n 1 1
/O ug )dBt = ZBt;Ll(Bt? — Bt?71) = 5 Z(B%L — Bt2” 1) — 5 Z(Bt;l — Bt?71)2

j=1 J=1 J=1
1, 1¢ )

I finalment, amb el Teorema 3.12 que diu que {}_7_,(A;B)? n > 1} convergeix en
L? a la variable T, tindrem que:

r 1 1 1
_ 72 : 2 2| _ 2
/0 B,dB, = L* — lim <§BT -5 ;(Bt;; =By )" | =5(B7 = T).
Podriem fer altres calculs amb diferents integrands, per exemple
T T
/ tdBr = TBr — / Bydt (4.4)
0 0
T T
2 |
BfdB, = =B — Bydt (4.5)
0 3 0

es poden trobar a la referencia [1] p.214, pero inclis en el que hem illustrat ja es
veu que, tot i ser 'exemple més senzill, ens porta forca feina de calcul. Per tant la
definicié que tenim fins aleshores d’integral d’It6 no és molt practica i es preferira
utilitzar la formula del canvi de variable que presentarem més endavant.

Integral indefinida com a martingala
Definicié 4.7. Sigui h € L2, it € [0,T], el procés hljpy = {hs1ly(s)}ocs<r

també pertany a LZ,T. Aleshores la integral d’Ito indefinida, que compleix totes les
propietats anteriorment esmentades, es defineix per T,(h) = Z(hlyy):

t T
It(h> = / hSdBS = / hs]_[Q,t](S)dBS.
0 0
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Proposicié 4.8. El procés estocastic {Z;(h)}o<i<r €s una martingala.

Demostracio. Sigui u € St tal que ug = Z?Zl u; 1y, 1;)(§), primer provem que
la integral estocastica per aquest procés simple és una martingala, és a dir que
Zi(u) = fOT uslpy(s)dBs n'és una. Per la Definici6 2.13 de martingala caldra veure:

E(Zi(u)|Fs) = Zs(u),
per a tot 0 < s < t. Aixi doncs, considerem la particié
O=ty<ti< - <tlpr1=85<lL < - <tp=1<tp <---<t,=T,

i denotem A;B = By, — By, ,. Llavors uslpq(s) = D70, ujly, 45 (s) també és
un procés simple, i amb la definicié de la integral estocastica per processos simples
(4.1):

Ti(u) = Z(ulpy) ZujA B.

Llavors per la linealitat de l’esperanca condicionada (apéndix A propietat (a)),
E(Zi(w)|Fs) = 372, E(u;A;jB|Fs) i podem separar dos casos:

i) Sij < k: Com quet; < siwu;és F._,-mesurable per hipotesi de procés simple,
J J J j—1
per a tots els j tindrem que u; i A;B sén Fs-mesurables. Per les propietats
(b) i (c¢) de 'apéndix tenim:

E(UJAJB’.FS) == ’LLjAjB.

(ii) Sij > k: Arat; > sipertant s <t; , = F, CF,_ ,, aixi que utilizem la
propietat (e):

E(u;A;B|F)

E(E(u;AjB|Fy; )| Fs)
E(u; B(A; Bl Fiy )| F5)
E(A;B)E(uj|Fs) =0,

ja que u; és Fy,_ -mesurable, i A;B és independent de F, | (propietats (b),
(c)i(d)), i I'esperanca del moviment Brownia és zero.

D’aquesta manera obtenim que E(Zy(u)|F;) = Z “Lu;A B = T(uljy) = Zs(u).

Suposem ara que (u("))n21 és una seqiiencia de processos simples que aproximen
1 gh € szT (existeix pel Lema 4.4). Llavors pel que acabem de provar, tenim que
per a tot n:

E(L,(ut™)| F,) = Z(u™). (4.6)

Si considerem la seqiieéncia (u(n)1[0,5]>n217 aquesta aproxima hly i per tant:
(n) L
I(u 1[0781) m) I(hl[oﬁ;}),
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i de la mateixa forma prenent (U(n)l[mt])nzl,
(n) L
I(’LL 1[0715]) m} I(h]_[(),t])

Per tant, prenent limits a banda i banda de (4.6) i fent ds del Lema A.3 de 'apéndix
per a la banda esquerra, obtenim el que buscavem:

E(Z(h1pg)|lFs) = Z(hlps) = E(T(h)|Fs) = Ls(h),

i queda provat que {Z;(h)}o<i<r és una martingala. O

4.1.3 Extensions i alternatives a la integral d’It6

Com hem dit a I'inici d’aquesta seccio, hi ha diferents maneres de construir la inte-
gral estocastica o d’estendre-la per a integrands més generals. No hi entrarem massa
ja que queda fora de I'abast d’aquest treball pero en donarem quatre pinzellades
que resulten interessants.

Per tal de generalitzar la integral d’Ito s’han de relaxar les condicions de me-
surabilitat o integrabilitat. Una manera que és util per a moviments Brownians
multidimensionals, és considerar una filtracié H; més extensa que F;, tal que el mo-
viment Brownia sigui una martingala respecte a ella i I'integrand hi estigui adaptat.
La integral d’Ito sera igualment una H-martingala. La segona manera d’estendre
la construccid, és considerar integrands h tals que compleixin la condicié 1 de la
Definicié 4.1 de L? -, pero enlloc de la 2, P(fOT hdt < oo) = 1. Aleshores amb
un procediment analeg a ’anterior i processos simples d’aquest nou espai, podriem
acabar definint fOT hdB; = P — lim, oo fOT ugn)dBt, aixi que ara el limit seria en
probabilitat.

Pel que fa a alternatives de la integral d’Ito, la que ha resultat més ttil és la
de Stratonovich, que consisteix en agafar el punt mig de u de l'interval [t;_q,t;)
enlloc de I'extrem esquerre. Es denota per o i ve donada per:

h dB; = L2 — lin n —Uj ! Y (B - B )
le) = . . .
. t t nl jé 1 9 t; tj—1

Aquesta i la d’Ito porten a férmules del canvi de variable diferents i per tant les
interpretacions de 'equacié diferencial també diferiran. La de Stratonovich té 'a-
vantatge de que amb un canvi de variable obtenim les regles de la cadena usuals
pero no és una martingala, mentre que com hem demostrat la d’It6 si que ho és i
per tant els calculs sén més senzills. A més, aquest fet de que la d'Itd6 no depengui
del futur sembla ser una bona raé per utilitzar-la en molts casos, com podria ser en
sistemes relacionats amb biologia. Pels proposits del treball doncs ens centrem en
la d’Ito.

4.2 Formula d’Ito

També anomenada férmula del canvi de variable, és 'analeg a la regla de la ca-
dena del calcul diferencial ordinari i és una eina crucial per al calcul d’equacions
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diferencials estocastiques (SDE), ja que ens permet calcular-ne la solucié. Prova-
da inicialment per Kyoshi Ito a la decada dels 50 pel cas especial de la integracio
respecte del moviment Brownia, més endavant es va generalitzar per a martingales
i, encara més, pel que s’anomenen semimartingales continues (descomposicié d’una
martingala local i un procés adaptat amb variacié finita), ja que aquestes son els
processos més amplis respecte dels quals es pot definir la integral d’Ito (i de fet
la de Stratonovich també). No és la intencié d’aquest treball entrar-hi, pero qui
n’estigui interessat pot adregar-se per exemple a [1] i [5]. Aixi doncs ens centrarem
en la descripcié que va donar-ne Ito.

Definicié 4.9. Siguin a; i by processos estocastics tals que a; esta adaptat a Fy i
és Lebesque integrable, és a dir compleix fOT las|dt < oo, i b € LZI. Aleshores el
procés definit per

t t
X: =X, +/ asds + / bsd B, (4.7)
0 0

s’anomena procés d’Ito.

En forma diferencial dX; = a,dt 4+ bydB;, tot i que aquesta no té un significat
matematic ben definit, sin que sempre s’ha d’entendre en el context de (4.7). Aix{
doncs, la motivacié principal de la formula d’Ito sera entendre els efectes del soroll
blanc (fluctuacions aleatories normalment no correlacionades) afegit en equacions
diferencials ordinaries, com hem introduit a l'inici de la seccié (on la funcié a d’ara
correspondria a f ib a o).

Exemple 4.10. Veiem doncs que el moviment Brownia és un procés d’It6 amb
a; = 01b =1, jaque B, = fOT dB;. També podem calcular d(B?) fent ds de
I’Exemple 4.6, ja que:

T 1 T T
/ BtdBtzé(B%—T) = B%:/ dt+2/ B,dB;,
0 0 0

per tant amb a; = 11 b; = 2B; veiem que B? és un procés d’'Tt6 i d(B?) = dt+2B;dB;.
De manera semblant i amb les férmules (4.4) i (4.5) podriem demostrar que tB; i
B} sén processos d’Itd, amb a; = By, by = t en el primer cas, i a; = 3By, b; = 3B?
en el segon.

Aquests exemples sén casos particulars de la férmula d’It6 que presentem a
continuacio.
Teorema 4.11. Sigui g(t,z) : [0,T] x R — R una funcié C*? (%, ¢ %g
continues) i Xy un procés d’Ité donat per (4.7), aleshores el procés g(t, X;) és altra
vegada un procés d’Ito que compleix:

t ag tag 1 t 829 )
g(t, Xy) = g(0, Xo) —I—/O g(S’XS)dS—'—/O %(S,XS)dXS + 3/, @(S,XS)(dXS)
(4.8)
o en forma diferencial:
dg Jg 19%g
dg(t, Xt) = E(t, Xt)dt + a_l‘<t7 Xt>dXt + 5@(75, Xt)(dXt)z
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L1iltim terme d’aquesta equacié s’anomena correccié d’Ito, ja que és lunic terme
que difereix de les regles de la cadena usuals.

Esbos de demostracio. Veiem primer que és un procés d’It6. Fent us de dB;-dB; =
dt (per la variaci6 quadratica finita 3.12) i degut a que els altres termes de productes
de variacions sén més petits i per tant negligibles (dt - dt = dt - dB, = dB; - dt = 0),
tenim les regles:

X dBt dt
dB, | dt | 0
dt 0 0

i per tant podem calcular (dX;)? = (a,dt + b;dB;)* = b2dt. Substituint dX; i (dX;)?
expressem totes les integrals respecte el moviment Brownia:

e dy 1 9% >
o0, X0 = 0. 50) + [ (520X + FLs. Xo)a + 5550 X)12) s

g
X B 4.
+ [ S xpas, (4.9

que, en efecte, és un procés d’Ito tal i com s’ha definit a (4.7), i amb notacié
diferencial:

9y
ot

1 0%

dg
(t Xt)at—l— 2 0 5

(t, X3) + pe

dg
dg(t, X;) = ( 794, Xt)b2)dt+ oL (t, X)bid B,

Ara ens falta demostrar (4.8) (o el seu equivalent (4.9)). Provarem el teorema
en el cas especial de que la funcié g i les derivades %, % i g—g siguin funcions
acotades, i les funcions a i b processos simples i acotats. Aleshores el cas general es
podria demostrar prenent seqiiencies en n acotades i que convergissin uniformement
a ¢ i les seves derivades, i seqiiencies de processos simples que convergissin a a i b
(d’'una manera semblant a com vam construir la integral estocastica). Per a veure
el procediment de forma més detallada (en el cas de que a i b no siguin processos

simples), dirigir-se a [10] p.47.

Considerem una successio de particions de U'interval [0, ] com {II,,},>; amb II,, =
{ty =0<th <--- <t} =t}ital que |II,| —— 0. Definim per j =1,..., ky:
n n—00

Ajt =10 —t,

A]B = Bt;t - Bt?—l A]X = Xt? - Xtﬂ )

j—1
i siguin a i b processos simples donats com en la Definicié 4.2, aleshores

tm tm tm tm
A]-X—/’ asds—i—/J b.dB, —aj/J ds+bj/J dB, = a;Ajt + b;A; B.
t? t t t

n n n
Jj—1 Jj—1 Jj—1

Llavors:

g(tht) _g(O7X0) = Z[g(t;lth?) - ( j— let" 1)]



i pel desenvolupament de Taylor a cada terme del sumatori de la dreta de la igualtat:

g(t, X,) — 9(0, X) Zagm ZagA - &g 99 (At)?
1) — 9l 0) 12

]_

k
n 62
*Zata A (AX) + aQ(AX +ZRJ,

7=1

on totes les derivades estan avaluades al punt (t7_;, Xi» ) (sovint ho ometem per
estalviar-nos notacio) i R; = o(|A;t]*+]A; X [?). Al limit 7 — 0o, tenim At — 0 (ja

que |IT,,| = 0) i cal provar la convergencia terme a terme d’aquest desenvolupament
a les férmules (4.8) i (4.9).

1. Pel que fa al primer terme, degut a que At = ﬁtn” ) ds, llavors el sumatori de
"
les integrals a cada subinterval es converteix en una unica integral:

09 " dg
a(j—uXt?l)Ath—og/o 5 (5 Xs)ds.

=1

Més finament es demostra convertint la integral de la banda dreta a un sumatori
d’integrals definides en cada subinterval [t7 ,,17], fent el Suprem del modul de la

diferencia i veient que tendeix a zero degut a la continuitat de i del procés X.

2. De la mateixa forma el segon terme, A; X = ﬁrf ) dX, i aleshores:
J—

kn 8g
=1 a

n—0o0

(7, X | AX—>/axsX X,

que si ho separem en els dos termes de A; X i amb A;B = jﬁ ) dBs, llavors:
”

k
~ Jdg Y dg
j; a_xajAjt m /0 %(S,Xs)asds,

t
Z 8919 AB — / g—g(s,Xs)bsst.
n—o00 0 T

Més finament (si a i b no fossin simples) es demostra amb la convergeéncia en L? de
cada terme. Pel primer es fa igual que en 1 aplicant el teorema de la convergencia
dominada, i pel segon es prova que ’esperanca del modul al quadrat de la diferencia

tendeix a zero. Es fa convertint la integral de la banda dreta en sumatori d’integrals
definides en cada [t;‘ 1> t?] aplicant que ’esperanca dels termes creuats del sumatori
sera 0 degut a la independencia d’intervals disjunts i de que sén variables centrades,
i finalment s’aplica la isometria de la integral d’It6 juntament amb el teorema de la

convergencia dominada.
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3. Els tercer i quart termes tendeixen a zero degut a que A;t — 0, i es poden
aplicar raonaments analegs als que vénen a continuacié (veure (4.10) i (4.11)).

4. Pel peniltim terme cal veure:

k
1 82g 1 [* 9%
Xt" 1)(A]X)2 300 5 a.TQ(

LX) (dX,)2.

En primer lloc podem substituir
(A;X)?* = (a; Azt + 08, B)* = a3 (Ajt)* + 03 (A B)? + 2a;b;(A;t)(A; B),

i aleshores cal provar els segilients tres limits en la convergencia q.s.:

1 al 829 2 2
7j=1
k
n 829
5aibs(At)(8;B) —— 0, (4.11)
j=1
1 ta29 2

Els dos primers es demostren de manera semblant. Cal veure que 'esperanca del
terme al quadrat és nulla (convergencia en L?), aix{ que per exemple en el primer
cas al fer el quadrat el terme (A;t)* ho fa tendir a zero. Pel que fa al segon:

E{( S 222 by(A, t)(AjB))2] = E[i (222 bi(4; t)(AjB)>2]

[Ty [V

on hem utilitzat que degut a la independencia dels increments del moviment Brownia
i que son centrats, els termes creuats del sumatori al quadrat desapareixen, i també
que E[(A;B)?] = Ajt. Tot plegat tendeix a zero ja que estem sota la hipotesis de
que la derivada, a i b sén acotades, i A;jt — 0. Si a i b no fossin simples es podria
provar la convergeéncia a 0 en L' tot manipulant les expressions de Iesperanca del
modul de les integrals per tal que al final aparegués |IL,|'/? — 0.

Veiem doncs el tercer limit (4.12). Definim G(t) = i S5(t, Xy )b i també G(t7_)) =

— Ox2
gxg (4, Xt?_l)bjz = (G, (deixem 'index j enlloc de j—1 per analogia amb la definici6
dels processos simples, ja que el valor que pren b en ¢ _; I'hem definit com b;).

Llavors com que

t kn t? kn
/ G(s)ds = Z/ Gids =Y GiAt,
0 . Jt =1



provem la convergéncia en L? :

[(Z (A, B)? ZGM)]

> B|GI(AB) — A?| +23 " B|Gi((AB) — A)G (A, B)” — At

k
1<J
k

E(G)E[((A;B)* — Ajt)*] = Y E(G)E[((A;B)* — 2A;BA;t + (Ajt)’]

=1 j=1

kn
j=1

3

on a la segona igualtat hem utilitzat que els termes creuats del sumatori desapa-
reixen degut a la independencia dels increments del moviment Brownia i a que
E[(A;B)?* — Ajt] = 0, en la tercera que G; és independent de ((A;B)? — Ajt)?
finalment, amb un calcul semblant al que vam fer per a la variacié quadratica finita
del moviment Brownia (Teorema 3.12), en segueix el resultat de la tltima igualtat.
Per tant d’aquesta manera queda provat que

kn kn

S GHAB? =Y GiAt = /tG(s)ds,

Jj=1 Jj=1
que en efecte és el que voliem.

5. Per acabar el terme del residu es pot provar de manera analoga a com acabem
de fer, i veuriem que

kn kn

D Ri= oIAtP +8,X ) =0

j=1 j=1

D’aquesta forma hem vist que terme a terme del desenvolupament de Taylor que
hem fet de g(¢, X;) convergeix a (4.8) al limit a U'infinit, i per tant queda demostrat
el teorema sota les hipotesis considerades. U

4.2.1 Foérmula d’It6 multidimensional

La férmula d’Ito que acabem de presentar es pot estendre també en el marc de
moviments Brownians multidimensionals. Considerant B; = (B}, BZ,..., B%), al i
bij amb 1 <7 <n, 1<  <dprocessos estocastics que compleixen les condicions de
(4.7), es pot definir el procés d’It6 n-dimensional dX; = a,dt + b;dB; amb notacié
matricial

X} a Bl L. pld dB!
dXt: y G = : ) bt: ) dBt: :
axr a bl .. B¢

& =

+3
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Teorema 4.12. Sigui

g:10,T] xR" — TP
(t,x) — (1(t,x),...,9,(t, 7))
una funcié CY? i X; un procés d’Ité n-dimensional, aleshores el procés g(t, X;) és
altra vegada un procés d’Ito p-dimensional amb cada component 1 < k < p complint
- g
0$Z0:17j
1

9y — g ;o1
gt Xe) = (1 Xt +3 S5 (6 X)aXi + 5

1,j=

on dBi - dBJ = §;;dt, dBi - dt = dt - dBi = dt - dt = 0.

La demostracid és semblant a la del cas unidimensional.

4.3 Teorema d’existéncia i unicitat de solucions

Al motivar el calcul estocastic a 'inici de la seccié hem presentat les equacions
diferencials estocastiques, i hem comentat que la férmula d’Ito6 és util per a resoldre-
les. Tot i no fer-ne la demostracié ja que queda fora de l'abast del treball, és
important subratllar el teorema d’existencia i unicitat de les solucions d'una SDE,
per tal de ser conscients de que és correcte buscar-ne la solucié amb la férmula d’1t6
ja que aquesta existeix. Considerem un moviment Brownia d-dimensional.

Definicié 4.13. Sigui x un vector aleatori n-dimensional independent del moviment
Brownia, donat el problema de valors inicial

dXt = f(t,Xt)dt+0<t,Xt)dBt
X() = Z, (413)

amb f : [0,T] x R* = R™ 50 : [0,T] x R* — R™? que sovint es denoten com
ft,z) = (fi(t,2))1<icn @ 0(t,x) = (6" (t,x))1<i<ni<j<d- Es diu que el procés es-

STl ) >

tocastic n-dimensional {X,t > 0}, mesurable i Fi-adaptat, és una solucid forta de
(4.13) si es compleix:

(i) El procés { f'(s,X;),s > 0} pertany a L2  (Definicid 4.1 amb T — oo) per a
tot 1 <1 <n.

(i) El procés {o"(s,X,),s > 0} pertany a L} . per atot1<i<nil<j<d.

(111) L’equacid integral

t t
X, =xo+ / f(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dBs
0 0

és certa per a tot t > 0 amb probabilitat 1.
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A més a més, es diu que la soluci6 és unica si dues solucions fortes X; i Xy de
(4.13) son indistingibles, de forma que P{X;; = Xy,Vt > 0} = 1. El teorema
d’existencia i unicitat diu doncs el segiient:

Teorema 4.14. Si existeix una constant positiva L tal que f i o satisfan, Vr,y € R"
1t >0:

1. Creizement lineal: sup, (|f(t,:z:)\ + |o(t, x)|) < L(1+ |z]),
2. Lipschitz en x: sup, <|f(t,:v) — ft,y)|+lo(t,z) — a(t,y)|> < Llx —yl.
Aleshores existeiz una unica solucid forta del problema de valors inicial (4.13).

Es pot trobar la demostracié per exemple a [10] p.70 o [9] p.69. Aixi doncs,
per a les equacions diferencials estocastiques complint les condicions 1 i 2 d’aquest
teorema sabrem que sempre existeix solucid, i podrem fer s de la formula d’Ito per
a trobar-la.

36



5 Aplicacié en el moviment de particules en un
fluid

Com hem dit abans, les equacions diferencials estocastiques séon una part central
per a models dinamics en molts ambits, principalment en matematica financera i en
fisica. Centrant-nos en aquest ultim, veiem que les SDE son ttils per modelar tots
els sistemes dinamics amb soroll, és a dir regits per a pertorbacions aleatories (dei-
xant de banda efectes quantics o tractant-los com a pertorbacions). Aixi, la majoria
de sistemes reals estan sota aquestes condicions, des de dinamiques moleculars fins
a neurodinamiques i objectes astrofisics, ja que practicament mai es troben aillats
de la influencia estocastica de I’ambient.

La manera més comuna de resoldre les SDE en fisica és resoldre 1'equacio de
Fokker-Planck que és una equacio diferencial parcial que descriu I'evolucié tem-
poral de la funcié de densitat de probabilitat p(¢,z) (normalment de la velocitat
d’una particula sota la influéncia de forces externes). No hi entrarem perque ens
comportaria un treball sencer, pero I'analogia amb la definicié que hem donat de
processos d’'Ito, on dX; = a;dt + b;dB;, seria:

D it = =2 (ap(t,2) + 22 (2p(t, ), (5.1)

ot Ox 2 0x?
i cal resoldre-la tot coneixent la distribuci6 inicial. En general fent 0;p = 0 trobarem
la soluci6 estacionaria de la densitat de probabilitat.

Tot i aixo, per una gran majoria de sistemes també es pot trobar la solucié
amb les tecniques de la férmula d’Ito anteriorment presentades. Aixo és el que
farem a continuacié, per un exemple en concret de SDE que és 'anomenat procés
d’Ornstein-Uhlenbeck i que més endavant compararem amb el moviment Brownia
estandard i en detallarem I'aplicacié al problema fisic d’una particula Browniana
en un fluid (de gran tamany en comparacié amb les molecules del fluid).

5.1 Procés d’Ornstein-Uhlenbeck

Sigui U; un procés estocastic, s’anomena d’Ornstein-Uhlenbeck (OU) si la seva
equacié diferencial ve donada, de forma general, per

on pu € Rif,oe R Aixi doncs, veiem que es tracta d'un procés d'Ito tal i com
s’ha donat a (4.7) amb a; = 6(u — U;) i by = 0 que compleixen les hipotesis, i per
tant es satisfa la formula d’It6 del Teorema 4.11. Per a trobar la solucio es fa s
d’aquesta férmula assajant-la amb la funcié g(¢, z) = ze’. D’aquesta forma tenim:

g dg d*g
E(t, Ut) = Utﬁeet, g(t, Ut) = eet, @(t, Ut) = 0
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Posant ¢(0, Uy) = g i utilitzant doncs (4.9):
¢
g(t,Uy) = Upe® = ug +/ <U 0% 4 e%0(u — U,) ds +/ e
0 0

t
u0+,u6’/ 695d3+0/ e d B, = up + pu(e +a/ e’ dB,,
0 0 0

i per tant aillant U; trobem:
t
Uy = uoe " + pu(1 — ™) + 0/ e 9=9)qB,, (5.3)
0

on la integral és una integral d’Ito ja que s’integra respecte el moviment Brownia.

Propietats del procés

Veiem en primer lloc que U, segueix una distribucié Gaussiana igual que el moviment

Brownia. Si considerem una particié de l'interval [0,¢] com {II,},>1 amb II, =

{th =0 <ty <--- <t} =t} ital que |II,| —— 0, llavors, com que 'integrand
n n—00

0(t—s)

e~ és una funcié determinista, per la Definicié d’integral d’Ito 4.3:
t kn
—0(t—s) 1 —0(t—tj _
/0 e =B, = nlggo jEZl e j 1)(Btj By, ).

Aquesta doncs segueix una distribucié normal ja que la suma de variables aleatories
independents i normalment distribuides (com sén By, — By, ) és altra vegada nor-
mal, aixi com el seu limit a n — oco. Per tant d’aqui se'n dedueix que U;, degut a
la seva expressié (5.3), segueix una distribucié Gaussiana.

Per a caracteritzar el procés doncs, simplement caldra calcular els dos primers
moments (esperanca, covariancia i variancia) i n’obtindrem la seva distribuci6. Aix{
doncs, fent s de les propietats de la integral d’It6 de la Proposici6 4.5, en particular
que és centrada, tenim:

t
E(Uy) = wpe™” + p(1 — ™) + aE{/ ea(ts)stl
0
= uge "+ (1 — e ") = p+ (ug — p)e . (5.4)
Pel que fa a la covariancia, si suposem que s = s At <t (el cas t < s és analeg):

Cov(Us, Uy) = E[(Us — E(Uy)) (U — E(Uy))]

s t
= azE[/ e_e(s_g)ngf e_e(t_g)ng]
0 0
sAt 2 s t
— 2o 0t+s) (E{(/ eﬁdeg) } —f—E[/ eﬁﬁng/ 695d35}>,
0 0 s
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on primer hem substituit el resultat de I’esperanca i després hem partit la integral
de 0 a t en dos subintervals definits de [0, s] i de [s,?]. Ara utilizem la propietat
d’isometria de la integral d’Ito pel primer terme, i que les dues integrals que ens
apareixen al segon sén independents (ja que els intervals sén disjunts) i centrades,
per tant s’annullen. Aixi doncs:

sAL 2
COU(US, Ut) = 0'239(t+s)E|:/ 629§d€1 — %679(t+5)(620(8/\t) . 1)
0

o2
— %(670”78' . 679(t+s)). (55)
Amb aquest resultat doncs és facil trobar la variancia:

2

Var(Uy) = Cov(Uy, Uy) = 3—9(1 _ e, (5.6)

I per tant, tindrem que fixat ¢, U; segueix una distribucié normal

2
U, ~ N(uoe_et + (1 — e, %(1 — 6_20t)),

amb la qual cosa la densitat de probabilitat de transicio, si Us = u, és:

it ) — ¢ RN Q) ((EYETEY Sy

que és la mateixa a la que haguéssim arribat fent servir I’equacié de Fokker-Planck.

Asimptoticament si ¢ — 0o, aleshores U; ~ N (,u, g—;) i:

6

p(t,u,x) = Y
yixex

e—ﬂ(w—u)Q/O'z’

aixi que és un moviment Brownia reescalat.

5.1.1 Interpretacié dels parametres

Amb els resultats anteriors, podem veure que p és la mitjana asimptotica del procés,
0 la tendencia a retornar a la mitjana (propietat “mean-reverting”), és a dir, la in-
tensitat amb que el procés reacciona a pertorbacions (ritme de decaiment o de crei-
xement), i finalment o2 la intensitat del soroll, similar a la variancia d'un moviment
Brownia.

El moviment Brownia no serveix per a modelar el moviment de particules Brow-
nianes en un fluid ni tampoc molts altres aspectes de la vida real, ja que a la que
t — s va a 'infinit la seva desviacio estandard també. Per tant, si eventualment es
dispara tendira a no retornar mai més a valors més petits. En canvi, veiem a la
Figura 9 que aix0 no és aixi pel que fa el procés d’'OU (o algun altre procés amb la
propietat de “mean-reverting”). Per tant, aquest servira per a fer models molt més
acurats de la realitat.
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Figura 9: Simulacié de trajectories d’'un moviment Brownia (dalt a I'esquerra) i
simulacié6 d’una trajectoria per a tres processos d’OU amb parametres diferents.
Veiem que en els tres casos el procés tendeix cap a la mitjana g i ho fa més
rapid quant més gran sigui 6. Font: http://michael .orlitzky.com/presentations/
ornstein-uhlenbeck_processes.pdf.

5.2 Aplicacio en fisica de fluids. Equacié de Langevin

Considerem el problema fisic que va donar lloc a la descripcié matematica del
moviment Brownia que ens ha estat ocupant tota l’estona, el d’una particula de
massa m (la particula Browniana) immersa en un fluid compost de molecules molt
més petites. El moviment de la particula és degut a les collisions aleatories amb les
molecules del fluid, provocades al seu torn per les fluctuacions en la densitat. Com
hem comentat, Einstein va estudiar aquest moviment en [3] des d’'un punt de vista
probabilistic, obtenint I'equacié diferencial per la densitat de particules p(¢, x):
op 1_0%

ot 2 0z
on D s’anomena coeficient de difusié. Aquesta té la forma d’una equacié de Fokker-
Planck (5.1) amb a, = 01 b, = v/D. Si a 'instant inicial la particula es troba a
y € R? (i per tant p(0,y) = d, és una Delta de Dirac), aleshores la solucié ve donada

t>0,
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per:

plt.o) = e (- 00,

és a dir, p és la densitat d'una llei N'(y, Dt). A més a més, amb raonaments fisics
Einstein (i parallelament Smoluchowski) va demostrar que
p_ koT
Y
on kg és la constant de Boltzmann (pren el valor de kg = 1,381 - 10" JK 1), T
la temperatura del fluid i 7 el coeficient de friccié, que per la llei de Stokes [13]
ve donat per v = 67nR amb 7 la viscositat del fluid i R el radi de la particula
Browniana. Tot i aixo0, el treball d’Einstein no proporciona una teoria dinamica del
moviment, sind que les primeres formulacions dinamiques son degudes a Langevin
i a Ornstein i Uhlenbeck (1930), com veiem a continuacio.

Per la segona llei de Newton I’equacio del moviment de la particula Browniana

vindra donada per: @

dvu(t
on v(t) és la velocitat i F(t) la for¢a instantania exercida sobre ella. A més, s’ha
vist experimentalment que la forca es pot descriure amb dues contribucions, una
dominada per la forca de friccié que exerceix el fluid (—~vwv(t)), i l'altra com un
terme estocastic degut a les fluctuacions aleatories (£(t)). Aixi doncs, 'equacié del

moviment, anomenada equacio de Langevin és:

dv(t)
e

= —yu(t) + &)

Considerarem els efectes de la forga estocastica com un soroll blanc Gaussia, és a
dir, amb () seguint una distribucié Gaussiana amb les variables no correlacionades
(blanc), i per tant amb primer i segon moments donats per:

E[E(t)] = (€(t))e = 0, E[E(t2)(t2)] = (§(t1)€(E2))s = CO(tr — ta),

on (' és una mesura de la intensitat de la forca que esta actuant sobre la particula.
El fet que 'esperanca sigui zero és degut a que ja hem restat el terme de la friccid,
i la delta de Dirac apareix ja que no hi ha correlacié entre impactes en diferents
instants de temps. Aixo s’explica degut a que en un interval de temps petit respecte
'escala temporal caracteristica del procés (la qual veurem que és 7 = m/v) hi ha
moltissimes collisions, per tant no hi pot haver memoria entre elles. Valors tipics
sén de 7 ~ 10735 i 7, =~ 107'2s per 'escala atomica, aixi que per exemple en un
interval petit comparat amb 7, dt = 107°s hi haura dt/7, ~ 107 collisions.

Tot i aix0, com vam comentar a l'inici de la seccié 4 de calcul estocastic, no és
clara la interpretacié d’aquesta equaci6 en termes del procés estocastic £(t), pero

amb les hipotesis que hem fet podem posar £(t)dt = dB;. Aleshores 'equacié de
Langevin és

dv(t) = — Lo(t)dt + %dBt. (5.7)

m
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Estem a l’espai real tridimensional, pero en realitat tenim un sistema de 3 equacions
diferencials estocastiques unidimensionals desacoblades, ja que podem considerar
cada component (z,y,z en lespai real) per separat. Per tant, sense perdua de
generalitat, considerem la SDE unidimensional, la qual és exactament 1’equacid
diferencial estocastica del procés d’Ornstein-Uhlenbeck de (5.2) amb v(t) = U; i

parametres = 0,0 = X =1 ~io= L

< P

Aixi doncs, trobem que la velocitat segueix una distribucié Gaussiana, i subs-
tituint a les férmules calculades anteriorment (tenint en compte els moments de
€(t) i per tant que ara caldra multiplicar pel terme C' de la intensitat de la forca
al calcular la covariancia), podem trobar la seva expressi6 (5.3), I'esperanga (5.4),
covariancia (5.5) i variancia (5.6) d’aquest procés:

olt) = w7 + m/

Cou(v(s),v(t)) =

E[v(t)] = voe ™",

_lt=s| (t+s) 7C ] 2t

TC e e ), Var(o(t) =

2m2

Relacionem finalment els resultats amb dos teoremes fisics importants.

5.2.1 Teorema de fluctuacié-dissipacié

En mecanica estadistica classica, el teorema d’equiparticié de ’energia relaciona
la temperatura d’un sistema amb les energies de les molecules o dels seus cons-
tituents. En el cas particular que ens pertoca (un tnic grau de llibertat en una
dimensid), s’expressa tal que a l'equilibri hem de tenir (E)., = im(v?),, = 2T,
aix{ que (v?), = kT /m. Com que aquest s’ha de complir sempre, podem trobar la

intensitat de la forca aleatoria £(t) que actua sobra la particula. Calculem primer

(v(t)?) -
_oyr . TC _at
(v(t)?) = Bl(t)’] = Blo()]* + Var(v(t)) = vge /7 + ol =eT)
o, TC L w TC
=0 = g)e T o
que per tal que a I’equilibri no pugui dependre del temps, caldra que el primer terme
s’annulli i llavors pel teorema d’equiparticio:
C kT
(W)eg = 5,5 = o = C=2

2m? m m2

ksTm?
rptmy 25T,

resultat que es coneix pel teorema de fluctuacié-dissipacié. Per tant la forca es-
tocastica anteriorment definida compleix

(€(t1)&(t2))e = 2kpTv6(t1 — ta),
i substituint, la velocitat de la particula Browniana segueix una distribucié normal:

—t/T7 kBT(l . 6—215/7)) )
m
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5.2.2 Coeficient de difusié

Per acabar és interessant calcular el desplacament quadratic ja que és de les mag-
nituds que s’observen més directament en els experiments. Integrem doncs altra
vegada la solucié per la velocitat per a trobar la posicié. Tot i no ser molt rigords
matematicament, a la segona igualtat utilitzem un Fubini estocastic (en aquest
cas es pot fer perque la funcié que s’esta integrant és determinista). Aixi posant
x(0) = xo tenim:

t 1 t s o
x(t) = o —|—/ voe ™/ Tds + —/ ds/ e~ d B¢
0 m Jo 0

e 1t b eee
=x0+vr(l—e )+ — [ dB: | e 7 ds
m Jo ¢

=9

T )ng

t
:.9:04—1)07(1—6_3)4-1/ (1—e
mJo
Aleshores per la centralitat de la integral estocastica,
Elz(t)] = 2o + vor(1 — e~ 7)

i amb uns calculs similars als fets anteriorment (aplicant la isometria d’It6 i sense
deixar-nos el terme '), podem calcular doncs el desplacament quadratic com:

(@(t) —20)?) = v2r2(1— e )2 4 #—SE[/; (1 - etf)st}

m

2C i T —t/r
W[t—T(l—e t/)—§(1—€ t/ )2]

_ kBT} T+ 2kpT {t —7(1 - e_t/T)} .
Y

= 1187'2(1 — eit/7)2 +

_ 2 —t/m\2 |2
— 1—
™ ) {UO m

En equilibri el primer terme desapareix degut al teorema d’equiparticio, i pel que
fa al segon podem veure que el comportament asimptotic segueix:

Esly2 s t < 1 (fent un desenvolupament de Taylor),

((@(t) = 20)")eq =

Pt sit> T

Aix{i doncs, veiem que al principi el moviment és uniforme, ja que (x(t) — 2¢)eq =
Jc

(V)eqt. Per a temps grans cal relacionar-ho amb l'equacié de difusio, tal que 57 =
DV?2c on ¢ la concentracié de particules en el fluid, de la qual se’n dedueix que
el desplagament quadratic és ((z(t) — xg)?) = 2dDt, essent d és la dimensié del
moviment. Aixi amb d = 1 i comparant-ho amb el que hem obtingut trobem:

_ kgT

D :
/‘)/

reproduint aixi el resultat d’Einstein-Smoluchowski [3].

43



6 Conclusions

Durant la memoria hem dut a terme un estudi del moviment Brownia, des de la seva
definicid, construccid i motivacio i importancia a nivell de fer models matematics de
molts fenomens de la realitat, fins a provar-ne les propietats de la no diferenciabilitat
de les trajectories i variaci6é quadratica finita. Si bé haguéssim pogut entrar molt més
en detall sobre altres propietats del moviment (com la propietat forta de Markov, el
principi de reflexié, els temps d’espera, la impredictibilitat relacionada amb fractals,
o lallei del logaritme iterat entre d’altres), ens haguéssim excedit en 'abast d’aquest
treball, i les propietats demostrades eren les claus pel posterior desenvolupament
del calcul estocastic.

A partir d’aqui, hem pogut descobrir la rellevancia d’aquest moviment en models
amb pertorbacions aleatories i d’aplicar-lo al calcul estocastic per a la resolucié de
les SDE que modelen molts sistemes dinamics. Ha sigut un procés molt enriquidor,
passant de la construccié de la integral estocastica fins a poder aplicar la férmula
d’Ito en un cas concret d’equacié diferencial. Haguéssim pogut presentar la integral
estocastica respecte un procés més general que no el moviment Brownia, ja fossin
martingales o, encara més, semimartingales continues, pero pel que era l'objectiu
del treball no ha sigut necessari. Queda pendent per un treball d’aprenentatge
futur. De la mateixa forma, un estudi rigorés de les SDE, de I'existencia i unicitat
de les solucions aixi com de propietats d’aquestes, també queda pendent.

Per acabar, he trobat molt interessant poder aplicar la teoria matematica que
havia estat desenvolupant al model fisic del moviment d’una particula Browniana
en un fluid. Hagués pogut escollir una altra aplicacié degut a la gran quantitat de
models (sobretot financers) que hi ha a la bibliografia, pero degut al meu lligam amb
la fisica em va cridar ’atencio el procés d’Ornstein-Uhlenbeck per tal de relacionar-
lo amb l'equacié de Langenvin. També aqui podria haver profunditzat més en
questions com l’equacié de Fokker-Planck, pero veure que estudiant el procés amb
la integral d’Ito em portava a recuperar resultats tan imporants com el teorema de
fluctuacio-dissipacio o del coeficient de difusié, ha sigut molt satisfactori.

Aixi doncs, he gaudit i apres molt fent aquest treball, i el considero com una
primera introduccié al mén del calcul estocastic que espero seguir descobrint en un
futur.
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A Apendix: Esperanca condicionada

Recordem que I’esperanca d’una variable aleatoria X : Q — R en un espai de pro-
babilitat (€2, F, P), ve donada per la integral de Lebesgue E(X) = [, X (w)dP(w),
de forma que es converteix en un sumatori en el cas de que la variable sigui discreta,
o una integral amb la funcié de densitat si és absolutament continua.

Per altra banda 'esperanca condicionada ens déna el valor esperat o mitja que
prendra la variable després d’haver incorporat certa informacié d’esdeveniments
anteriors i que modifiquen lleugerament la seva funcié de probabilitat. Aquesta
informaci6 pot ser d’un tinic esdeveniment, d’una variable aleatoria discreta o d’una
o-algebra G C F. Aquest és el cas general i en el que ens centrarem per tal de no
estendre’ns massa, pero si es vol llegir el pas a pas de la construccié (i demostracio)
de Texisténcia de Iesperanga condicionada respecte una o-algebra, dirigir-se a [!]
p-17. Considerem tota l’estona que X té esperanca finita.

Definicié A.1. Donada la variable aleatoria X, l'esperanca condicionada respecte
d’una o-algebra G és una altra variable aleatoria que denotem per E(X|G) que
satisfa:

1. (Mesurabilitat) Es G-mesurable (VA € B(RY), Z~1(A) € G),

2. (Mitjana parcial) Per a tot G € G, E(E(X|G)1g) = E(X1g), que és
equivalent o [, E(X|G)dP = [, XdP.

Les propietats més basiques i 1tils, que s’utilitzen al llarg del treball, sén les de
la segiient proposicio.

Proposicié A.2. . L’esperanca condicionada tal © com s’ha definit anteriorment,
compleiz:

(a) Linealitat: E(aX +bY|G) = aE(X|G) +bE(Y|G), on a,b € R.
(b) Si X és G-mesurable, llavors E(X|G) = X.
(¢) Factoritzacié: si'Y acotada i G-mesurable, E(Y X|G) = YE(X|G).

(d) Si X és independent de G (és a dir qualsevol X ~*(B), B € B(R) és independent
de G), aleshores E(X|G) = E(X).

(e) Si Gy C Gy son dos o-algebres, E(E(X|G1)|G2) = E(E(X|G2)|G1) = E(X]|G1).
(f) Monotonia: X <Y = E(X|G) < E(Y|G).
(9) E(E(X]G)) = E(X).

Demostracions. Considerarem tota l'estona G € G i X,Y variables aleatories.

(a) [, E(aX +bY|G)dP = [.(aX +bY)dP = a [, E(X|G)dP + b [, E(Y|G)dP.
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(b) Si X és G-mesurable, llavors es compleixen trivialment les condicions 1. i 2. de
la Definicié A.1 i per tant E(X|G) = X.

(¢) Provem-ho primer per a Y = 14 amb A € G. En aquest cas és trivial que
14E(X|G) és G-mesurable, i:

/1AE(X|g)dP:/ E(X|G)dP = XdP:/lAXdP
G ANG ANG G
:/E(lAX|g)dP — 1,E(X|G) = E(1,4X|G).

G

Analogament obtindriem el mateix resultat (utilitzant linealitat) si Y fos una
variable aleatoria simple G-mesurable, Y = ZT:1 ajla;, amb A; € G, i aplicant
convergeéncia mondtona ho estendriem a variables aleatories de L'().

(d) Com que X és independent de G, les variables X i 15 sén independents i per
tant £(X1g) = E(X)E(1¢g). Llavors:

/E(X\g)dP:/XdP:E(Xlg) :E(X)E(lg):/E(X)dP,

aixi que E(X|G) = E(X).

(e) Sigui G € G, aleshores també G € G,, i aplicant la definicié6 d’esperanga
condicionada tres vegades:

/GE(E(X|92)|g1)dP:/GE(X|g2)dP:/GXdP=/GE(X|g1)dP.

Per altra banda, com que E(X|G;) és Gi-mesurable per definicié, aleshores per
la propietat (b) E(E(X|G1)|G2) = E(X]|G1). D’aquesta forma:
E(E(X]9:)|61) = E(X|G1) = E(E(X][G1)|G2).

(f) Per definicid, i fent servir la monotonia de 'esperanca de variables aleatories

llavors:

E(E(X|G)1g) = E(X1g) < E(1gY) = E(E(Y|9)1c).
(g) Finalment si considerem G = Q) € G, és facil veure de la definicio:
E(E(X]G)) = E(E(X[G)1a) = E(X1q) = E(X).
U

Un resultat que ens sera 1util és el que dona I’esperanca d’una serie convergent. Per
a provar-lo és necessaria la desigualtat de Jensen, que amb analogia a I'esperanga de

variables aleatories, diu que si ¢ : R — R és una funci6 convexa i &, ¢(§) variables
aleatories de quadrat integrable, aleshores:

P(E(E]G)) < E(9(8)]9) ass.

No ho demostrarem pero es pot trobar a [12] p.70 ([I 1] p.104 per a I'esperanca no
condicionada).
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Lema A.3. Sigui G C F una o-algebra, 1 siguin &1,&s, ... variables aleatories de
quadrat integrable tals que lim,,_,o &, = & en L%, aleshores

B(&l9) —— E(E|9). (A1)

Demostracid. Per la desigualtat de Jensen tenim que, sigui ¢ = | - |?,

g).

que implica que, prenent esperances a banda i banda, utilitzant la propietat (g) i
la convergencia en L2 de &, a &:

E(1E&I9) - B(€19)F) < E(E(j6 —€P|6)) = Bllga — 1) —= 0

Per tant, obtenim aixi (A.1). O

E&l9) — EEIG) = |B(& — €I9)F < B(Jé — &P

B Apendix: Llei Gaussiana multidimensional

A la Definici6 2.17 es menciona la llei Gaussiana multidimensional (ja que tant
els processos estocastics Gaussians com el moviment Brownia vénen donats per
aquesta llei). Basicament és la generalitzacié de la llei Gaussiana unidimensional
(2.2) a dimensions superiors.

Proposicié B.1. Sigui p € R™ ¢ ' una matriu simetrica d’ordre n definida no
negativa, existeiz una probabilitat en R™ que s’anomena llei Gaussiana (o normal)
n-dimensional N, (i, T), que té per funcid caracteristica

1
o(u) = exp (iuT,u - §uTFu>.

Demostracio. Com que I' és simetrica existeix una matriu ortogonal P tal que
PTPT = D, on D és una matriu diagonal amb coeficients \; ...\, els autovalors
de I’ (p051t1us perque I' és definida positiva). Aleshores, sigui Y = (Y7,...,Y,) un
vector aleatori amb components independents i tals que

Y, ~
0, si \; =0,

per a1 =0...n, la seva funcié caracteristica sera:

SOY(w:E(e”TY)ZE{eXpGi%Yj)] HE ﬁei“ﬂ e,
j=1

Jj=1
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on u = (uy,...,u,) € R"1ia la pentltima igualtat hem fet servir la funci6 carac-
teristica d’una llei normal unidimensional. Si definim ara X = PTY + p, la funcié
caracteristica del vector X sera:

SDX(U> _ E[eiuT(PTYJr“)] _ eiuTuE[ei(Pu)TY] _ 6iuTﬂspy(Pu) _ eiuT,Le,%(Pu)TD(Pu)
— eiuT,uf%uTI‘u

que en efecte, és la llei que busquem. U

Enunciem algunes propietats importants de les lleis normals multidimensionals
(veure demostracions a [3] p.127). Sigui un vector aleatori X ~ AN, (u,T") (amb llei
normal multidimensional):

(i) El vector de mitjanes ve donat per E(X) = p i la matriu de variancies i
covariancies és E[(X — p)(X — p)T] =T.

(ii) Si A és una matriu d’ordre r X n, el vector AX té llei N, (Au, ATAT). En
particular, tot vector aleatori (Xj,,...,X;, ) amb m < n té llei normal, i tota
combinacié lineal Z?Zl a; X; també. El reciproc també és cert.

(iii) La independencia de les variables X7, ..., X,, és equivalent a que la matriu I'
sigui diagonal, és a dir amb les variables Xy, ..., X,, incorrelacionades.

(iv) En el cas no degenerat en que det(I') > 0, si x € R" la funci6 de densitat del
vector aleatori ve donada per:

1 1 Tl
@) = e e (= 5o =0T o = )

Aquest 1iltim cas de fet és doncs el que ens incumbeix pel moviment Brownia. Sigui
X = {X;,t € R} un moviment Brownia (no estandard siné amb variancia o2 i
punt inicial xy), tindrem que pu = (zo,...,z0)? i, com que I'(s,t) = 02(s A t), és
definida positiva i

it t1 ... 1y
ty to ta ... 1o
I = 0-2 tl tz tg . t3
i ta tz3 ... i,

Per tant, siguin 0 =ty < t; < --- < t,,, 1 B; subconjunts de la o-algebra de Borel
Vi=0,...,n:

P(Xy € By, Xy, € By,..., Xy, € B,) =

1 _<-77i _mifl)Z
Oz (B / expy ————— ¢dxy . ..dx,.
0( 0) BlX---XBng \/27T0'2(ti _ti—l) p{20'2(tl—t7,_1)} !

n
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En realitat, amb un canvi de variables trobariem que la densitat del vector aleatori
(th — XO, Xt2 — th, Ce ,th — th—l) éS

H 1 exp { 2——3/2 }
i=1 \/Qﬂaz(ti —ti—1) 20%(t; — ti—1)

i per tant esta format per variables independents amb llei N'(0, o2(t; — t;_1)).

C Apeéendix: Demostracié per induccié de la cons-
truccio en [0,1]

Quan es construeix el moviment Brownia, expressem la seqiiencia B"™ en termes
d’una combinacié lineal de les funcions de Schauder i les variables normals N
(3.4). Vam veure ja a I'Exemple 3.6 el cas n =1 i, abans de fer la demostracié per
inducci6, podem illustrar novament el procediment per a n = 2 (veure Figura 4 per
a fer-ho més entenador).

Aixif dones, sin =2 (k=1,3) 1D, = {0, 1, 3, 2,1}, conservem els punts 0, 3,1 €
D; de forma que B = By = 0, Bl/2 = B%/Q = I(NY + N})i B =B} =N} . Els
punts de Do\D; = {1,3 = £} seran, utilitzant (3.3):

B}, = l(BlJrB )+ +Lazo 1(N0+N1)+LN2

/4= 5 v2) T = g U A
1 1 3 1 1

B3, = =(Bijy+Bi)+ —=N; = —N} + —N| + —N3.

2 \/g 3 4 1 4 1 ﬁ
Ara cal interpolar linealment entre aquests punts i fer ts de les funcions de Schauder
(3.1) en cada interval:

o Sitel0l]: B2 = B;;; 24 B2 = 4Bt = NVt 4 Nit+ VAN?E = NOSY +

NS+ N2S?.i S2 = 0 en aquest interval.

_ B B2
e Sitel} i TE = Bf/fggl —> B} = 4(t — HEND + {N! — 2 ND) +
INO 4 INF = t(N? + N1+ L (1 - 2)N? = NPSY + NS} + N2S?, 183 =0

en aquest interval.

7!

. p —1/2 B B2
o Sitel}) T4 = 33/4_];52 —> B} = A(t— HEN? — N + 2N +

IND + INT = tND + (1 — )N} + V2(t — 3)NZ = NPSY + N{S + N3S2, i
S% = 0 en aquest interval.

. — B B
e Site [31]: ﬁ:BQ—% = Bf =4(t = 1)(3N? — §N| — 505 N5) + NY =
tNY + (1 — )N} +V2(1 —t)N2 = NPSY + N} S} 4+ N2S2, i S? = 0 en aquest

interval.
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Per tant efectivament, obtenim el que voliem.

Demostracio del cas general. Suposem que (3.4) és certa per a n — 1, i prenem
k € I,, de forma que 2% € D,\D, 1 i k;;l, k2n1 € D, (els casos k = 0,k = 2"
s’haurien de fer apart pero sén analegs, aix{ que els obviarem). Aleshores tenim que

per hipotesis d'induccié i per (3.3):

n—1
—1
=Bl =Y > Nrsy
2n omn

m=0 kel,,
n—1
-1
m=0kel,,
1
my = (m e mt) e = S S s Lo
27 2 2n 2" 272 o
Interpolem doncs linealment entre ¢ € [2, £t utilitzant 'equacié de la recta

punt-vector:
§_ kel B — By,
2”L

n
o= B% — B:in7
1 per tant:
k+1 1 —
Bt”:2"<t— M )(— LHN,?) +3 3 sy
22 m=0 k€&l
n—1
n—1 k + 1 n m am
—9 (2——t>Nk+ZZNk S
m=0 k€I,
A més, 2°7 (% — t> = S} per la Definicié 3.1 de les funcions de Schauder en
interval corresponent. Per tant B = Y > NS} O
m=0 kElm
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