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Abstract

Completeness theorem establishes a correspondence between semantic and syntactic
interpretations of mathematical logic. In this thesis we will construct canonical
models in order to prove the completeness of the weakest normal modal logic, K.
This construction will be useful to prove completeness theorems for other logics.

Resum

El teorema de completesa estableix una correspondencia entre les interpretacions
semantica i la sintactica de la logica matematica. En aquest treball es donara la
construccié dels models canonics per demostrar la completesa de la menor logica
modal normal, K. Aquesta construccio sera ttil per demostrar teoremes de comple-
tesa per altres logiques.
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1 Introduccid

Motivacié personal

Les matematiques, tot i ser una ciencia formal que treballa sobre objectes abs-
tractes, poden servir com a eina a ’hora de modelitzar fenomens fisics, biologics
o socials. El meu interes per la logica va sorgir de la idea de si la manera en que
pensem es pot expressar matematicament. La logica classica permet expressar de
manera rigorosa molts dels raonaments que fem. Tanmateix, les eines de la logica
classica soén limitades, ja que, per exemple, hi ha afirmacions que no sén completa-
ment certes o completament falses.

Quan vaig cursar l’assignatura de Modelitzaci6 Matematica de Formes de Raona-
ment, vaig descobrir que hi ha logiques no classiques. Aquestes permeten expressar
idees més complexes que la logica classica i, per tant, s’assemblen més a la manera
de raonar dels humans. Es per aixo que vaig voler fer un treball sobre logiques no
classiques.

En aquest treball, pero, no es donara cap interpretacié filosofica del pensament,
sind que es treballara sobre la logica matematica. L’objectiu principal del treball
sera demostrar el teorema de completesa per algunes logiques, fent servir els models
canonics com a eina.

La logica

La logica és la ciencia formal que estudia els raonaments. La logica matematica és
I'estudi dels raonaments des d’un punt de vista matematic. Un raonament és un
procés en que es dedueixen conclusions a partir de premisses. Per exemple,

La suma de dos nombres parells és un nombre parell.
2 i 4 s6n nombres parells.
Per tant, 2 +4 = 6 és un nombre parell.

El quocient de dues funcions continues a R és una funcié continua a R.
f(z) =11 g(z) = x sén funcions continues a R.
Per tant, h(x) = < és una funcié continua a R.

son dos raonaments. Tot i que sembla que el darrer raonament és incorrecte, des
del punt de vista de la logica, aquests dos raonaments son identics. Es més, ambdéds
raonaments sén correctes, ja que sén de la forma

Vo Yy ((P(z) A P(y)) = Pz v y))
P(a) A P(b)
P(a «~b)



Aixi doncs, s’observa que la logica estudia 'estructura dels raonaments i no pas el
seu significat. Per tant, sera necessari un llenguatge que permeti manipular raona-
ments sense tenir en compte que volen dir. Com a llenguatge formal farem servir el
llenguatge formal més senzill, que és el llenguatge proposicional, el qual definirem
al capitol 2 del treball.

Facilment, hem vist que el raonament anterior és “correcte”. Tanmateix, per a rao-
naments més complicats necessitem eines per poder decidir univocament si aquests
son o no correctes.

El primer en introduir una idea de “raonament correcte” va ser Aristotil a la se-
va obra Organon, en que va presentar la deduccié sil-logistica, que permet inferir
conclusions vertaderes a partir de premisses vertaderes. Més endavant, a princi-
pis del segle XIX, va néixer la logica moderna o logica simbolica, que va permetre
modelitzar els raonaments matematicament. Veurem doncs, dues maneres de mode-
litzar raonaments: des d’un punt de vista semantic i des d’un punt de vista sintactic.

La logica classica es basa en el principi de bivaléncia en que tot enunciat és o
bé cert o bé fals. Aquest principi no és suficient per modelitzar totes les maneres
de raonar que existeixen. Es per aixo que hi ha una necessitat de tractar logiques
diferents la logica classica. Aquestes sén les logiques no classiques.

També Aristotil va introduir la idea que hi ha raonaments diferents del classic.
Aristotil va plantejar quatre maneres diferents de plantejar enunciats: allo que es
necessari, allo que és possible, allo que és impossible i allo que és contingent. Aixi
doncs, és diferent 'enunciat “és necessari que A sigui B” de “és possible que A sigui
B”. Aquesta idea dona lloc a la logica modal, en qué s’introdueixen dos operadors
modals: O i .

OA formalitza “A és necessari”, és a dir, sempre passa A.
oA formalitza “A és possible”, és a dir, pot ser que passi A.

A mitjan del segle XX C. I. Lewis, amb la col-laboracié de C. H. Langford, va
presentar una implicaci estricta — definida com

A — B:=0(A— B),
que no satisfa les paradoxes de la implicacié material
A—-(B—A)iA— (mA— B),

i va proposar uns calculs deductius fent servir els operadors modals.



L’any 1963, S. A. Kripke va presentar la denominada semantica dels mons possibles,
que va permetre tractar la logica modal des d’un punt de vista semantic. Aixi doncs,

e A vol dir 7 A és veritat si en un moén si ho és en tots els seus mons accessibles”.

e oA vol dir 7 A és veritat si ho és en algun dels seus mons accessibles”.

En el capitol 3, veurem amb detall aquesta semantica.

Estructura del treball

El cos d’aquest treball consta de tres parts: una introduccié formal a la logica, una
presentacio les eines necessaries per demostrar teoremes de completesa per algu-
nes logiques modals, i una adaptacio de les eines presentades anteriorment per una
logica diferent a la modal.

Al capitol 2, en primer lloc, es presentara la definicié de logica que es fara ser-
vir en aquest treball. Cal observar que, mentre que a la majoria de la literatura que
he usat es tracta la logica com un conjunt de formules, en el nostre cas la logica es
definira a partir de la nocié de relacié de conseqiiencia estructural. Per nosaltres,
una logica sera una parella formada pel conjunt de féormules proposicionals i una
relacié de conseqiiencia estructural.

Com a exemple de logica, veurem la logica classica, en que tindrem una semantica
bivalorada que ens permetra dir que un raonament és correcte si, sempre que les
premisses son vertaderes, també ho és la conclusio. D’altra banda, pels raonaments
sintactics, tindrem una nocié de demostracié, és a dir, tindrem una construccié a
partir d’'unes regles que definirem. En aquest treball, utilitzarem el calcul tipus
Hilbert per fer demostracions.

A continuacié definirem el concepte de logica modal proposicional, fent s dels
operadors modals O i ¢. Definirem un tipus de logiques modals, les logiques nor-
mals, que seran les que farem servir en aquest treball.

Al capitol 3 donarem una definicié formal de la semantica que va concebre Kripke.
Definirem estructures M que seran models de Kripke, formats per mons possibles
«. Veurem dos tipus de relacié de conseqiiéncia: la conseqiiéncia local (F;) i la con-
seqiiencia global (F,). Una férmula proposicional ¢ sera conseqiiencia local (resp.
global) d’un conjunt de férmules ¥ si en tot model i tot mén (resp. tot model)
en que X és veritat, també ho és ¢. Aleshores veurem quina relacié hi ha entre
local i global mitjangant la construccié de models generats. Al capitol 4 donarem
dos calculs tipus Hilbert, també anomenats local (k) i global (k). Altra vegada,
veurem quina relacié hi ha entre ells.



Al capitol 5 demostrarem el teorema de completesa per logiques definides als capitols
31 4. Ho veurem primer en el cas local. Demostrarem

EI—lQO@Z':l(p

Per veure X F; ¢ = ¥ F; ¢ comprovarem que totes les regles del calcul tipus Hilbert
son valides semanticament. Aquesta implicacié del teorema de completesa sovint
de I’anomena, coheréncia.

D’altra banda, per veure la implicacié reciproca, construirem un tipus de model
de Kripke: els model canonic d'una logica normal, M.. Aquest model ens permetra
provar X F; ¢ = X F; ¢ per un argument del contrareciproc. Suposarem > F; .
Aleshores veurem que en un mén T del model canonic M., ¥ sera veritat, pero ¢
no. Aleshores tindrem X ¥, ¢. Les relacions entre local i global obtingudes en els
capitols anteriors ens permetran donar una demostracié del teorema de completesa
global a partir del local.

Al capitol 6 definirem tres logiques modals normals, que seran extensions de les
definides en els capitols 3 i 4. Farem servir el model canonic de cadascuna d’aques-
tes logiques per demostrar els respectius teoremes de completesa.

Finalment, al capitol 7, veurem un exemple d’una logica diferent a la modal: la
logica intuicionista. Veurem que podem definir models de Kripke, diferents als de
la logica modal. Tot i aixi, podrem definir un model canonic d’aquesta logica, i el
farem servir per demostrar el teorema de completesa.

Les referéncies

El primer contacte que vaig tenir amb la logica modal va ser a l’assignatura de
Modelitzacié Matematica de Formes de Raonament. Abans de comencar el treball,
sabent ja que es centraria en la logica modal, vaig llegir el llibre de Introduccion a
la l6gica modal [4], de Ramén Jansana. Quan vaig decidir que el teorema de com-
pletesa seria una part fonamental del treball, vaig llegir els capitols dos i sis dels
llibres [2] i [3] de Hughes i Cresswell, que parlen de completesa i models canonics.

Per la part de logica intuicionista, a més a més del llibre Introduccion al intui-
cionismo [1] en que Heyting presenta la logica intuicionista, m’ha estat molt 1til
An introduction to non classical logics [6], que dedica tot el capitol sis a aquesta
logica.

Finalment, per situar els conceptes a la historia, m’he basat en alguns capitols
del llibre Historia de la logica [7).



2 Logica classica i logica modal

2.1 Preliminars

Un llenguatge proposicional £ esta format pel seglient vocabulari:

e Un conjunt X de variables proposicionals, generalment numerable.
e Un conjunt de connectives C' = {¢; : ¢ € I}, generalment finit.

Definicié 2.1. Es defineix per recursio el conjunt de formules proposicionals
o proposicions d’un llenguatge proposicional L, denotat per Props(X), de la ma-
nera sequent:

e v € X implica p € Prope(X)

e Per cada connectiva ¢ € C' amb arietat n, v1,...,p, € Props(X) implica
C(Spla e 7()071) € P?“Opg(X)

Com que Propgx) esta definit per recursio, tenim un principi d’induccié per a
férmules proposicionals:

Sigui P una propietat tal que:
e Tota variable proposicional satisfa P.

e Per cada connectiva ¢ € C' amb arietat n, ¢, ..., p, satisfan la propietat P
implica c(g1, . . ., ¢,) satisfa la propietat P.

aleshores tota féormula proposicional satisfa la propietat P.

Definicié 2.2. Una substitucié és una aplicacié o : Propg(X) — Propg(X) tal
que per tota connectiva ¢ € C, amb arietat n, i per totes ¢1,...,pn € Props(X)

o(c(er, - en)) = clolpr), -, 0(pn))
Definicié 2.3. Una relacio
> C P(Prope(X)) x Prope(X)
és relacié de conseqiiéncia sobre Prop.(X) si per tot SUAU{¢} C Propg(X).
1. ¢ € ¥ implica ¥ > ¢ (axioma)
2. ¥ i X C A implica A> ¢ (monotonia)

3. Y@ i Avp per tota b € X implica A (tall)



Definicié 2.4. Una relacio > és estructural si > és una relacio de consegqiiencia
sobre Propg(X) i per tot XU {¢} C Props(X) es compleix

4. X> @ o és una substitucid implica o[X] > o(p)

Definicié 2.5. Una relacié de conseqiiencia estructural > sobre Propg(X) és fi-
nitaria si per tot ¥ U {¢} C Props(X) es compleix

5. X > @ aleshores existeix Yo C X finit tal que o>

Definicié 2.6. Una logica és una parella (Propgs(X),>), on > és relacid de con-
sequiencia estructural sobre Prop,(X).

Definicié 2.7. Es diu que ¢ € Prope(X) és un teorema a (Propg(X),>) si 0.
Notacio 1. Fem servir > per denotar () > .

Definicié 2.8. Sigui ¥ C Prop.(X). Es diu que ¥ és una teoria de (Propg(X),>)
si per tota ¢ € Propg(X)
YXbp &S peX

Definicié 2.9. Sigui ¥ C Prop.(X). Es defineix la teoria de ¥ com
Th(Y):={pe X X>op}
Observacié 2.10. La teoria d'un conjunt és teoria.

Definicié 2.11. Un conjunt ¥ C Propg(X) és inconsistent a (Prop.(X),>) si
Y > ¢ per tota ¢ € Propg(X).

Definicié 2.12. Sigui ¥ C Props(X). Es diu que ¥ és consistent si no és
inconsistent.

Definicié 2.13. Un calcul és un conjunt de regles de formacio

P1y---,Pn
¥
Definicié 2.14. Siguin XU {p} C Prop.(X). Una demostracié de ¢ a partir de

Y és una n-pla (p1,...,¢n), wi € Prope(X), n > 1, on ¢, = ¢ i tal que per tot
1<i<nobéyp, €3 obéy; sobté d’anteriors a partir de regles del calcul.



2.2 Logica classica

Un llenguatge proposicional classic té com a connectives primitives:

e la connectiva monaria —
e la connectiva binaria —

Notacié 2. Denotarem el conjunt de formules d’un llenguatge proposicional classic
per Propg. _3(X).

Notacié 3. Donades p,v € Prop;., 3(X), p € X es defineizen les connectives
sequents:

pVYPi=—p =y
PN = =(p — )
s prhi=(p =)A= )

L:==(p—p)

Calcul Hilbert classic

Hi ha diferents tipus de calcul per estudiar la part sintactica de la logica. En aquest
treball utilitzarem només el calcul tipus Hilbert. Definirem una sola regla, Modus
Ponens (abreviat MP), i quatre axiomes, que s’han d’interpretar com una regla
sense premisses. Aixi doncs, el calcul Hilbert classic es defineix:

Axiomes:

Ax1 o= (¥ — o)

Ax2 (= (¥ = x) = (¢ = ¢¥) = (¢ = X))
Ax3 —p = (¢ =)

Ax4d (~p =) =

Regla:
@, p =Y

7 (Modus Ponens)

Definicié 2.15. Donat un conjunt de formules ¥ C Prop-, 1(X), es diu que una
formula ¢ € Prop;, 1(X) es dedueix de ¥ pel calcul Hilbert, denotat per ¥ F ¢,
st existeir una demostracio de @ a partir de 2.

Proposicié 2.16. (Prop;-. y(X),F) és una logica

Demostracio. Comprovem les quatre propietats de la definicié de conseqiiencia
estructural:

(Axioma) Siguin X U {p} C Prop;. 1(X). Si ¢ € 3, (p) és una demostracié de ¢
a partir de X a -, per tant X F .



(Monotonia) Siguin SUAU{¢} € Propi-1(X) tals que X - ¢ i3 C A. Com que
Y F ¢, existeix una demostracié de ¢ a partir de X, (¢1,...,¢,), tal que cada ¢;
o bé s’obté d’anteriors a partir de MP, o bé ; € X, o bé és instancia d'un axioma
del calcul. Com que ¥ C A, (¢1,...,¢,) és una demostracié de ¢ a partir de A,
per tant, A .

(Tall) Siguin XUA U {p} C Prop; }(X) tals que £+ ¢ i A1) per cada ¢ € X.
Aleshores es té (¢, ..., p,) una demostracié de ¢ a partir de 3 i per cada ¢; € &,
1 < i < m, que apareix en la demostracié (g1, ..., @n), existeix (1f,... ¢} ) una
demostracié de t; a partir de A. Per tant (1, ..., ¢ ..., 00, . 0" o1, 0n)
és una demostracio de ¢ a partir de A.

(Substitucié) Siguin X U {¢} € Prop(-,1(X) i o una substitucié. Com que X - ¢,
existeix una demostracié de ¢ a partir de X, (p1,...,p,), tal que cada ¢; o bé
s’obté d’anteriors a partir de MP, o bé ¢; € ¥, o bé és instancia d'un axioma
del calcul. Si ¢ € X, clarament o(p) € o(X). Si ¢; és instancia d’'un axioma,
o(pi) també ho és. Si ¢; s'obté d’anteriors fent MP, existeixen j, k < i tals que
Yk, X F =9, = . Per HI, 0(X) F o(p;), o(X) F a(p; = ¢i), és a dir,
o(X) Fo(pj) = o(pi) . Per tant, per MP, o(X) F o(¢).

Proposicié 2.17. - és finitaria.

Demostracié. Siguin XU{¢} C Prop; ,1(X). Si ¥ F ¢, existeix una demostraci6
de ¢ a partir de X, (¢1,...,¢n). Aleshores, prenent Yo = XN {1, ..., on}, Lo és
finit 1 X F ¢.

Proposicié 2.18. Sigui ¥ C Prop(- 1 (X).
¥ és inconsistent a (Prop; 1 (X),F) & X F L

Demostracié. =) Per tota ¢ € Prop;. _,1(X), ¥ F ¢. En particular ¥ F L.
<) Per definicié de L, ¥ F =(p — ¢). Fent servir MP i aplicant I'axioma 3 tenim
YF(p— ) = . Com que X F ¢ — ¢, aplicant MP tenim X - .

Semantica bivalorada
Definicié 2.19. Una assignacio és una aplicacio
I, : X — {0, 1}
Tota assignacio es pot estendre de manera unica per recursio a una aplicacio

I : Propg, 1 (X) — {0, 1}
tal que

o [(x) = I,(x) per totax € X.
o [(—p)=1—1(p) per tota ¢ € Prop;, (X).

o [(p =) =max{l —I(p),1(y)} per totes v, € Prop;, 3(X).

que s’anomena tnterpretacio.



Definicié 2.20. Sigui ¢ € Propg- (X).

e [is diu que ¢ és una tautologia si per tota interpretacid I és té I(p) = 1.

0.

o s diu que ¢ és una contradiccid si per tota interpretacio I és té I(p)
e [s diu que o és satisfactible si existeiz una interpretacio I tal que I(p) = 1.

Definicié 2.21. FEs diu que p,v € Propi._y(X) son equivalents, denotat per
© =1 si per tota interpretacio I és té I(p) = I(1).

Observacié 2.22. Totes les tautologies sén equivalents. Totes les contradiccions
son equivalents.

Definicié 2.23. Siguin ¥ U {¢} C Prop.(X). Es diu que ¢ és conseqiiéncia
logica de X, denotat per ¥ F ¢ si per tota interpretacio I, {I(y)) : ¢ € ¥} C {1}
implica I(p) = 1.

Observacié 2.24. Es pot veure que (Propg. 3(X),F) és una logica.
Teorema 2.25. (Completesa) Siguin XU {¢p} C Propg- 3(X).

YFp&sXFp

Demostracié. Es pot trobar la demostracio del teorema de completesa per a logica
classica al llibre Introduction to Mathematical Logic [5).



2.3 Logiques modals i logiques normals

Un llenguatge modal proposicional té com a connectives primitives — i —, i
I'operador modal O.

Notacié 4. Denotarem el conjunt de formules d’un llenguatge proposicional modal
per Propo(X).

Observacié 2.26. El llenguatge modal proposicional és una extensié del classic, és
a dir, Props- 3(X) C Propn(X).

Notacié 5. Donada ¢ € Propg(X) es defineix
QP = —|‘:|—|SO

De la mateiza manera que al llenguatge proposicional classic, es poden definir les
connectives V, N\, <> i L.

Definicié 2.27. Una logica proposicional modal és una parella (Propa(X),r),
on > és relacid de conseqiiéncia estructural a Propa(X).

Definicié 2.28. Una légica modal normal és una logica modal (Propa(X),)
tal que:

e Per tota tautologia classica ¢ es té >p.

e [sta tancada sota Modus Ponens, és a dir, per qualssevol p,1 € Propn(X)
es compleix {p,p — Y} > 1.

e Per qualssevol v, € Propn(X) es compleiz >0(p — 1) — (Op — Ow).

e Per qualsevol ¢ € Propn(X), si>y aleshores >Op.

10



3 Semantica de Kripke

Hem vist que a la logica classica es fa servir la nocié d’interpretacié per tractar la
relacié de conseqiiencia des d’un punt de vista semantic. A la logica modal hi ha
dos tipus d’interpretacié: local i global. Per tractar-los parlem de marcs i models
de Kripke. Un marc és un conjunt d’estats o mons relacionats. Un model és un
conjunt de mons relacionats en que podem determinar si una féormula és valida en
cada mon.

3.1 Marcs i models de Kripke

Definicié 3.1. Un marc de Kripke és una parella M = (W, R) tal que W és un
conjunt no buit © R és una relacio binaria a W.

Definicié 3.2. Un model de Kripke és una terna M = (W, R, V') tal que (W, R)
és un marc de Kripke v V és una aplicacio

V:X —PW)

és a dir, és una aplicacio que assigna a cada lletra proposicional de X un subconjunt
de W.

A continuaci6, donats un model de Kripke M = (W, R, V), un mén o € W i
¢ € Propn(X), definirem recursivament la nocié que ¢ és veritat a a en M,
denotat per M, a IF .

Definicié 3.3. Donats un model M = (W, R, V), a € W i ¢ € Propg(X):

e MalFz & aec V()

e M,alkp— 1Y < M,alk ¢ implica M, |-

o M,alFOp & pertot € W, si aRS aleshores M, B I ¢
o MialF—p & M alF ¢

Notacié 6. Farem servir

o M I ¢ per denotar que per a tot « € W es té M,al- ¢ .

e M, al- X per denotar que per a cada ¢ € X es té M, a Ik 1.

11



3.2 Conseqiiencia logica

Definicié 3.4. Siguin XU{p} C Propa(X). Es diu que ¢ és conseqiiéncia local
de 33, denotat per ¥ E; ¢, si per a tot model M = (W, R, V) itota € W, M,alF %
implica M, a I+ .

Observacié 3.5. El concepte d’interpretacié ve donat per M = (W, R, V)ia € W.

Definicié 3.6. Siguin X U {¢} C Propa(X). Es diu que ¢ és conseqiiéncia
global de X, denotat per ¥ F, ¢, si per a tot model M = (W,R,V), M |- X
implica M I .

Observacié 3.7. El concepte d’interpretacié ve donat per M = (W, R, V).
Proposicié 3.8. ; és relacid de conseqiiencia estructural a Propa(X).

Demostracié. Siguin 3, A{¢} C Propn(X). Comprovem les quatre propietats de
conseqiiencia estructural.

(Axioma) Suposem que ¢ € 3. Siguin M = (W, R, V) un model i & € W tals que
M, alF X, és a dir, per tot ¢ € 3 es té M, a IF 1. En particular, M, a I ¢, per
tant X F; .

(Monotonia) Suposem que ¥ F; ¢ i que ¥ C A. Siguin M = (W, R, V) un model
iae W tals que M,a IF A, és a dir, per tot ¥ € A es té M,a IF . Com que
Y C A pertot ¢ € Yesté M,alk 1, és adir, M,al 3. Llavors M, a I- ¢. Per
tant, A F; .

(Tall) Suposem que X F; ¢ i que A F; 9 per tota ¢ € ¥. Siguin M = (W, R, V) un
model i « € W tals que M, a IF A. Aleshores M, a Ik 1) per tota ¢ € 3, és a dir,
M, alF 3. Per tant, M, a I p. Per tant, A F; ©.

(Estructural) Suposem que ¥ F; . Siguin ¢ una substitucié, M = (W, R, V) un
model i & € W. Suposem M, « Ik o(X). Considerem el model M’ = (W, R, V'),
on V'(z) ={a: M,alFo(x)} per tot x € X. Per tot § € W es té M, IF p <
M, B IF o(p). Vegem-ho per induccié:

SipeX, p=a M, flFz)e (BeV(zx)={a: Malrox)}) & (M,[IF
o(z)).

Sip =1 = o, (MBI 91 = @) & (M, IF g implica M, 3 IF g5) <
(M, Bk o(p1) implica M, B1F o(p2)) < (M, B I a(p1 — ¢2)).

Si o = 0, (M, B I ) & (M, 8K ©) & (M, K o(1)) & (M, B IF ~o(y))
& (M, B I a(—)).

Si =0y, (M, IF0OvY) < (per tot v € W tal que SRy, M',~ Ik ) & (per tot
v € W tal que SRy, M,y IFo(¥)) & M,y IFOo(v)) & (M, v Ik o(Ov)).

Com que M, v I- 0(X), pel que acabem de demostrar, M’, a I ¥. Com que X F; ¢,
M alE @, per tant M, a IF o(p).

Proposicié 3.9. F, és relacio de consegiiencia estructural a Props(X).
Demostracio. La demostracié és analoga a la de conseqiiencia local.

Corol-lari 3.10. (Propa(X),F;) i (Propa(X),E,) son logiques proposicionals mo-
dals.
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A continuacid, veurem una serie de resultats que ens permetran demostrar que
(Propa(X),F;) i (Propa(X),F,) son logiques modals normals.

Proposicié 3.11. Siguin M = (W, R, V) un model, « € W i ¢ € Propa(X).
Definim ’assignacio

I X — {0,1}
1si M,alFx
pr— I (x) =
0si M,alFx

aleshores la interpretacio 1* compleix M, ol ¢ si, i només si, 1*(p) = 1.

Demostracié. Fem induccié sobre la férmula ¢:
Sip=ze X, MyalFz < I%y) = 1.

Si = b, M,k —p < M, ol & 19() =0 < [9(—) = 1.
Sigp=1 —x, M,alk 1 = x & M,alF ¢ implica M,a IF y & I%(¢) = 1
implica [*(x) =1 < I*(Y — x) = 1.

Proposicié 3.12. Sigui ¢ € Prop-y(X). Si ¢ és una tautologia classica, F; .
Demostracio. Immediat de la proposicié 3.11.

Corol-lari 3.13. Sigui ¢ € Prop-y(X). Si ¢ és una tautologia classica, Fy .
Proposicié 3.14. Per tota ¢ € Propn(X),

Fro & R0

Demostracié. F; ¢ < per tot model M = (W, R, V) ipertot a € W, M,alF ¢
& per tot model M = (W, R, V), MIFp & F 0.

Notacié 7. Fem servir & per denotar que es dona tant &, com F,.

Proposicié 3.15. Per totes ¢, € Propa(X),
FO(p =) = (Op = Y)

Demostracié. Per la proposicié 3.14 és equivalent demostrar-ho en el local o en
el global. Siguin M = (W, R, V) un model i & € W qualssevol. Suposem que
M a Ik O(p — ¢) (1) i que M, IF Op (2). Sigui § € W tal que aRS. Per
(2) tenim M, Ik @. Per (1) és té que per tot M, IF ¢ — 1. Llavors tenim
M, B IF 1. Per tant, M, « I Op.

Proposicié 3.16. Per tota ¢ € Propg(X),
Fi @ implica F; Op

Demostracié. Sigui M = (W, R, V) un model. Suposem que F; ¢, és a dir, que
per tot « € W, M, IF ¢. Volem veure que F; Oy, és a dir, que per tot a € W,
M, a lF Oy, és a dir, que per tot a« € W i per tot § € W amb a € 5, M, IF .
Com que per tot a« € W, M,a IF ¢, en particular també es compleix pels S tals
que aRf.
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Proposicié 3.17. Per tota ¢ € Propg(X),

{e} Fy Dy

Demostracié. Sigui M = (W, R, V) un model. ¢ F, Oy si, i només si, si per tot
ae W M,alF ¢, llavors per tot v € W M, ~ IF Op, és a dir, per tot v € W i
per tot 8 € W amb yRfS, M, [ IF ¢. Sigui v € W qualsevol i considerem g € W
tal que yRB. Com que § € W i per tot a € W tenim M, a IF ¢, en particular,
M, Ik ¢. Per tant tenim M, ~ I Op.

Corol-lari 3.18. Per tota ¢ € Propn(X),
Fg ¢ tmplica F, Op
Corol-lari 3.19. (Propa(X),F;) i (Propa(X),E,) son logiques modals normals.
Proposicié 3.20. Siguin XU {¢} C Propa(X).
> B @ amplica X Fy ¢

Demostracié. Sigui M = (W, R, V) és un model tal que M I X. Llavors per tot
ae W, M,alFX. Com que X F; ¢, per tot « € W, M, a I ¢. Llavors M IF .

Tanmateix, X F, ¢ no implica X F; ¢. Per exemple, es té

p ¥ Op

En efecte, si prenem p € X qualsevol podem veure que p ¥, Op. Considerem el
model M = ({«, 8}, {(e, )}, V), on V(p) = {a}iV(z) = D per tot x € X\{p}. Per
definicié del model, M, a IF p. Tanmateix, aRB3 i M, 5 W¥ p, per tant, M, a ¥ Op.

3.3 Submodels generats

En aquesta seccié definirem un tipus de models que serviran per obtenir la relacié
que hi ha entre la conseqiiencia global i local.

Definicié 3.21. Sigui (W, R) un marc i n un nombre natural. Es defineiz R"
recursiwament:

[ ] RO = ZdW
e "1 =R"oR
Observacié 3.22. aR"b < existeixen cy, ..., c,_1 € W tals que aRc1 R - - - Re,_1 Rb.

Definicié 3.23. Sigui ¢ € Propn(X) in € w. Es defineix O"p recursivament:

e Dlp=¢

o Oy =D(0"p)
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Definicié 3.24. Siguin X U {¢} C Propo(X).
o O¥p:={0O":n € w}
o 0N =y B ={0" :necwiy e}
Lema 3.25. Siguin ¢ € Propg(X), M = (W, R,V) un model de Kripke i o € W.
M,a k0% < pertot B €W, siaR"G, M,BIF ¢

Demostracio. Fem induccié sobre n:

El cas inicial n = 0 és immediat, ja que 0% = ¢ i R® = idyy.

Suposem doncs que la propietat és certa fins n. (M, a IF 0" ) < (M, a - OO%p)
< (per tot B € W tal que aRSB, M, I+ O"p) £ (per tot 5 € W tal que aRf3
i per tot v € W tal que SR™y, M,~ Ik ¢) & (per tot v € W tal que aR" "y,
M,y 1 ).

Definicié 3.26. Sigui M = (W, R, V') un model. Es diuv que M" = (W' R ,V') és
un submodel generat de M si

1. W CW i W’és tancat R, és a dir, per tot a,b € W si aRb i a € W' aleshores
beW’.

2. R =RO (W' x W
3. V(x)=V(x)N W' per tot x € X

Observacié 3.27. Si W/ C W i W’ és tancat per R, W’ també és tancat per la
clausura transitiva de R, és a dir, per tot a,b € W i per tot n € w, aR"bia € W’
implica b € W',

Proposicié 3.28. Sigui M = (W, R, V) un model de Kripke i M’ = (W' R V')
un submodel generat de M. Per tot « € W' es compleix que per tota ¢ € Propa(X)

M,alk s M alkp

Demostracié. Sigui o« € Wi ¢ € Propg(X). Fem inducci6 sobre ¢:
Sip=reX, M, alkzsacV(z)=Va)nW €% 4 c V(X) & M, al- 2.
Sip=—h, M,alF=p e M, akih & M akKipe Mal b

Sip=1 —x, M,alF ¥ =y < M, al- ¥ implica M, a IF y £ M, a lF 9
implica M,a lFxy & M,alFy — y.

Sip = O,

=) Sigui § € W tal que aRfS. Com que a € W' i aRf, aleshores aR'S i € W'.
Com que M’ IF Oy, M, 5 IF 4. Per HI, M, 5 Ik 9, per tant M, a I 0.

<) Sigui g € W’ tal que aR'S. Com que aR'S, aRB. Com que M,« I O,
M, B Ik . Llavors, per HI M’, Ik 4. Per tant M’ o IF 0.
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Proposicié 3.29. Per tot ¥ C Propn(X),
Sk, O¥Y

Demostracié. Immediat de la proposicié 3.17 i de la propietat del tall de con-
seqiiencia estructural.

Finalment, obtenim que F, es pot interpretar dins de F; de la segiient manera:

Teorema 3.30. Siguin XU {p} C Propn(X).
YR, o 0EF @

Demostracié. <) Si 0“Y k; ¢, per la proposici6 3.20, O“Y &, ¢. Per la proposicié
3.29 1 la propietat del tall de F,, X F, ¢.

=) Pel contrareciproc. Suposem que O“X ¥; . Siguin M = (W, R, V) un model i
a e W tals que M, o IlF OYY 1 M, a lF ¢.

Sigui M" = (W', R', V') tal que:

o W =[la]] ={8 €W :aR"S per algun n € w}
e R=RnN[a]?=RN (W' x W)

o V'(z)=V(z)N[la]] = V(x) N W' per tot z € X

Observem que donats 7,0 € W tals que v € [[a]], si YR aleshores, com que
v € [[a]], aR™y. Com que YRS, aR™ 4 per tot ¢ € [[@]]. En conseqiiencia, [[a]] és
tancat per R i, per tant, M’ és submodel generat de M.

Com que M’ és submodel generat de M, per la proposicié 3.28, M’ a IF OX i
M a ¥ . Siguin ¢ € X1 8 € W'. Per tot § € W/, existeix un n € w tal que
aR™3. Com que O™ € O"X, M', o IF O™, Llavors, pel lema 3.25, M, 5 |k 1. Per
tant, M', 5 I 3 per tot f € W’. Llavors M’ I X. Com que M’ a ¥ o, M' ¥ .
Per tant, X ¥, .
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4 Calcul Hilbert per a la logica K

Definim ara dos calculs que pretenen ser complets respecte les logiques
(Propa(X),F) 1 (Propa(X),Fy)

presentades al capitol anterior.

Calcul Hilbert local ;i

Axiomes:

Ax1 o= (¥ — )

Ax2 (o= (¥ = x) = (¢ = ¢¥) = (¢ = X))
Ax3 —p = (p =)

Ax4 (o= ) =

Axioma de normalitat O(¢ — ¢) — (Op — OvY)

Regles:
, 0= =
g2y (Modus Ponens) e (Necessitat Restringida)
(G Fue O

Observacio 4.1. La regla de necessitat restringida s’ha d’interpretar com

Fik o = b Op

Calcul Hilbert global - x

Axiomes:

Ax1 ¢ = (¥ — @)

Ax2 (p = (W= x) = (p =) = (¢ — X))
Ax3 —p = (¢ =)

Ax4 (mp =) =

Axioma de normalitat O(¢ — 1) — (Op — O1)

Regles:
) % .
Py (Modus Ponens) L (Necessitat)
¥ O

Observacié 4.2. L’aplicacié de la regla de necessitat restringida és un cas parti-
cular de 'aplicacié de la regla de necessitat.
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Proposicié 4.3. (Propa(X),Fik) i (Propa(X),bgk) son logiques modals normals
finitaries.

Demostracié. Les demostracions que Fjx i Fgx son relacions de conseqliencia
estructural fintaries sén analogues a les de les proposicions 2.16 i 2.17. Que les
logiques modals (Propa(X),Fix) 1 (Propa(X),Fyx) sén normals, és immediat del
teorema de completesa per a la logica classica i la definicié dels calculs.

Observacié 4.4. (Propo(X),Fix) és la logica modal normal més petita, és a dir,

Y Fix o = X > @ per qualsevol logica modal normal (Propg(X),>)

4.1 Propietats de g
Teorema 4.5. (Teorema de deducci6, TD) Siguin ¥ U {p, ¥} C Propo(X).

EU{(p}l_le@ZFlKgO—)w

Demostracié. <) Suposem ¥ k¢ — 1. Per la propietat axioma de con-
seqiiencia estructural, ¥ U {¢} Fix ¢. Per monotonia, ¥ U {¢} Fix ¢ — .
Aplicant la regla MP, X U {¢} b 1.
=) Suposem X U {¢} Fix . Si (g1,...,p,) una demostracié (a k) de ¥ a partir
de ¥ U {p}, aleshores ¥ Fjx ¢ — ¢; per tot k =1,...,n. Vegem-ho per induccié
completa sobre k:
Considerem el cas inicial k£ = 1. Aleshores ) = ¢1. Si p; € LU {p} obé v1 =, 0
bé ¢ és instancia d’un axioma, o bé o € 3.
Si 1 és instancia d’un axioma o 1 € X es té X i 1, aplicant MP a la instancia
de 'axioma 2 @1 — (¢ — ¢1), obtenim ¥ Fjx ¢ — ¢1.
Si 1= ¢,
1L o= ((p—=9) =) (Az1)

(=2 ((p=9) =) = ((p= (@2 9) > (p—¢) (Az2)
(= (=)= (=) (MP12)
o= (p—¢) (Az 1)
p—¢ (MP34)
Per tant, X Fix ¢ — .
Suposem ara que per tot £k < n es té ¥ Fx ¢ — @r_1. Anem a veure que
Y bk o = ¢p. Sigui (¢1, ..., ¢k) una demostracié de gy a partir de X U {p}.
Si pr € XU{p} 0 ¢ és instancia d'un axioma del calcul, la demostraci6 és analoga
al cas inicial concatenant demostracions.
Si ¢y, s’obté d’anteriors per MP, existeixen ¢;, ¢, 4, ] < k, tals que ¢; = ¢; — ¢y
Es té X bk (0 — (@i = i) = (0 = ¢;) = (¢ — @) per Paxioma 2 del calcul.
Per hipotesi, ¥ g ¢ — ¢; 1 X Fix ¢ — ;. Aplicant MP dues vegades obtenim
X o = pr
Si g s’obté per I'aplicacié de la regla de necessitat restringida, existeix ¢ < k tal
que Oy; = i 1 1 ;. Llavors b Op; = @, per monotonia X Fx ¢r. Aplicant
MP amb la instancia de 'axioma 1 ¢ — (¢ — @x), s'obté ¥ Fix @ — ¢y

Ol = W N
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Teorema 4.6. (Teorema de reduccié a ’absurd, TRA) Siguin YU{p} C Propn(X).
Y kg o X U{—p} és inconsistent.

Demostracié. =) Com que ¥ b ¢, per monotonia ¥ U {—p} i ¢. Per la
propietat axioma de conseqiiencia estructural, com que X F;x ¢, per monotonia
YU {~¢} Fik ¢. Per 'axioma 3, ¥ U {—¢} Fix ¢ — (¢ — ). Per tant,
aplicant MP dues vegades, > U {—¢} Fx 1. Com que 1) és arbitraria, ¥ U {—¢} és
inconsistent.

<) Si ¥ U {—¢} és inconsistent, X U {—p} Fix ¢. Pel TD (4.5) ¥ i - — .
Aplicant MP amb l'axioma 4, ¥ ;5 .

Notacié 8. Totes les propietats que sequeizen son per a bx. Farem servir = per
denotar .

Proposicié 4.7. Sigui ¢ € Propa(X). {¢, ¢} és inconsistent.

Demostracié. Per la propietat axioma de conseqiiencia estructural {¢} F ¢. Pel
TRA (4.6) {¢, ~¢} és inconsistent.

Proposicié 4.8. Sigui ¢ € Props(X).

{ot e i{p}tto
Demostracié. Fent servir el mateix argument que a la proposicié 4.7, tenim que

{—¢, "} és inconsistent. Llavors pel TRA (4.6) tenim {——¢} - .
Com que {———¢} F —p, pel TRA {¢, ===} és inconsistent. Pel TRA {p} F ——.

Lema 4.9. Siguin ¢, € Propo(X).
{fondttoi{eAy}roy

Demostracié. El conjunt {¢, —p} és inconsistent per la proposicié 4.7, per tant,
{¢, ¢} . Pel TD (4.5) {—p} F ¢ — —p. Pel TRA (4.6), {¢, ~(¢ — )} és
inconsistent. Altra vegada pel TRA, {=(p — =)} F ¢, és a dir, {p AP} F .
Analogament, s’obté {@ A} F 1.

Proposicié 4.10. (Conjuncié esquerra) Siguin X U {p, 1, x} C Propa(X).

YU{p, vt x e SU{pAYlEx

Demostracié. =) Suposem LU {p, ¥} F x. Tenim XU{p A} F {p, ¥} pel lema
4.9. Per la propietat del tall de conseqiiencia estructural, X U {p A} F x.

<) Com que el conjunt {p, 1, — )} és inconsistent, llavors per la proposicié
4.8 {@,1h, = (¢ — —1p)} és inconsistent. Pel TRA (4.6) {@, v} F =(p — —). Es
a dir, hem vist {p, ¥} F ¢ A, Llavors, X U {p, ¥} F X U {p A ¢}. Fent servir la
propietat del tall, ja tenim ¥ U {p, ¥} F x.

Proposicié 4.11. (Conjuncié dreta) Siguin XU {p, ¥} C Propa(X).
SkpiSkyaShpAy

Demostracié. =) {¢@ A ¥} F ¢ A 1Y per la propietat axioma de conseqiiencia

estructural . Per la proposicié 4.10, {¢, ¥} F ¢ A, Com que ¥ F {¢, 9}, per la

propietat del tall de conseqiiencia estructural, > = ¢ A .

<) Pel lema 4.9, {¢p A} F {p,¥}. Com que X F ¢ A, per la propietat del tall
SEoiXk .
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Lema 4.12. Siguin ¢, € Propo(X).

{eyFoVve i{v}Fevy

Demostracid. {p, —p} és inconsistent per la proposicié 4.7, per tant, {¢, ~¢} = 1.
Pel TD (4.5) {¢} F —p — ¢ = p V1.

Per la propietat axioma de conseqiiencia estructural, {¢, 7p} F 9. Pel TD (4.5)
(= v=1pVe.

Proposicié 4.13. (Prova per casos / disjunci6 esquerra)
Siguin XU {p, ¥, x} C Propa(X).

YU{ptFx i ZU{YEx e ZU{p VYt x

Demostracié. <) Pel lema 4.12 {¢} - ¢ V. LU {p} F ¢ V¢, per monotonia.
Per la propietat axioma, ¥ U {¢} F X. Per tant, Y U {¢} - XU {p vV ¢}. Com que
YU{pV 1y} F x, per la propietat del tall ¥ U {¢} F x. Analogament, X U {¢} I x.
=) Si X U{¢} FxiXU{y}F x, aplicant en els dos casos el TRA (4.6) obtenim
YU {-x} F {—¢,~}. Per la proposicié 4.11, ¥ U {-x} F —¢ A =9, per tant,
Y U{-x}F (¢ V). Aplicant dues vegades el TRA XU {p V ¢} F x.

4.2 Relaci6 entre i iy
Proposicié 4.14. Siguin ¥ U {¢} C Propa(X).
DI e © = b l_gK )

Demostracié. Com que 'aplicacié de la regla de necessitat restringida de Fx
també és valida en una demostracié a gk, si (¢1,...,¢,) una demostracié a b
de ¢ a partir de X, també és una demostracié a 4 de ¢ a partir de .

Proposicié 4.15. Siguin ¥ U {¢} C Propg(X).
Yk o= 0Nk Op

Demostracid. Sigui (¢1,...,,) una demostracié de ¢ a partir de 3. Demostra-
rem per induccié sobre la demostracio per tot 1 <@ < n és té OX ki Op;.

Si p; és instancia d’axioma, es té Fx ;. Aplicant la regla de necessitat restringida,
es té ki Og;. Per tant, OX Fjx Op;.

Si p; € X, per definicié, Op; € OX. Per la propietat axioma de conseqiiencia es-
tructural, OX b Ogp;.

Si ¢; s’obté per la regla de necessitat restringida, ¢; = O¢p; per a j < ¢ tal que i
;. Llavors, = Ogp;, per tant, b O0p;. Per monotonia, OX Fjx O0p; = Ogp;.
Si ¢; s’obté d’anteriors per MP, existeixen j,k < ¢ tals que X Fyx 1 X g @5 =
or — ;. Per HI OX Fyx Ogy (1) 1 OX Fgi Op; = O(pr — ¢;) (2). Per I'axioma
de normalitat es té O b O(pr — ¢;) — (Opr — Op;). Aplicant MP amb (2)
s’obté OY Fix Op, — Ogp;. Aplicant MP amb (1) s’obté OX b O;.
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Proposicié 4.16. Sigui X C Propa(X). Llavors ¥ty OYE.

Demostracié. ¥ - x O & ¥ O"p per tota ¢ € X per tot n € w. Fem
induccié sobre n:

Si n=0, ¥ 4k ¢ per la propietat del tall se conseqiiencia estructural.

Si ¥ Fyx O™, aplicant la regla de necessitat tenim, X 5 O(0"p) = O™y,

Finalment F,x és interpretable a - de la segiient manera:
Proposicié 4.17. Siguin ¥ U {¢} C Props(X).
b)) l_gK Y = a“ys |_ZK ©

Demostracié. <) Si O¥Y i ¢, per la proposici6 4.14 OYE ;x ¢. Aleshores,
per la proposici6 4.16 i de la propietat del tall de conseqiiencia estructural X Fgx ¢.
=) Si ¥ Fyx ¢, existeix una demostracié (g1,...,¢,) de ¢ a partir de ¥ a .
Cal veure que per cada 1 <7 < nes té 0¥ ik ;.

Si ; és instancia d'un axioma del calcul =45, també ho és del calcul ;5. Per tant,
0% Fik @i

Si@; € X, com que X C OYY, o, € O¥%. Per la propietat axioma de conseqiiencia
estructural es té OYY i ;.

Si ¢; s’obté d’anteriors per MP, existeixen j,k < ¢ tals que X g ;1 X Fox o =
w; = ;. Per HI OYY b ;1 OYY g @ — ;. Aplicant MP, OY%Y k.

Si p; s’obté per la regla de necessitat, p; = Op; per a j <1 X i ¢;. Per HI,
0“Y ki @j. Per la proposicié 4.15 tenim O(0¥Y) 5 Ogp;, per tant, OYY bk ;.

El teorema de deduccié (4.5) que hem enunciat a F;x no és valid a ,x, ja que, per
exemple, per a p € X,
p Fgi Bp, pero Fgx p — Op

com es podra comprovar més endavant. Tanmateix, tenim el segilient teorema:

Teorema 4.18. (Teorema de deduccié local) Siguin ¥ U {¢, v} C Propa(X).
YU{pt b ¥ & Sk (% AT A - AO%p) — 9 per algun n € w

Demostracié. YU{p}Fgx ¥
si, i només si, (per la proposicié 4.17)

O*Y U B*{p} Fik ¢

, 1 només si, (per finitarietat de Fx)

—_

S

existeix n € w tal que O“% U {Dogo, Dlg&, oL O0% ik @

—_

si, 1 només si (per la proposici6 4.10, conjuncié a Iesquerra)

existeix n € w tal que 0L U {0% A O A---AD%} ik @

—_

si, 1 només si, (per teorema de deducci6 4.5)
existeix n € w tal que OYY (Dogo AOYY A A O"p) — ¢

, 1 només si, (per la proposicié 4.17)

—_

S

existeix n € w tal que ¥y (O AT A -2 AO%p) — 1)
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5 Models canonics. Completesa per a K

En aquest capitol demostrarem els teoremes de completesa per a la logica K. Per a
Y U{p} C Propao(X) veurem que

ZFZK@@ZIZZKgOiz”—gK()D@E':gK()O

Es a dir, veurem que les nocions sintactica i semantica de relacié de conseqiiencia
son equivalents.

Per veure que si existeix una demostraciéo a = de ¢ a partir de X, aleshores ¢
és conseqiiencia de X, veurem que totes les regles i axiomes del calcul Hilbert per a
K soén valids en qualsevol model de Kripke.

Per a la implicacio reciproca, suposarem que % ¥ ¢ i buscarem un model de Kripke
M iun mén « tals que M, a IF X, pero M, a ¥ ¢. Aquest model sera el model
canonic, que construirem en aquest capitol.

En primer lloc, veurem la demostracié del teorema local, per aixo al llarg del capitol
farem servir - per denotar ;. Després farem servir la relacié entre local i global
que hem vist en els dos capitols anteriors per demostrar el teorema global.

5.1 Teories maximals 1 consistents

Definicié 5.1. Sigui ¥ C Propg(X) consistent. Es diu que ¥ és consistent
maximal si . és mazimal dins del conjunt {I' C Propa(X) : I' consistent} amb la
inclusio. FEs a dir, si per tot A € {I' C Propn(X) : T' consistent}, ¥ C A implica
Y =A.

Proposicié 5.2. Sigui ¥ C Propa(X) una teoria. ¥ és consistent mazimal si, i
només si, per tota ¢ € Propa(X) es dona una, i només una, de les dues: ¥ F ¢ o
Y.

Demostracié. = ) En primer lloc, veiem que ¥ F ¢ i ¥ F = no passa alhora. Si
es donessin les dues, per la proposicié 4.10(conjuncié esquerra) tindriem ¥ F p A—p,
que és una contradiccid, llavors ¥ seria inconsistent per la proposici6 2.18.

Ara veiem que es dona almenys una de les dues ¥ F ¢ o ¥ F —p. Suposem que
Y ¥ p. Pel TRA (4.6) tenim que X U {—p} és consistent. Com que ¥ C X U {—p}
i ¥ és maximal, ¥ = X U {—p}, per tant, = € 3. Per tant, ¥ - —p.

< ) Suposem que ¥ és inconsistent. Aleshores ¥ F ¢ i ¥ =, que contradiu la
hipotesi. Per tant, ¥ ha de ser consistent.

Suposem ara que Y no és maximal, és a dir, que existeix A C Propg(X) tal que A
és consistent i ¥ C A. Llavors existeix 1) € Propn(X) tal que ¢ € A pero ¢ ¢ .
Com que ¥ és teoria, > ¥ 1. Llavors, per hipotesi ¥ F —1p. Com que ¥ C A, per
monotonia A = —1p. Com que ¥ € A; A F 1. Contradiu el fet que A és consistent.
Per tant Y ha de ser maximal.

23



Proposicié 5.3. Sigui ¥ C Propg(X). Si ¥ és consistent i maximal, aleshores 3
és teoria consistent maximal.

Demostracié. En primer lloc, veiem que X és teoria. Sigui ¢ € Propn(X). Si
p € 3, per la propietat axioma de conseqiiencia estructural, > F . Suposem ara
que X F ¢, perdo ¢ ¢ ¥. Per monotonia, ¥ U {¢} F . A més, X U {p} # X, ja
que ¢ ¢ X. Si X U {p} fos consistent, com que ¥ C X U {p}, ¥ no seria maximal,
per tant X U {¢} no pot ser consistent. Com que ¥ U {p} és inconsistent, pel TRA
(4.6), X F =, que contradiu el fet que X és consistent.

Com que X és teoria i X és consistent, > és teoria consistent. Cal veure ara que X
és maximal dins de {I" C Propn(X) : I teoria consistent}. Com que ¥ és maximal
dins de {I" C Propo(X) : T consistent} i ¥ és teoria consistent, ja tinc que X
és maximal dins de {I" € Propn(X) : I teoria consistent}. Per tant ¥ és teoria
consistent maximal.

Lema 5.4. (Lema de Lindenbaum) FEl conjunt de teories consistents té mazximals.

Demostracié. Considerem una cadena de teories consistents {7} : j € J}. Anem
a veure que | J jed T és una teoria consistent. Suposem que | jed T} no és consistent,
ésadir U, T = v ilU;e, T =~ per alguna i) € Propg(X). Aleshores existeixen
i,k tals que T; = 1 1 T = —¢p. Com que {7} : j € J} és una cadena, T; C T} o
T, C T;. Suposem que T C T;. Aleshores T; - ¢ i T; = —), per tant T; no és
consistent, que és una contradiccié. Per tant | J s 1) ha de ser consistent. Com
que [J;c; Tj és cota superior de qualsevol cadena {7} : j € J}, pel lema de Zorn
existeix una teoria consistent A que és maximal amb la inclusié.

5.2 Model canonic d’una logica normal

Definicié 5.5. Donada una logica modal normal (Propa(X),>), es defineix el seu
model canonic M. = (W., R.,V,) com:

o W,.={X : X és teoria mazimal consistent de (Propa(X),>)}
o R.C (W, x W.) relacid definida per
YRA& {p:O0peX} CA

o V. : X — P(W,) aplicacid definida per V.(p) ={X € W. : p€ X}

Proposicié 5.6. Siguin M, = (W,, R., V.) model canonic, ¥ U {p, ¢} C Propg(X)
tal que > € W..
Yo=Y s (BF ¢ implica¥ )

Demostracié. =) Si X F ¢ i X F ¢ — 1, aplicant MP s’obté X + 9.

<) Suposem que ¥ F ¢ implica ¥ F 1. Diferenciem dos casos:

Si ¥ F ¢, llavors 3 = ¢b. Aplicant MP amb la instancia de I'axioma 1 ) — (¢ — 1)
tenim X F ¢ — .

Si ¥ ¥ ¢, com que X és teoria, ¢ ¢ X. Com que X és teoria maximal consistent,
per la proposicié 5.2, = € 3. Aplicant MP amb la instancia de 'axioma 3 —¢p —
(p = ) tenim X F ¢ — 7).
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Teorema 5.7. Per tot ¥ € W, i tota ¢ € Propa(X),
MY Fp&e XEp

Demostracié. Per inducci6 sobre la féormula ¢:

Sipe X, M, X IFp < ¢eV.(X), que és cert per la definici6 de V,
Sip=1—x, M, 2 IF¢ = x < M., X Iy implica M., X II—Xg Y+ 9 implica
Sy & YRy -y

Si =) Mo, S Ik —h < M, SW < (per HI) DK ¢ 22 T F —p.

Sip = 0o,

<) Com que X és teoria, X F O és equivalent a Oy € 3. Sigui A € W, tal que
YR.A, és adir, {p:Op e X} C A. Llavors, ¢ € A, per tant, per HI, M., A IF 1,
i tenim M., ¥ I O,

=) Per hipotesi M., X = O¢. Sigui T = Th({y : Op € L} U {-}). Si T fos
consistent, pel lema de Lindenbaum (5.4), existiria una teoria consistent i maximal
T € Wetal que T C T i T' ¥ 1. Com que {9 : Op € ¥} C T', ¥R.T". Com
T' ¥ 1, per HI, M., T' ¢ 1, per tant, M., ¥ ¥ O, que contradiu la hipotesi inicial.
Per tant T ha de ser inconsistent. Pel TRA (4.6) {¢ : Op € X} 9. Com que
és finitari, existeixen 1, ..., ¢, tals que {p1,...,¢,} F 9. Per la proposicié 4.15,
{Op1,...,0p,} F O¢Y. Com que Op; € X, {Opq,...,0p,} C 3. Per la propietat
del tall de -, ¥+ 0.
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5.3 Teorema de Completesa per a K

Finalment, tenim totes les eines per poder demostrar els teoremes de completesa
per les logiques [K i gK.

Teorema 5.8. (Completesa local per a K) Siguin ¥ U {p} C Propn(X).
Y ik Y = Y Fik )

Demostracié. =) Cal veure que les regles del calcul i els axiomes sén valids per
a . Siguin ¢, ¥, x € Propa(X).

(Axioma de normalitat) Per la proposicié 3.15 tenim F O(¢ — ¢) — (Op — O).
(Regla de necessitat restringida)Per la proposici6 3.16, tenim que F ¢ implica F Op.
Siguin M = (W, R, V') un model de Kripke i & € W qualssevol.

(Modus Ponens) Suposem que M,a IF {p, o — ¥}, és a dir M,alF ¢ i M,a -
o = . De M,a IF ¢ — ¢ tenim M, a I ¢ implica M, IF 1. Com que per
hipotesi M, a |- ¢, aleshores M, v IF 4. Per tant {p, ¢ — ¢} F 1.

(Axioma 1) Suposem M, « IF ¢. Cal veure que M, « I ¢ implica M, a IF ¢, que
ja ho tenim, per hipotesi, per tant E ¢ — (¢b — ¢).

(Axioma 2) Suposem que M,a |- ¢ — (¢ — x), és a dir, M,a |k ¢ implica
M,a IF 9 — x (1). Suposem que M,a IF ¢ — 1, és a dir, M, « IF ¢ implica
M,a lF ¢ (2). Si M,a lF ¢, per (2) tenim M, « IF . Llavors per (1) tenim
M, alF x. Per tant, tenim F (¢ — (¢ = x)) = ((¢ = ¥) = (¢ = X)).

(Axioma 3) M,a IF =p & M, a ¥ . Llavors, tenim M, a IF ¢ — 9. Per tant,
F o = (o = ¢).

(Axioma 4) M,a IF = — ¢ & M,a Ik =p implica M,a IF ¢ & M,a ¥ ¢
implica M, a IF . Si M, a Ik ¢, ja tenim que el voliem. Si M, a W ¢ tenim una
contradiccié, llavors M, a Ik . Per tant, F (-p — ¢) — ¢.

<) Pel contrareciproc. Suposem que X K . Pel TRA (4.6) ¥ U {—p} és consis-
tent. Sigui 7' = Th(X U {—¢}), que és teoria consistent. Pel lema de Lindenbaum
(5.4) existeix una teoria consistent maximal A tal que 7" C A. Per definicié de
model canonic, A € W.. Com que —p € A, per la proposicié 5.2, A ¥ ¢. Pel
teorema 5.7, M., A ¥ ¢. Com que X C A, A ki ¥ per tota ¢ € ¥. Per tant,
M, A IF 1) per tota ¢ € 3, és a dir, M., A IF X. Tenim doncs, M., A IF X i
M, AW @, per tant, X ik .

Teorema 5.9. (Completesa global per a K) Siguin X U {p} C Propa(X).
b l_gK Y = b ':gK ©

Demostracié. ¥ Fx ¢ 2R ey Fix o 28 ey ) Ly For @
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6 Completesa d’altres logiques normals

Hem vist que (Propo(X),Fix) és la menor logica modal normal. En aquest capitol
definirem tres extensions del calcul -k i tres extensions de Fgx. A continuacio,
definirem classes de models de Kripke segons propietats de la relacié entre mons del
model. Finalment veurem teoremes de completesa per aquestes logiques.

6.1 Calcul Hilbert

Definim tres calculs locals:

e El calcul local F;7 s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul ;5 'axioma
T:DOp— .

e El calcul local g, s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul F;p 'axioma
4 Op — OOp.

e El calcul local 5. s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul -5, 'axioma
B:p—=0O00p.

Observacions 6.1. Els tres calculs sén extensions axiomatiques de F;x, per tant:

o 1, g, 1Fg, sén relacions de conseqiiencia estructural (finitaries), per tant,
(Propa(X),Fr), (Propa(X),Fs,) 1 (Propn(X),Fs,) sén logiques modals.

o (Propn(X),Fr), (Propn(X),Fs,) i (Propa(X),Fs,) son logiques normals.

e El teorema de deduccié (4.5), el teorema de reduccié a l'absurd (4.6) i les
propietats de les connectives classiques, lemes 4.12, 4.9, proposicions 4.10
(conjuncié esquerra), 4.11 (conjuncié dreta) i 4.13 (disjuncié esquerra), sén
valides en aquestes tres logiques.

Podem definir també tres calculs globals:

e El calcul global =47 s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul 45 1'axioma
T:Op— .

e El calcul global i, s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul -;7 I’axioma
4 : Op — O0p.

e Kl calcul global -4g, s’obté d’afegir als axiomes i regles del calcul -4, 1'axioma
B:o—0O00.

Observacié 6.2. Els tres calculs sén extensions axiomatiques de F,x, per tant
(Propa(X),Fr), (Propn(X),Fs,) 1 (Propa(X),Fs,) sén logiques modals normals.
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6.2 Classes de marcs definibles

A continuacié veurem quin significat semantic tenen els axiomes que hem afegit a
les logiques (Propa(X),Fix) (Propo(X),tyx)-

Definicions 6.3.

o T={(W,R, V) : (W,R) és un marc amb R reflexiva} és la classe de marcs
reflexius.

o Sy ={(W,R,V) : (W,R) és un marc amb R reflexiva i transitiva} ésla clas-
se de marcs reflexius i transitius.

o S5 ={(W,R,V) : (W,R) és un marc amb R relacié d’equivaléncia} és la clas-
se de marcs d’equivaléncia.

Podem donar una definicié de conseqiiencia local per a les classes de marcs que
acabem de definir.

Definicions 6.4. Siguin ¥ U {¢} C Propa(X).

e X Fir ¢ si per tot model de Kripke M = (W, R, V) amb R reflexiva i tot
aeW, si M,al X, aleshores M, a I .

o X Fis, ¢ sipertot model de Kripke M = (W, R, V') amb R reflexiva i transitiva
1tota e W, st M,a k3, aleshores M, a lF .

o ¥ Fis. p si per tot model de Kripke M = (W, R, V) amb R relacié d’equi-
valéncia 1 tot a« € W, si M, aIlF 3, aleshores M, a IF .

També podem donar una definicié de conseqiiencia global.

Definicions 6.5. Siguin ¥ U {¢} C Propa(X).

o X F,r ¢ si per tot model de Kripke M = (W,R,V) amb R refleziva, si
M IE X, aleshores M I+ .

o X Fs, ¢ siper tot model de Kripke M = (W, R, V) amb R reflexiva i transi-
tiva, si M I3, aleshores M IF .

o ¥ Fys, ¢ si per tot model de Kripke M = (W, R, V) amb R relacio d’equi-
valéncia, si M IFX, aleshores M I .

Observacidé 6.6. Les tres classes de models definides anteriorment sén definibles
per férmules.
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Anem a veure que els nous axiomes que hem definit pel calcul Hilbert de Fr, g, i
g, caracteritzen les classes T, S, i S5 respectivament.

Teorema 6.7. Sigui (W, R) un marc.

1.

2.
3.

(W,R) EOp — ¢ & R és refleziva.
(W,R) EOp — O0p < R és transitiva.

(W,R)E p = 0o & R és simétrica.

Demostracié.

1.

<) Siguin M = (W, R, V) unmarcia € W. (M,alFOp — ¢) & (M, al-
Oy implica M, a |k ¢) < (pertot 5 € W, aRB, M, B IF ¢ implica M, a IF ).
Com que R és reflexiva, aRa. Per tant, M, a I .

=) Suposem que R no és reflexiva, és a dir, que existeix un o« € W tal que
aRa. Definim la valoracié V : X — P(X) com V(p) = {8 € W : aRS}
i V(z) = 0 per tot x € X \ {p}. Observem que (W, R, V), a ¥ p, ja que
aRa. En canvi, com que per tot 8 € W tal que aRS3, (W, R, V), 3 IF p, es té
(W, R,V),a I Op. Per tant, (W, R, V), a ¥ Op — p.

<) Siguin M = (W,R, V) un marc i « € W. M,a I Op — OOy és
equivalent a (M, a IF Oy implica M, « IF O0y) és equivalent a (M, a IF Ogp
implica M, a I OOgp) és equivalent a
(per tot B € W, aRB, M, |- ¢ implica per tot § € W, aRfS, M, |F Oyp)
és equivalent a

(per tot B € W, aRS, M, 5 I+ ¢ implica que per tot § € W, si aRf,

llavors per tot v € W, SRy, M,~ IF ¢).

Sigui 8 € W tal que aRp isigui vy € W tal que SR~y. Com que R és transitiva,
es té aR~y. Per tant, M, IF ¢.
=) Suposem que R no és transitiva, és a dir, existeixen «, 3,7 € W tals que
aRB, SRy, perd aRy. Definim la valoracié V : X — P(X) com V(p) =
{6 e W : aRs}iV(x) =0 pertotz € X\{p}. Llavors (W, R, V), « IF Op, ja
que per tot § € W, aRd, (W, R, V), IF p. En canvi, (W, R, V), o ¥ O0p, ja
que existeixen 3,7 € w tals que aRB i BRy i (W, R, V), ¥ p, perque aRy.
Per tant, (W, Ry ¥ Op — OOp.

<) Siguin M = (W, R, V) un marc i « € W. (M,a Ik ¢ — O @) és
equivalent a (M, a IF ¢ implica M, a IF O ¢ ¢) és equivalent a

(M, a I ¢ implica que per tot 5 € W, aRp, existeix un v € W

tal que SRy i M, IF )

Sigui § € W. Si aRfB, com que R és simetrica, SRa. com que M, «a IF ¢,
prenent v = « tenim SRy i M,y IF ¢.
=) Suposem que R no és simetrica, és a dir, existeixen «, 5 € W tals que
aRB, perd BRa. Definim la valoracié V : X — P(X) com V(p) = {y €
W : BR~}iV(z) =0 per tot z € X\{p}. Llavors, per tot v € W tal que SR~y
tenim (W, R, V), v ¥ op. Per tant, per a « € W, aRS, (W, R, V), a ¥ O p.
Com que o € Wi SRa, (W, R, V), a I p. Per tant (W, R) ¥ p — Do p.
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6.3

Teoremes de completesa

Farem servir el model canonic de les logiques 7', Sy i S5 per demostrar els teoremes
de completesa. Hem de provar que les relacions del model canonic sén reflexives,
reflexives i transitives i d’equivalencia, respectivament.

Proposicié 6.8.

1.

2.

El model canonic M, = (W,, R.,V.) de la logica T és tal que R, és refleziva.

El model canonic M. = (W,, R.,V.) de la logica Sy és tal que R, és reflexiva
1 transitiva.

El model canonic M, = (W,, R.,V.) de la logica S5 és tal que R. és relacié
d’equivaléncia.

Demostracio.

1.

Suposem que R, no és reflexiva. Aleshores existeix ¥ € W, tal que S R.Y, és
adir, {¢ : Op € X} € ¥. Sigui ¢ € Propa(X) tal que Op € X, perd ¢ ¢ X.
Com que X és teoria consistent maximal es té X Fp Oy i X ¥ . Com que
laxioma T és valid, es té ¥ Fr Op — ¢. Aplicant MP, ¥ F7 ¢, que és una
contradiccié. Per tant R, ha de ser reflexiva.

Com que a S, és valid 'axioma T, es té que R, és reflexiva. Cal veure que R, és
transitiva. Siguin X1, Yo, Y3 € W, tals que X1 R 1 X9 R Y3, és a dir, tenim
{p:0p €} C5 (1)i{p: Op € B} C ¥y (2). Sigui ¢ € Propo(X)
tal que Op € Xy, per tant ¥y kg, Op. Com que a Sy és valid 'axioma 4,
Y1 kg, Op — O0p. Per MP tenim 34 g, OO0, per tant, OOy € ¥;. Per
(1), Op € Xq. Per (2) ¢ € X3. Per tant {p : Op € ¥;} C X3, és a dir, R, és
transitiva.

Com que a S5 sén valids els axiomes T i 4, R, és reflexiva i transitiva. Suposem
que R, no és simetrica. Siguin ¥, A € W, tals que ¥R A, és a dir, {p : Qp €
Y} C A (1), perd ARD, és a dir, {¢ : Op € A} C X. Sigui ¢ € Propa(X)
tal que Op € A, pero ¢ ¢ X, és a dir, A kg, Op (2) i £ Fg, . Com que X
és teoria consistent maximal, per la proposicié 5.2 es té ¥ g, —p. Com que
I'axioma B és valid a S5, per monotonia es té X Fg, ¢ — O ¢ —p. Aplicant
MP, ¥ g, Oo . Per (1), A kg, omgp, és a dir, A kg, =0y, que juntament
amb (2) i la proposicié 5.2 contradiu el fet que A és teoria consistent maximal.
Per tant R, ha de ser simetrica.
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Teorema 6.9. (Teoremes de completesa local). Siguin XU {¢} C Propn(X).
Yhre e XEre
by }_154 Y = > ':ZS4 @

by |_15'5 Y = > ':lgs @

Demostracié.

1. =) Es analoga a la demostraci6 del teorema 5.8, afegint que F;r Op — ¢ per
la proposicié 6.7.
<) Analoga a la demostraci6 del teorema 5.8, prenent el model canonic de la
logica T, que és reflexiu per la proposicié 6.8.

2. =) Es analoga a la demostracié del teorema 5.8, afegint que Fig, Op — ¢ i
Fis, O — OOy per la proposicié 6.7.
<) Analoga a la demostracié del teorema 5.8, prenent el model canonic de la
logica Sy, que és reflexiu i transitiu per la proposicié 6.8.

3. =) Es analoga a la demostracié del teorema 5.8, afegint que F;5, Op — ¢,
Fis, Op — O00¢p i Fig, ¢ — O ¢ per la proposicié 6.7.
<) Analoga a la demostracié del teorema 5.8, prenent el model canonic de la
logica S5, que és reflexiu, transitiu i simetric per la proposicio 6.8.

Teorema 6.10. (Teoremes de completesa local). Siguin ¥ U {¢} C Propp(X).
X }_gT Y = by ':gT )
by l_gS4 Y = ) ':gS4 2

> |_955 Y <= > '2955 ©

Demostracié. Observem que un submodel generat d'un model M = (W, R, V') en
que R és reflexiva (resp. transitiva, resp. simetrica) és reflexiu (resp. transitiu, resp.
simetric). Per tant les demostracions sén analogues a la demostracié del teorema
5.9 a partir dels respectius teoremes de completesa locals.
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7 Logica intuicionista

En aquesta seccié veurem una logica diferent de la logica modal, que també també
admet una semantica de Kripke: la logica intuicionista. Es la formalitzacié que
A. Heyting va donar de la concepcidé constructivista de les matematiques que E. J.
Brower havia proposat.

En aquest capitol, exposarem el calcul que Heyting va proposar. A continuacié
parlarem de marcs de Kripke intuicionistes. Finalment, demostrarem el teorema de
completesa per aquesta logica fent servir models canonics.

El llenguatge proposicional intuicionista es defineix a partir de les connec-
tives primitives V, A, — 1 1.

Notacié 9. Denotarem el conjunt de formules d’un llenguatge proposicional in-
tuicionista per Propisv,—,13(X).

Notacié 10. Donades ¢, € Propiv,— 13(X), p € X es defineizen les connectives
seguents:

e pYi=(p=UY)A W =)

) ﬁ()OZZSO—}J_

7.1 Calcul Hilbert intuicionista -y, .

Axiomes:

Ax1 ¢ = (¥ = ¢)

Ax2 ¢ = (Y = o AY)

Ax3 (pAY) =@

Ax4 (pAY) =2

Ax5 = (V)

Ax 6 ¢ — (¢ V)

AxT (V) = (e = x) = (¥ = x) = X))
Ax8 (o =) = ((¢ = (¥ = X)) = (¢ = X))
Ax9 1L —op

Regla:
@, =1

" (Modus Ponens)
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A la logica intuicionista es compleixen alguns dels metatoeremes del calcul Hilbert
per la logica (K.

Teorema 7.1. (Teorema de deduccid). ¥ U {¢, ¢} C Propgav,—,13(X).
2U {90} |_HIPC Y X |_HIPC o=

Demostracié. La demostracié és analoga a la del TD (4.5) usant 'axioma 11 8 de
FH, e que son els equivalents als axiomes 11 2 de .

Proposicié 7.2. Siguin ¢, € Propgav,—,11(X).

1. gOl_HIPC (,Dvw
2. w l_HIPC gO\/w

Demostracié.

1. Immediat de 'axioma 51 TD (7.1).
2. Immediat de l'axioma 6 1 TD (7.1).

Proposicié 7.3. Siguin ¥ U {@, ¥, x} € Propgav,—,13(X).
1. Conjuncié dreta
YFupe AV S X FH 00 0 i X FHpe ¥
2. Conjunci6 esquerra
LULe A} Frpe X & BUL{0, 0} Faype X

3. Disjuncié esquerra / prova per casos

ZU{SOV1/}} I_HIPC X < EU{QD} |_HIPC’ X ( ZU{¢} |_HIPC X

Demostracié.

1. Analoga a la de la proposici6 4.11.
2. Analoga a la de la proposici6 4.10.

3. Analoga a la de la proposici6 4.13.

Tanmateix, no es té un teorema de reduccié a I'asbsurd. En canvi es té:

Teorema 7.4. (Teorema de pseudoreduccié a l’absurd).
Stguin X U {¢} C Propgsv,—,13(X).

Y o & X U{p} €és inconsistent.

Demostracié. ¥ Fy,,.. "¢ < X by ¢ — L FLLNGEY Ny (o} F 1L Ax9, MP
YU {p} 1 per qualsevol ¥ € Propya v, 13(X).
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7.2 Models i marcs de Kripke intuicionistes

Definicié 7.5. Un marc de Kripke intuicionista F és una parella (A, <) tal
que A és un conjunt no buit © < és una relacio d’ordre a A, és a dir, < és una
relacio a A reflexiva, transitiva i antisimeétrica.

Definicié 7.6. Un model de Kripke intuicionista M és una tripleta (A, <, V)
en qué (A, <) és un marc de Kripke 1 V és una valoracio, V : A — P (X), tal que
per qualssevol a, f € A, si a < [ aleshores V(a)) C V(B).

A continuaci6, donats un model de Kripke M = (A, R, V), un mén a € A i una
formula ¢ € Propgav,—, l}(X ), definirem recursivament la nocié de que ¢ és veritat
a a en M, denotat per M, «a IF .

Definicié 7.7. Donats un model M = (A, R, V), a € A i p € Propav,—,13(X):

e MalFz < zeV(n)

o MalFpANYy o M alFp i M,al-1y

o MalFpViYy s MalFp oM,alkFy

o M alFp — 1 < pertot f e A tal que a < B, M, B IF ¢ implica M, B I+
o Pertotae A, M,al¥ L

Observacié 7.8. A partir de la definici6 de les connectives = i <> podem veure:

e M,alF—p < pertot § € Atal quea < 5, M, ¥ ¢
e MalFp+ 1y e pertot feAtalquea< g, M,BIFp <= M,BIFy

e M, alF -y < per tot § € A tal que a < 8 existeix un 6 € A tal que § <9
iM,01Fp

Definicié 7.9. Donat M = (A, <, V) un model de Kripke i ¢ € Propgay,— 13(X),
es diu que @ és valida a M, denotat per M IF ¢ si M, a - ¢ per tot a € A

Proposicié 7.10. (Intel-ligencia hereditaria) Sigui M = (A, <, V) un model de
Kripke, p € Propiav,—13(X)ia,B € A Sia < BiM,al- ¢ aleshores M, B I ¢.

Demostracié. Per induccié sobre la férmula ¢:

Sip =z, M,alkz < 2 € V(a). Com que o < 3, per la definicié de valoracid,
V(a) CV(p), per tant, x € V(S). Ja tenim M, 3 I x.

Siop=9vAx, M,alFypAxy e M,alkyiM,alkx. Per HI, com f € Aia < [,
esté M,B1IF¢y i M, IF x, per tant, M, 5 IF ¥ A x.

Sip=¢vVy, M,alFYVyxy & M,alk1Y o M,alk x. Per HI, com que g € Ai
a< p,esté M,B 1Yo M,BIFy, per tant, M, IF 9V x.
Sip=1—x,siguid € A, <9 tal que M,51F1. Com que a < i <9, es té
a<d. De M alko —esté M, oIk x. Per tant, M, 3 IF¢ — x.
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Definicié 7.11. Siguin ¥ U {¢} C Propiav,,13(X). Es diu que ¢ és con-
seqtencia local de X, denotat per ¥ F, o, si per tot model de Kripke intuicionista
M=(A<V)itotaec A, si M,alF 3, aleshores M, a I .

Definicié 7.12. Siguin ¥ U {¢} C Propiav,,1}(X). Es diu que ¢ és con-
sequéncia global de X, denotat per ¥ F,, ¢, si per tot model de Kripke M =
(A, <, V) si M IFX, aleshores M IF .

7.2.1 Equivaléncia entre F; i F,;

Analogament a les proposicions 3.14 i 3.20 de la logica modal K, a la logica intuici-
onista es té
':li ¥ And Izgi 2
YFE, o= Xk, @

Tanmateix, en aquest cas també es té
YFRg =Xk, @
és a dir, les relacions de conseqiiencia local i global sén iguals.

Per demostrar-ho, donarem una definicié de submodel generat d’un model analoga
a la de logica modal.

Definicié 7.13. Siguin M = (A, <, V), M' = (A", <", V') dos models de Kripke.
Es diu que M’ és submodel generat de M si

1. ACAipertotac A, e A, sif<a, aec A
2. <II=<NA"' x A)
3.V =V

Lema 7.14. Sigui M’ = (A, <", V') un submodel generat de M = (A, <,V). Per
tota ¢ € Propiav,—,13(X) i tot a € A’

M, alkp s M alkp

Demostracié. Sigui a € A’ qualsevol. Fem inducci6 sobre la féormula o:

Stpe X, MalFp e ¢peV(a). Comque V' =Vigiae A Via) =V (a),
M alk .

Sio=1Ay, MialFpAx e MalkdiMalFya M,alFdiMaly
S M alky Ay

Siep=vVy, Mialk ¥ Vy) <& (MalkyoMal x)E (M,al o
M,alkx) & (M alky V).

Sip=1—x,

=) Sigui f € A’ tal que a@ <" B. Suposem que M’ B IF . Com que € A" C A,
per HI, M, B IF 9. Com que M,a lF ¥ — xia < B (perque a <’ (), aleshores
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M, B I+ x. Llavors, per HI M’, 5 IF x. Per tant, M’, a/IF ¢ — .

<) Sigui f € Atalque a < . Comquea € A'ia<p, e A. SiM,pIk, per
HI, M', B IF 4. Com que M’ , o IF 1) — x, aleshores M', 3 I+ x. Llavors, per HI,
M, Ik x.Per tant, M, a l- 1 — x.

Si =1, comque M,al¥F L, si M,al- L, implica qualsevol cosa, en particular,
M’ alF L. Analogament, com que M’ a ¥ 1, si M alF L, esté M,alF L.

Teorema 7.15. Siguin 3 U {¢} C Props v, 11(X).
YFE,pe Xk, @

Demostracié. =) La relacié de conseqiiencia local implica la relacié de con-
seqiiencia global (demostracié analoga a la de la proposicié 3.20).

<) Suposem ara que X ¥, . Aleshores existeix un model M = (A, < V) i un
o € A tal que M, I ¥ pero M,a W ¢. Sigui M' = ([a], < N[al?, Vi), on
a] ={f € A:a < p} C A M és submodel generat de M, ja que per quals-
sevol v € A, § € [a] amb § < 7, com § € [a], a < 4, per tant, o < 7 i llavors,
v € |a]. Aplicant el lema 7.14, tenim M’ a IF 3 i M’ a ¥ . Per la proposicié
7.10, M"IF X1 M" ¥ o, per tant, £, ¢.

Notacié 11. A partir d’ara farem servir F; per denotar =, i =,

7.3 Teorema de completesa

Anem a veure ara una demostracié del teorema de completesa per a logica in-
tuicionista. En aquest cas, enlloc de teories consistents maximals definirem teories
consistents saturades o primeres. Construirem un model canonic, que en aquest cas
sera un model de Kripke intuicionista.

Notacié 12. Al llarg de la seccio farem servir = per denotar by, ..

Definicié 7.16. Sigui T' C Propiav,—,11(X) teoria de (Propiay,—,13(X),Fr,pe)-
Es diu que T és consistent primera o saturada si T és consistent i per tot
0, € Propiay,—,11(X) és té

pVyeT speToypeT

Teorema 7.17. Siguin ¥ U {¢} C Propiav,—,13(X). Si £ ¥ ¢, ezisteiz I teoria
consistent primera tal que X C T ¢ ' ¥ .

Demostracié. Per fer aquesta demostracié suposarem que X és numerable. Per
tant, Propiay,—.13(X) = {@; 1 i € w}. Sigui I'y = Th(X). Es té, I'y ¥ ¢. Cons-
truim una cadena 'y C I'y C--- C I, C ... tal que I'; ¥ ¢ de la manera segiient.
Si I'; és saturada, ;.1 = I';. Si I'; no és saturada, considerem la primera disjuncio
YvVyxtalqueyVyel,vel;ixel, Comquel;# ¢, per la prova per casos
(7.3) obé I'; U{Y} ¥ ¢ o bé I'; U {x} ¥ . Sies compleix I'; U {¢p} ¥ ¢, aleshores
Iip1 = Th(I';U{¢}). Sino es compleix I'; U{y} ¥ ¢, aleshores I';11 = Th(I'; U{x}).
Sigui I' = J,,c,, I'n- T és teoria per ser unié de teories. Sigui ¢ V x una disjunci6
tal que I' F ¢ V x. Per definicié, I',, F ¢ V x per algun n € w. Per la construccié
de la cadena, existeix un k tal que I',;x F ¥V x i també ['; . 1 o ', - x. Per
tant I' és primera. A més a més, com que per tot n € w, I';, ¥ ¢, tenim ' ¥ .
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Definicié 7.18. Donada la logica intuicionista, es defineix el seu model canonic

M. = (A, C, V) com

1. A, ={T : T és teoria consistent primera}
2. C és la inclusio entre conjunts
3. Ve(T) ={p:peT}
Teorema 7.19. Sigui M. = (A., C,V,) model canonic, ¥ € A, i € Propav,— 11(X).
MY FpesXp

Demostracié. Per induccié sobre la férmula ¢.

Sipe X, M, YXlFpepeV(l)epeX s ke

Sig=thAx, MuSIFYpAx & M SIFpiM, Sy & Skyintky &
YU Ax.

Sipg=¢Vy, MuSIF VY & M Sk oM, Sy & SHypoXFy
EPIN SV y

Sip=1v =X,

=) Suposem que M., ¥ Ik ¢ — x, és a dir, que per tot A € A, tal que ¥ C A,
M, A IF ¢ implica M., A IF x. Suposem que ¥ ¥ ¢ — y. Pel teorema 7.1 (de
deduccié) X U {¢} ¥ x. Llavors pel teorema 7.17 sabem que existeix una teoria
consistent primera T tal que ¥ U {¢} C T i T ¥ x. Pero com que ¢ € T, tenim
THYiXCT, per tant, T+ x. Hem arribat a una contradiccio.

<) Suposem que ¥ ¢ — x. Sigui T' € A, teoria consistent primera tal que ¥ C T

(per tant, T'F 1 — x). Suposem que M., T IF 9 E71r Y. Aplicant MP T x
Z M., T Ik x. Per tant, M., X IF ¢ — x.

Teorema 7.20. (Completesa). Per tot ¥ U {¢} C Propisv,—,13(X),
Yo pe Y@

Demostracié. =) Es demostra que la regla de Modus Ponens és valida igual que
a logica modal.

Es demostra que axiomes del calcul g, .. sén valids a F; com a la demostracié a
la logica modal. Vegem-ne alguns:

Siguin ¢,1 € Propa.v,—,13(X). Sigui M = (A, R, <) un model de Kripke intuici-
onista i a € A.

(Axioma 3) Sigui f € A tal que a < i1 M, IF o A, Aleshores M, IF ¢ i
M, B IF . Per tant, M, lF (¢ A1) — ¢. Finalment, E; (¢ A1) — .

(Axioma 5) Sigui f € A tal que a < 1 M, B IF p. Aleshores M, B I+ ¢V 1. Per
tant, M, lF ¢ — (¢ V ¢). Finalment, F; ¢ — (¢ V ).

(Axioma 9) Sigui 5 € A tal que a < f1 M, IF L. Per definici6 M, g ¥ L. Aixi,
en particular, M, 8 IF L implica M, 8 I ¢. Per tant M, a I L — ¢. Finalment,
De manera semblant es poden comprovar la resta d’axiomes.
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<) Pel contrareciproc. Suposem que ¥ Fp, .. ¢. Sigui M. = (4., <, V.) mo-
del canonic. Com que X K, .. ¢, pel teorema 7.17 existeix una teoria consistent
primera T tal que X C T'i T ¥y, . Com que ¥ C T, T F 7 per tot ¢ € X.
Aleshores pel teorema 7.19 M., T |- ¢ per tot ¢ € X, és a dir, M., T IF . Com
que T'¥p, .. ©, pel teorema 7.19 M., T I ¢. Per tant, X ¥; ¢.
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8 Conclusions

Durant tot el treball hem parlat de logica com a relacié de conseqiiencia estructural
a Prop;(X), per a llenguatges £. Totes les propietats i teoremes els hem provat
amb aquesta definicid. Aixi, alternativament a la definici6 de les logiques com a un
conjunt de férmules, podem entendre una logica proposicional com una parella de
Prop,(X) i una relacié de conseqiiéncia estructural.

Totes les relacions de conseqiiencia estructural que hem vist es poden classificar
en dos grups: sintactiques i semantiques. Amb el teorema de completesa per la
logica K hem vist que aquestes dues nocions sén equivalents. D’altra banda, a les
logiques modals proposicionals, diferenciem conseqiiencia (resp. calcul) local i con-
seqliencia (resp. calcul) global. Hem vist que tot allo que és global és interpretable
localment. Per tant, hem pogut demostrar el teorema de completesa global a partir
del teorema de completesa local.

La part més important de la demostracié del teorema de completesa per a la logica
K ha sigut la construccié del model canonic. Quan hem definit altres logiques mo-
dals normals hem fet servir el seu model canonic per obtenir demostracions del
teorema de completesa analogues a la demostracié del teorema de completesa per
K. Després hem definit una logica diferent a les logiques modals normals, la logica
intuicionita. Per aquesta logica també hem definit marcs de Kripke, que tot i que
son diferents dels definits per logiques modals, admeten una definicié analoga de
model canonic. D’aquesta manera, la demostracié del teorema de completesa per
logica intuicionista ha tingut moltes similituds amb la de la logica K.

En conclusio, els teoremes de completesa son molt importants a la logica. En
aquest treball, tanmateix, el més important ha estat la manera de demostrar-los,
ja que ens ha permes, a partir d’'una primera demostracio, fer-ne d’altres seguint el
mateix esquema.
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