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Abstract

The third Hilbert’s problem is related to the following question: given two
polyhedra of the same volume, is it always possible to cut the first into finitely
many polyhedral pieces which can be reassembled to yield the second? The
aim of this project is to answer this question defining scissor’s congruence and
study the most important results of the scissor’s congruence.

Resum

El tercer problema de Hilbert esta relacionat amb la seglient pregunta: donats
dos poliedres del mateix volum, és sempre possible tallar el primer en un
nombre finit de peces i reagrupar-les per formar el segon? L’objectiu d’aquest
treball és respondre aquesta pregunta definint el concepte de congruencia per
tisores i estudiar els resultats més importants de la congruencia per tisores.
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1 Introduccid

El projecte

Els problemes de Hilbert conformen una llista de 23 problemes que va proposar
el matematic David Hilbert en una conferencia per al Congrés Internacional
de matematics 'any 1900. Es sabut des de fa segles que dos poligons que
tenen la mateixa area poden ésser dividits en triangles congruents dos a dos.
Hilbert, en el seu tercer problema va preguntar si era possible trobar dos polie-
dres del mateix volum que no es poguessin dividir en un nombre finit de peces
poliedriques congruents dos a dos, és a dir, que del primer poliedre el podem
descomposar en peces més petites de tal manera que muntant-les de manera
diferent obtenim el segon poliedre. Al poc temps de proposar-lo, I’alemany
Max Dehn, alumne de tesi de Hilbert, va demostrar que un cub i un tetraedre
del mateix volum no ho complien.

Estructura de la Memoria

Clarament el fil conductor d’aquesta memoria és la congruencia per tisores.
La tractarem, primerament, en el pla. Seguidament en I’espai i veurem que, a
diferencia del pla, no és tan senzill. Introduirem l'invariant de Dehn, un altre
concepte clau en aquesta memoria. El definirem de dos maneres possibles tot
relacionant-les. Al llarg d’aquesta secci6 i en particular al final, veurem uns
exemples del calcul de I'invariant de Dehn. A continuacié treballarem els solids
platonics. El calcul dels angles diedrals d’un solid qualsevol no és gens trivial,
per aixo se li ha dedicat una seccié a aquests solids per poder explicar amb
detall com trobar el valor d’aquests angles diedrals. Finalment veurem quines
aplicacions té la congruencia per tisores, introduint el concepte de congruencia
estable per tisores i quins poliedres ens poden servir per omplir ’espai.
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2 Congruencia per tisores al pla

En aquesta primera part tractarem la congruéncia per tisores (o congruéncia
per peces) al pla, veurem quines condicions sén necessaries i els resultats més
importants. S’ha sabut des de molt temps enrere que dos triangles amb la ma-
teixa area poden ésser dividits o tallats en un nombre finit de peces poligonals
congruents dos a dos. Al llarg del segle XIX s’ha estudiat amb més profunditat
i s’ha pogut concloure que funciona no només amb triangles, sino amb qual-
sevol poligon. Per aix0 comencarem definint que entenem per descomposicié
poligonal.

Definicié 2.1. Una descomposicio poligonal d’un poligon P al pla és un
conjunt finit { Py, Ps, ..., Py} de poligons tals que la seva unié és P i la inter-
seccio de dos ells és una aresta comi, un vértexr o bé el buit. En aquest cas
posem P =P, + P, + ... + Py.

Observacio 2.2. Dos poligons P i () son congruents si existeix una isometria
f:R* — R? tal que f(P) = Q.

Definicié 2.3. Dos poligons P,Q C R? sén congruents per tisores si exis-
teizen descomposicions poligonals { Py, Py, ..., P} i {Q1,Q2, ..., Qx} de P i Q
respectivament amb la propietat que P; és congruent a Q;, per 1 < i < k.

Notacié 1. A partir d’ara si P i () son dos poligons congruents per tisores
direm que son SC' i ho denotarem com P ~ Q).

Proposicié 2.4. La congruencia per tisores és una relacio d’equivaléncia.
Demostracid: (Reflexivitat): VP C R? P ~ P.

(Simetria): VP, R C R? es compleix que si P ~ R llavors R ~ P. Es clar
que si tenim una descomposicié poligonal que ens transforma P a R podem
usar-la de nou per passar de R a P.

(Transitivitat): VP,R,Q C R* si P ~ Ri R ~ Q llavors P ~ Q. Com
P ~ R existeixen descomposicions poligonals {Py,..., Py} i {Ry,..., Ry} tals
que P; es congruent amb R; per a tot 7. De la mateixa manera, com R ~ @)
tenim {R}, ..., R} i {Q1,...,Q;} amb R; congruent amb @); per a tot i. Podem
trobar una descomposicié en R que refina simultaniament les descomposicions
{R;}; i {R}}, anomenem-la {R],..., R/ }. Aquesta descomposicié defineix a
P un refinament {P/, ..., P)} de la descomposici6 inicial i a ) un refinament
(@ Q)

Com la congruencia és transitiva i P/ és congruent amb R per a tot i i aquest
és congruent alhora amb @ obtenim que P/ és congruent amb Q7. Finalment
P~qQ.
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2.1 Teorema de Wallace-Bolyai-Gerwien

Veurem que aquest teorema és el resultat més important d’aquesta seccio,
per aixo, enunciarem els lemes i proposicions necessaries per a demostrar-ho.
Farkas Bolyai fou el primer en formular-lo, Paul Gerwein va provar el teorema
al 1833, pero de fet William Wallace va provar el mateix resultat al 1807. Se-
gons altres fonts, Bolyai i Gerwien haurien provat el teorema independentment
al 1833 1 1835, respectivament.[2]

Una de les primeres i més antigues qiiestions va ser identificar els invariants
dels tisores-isomorfismes; veiem que ’area n’és un.

Proposicié 2.5. Siguin P,Q dos poligons, P ~ QQ = A(P) = A(Q). On A
denota l’area.

Demostracio: Com P ~ () tenim per la deficinié 2.3 que existeixen descom-
posicions poligonals { Py, Py, ..., P} i {Q1,Qs, ..., Qx} de P i Q) respectivament
de tal manera que P; és congruent a ); per 1 < ¢ < k. Per la observacié 2.2,
com P; i Q; son congruents A(FP;) = A(Q;). Finalment

A(P) = A(P) + A(Py) + ... + A(Pe) = A(Q1) + A(Q2) + ... + A(Qk) = A(Q).
|

Anem a veure que el fet que l'area de dos poligons sigui la mateixa és una
condicié, no només necessaria, sino suficient. Per demostrar que és suficient
ho farem veient que entre qualsevol parell de poligons de la mateixa area sén

SC.

Notacio 2. Suposem fizada una unitat de mesura al pla que denotem per u.

Anem a provar, doncs, que tot poligon P és SC' a un rectangle de costats
A(P) x 1u on A denota I'area. Per aix0, un pas previ és demostrar el segiient
lema.

Lema 2.6. Tot poligon té una descomposicio poligonal per triangles.

Demostracio: Sigui P un poligon qualsevol, i siqui m un pendent arbitrari
diferent a qualsevol dels pendents dels costats de P. Tracem lines amb pendent
m a través de tots els vertex de P, obtenint una descomposicié poligonal en
triangles i trapezoides.
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Finalment, per a cada trapeziode fem la diagonal que el descomposa en dos
triangles.

Obtenint dos triangles per a cada trapezi. Aixi provem que P pot ésser des-
composat tal que P =T; + ... + T amb T; triangle V1 < i < k.

Teorema 2.7. Tot poligon P és congruent per tisores a un rectangle un dels
costats del qual mesura 1u.

Demostracié: Com tot poligon pot ser descomposat en triangles (pel Lema
2.6), podem assumir que P és un triangle.

Primer, com s’indica a la segiient figura, tot triangle és congruent per tisores
a un paral-lelogram.
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On J i H sén els punts mitjos de les rectes F'E i EG, respectivament, i tracem
una recta paral-lela a F'E desde G. I és la interseccié d’aquesta recta amb la
recta JH.

El triangle EJH és semblant al triangle HGI, per tant EFG ~ JFGI.

Ara, com indica la segiient figura, tot paral-lelogram és congruent per tisores
a un rectangle.

e

Els punts F i F sén les projeccions ortogonals de A i D sobre la recta BC.
Els triangles ABE i DC'F sén semblants, per tant ABCD ~ AEFD.
Finalment, transformant aquest rectangle a x b en un ab x 1 ja ho tenim.
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Amb AB =a, BC =b, CE = 1. Els triangles BFG i KLM sén semblants i
també BCE i JMN. Doncs ABCD ~ HINM, amb IN =abi NM = 1.
Aquesta construccié només funciona si 1 < a < 2 pero tots els altres casos es
poden reduir a aquest.

Si a > 2 tallem el costat a en suficients peces perque es compleixi que a < 2
per a cadascun dels nous rectangles. Apliquem el teorema en cada rectangle
per separat.

Sia < 1 es tracta de trobar un n € N tal que na > 1. Construim un nou
rectangle dividint I'inicial en dos i acoblant-lo a la part superior obtenint-ne
un de costats 2a 1 b/2. Clarament és SC' al primer. Si encara 2a < 1 repetim el
mateix procediment fins que trobem aquest n. Finalment tindrem un rectangle
de costats na i b/n que complira que 1 < na < 2.

A Tantiga Grécia i a Xina ja eren conscients d’aquest resultat [5].
Observem que el rectangle construit al teorema 2.7 té la propietat que un
costat mesura lu i altra mesura A(P)u.

Teorema 2.8. (Wallace-Bolyai-Gerwien). P ~ Q < A(P) = A(Q).

Demostracio: =) Vista a la proposicié 2.5.
<) Aplicant el teorema 2.7 als poligons P i () obtenim dos rectangles idéntics.
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3 Congruencia per tisores a I’espai

Considerem ara dos poliedres R, S C R3. La qiiestié fonamental de la con-
gruencia per tisores és veure si es possible tallar R en un nombre finit de peces
poliedrals i acoblar-les de nou per formar S. A R? hem vist que I'area era un
invariant per SC, en aquest capitol veurem que el volum també ho és, pero en
aquest cas no és I"inic invariant a R3.

Definicié 3.1. Una descomposicié poliedral d’un poliedre R C R? és un
conjunt finit { Ry, Ry, ..., Ry} de poliedres tals que la seva unié és R i la inter-
seccio dos a dos €s una cara, una aresta, un vértex o bé el buit. En aquest cas
escribim R = Ry + Ry + ... + Ry,.

Observacié 3.2. Dos poliedres R i S son congruents si existeix una isometria
f:R? — R? tal que f(R) = S.

Definicié 3.3. Dos poliedres R,S C R® sén congruents per tisores si
existeizen descomposicions poliedrals { Ry, Ra, ..., Rp} i {S1,52,...,S¢} d’'R 1 S
respectivament amb la propietat que P; és congruent a QQ; per a cada 1 < i < k.

Proposicié 3.4. R~ S = V(R)=V(S). OnV denota el Volum.

Demostracio: Com R ~ S tenim per la deficinié 3.3 que existeixen descom-
posicions poligonals {Ry, Ry, ..., Ry} 1 {S1, 52, ..., Sk} de R 1 S respectivament
de tal manera que R; és congruent a S; per 1 < ¢ < k. Per la observa-
cié 3.2, com R; i S; sén congruents implica que V(R;) = V(S;). Finalment

V(R) =V(R) + V(Ry)... + V(Ry) = V(S1) + V(S3) + ... + V(Si) = V(S).
n

3r Problema de Hilbert: Siguin R, Q C R3 dos poliedres del mateix volum.
Es cert que R ~ Q7

Max Dehn el va resoldre demostrant que no sempre era possible [4]. Per aixo
va introduir el que ara coneixem com 1invariant de Dehn. En els segiients
apartats definirem de dues maneres diferents aquest invariant, tot relacionant-
les i finalment calculant alguns exemples.

3.1 Invariant de Dehn per funcions integrament additi-
ves

Definicié 3.5. Sigui A C R. Una funcioc f : A — R és integrament
additiva si per tot ny,...,n, € Z, aq,...,a, € A es compleix que si:

niay + noaig + ... + Ny, =0
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llavors:

nlf(al) + n2f(OéQ) + ...+ nmf(am) = 0.

Definicié 3.6. L’angle diedral 0 de dos plans és l’angle que formen els
vectors ortogonals a aquests plans.

Definicié 3.7. Sigui P un poliedre, i A = {ay,aa, ..., } el conjunt format
per tots els angles diedrals de P no necessariament tots diferents. Considerem
v; les longituds de les arestes de P a la que v fem correspondre I’angle diedral
a; per cada 1 <1 < m.

Associem a una funcio integrament additiva f en A la segiient quantitat

f(P) :=mflan) +yaf(az) + . 4+ Y f ()
que anomenem tnvariant de Dehn de P associat a f.

Observem que les 71, ..., ¥, no s6n necessariament enteres.

A continuacié provarem dos lemes que ens seran ttils per poder enunciar el
teorema més important d’aquesta seccié. Aquest teorema assegura que si dos
poliedres son SC' llavors tenen el mateix invariant de Dehn associat a una ma-
teixa funcié f.

El primer lema ens assegura que l'invariant de Dehn es pot expressar com la
suma dels invariants de Dehn dels corresponents subpoliedres.

Lema 3.8. Suposem que tenim una descomposicio poliedral d’un poliedre P:
P=P+P+.. +F.

Sigui A un conjunt format pel nombre 7 i els angles diedrals de P, Py, Ps, ..., Py,
i sigui [ una funcio integrament additiva d’A complint que f(m) = 0. Llavors:

f(P)=f(P) + f(P2) + ... + f(Pr). (3.1)

Demostracio: Anomenem i, ..., X €ls costats de P, ..., P.. Fixem per a cada
X; la seva longitud p; i li fem correspondre el seu angle diedral «;.
A la quantitat p; f(c;) 'anomenem pes de y;. Clarament,

FPY =Y et (o).
k=1

Fixem un x := x; per algun ¢ amb longitud u, sigui P, P;,, ..., F;; els poliedres
de la descomposicié que conté y un dels seus costats i, per 1 < s < j, prenem



Congruencia per tisores Angel Prado

vs l'angle diedral de P;, associat a .
Anem a estudiar la segiient quantitat:

wf () + pf(y2) + o+ pf ()

que de fet, és una suma parcial de f(P). Considerarem tres casos possibles:

Cas 1: x es troba completament a U'interior de P (excepte els extrems), llavors
Y1+ + ...+ =27
’71+’72+...+’}/j—2ﬂ'=0

aplicant f, donat que és una funcié integrament additiva:

fn) + f(e) + o+ flyy) = 2f () = 0
fn) + f(e) + .o+ fly) =0
i multiplicant per pu:
pfon) +uf(v2) + .+ pf () = 0.
Cas 2: x es troba a una cara de P, pero no a un costat, tenim:
ME+Y+..+y=a
Yty +.. .+ —7=0.

Ara aplicant f de nou:

FO) + f(2) + oo+ f() — f(m) =0
Fn)+ f(R) + .+ f(y;) =0

multipliquem per p:
pf(n) + pwf () + o+ pf () = 0.

Cas 3: x es troba en un costat de P. Sigui a I'angle diedral de P associat a
aquest costat, la quantitat v, + 2+ ... +; ha de ser exactament a 0 bé av — 7.
En ambdoés casos, la condicié f(7) = 0 implica que:

fn) + fre) + ...+ flyy) — fla) =0
per tant,
pf(n) +pf(v2) + oo+ pf () — pf(e) =0
pf(v1) + pf(v2) + oo+ pf (1) = pf (@),

que és el pes de x en P. Finalment, si sumem els pesos de tots els y; de la
nostra descomposicio poliedral de P obtenim ’expressio 3.1.
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Aquest segon lema ens permet extendre una funcié integrament additiva de
tal manera que el conjunt de sortida contingui tots els angles d'un poliedre i
els corresponents subpoliedres.

Lema 3.9. Sigui f : A — R una funcic integrament additiva i § € R, 5 ¢ A.
Llavors [ es pot extendre a una nova funcid integrament additiva sobre AU{S}.

Demostracio: Considerem dos casos:

Cas 1: No existeix cap equacio tal que njo; + ... +ngoy +ngf = 0 amb ng # 0.
En aquest cas definim f(8) =k € R.

Cas 2: Existeix 'equacié

nioy + ... + oy +ngB =0, (3.2)
amb ng # 0. Definim f(5) = —ﬂal — e — %ak.
np ng

Hem de veure que f és integrament additiva sobre A U {f}. Suposem que
tenim una dependencia lineal:

miay + ... + mgag + mgf = 0. (3.3)

Simg = 0, el lema queda demostrat. Suposem ara que mg # 0. Si multipliquem
I'equaci6 (3.2) per mg, 'equacio (3.3) per ng i restem per eliminar /5 ens queda:

(ngmy — nimg)og + ... + (ngmy, — npmg)ay, = 0.
Com que f és integrament additiva sobre A:

(ngmy —nyimg) f(aq) + ... + (ngmg — ngmg) f (o) = 0. (3.4)

Ara prenem l'equacid

nuf(an) + ..+ ngfor) +ngf(8) =0

i la multipliquem per mg i li restem la equacié (3.4):

mangf(ar) + ... + mengf(ag) + mgngf(5) = 0.

Ara, podem dividir per ng doncs ng # 0 per hipotesi.

maf(ar) + ... + my f(o) +mpf(B) =0.

10
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Teorema 3.10. Siguin P i Q) dos poliedres. Llavors P ~ Q = f(P) = f(Q).

Demostracid: Definim
M = {7’(’} U Ap U AQ

on Ap i Ag sén els conjunts que contenen els angles diedrals de P i () respec-
tivament. Suposem que existeix una funcié integrament additiva f : M — R

complint que f(7) =0 (f existeix pel lema 3.9). Considerem descomposicions
poliedrals de P i Q:
P=P+P+..+F

Q=Q1+Q2+ ... +Qp

amb la propietat que P; i @); sén congruents per 1 < ¢ < k. Clarament
f(P)=f(Qi) per 1 <i<ki:

f(P) = f(P1) + f(Po) + ...+ f(Pe) = f(Q1) + f(Q2) + .. + f(Qr) = f(Q)

pel lema 3.8.

Proposicié 3.11. Que dos poliedres tinguin el mateix volum no és una con-
dicio suficient perque siguin SC.

Previament, cal demostrar el lema segiient.

1
Lema 3.12. [}] El nombre —arccos(1/3) és irracional.
7r

Demostracio: Demostrarem aquest lema utilitzant els polinomis de Txebixov
[12]. Definim la familia de polinomis de Txebixov de primer tipus com:

T, (z) = cos(nf) amb x = cos(f)

Per veure que sén polinomis veurem que poden ésser definits de la forma
recurrent:

Toi1(x) = 22T, (x) — Ty ()

amb Ty(x) =11 Ti(z) = .
Fent servir la segiient relacié trigonometrica:

sin(a)sin(B) = —%(cos(a + B) — cos(a — )
i utilitzant que,
Thi1(x) = cos((n+ 1)0) = cos(nb)cos(0) — sin(nh)sin(0)

11
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obtenim:

cos((n+1)0) cos((n—1)0)

Toi1(x) = 2T, (z)+ 5 — 5 = o1, (x)+ _

De la qual aillant T}, (z) arribem a 'expressié que voliem.

T, és el polinomi de grau n amb coeficients enters on el terme principal és 27!
(entenem per terme principal el coeficient de grau n).
Demostrarem el lema per reduccié a I'absurd.

Suposem que ¢ = arccos(1/3) = L per alguns p,q € Z*. Aixi cos(¢) = 1/3 i
q

COS(EW) = 1/3. Llavors:
q

T,(1/3) = T;(cos(6)) = cos(qd) = cos(pm) = 1.

Definim el polinomi P,(z) = T,(x) F1, d’on 1/3 és arrel. P,(z) és un polinomi
amb coeficients enters amb terme principal 2971,

Pel Teorema de l'arrel racional [1] sabem que si un polinomi amb coeficients
enters té alguna arrel racional x = r/s amb r i s coprimers aleshores 7|ag i
slay (ag és el terme independent i a,, el terme principal).

Deduim que 3 divideix 297! per algun ¢ que és una contradiccié. Per tant
(1/m)arccos(1/3) és irracional.

Demostracio de la proposicio 3.11: Un tetraedre regular i un cub del mateix
volum no sén SC. Sigui T el tetraedre regular i C' el cub de volum 1 u? ambdés.
Clarament tots els angles diedrals de C' sén 7/2. Anem a veure analiticament
quan valen els angles diedrals de T', per aixo prenem un tetraedre de costat lu.

Sigui T" C R3 un triangle equilater amb coordenades A = (0,0,0), B = (1,0,0)
iC = (1/2,v/3/2,0). Volem trobar les coordenades del punt mig M = (z, v, 0),
per tant es compleix que:

d(A, M) = d(B, M) = d(C, M)

VA = =4 = (12— 02+ (V32— )2

Resolent el sistema obtenim M = (1/2,/3/6,0). Ara busquem un punt D =
(1/2,4/3/6, 2) tal que d(A, D) = d(B, D) = d(C, D) = 1, tenim doncs:

\/(1/2)2 +(V/3/6)2 + 2% = \/(1 —1/2)2+ (V3/6)2 + 22 =

= \/(\/§/2— V3/6)2 4+ 22 =1

12
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1/4+1/124+22=1/3+22=1
z=%+/2/3 =+V6/3.

Finalment tenim el tetraedre regular amb vértexs A, B, C'i D.
Considerem el pla m; que passa pels punts A, B i D.

z—0 y—0 2z—-0
- 1 0 0 = —2v6y + V32 = 0.
1/2 /3/6 V6/3
Considerem ara el pla m que passa pels punts A, B, C. Aquest és clarament
m9:2z=0
Com l'angle diedral dels plans és 'angle que formen els vectors ortogonals,
prenem u = (0, —2v/6,v/3) i v = (0,0,1). Finalment,

<u,v> V3
lult vl 3v/3

(u,v) = arccos(1/3).
Prenem A = {m, /2, ¢}, amb ¢ = arccos(1/3) i definim f: A — R tal que:

—1/3

cos(u,v) =

f(m) =0, f(m/2) =0, f(¢) = 1.

f esta ben definida doncs ¢ no és de la forma pm/q pel lema 3.12.
Recordem que una funcié f integrament additiva ha de complir que si nq, no, ng €
7

i+ ng(m/2) + n3p =0

llavors

Suposem que:
n17r+n27r/2+n3¢: 0

Si Nnsg = 0,
nlf(ﬂ'> + ngf(ﬂ'/Z) =0

an, Nno.

Per altra banda, si n3 # 0 i existis una solucié de nym + ng(7/2) + nz¢ = 0
implicaria que
¢ . _2n1 + ng

s 2n3

que contradiria el lema 3.12. Per tant f és integrament additiva.

A continuacié anem a calcular els invariants de Dehn de C'i T associats a f.
Tots els costats de C' mesuren 1lu, per tant,
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f(C)y=12-1- f(x/2) =0.
Ara, sigui m la llargada de cadascun dels costats de T'. Per la féormula del
volum d’'un tetraedre regular tenim:

V2

V(T) = 7m

12
Calculem aquest m = ¢/ — ~ 2.04 #£ 0. [ aixd:
q v/ 7 7

[12

V2

Que implica finalment que C'i T" no tenen el mateix invariant de Dehn i per
tant no sén SC.

F(T) = 6mf(9) = 6§/ —= #0.

Aquesta primera manera de definir I'invariant de Dehn no és molt comuna,
doncs a la practica és més comode la segona.
3.2 Invariant de Dehn per productes tensorials

Primerament explicarem que entenem per producte tensorial i després veurem
una segona definicié d’'invariant de Dehn a partir del producte tensorial [10][14].

3.2.1 Producte tensorial

Definicié 3.13. Sigut K un cos. Siguin Ei, ..., E,, F' K—espais vectorials.
Prenem f aplicacio lineal

fiE x..x E, — F.

Direm que f és K—multilineal si és lineal en cada variable, és a dir:

a) fler, ..., €ipy.nen) = fler, ., €y en)tfler, ..., ey en) Yer, .. e €, ...

V0 <i<n.
b) fler, ., Ay ooy €) = Af(€1, ey €y ooy ) Ver, oy €y veyen V1 < i <.

Denotem com L(E1, ..., E,; F') el conjunt d’aplicacions multilineals F; X ... X
E, — F.

L(E, ..., E,; F) té estructura de K —espai vectorial.

14
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Exemple 3.14. a) Fy = E, =R", F =R

f By x By — F
(z,y) — Z%?/z (3.5)

f By x By, — F
(AB) — tr(AB). (3.6)

¢) Ey k— espai vectorial, Fy = Ef, F =R
fiEixE, — F
(u,w) —  w(u). (3.7)

El problema és poder convertir aplicacions multilineals en aplicacions lineals.
Farem el cas n = 2, en general es fa igual.

Definicié 3.15. Sigui C' un conjunt, sigui ¢ € C, denotarem per d. un simbol
associat a c:

S(C) ={D_ Nide,In >0\ € K} =

(51
= {Z Aele| Tots els Ao son nuls excepte un nimero finit}.
ceC

Tenim que ¢(C') és un K —espai vectorial amb les operacions (+, ).

(3 Acbe) + (0 pebe) = (3 (Ae + 11e)de)-
P32 Acde) = D2 pAcde.

Observacié 3.16. Es diu que ¢(C') és el K —espai vectorial generat per C.

Definicié 3.17. Siguin E1, Fs dos K—espais vectorials. Considerem el subes-
pai vectorial de ¢(Ey X Ey) generat per:

Oer+efe2) ™ Oeren) = (el e)
Oer,eateh) = Ofer,en)— Ofer.eh)
5()\61,62)_ )\6(61,62)
5(61,)\62)_ )\5(81,62)

Al K—espai vectorial quocient el denotarem com E, ® Es, i denotem per ®
l'aplicacio:
El X E2 —>¢(E1 XEQ) —>E1®E2

que envia (€1, €2) = O es) = [O(er,e0)]- 1 denotem eq ® ey la classe [0e, ey))

15
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La propietat més important del producte tensioral és la segiient:

Proposicio 3.18. Siguin Ey, By, F' K —espais vectorials. Donada l'aplicacio
f: By X Ey — F bilineal, 3! aplicacid lineal [ : Fy @ By — F tal que:

E1 XEQ&EH@EQ
lf/
!

Demostracid: Existéncia. Definim (32 Ao, ey (€1 @ €2)) = 32 Aeyen f (1, €2).
Volem veure que f és lineal.

A~ N A~

fler®es+e3®@ey) = fler,ea) + fles,eq) = feg ®ez) + fes @ ey)
FMe1 @ e2)) = Af(er, e2) = Mf(er @ ey).

Per tant f és lineal.

Unicitat. Suposem que existeix una altra aplicacio lineal g : By @ Ep — F.
Per construccié de f tenim que f = g.

Tenim aixi la bijeccio:

L(Ey, By F) — L(E) ® Ey; F)
f -

>

(3.8)

Proposicié 3.19. Sigui ey, ...,e, base d’Ey @ vy,...,v, base d’Ey. Llavors
{e; @vjli e {1,...,n},j € {1,...,m}} és base de E; ® Ej.

Demostracio. a) Es facil veure que:
(e+e)@v=e®@+e Qv

eR(v+v)=eut+ext
e@v=e® M =Ae®0)

b) Sén linealment independents. Suposem que no, Z Xij(e; ®v;) = 0. Fixem
io € {1,...,n}, jo € {1,...,m} i considerem:

E1XE2 — F
(e,v) — B (3.9)

16
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one = E Qe V= E B;v;.

Existeix f : By ® Ey — K lineal tal que f(e ® v) = a;,f;,.- En particu-
lar f(eio <Xivjo> = 17 f(el ®vj) =0si (Zaj) 7£ (i07j0>' R
Aplicant f a l'equacio Z Aij(e; ® v;) = 0 obtenim \;y;, = f(0) = 0.

Corol-lari 3.20. dim(E; ® E3) = dim(Ey) - dim(Es).

3.2.2 Inviariant de Dehn
Definicié 3.21. Considerem R i R/(7Q) com a Q— espais vectorials. Definim:
W =R®qR/(1Q).

L’invariant de Dehn és una aplicacio que assigna a cada poliedre un element

de W

§:RP — W
Po— ) le)@b(e) (3.10)

on l(e) denota la longitud del costat e, O(e) denota l’angle diedral del costat e
i [0(e)] la corresponent classe d’equivalencia a R/(rQ).

Teorema 3.22. (Dehn). Si P~ Q) = §(P) = (Q).

Un pas previ per a demostrar aquest teorema és el seglient lema.

Lema 3.23. Sigui P C R® un poliedre i { Py, ..., P} una descomposicid polie-
dral. Llavors 6(P) = 0(Py) + ... +d(Py). També diem que l'invariant de Dehn
es preserva per seccid.

Demostracio: Sigui y una aresta d'un poliedre de la descomposicié poliedral de
P isiguin P, ...F;, tots els poliedres dels quals y n’és una aresta. Classifiquem
segons la disposicié de x respecte P:

Cas 1: x esta a 'interior de P. En aquest cas els angles diedrals corresponents
a l'aresta x sén 6;,,...,0;, respecte P, ..., P;, . Clarament 0;, + ... + 0, = 2.

i

Aixi:
Z l(x)®10:;] = 1(x) ®Z[0ij] =1(x)® Ze] =I(x)®[27] = I(x)®0 = 0.

17
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Cas 2: x esta en una cara de P perd no en una aresta. Prenem la mateixa
notacié del cas 1, ara tenim pero 0;, +...+06;, = m. Com la classe d’equivalencia
de 7 és la mateixa que de 27 obtenim el mateix resultat:

Cas 3: x esta en una aresta de P. Tenim que 0;, +...4+0;,, =0 obé 0, +...+0, =
f0—m, on 6 és ’angle diedral que li correspon a l’aresta on es troba x. Finalment:

Zl(x) ®1[0;,] =1(x)® Zeij =1(x) @ [4]
o bé,
Zl(x) ®[0;,] =1(x) ® Z&j] =Il(x) @0 —n]=1(x) 0]

Prenem tots els xi, ..., x, que formen I'aresta A\. Tots tenen el mateix angle
diedral €, i obtenim la segiient igualtat:

zyu»®M—<Zme®W—m»®w

Que és una suma parcial de I'invariant de Dehn de P. Per tant podem expressar
I'invariant de Deh de P com la suma de les quantitats

Y it @ 10

per a cada y; arestes dels P;. Reagrupem els y; de tal manera que formin
I'invariant de Dehn dels FP;.
Finalment 6(P) = 6(Py) + ... + 0(Px)

Demostracio del teorema: Com P; és congruent amb @); es preserven les distancies
dels vértexs i com a conseqiiencia les longituds dels costats i els corresponents
angles diedrals. Per tant, I'invariant de Dehn és invariant per isometria i:

Pi~Q;=06(F)=06(Q:),V1<i<k
Ara juntant aquest resultat i el lema 3.23 tenim que

5(P) = 8(P1) + .+ 8(Pe) = 6(Q1) + . + 6(Q1) = 5(Q).

18
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3.3 Relacid entre les dues definicions de 'invariant de
Dehn

A la definicié per funcions integrament additives teniem que f : A — R és
integrament additiva si nyay + ... + npa, = 0= ny f(ar) + ... +npf(ay,) =0
Vn,; € 7.

Proposicié 3.24. Si la implicacio és certa per Z tambés ho és per Q.

Demostracio: Si (p1/q1)on + ... + (pe/qr) o = 0, prenem m = mem(qi, ..., ),
llavors
es compleix que (mpy/q1)aq + ... + (mpr/qr)ax = 01 (mp;/q;) € ZV1 < i < k.

Definicié 3.25. A partir de A definim el segiient subespai vectorial:
Q(A) = {qra1 + ... + geaela; € A, q; € Q} C R,

Clarament Q(A) és Q—espai vectorial.

Considerem f : A — R funci6 integrament additiva. La podem extendre a
una funcié f: Q(A) — R de tal manera que:

~ ~ ~

flaar + .o+ qeaw) = qif (o) + ..+ qe f(ar)

que és Q—lineal. R
Com A conté una base de Q(A), f és integrament additiva i f(a) = f(a),
llavors f esta ben definida.

Ara podem considerar la funcié bilineal

fiRxQA) — R
Ea) = &f(w) (3.11)

que determina R ®g Q(A) — R.
Sime Ai f(r) =0 tenim, de fet, una aplicacié

h:R®eQ(A)/(mQ) — R.

Sigui P un poliedre, considerem el conjunt
A ={r} U{aities

on «; son els angles diedrals de P.

Sigui f : A — R una funcié integrament additiva complint que f(7) = 0,
considerem |’extensio

f:R®Q(A)/(@Qr) — R.
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Aleshores I'invariant de Dehn per funcions integrament additives és:
f(z li ® [ai]) = Z li f ().

I podem construir el segiient diagrama,

R ®q Q(4)/(Qr) —= R
[
R ®q R/(Qr)
Recordem a l'exemple 3.12 que hem calculat I'invariant de Dehn d’un cub.

En aquest cas consideravem A = {m, /2, ¢} (¢ = arccos(1/3)), amb f(w) =
f(r/2) =0, f(¢) = 1.Tenim que:

ili@)[%] =nl® [¢p]| = nl

i aixi,
9ia(P) =0 & 6,.(P) = 0.

On 9;, denota l'invariant de Dehn per funcions integrament additives i d,, per
producte tensorial. En el cas de tetraedre, haviem imposat que el volum fos el
mateix, com el cub té arestes 1u implica que les arestes del tetraedre mesuren

2/ —. Considerant f(arccos(1/3)), I'invariant de Dehn del tetraedre és:

V2

f(Z \ % ® [arccos(l/B)]) = f (6 Y % ® [arccos(l/B)]) =

3 12 _ 3 E
=6 Ef(arccos(l/?))) = 6\/;.

3.4 Exemples de calculs d’invariant de Dehn.

En aquesta seccié calcularem I'invariant de Dehn d’alguns solids aixi utilitzant
algunes de les seves propietats.

Tetrahemihexaedre. Sigui T'H el nostre poliedre, tenim que una descompo-
sici6 poliedral és TH = Py +...+ Ps+C on P, son els prismes de base quadrada
i C' el cub central.
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Hem vist que I'invariant de Dehn es preserva per seccio, per tant

S(TH) = 6-3(P,) + 6(C)

per un 1 <[ < 6 qualsevol, donat que 6(P;) = §(FP) = ... = §(Fs).
Per 'exemple 3.12 §(C) = 0.
Ara,
8 4
6(P) =) Uer) @ [Ben)] + Y Ury) ® [p(r))]
i=1 j=1

amb e; els costats de les bases (f(e;) els corresponents angles diedrals) i r;
els costats de les cares (¢(r;) els corresponents angles diedrals). Notem que

Oe1) = ... = 0(es) = o(r1) = ... = @(r4) = g i la corresponent classe d’equi-

valencia a W és 0.
Per tant, independentment de les mesures de e; i r;, §(P2) = 0.

Finalment 6(TH) = 0.

Observacio 3.26. L’invariant de Dehn de qualsevol paral-lelepipede recte és
0.

21



Congruencia per tisores Angel Prado

Icosaedre truncat. Es un dels 13 poliedres arquimedians que s’obté truncant
els 12 vertex d’un icosaedre. Consta de 12 pentagons i 20 hexagons.

Per obtenir els angles diedrals ho fem de manera semblant amb el tetraedre
que hem vist a la demostracié de la proposicié6 3.11. Les coordenades car-
tesianes dels vértexs d’un icosaedre truncat centrat a l’origen sén totes les
permutacions parelles de: (0,41, +3¢), (£1,+(2 + ¢), £2¢), (F¢, £2, £¢©?),

1++5

Hexagon-Hexagon: arcsin(2/3).
Hexagon-Pentagon: arccos(—159/200).

on p = . [3] Tenim dos tipus d’angles diedrals en aquesta figura:

En el desplegament podem comprovar que no hi ha cap conexié pentagon-
pentagon. Per tant per cada costat dels pentagons tenim una conexié pentagon-
hexagon i la resta d’arestes seran hexagon-hexagon. Doncs tenim 12 pentagonsxb
arestes = 60 arestes del tipus hexagon-pentagon.

Per tant,

0(IT) = Z l(ep) ® [arccos(—159/200)] + Z l(en) @ [aresin(2/3)] =

= 60l(e,) ® [arccos(—159/200)] + 30l(ep) ® [arcsin(2/3)]

On I(e,) denota la longitud d’una aresta dels pentagons i I(es) la longitud
d’una aresta dels hexagons.
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4 Els solids platonics

Havent estudiat les propietats necessaries perque dos solids siguin SC, anem
a estudiar aquest concepte en una familia de solids amb molt pes historic: els
solids platonics. Aixi doncs aquest capitol es basa en l'estudi d’aquests per
poder finalment obtenir I'invariant de Dehn.

Els solids platonics son els 5 tnics poliedres convexos regulars, que representa-
ven antigament els quatre elements i I'univers: el tetraedre (foc), el cub (terra),
I'octaedre (aire), Iicosaedre (aigua) i el dodecaedre (I'univers). Els Elements
d’Euclides comencen amb la construccié d'un triangle equilater i acabar al 1li-
bre XIII amb la construccié d’aquests solids. Euclides els va definir pel nombre
i tipus de cares que tenien, després, els va construir en una esfera i va remarcar
aixi que aquests 5 son els Unics possibles.

En aquesta seccié provarem que només hi ha 5 poliedres regulars, estudiarem
la seva construccio tot detallant el calcul dels angles diedrals.

4.1 Existencia i unicitat

Aquesta secci6 esta adaptada de [8].

4.1.1 Construccio

Tetraedre. Veure la demostracié de la proposicié 3.11.

Hexaedre regular o Cub. Sigui ; C R3 un quadrat amb coordenades
A = (0,0,0), B = (1,0,0), C = (1,1,0) i D = (0,1,0). Seguim amb un
quadrat ()3 amb coordenades C,DE = (1,1,1) i F = (0,1,1). Seguim amb
el quadrat Y3 amb coordenades E.F, G = (1,0,1), H = (0,0,1). Clarament
ABGH, BCEG i ADHF també sén quadrats. Per tant podem construir
I’hexaedre o cub @) les cares del qual sén totes poligons regulars.
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Icosaedre. Sigui ¢ = 1/2(1 + +/5) el nombre d’or. Considerem els plans amb
les segiients coordenades:

(0, £1,+9), (£6,0,£1), (+1, £¢,0)

Els vértex d’aquests plans determinen 20 triangles equilaters de mesura 2 i en
cada vértex conecten 5 triangles.

Per tant podem construir un poliedre I C R? de 20 cares les quals sén triangles
equilaters.

Definicié 4.1. Un poliedre dual o conjugat és el poliedre els vértexs dels
quals corresponen al centre de les cares d’un altra poliedre donat. El dual del
dual és semblant a ell mateix.

Observacié 4.2. 1) El cub i 'octaedre sén poliedres duals 1'un de altre.
2) El dodecaedre i 'icosaedre sén poliedres duals 1'un de l'altre.
3) El tetraedre és dual d’ell mateix (auto-dual).
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®
&

Octaedre. Sigui O C R? un octaedre i C' C R?® un cub. Com sén duals I'un
de T'altre 30 < 34C. Com hem provat I'existencia del cub, queda provada la

v

de Voctaedre.

Dodecaedre. Sigui D C R? un dodecaedre i I C R? un icosaedre. Com sén
duals I'un de l'altre 4D < dI. Per tant com ja hem provat l'existencia de
Iicosaedre, queda provada la del dodecaedre.

4.1.2 Teorema d’Euler per poliedres

Utilitzarem el teorema d’Euler per poliedres per demostrar que no hi ha més
poliedres regulars que els 5 platonics.

Primer de tot el que volem és mapejar la superficie d’un poliedre a una esfera
que circumscriu el poliedre. El que obtenim és un conjunt de poliedres esferics
0 Xarxa.
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Definicié 4.3. Diem que una xarza dins una esfera és una figura que con-
sisteiz d’un nombre finit de peces poligonals planes que en diem cares (m), un
nombre finit d’arestes corves que en diem cordes (s), i els nussos o vértezs (k)
que compleizen aquestes condicions:

1.- Tot punt de [’esfera pertany, al menys, a una cara, i dos diferents ca-
res no tenen cap punt interior en comii.

2.- La frontera de cada cara esta formada per cordes.

3.- Un punt sobre una corda no és interior.

Teorema 4.4 (Teorema d’Euler per poliedres). Per a qualsevol poliedre, que
és homeomorf a una xarxa, amb m,k,c els elements definits anteriorment es
compleix que:

m+k—s=2

La demostraci6 es pot trobar a [8].

Definicié 4.5. Diem que una xarxa és regular si ervisteixen A, tals que
per a cada vértexr (k) en neizen A cordes, i la frontera de cada cara (m) esta
formada per p cordes.

Proposicié 4.6. Ezisteixen exactament 5 poliedres regulars, amb A, < 5 tals

que, 0 bé A =3 o bé u = 3.

Demostracio: Com tota cara esta limitada per p cordes i cada corda pertany
a dos cares es compleix que:

wm Ak
S = — S = —
2 2
Que ho podem reescriure com:
2c 2c
e P
m , i

Aplicant el teorema d’Euler per poliedres obtenim:

2c  2c
R
r 1 1 1
TR
. . 1 1 1 )
Obtenint la desigualtat ; + N > 5 que prova que A i g almenys un d’ells ha

de ser 3, donat que 1/4 +1/4 =1/2.
Finalment podem trobar una cota superior X +—-<1/64+1/3=1/21i veiem

que només existeixen 5 combinacions possibles:
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\ S \ m \ k \ Poliedre ‘
4 | 4 | Tetraedre
1216 |8 | Cub

30 | 12 | 20 | Dodecaedre
12|18 | 6 | Octaedre
30 | 20 | 12 | Icosaedre

o x| | wof wol| >
wl wo| o x| wll=

4.2 L’angle diedral d’una piramide

Un cop vist que no hi ha més, veurem com calcular els angles diedrals i a
continuaci6 calcularem l'invariant de Dehn.

El calcul dels angles diedrals del cub sén forca facils, per als altres quatre ne-
cessitem un pas previ, que consisteix en demostrar com calcular ’angle diedral
de qualsevol piramide, donat que el tetraedre és una piramide triangular, I'oc-
taedre esta format per dues piramides (quadrangulars) i tant del dodecaedre
com de l'icosaedre en podem obtenir piramides pentagonals en ambdos casos.
Els angles diedrals de les piramides corresponent a arestes que neixen de la
cuspide, equivalen als dels corresponents poliedres, tal i com es mostra a la
segiient figura.

a%-&;

<>

Sigui P C R? una piramide n-gonal els costats dels quals sén m els de la base
ir > 1 els que neixen de la ctuspide. L’angle diedral de les cares que volem
calcular és ¢. Cada cara la formen triangles iscosceles d’angles v (el correspo-
nent a la cusipide) i & = 1/2(m — v) els corresponents a la base.

Construim una esfera de radi 1 amb centre O vértex qualsevol de la piramide.

L’esfera intersecta la piramide en tres arcs de circumferencia, AB, BC i AC,

2
els quals, per trigonometria, mesuren AB = 7 — —W, AC = BC =1/2(7 —v).
n

Aquests arcs formen un triangle esferic. Com 'angle C' coincideix amb ’angle
de les rectes tangents als arcs de circumferencia, tenim que C' = ¢.
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Proposicio 4.7. Formula del cosinus per a trigonometria esfeéerica.
Donada una esfera de radi 1u, un triangle esferic amb vértexs u,v i w i costats
a (conecta u i v), b (conecta u i w) i ¢ (conecta v i w), i l'angle del costat
oposat de ¢ és C, la formula del cosinus per trigonometria esferica és:

cos(c) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)cos(C).

Demostracio: Siguin u,v i w els vectors unitaris que van del centre de [’esfera
als corresponents vértex del triangle. Com les longituds i els angles son invari-
ants per rotacio, movem tot el triangle de tal manera que u caigui al pol nord
1v al play=0. Les coordenades dels vectors son les segiients:

u=(0,0,1)

v = (sin(a), 0, cos(a))

w = (sin(b)cos(C'), sin(b)sin(C'), cos(b))

El valor de cos(c) correspon al producte escalar de v i w, que €s:
cos(o)||v]|||w]|| = sin(a)sin(b)cos(C) + cos(a)cos(b)
amb o] =1, |lw[| = 1.

L’angle diedral el podem trobar a través del triangle esferic ABC'. Utilitzant
la férmula del cosinus per trigonometria esferica obtenim:

cos(c) = cos(a)cos(b) + sin(a)sin(b)cos(C)
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cos(AB) = cos(BC')cos(AC) + sin(BC)sin(AC)cos(p)
cos(m—(2m/n)) = cos(1/2(m—v))cos(1/2(m—v))+sin(1/2(r—v))sin(1/2(7—v))cos(p).

Ara, usant les segiients relacions trigonometriques:

cos(m — a) = —cos(a)
sin((7/2) — a) = cos(«)
cos((m/2) — a) = sin(«)

—cos(2m/n) = sz’nQ(v/Q) + cosQ(U/Q)COS(go)
cos(2m/n) + sin*(v/2)
cos®(v/2) '

cos(ip) =~

1-— 2
Ara, de D'expressié cos(2x) = 1 — sinz, tenim que sin(z) = 1 - cos(2x) :v)’

2
st = i 1+ )

_ \/cos (v/2) + cos(2m/n) + sin®(v/2) \/1+co s(2m/n)
2c0s%(v/2) 2cos%(v/2)

Finalment aplicant que cos(2z) = 2cos?(z) — 1 < 1 + cos(2z) = 2cos*(x) al
numerador:

per tant:

cos(m/n)

cos(v/2) "

Observaci6 4.8. Sigui R C R? un poliedre regular. Denotem al nombre de

arestes que neixen d'un vértex com A i al nombre de arestes que constitueixen

qualsevol cara del poliedre com p. Podem reescriure la férmula anterior com:
cos(m/\) cos(m/\)

sin(p/2) = cos((m/2) — (w/p)) - sin(m /1)’

Donat que si n és el nombre de arestes de la base de la piramide, coicideix
amb el nombre de arestes que neixen de qualsevol vértex del poliedre, i si v
és l'angle superior de qualsevol cara de la piramide el podem escriure com
v=m— (2r/m) on m és el nombre d’arestes de qualsevol cara (m = pu).

sin(ip) =

A i p recordem que prenen els segiients valors per a cadascun dels solids
platonics.

(A

\ Poliedre ‘
Tetraedre
Cub
Dodecaedre

Octaedre
Icosaedre

ot | cof ol wol| >
wo| ol o x| wol|=
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A continuacié calcularem els angles diedrals dels solids platonics tot per poder
calcular 'invariant de Dehn.

Tetraedre. Per I'apartat anterior, (A, u) = (3,3), per tant 'angle diedral ¢
el podem calcular tal que:

. _cos(m/3) _ 1/2
sin(p/2) = sin(x/3) 32 V3/3
¢ = 2arcsin(v/3/3) = arccos(1/3).

Aquesta ultima igualtat la podem comprovar aplicant cosinus als dos costats i
usant que cos(2z) = 1 — 2sin?(z).

Per a calcular I'invariant de Dehn d’un tetraedre T' considerarem que tots els
costats mesuren lu. Per als segiients casos ho prendrem aixi també.

6

5(T) = I(e;) ® [ei] = 6 @ [arccos(1/3)].

i=1
Cub. En aquest cas (\, 1) = (3,4), doncs:

. _cos(n/3) /2 _
sin(p/2) = sin(r/d) ~ v2j2 V2/2

©/2 = arcsin(v/2/2) = 7 /4
©=1/2.

Anem a calcular l'invariant de Dehn d'un cub C. Anteriorment hem vist
que val 0 per funcions integrament additives, i en la seccié 3.3 hem vist que
0ia = 0 & 9, = 0. No esta de menys, pero, comprovar-ho:

3(C) =) ler) @ [es] = 121(e;) @ [r/2] = 121(e;) ® 0 = 0.

Icosaedre. Per a calcular els angles diedrals tenim (A, ) = (5, 3):

, _cos(n/5)  1/4(1++V5)  1+456
sin(ip/2) = sin(m/3) V3/2 23

1+\/5>

2V/3

145
23 |

©/2 = arcsin (

Y = 2arcsin (
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Passem a calcular I'invariant de Dehn. Consta de 30 arestes, els angles diedrals

1++5
2v3 )

de les quals valen 2arcsin <

Per tant:

2V/3

1
2arcsin ( + ﬁ)] =60®

arcsin L5
2v3 )|
Octaedre. Anem a calcular els angles diedrals. (A, p) = (4, 3).

cos(m/\) _ cos(m/4)
sin(m/p)  sin(m/3)

(v
/2 = arcsin (\/§/2>

© = 2arcsin(y/2/3) = arcos(—1/3).

sin(p/2) =

Al calcular 6(O) comprovarem que I'invariant de Dehn es preserva per seccio.
Per aix0 seccionem per un pla 'octaedre.

Obtenim dues piramides, de les quals podem calcular el seu invariant de Dehn
per separat. En particular és el mateix per les dues per ser I'octaedre regular.
Per tant tenim que

5(0) = 25(P)

on O denota l'octaedre i P una piramide.

Suposem que els costats dels octaedres mesuren 1u, en conseqiiencia tots els
costats de les piramides mesuren 1u.

5(0) = Y e lble).

Tenim que 6(e;) = arccos(—1/3) V1 < i < 12, per tant:
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3(0) = 12 ® [arccos(—1/3)].

D’altra banda, els angles diedrals dels triangles de la piramide sén els matei-
xos que els de 'octaedre. En canvi els de la base sén exactament la meitat
(1/2)arccos(—1/3). Doncs:

8 4 4

d(P) = Zl(q)@[@(q)] = Z®[arccos(—1/3)]—1-2(1/2)@[&7"0005(—1/3)] =

=4 ® [arccos(—1/3)] + 2 ® [arccos(—1/3)] = 6 ® [arccos(—1/3)] = (1/2)6(O).
Dodecaedre. (A, ) = (3,5), per tant,

cos(m/A) _ cos(m/3)
sin(m/pu)  sin(n/b)

sin(ip/2) =

1
©/2 = arcsin 2 | arcsin 2
5—5 5= 5
2v2
2
5-V5

La ultima igualtat es pot comprovar igual que abans.
Passem a calcular I'invariant de Dehn. En aquest cas no ens cal treballar el
solid per seccions, doncs consta de 30 arestes els angles diedrals de les quals

-1
valen tots arccos (—)

V5

© = 2arcsin ( > = arcos(—1/V/5).

5(D) = il(ei) @ [0(e;)] = 30 ® [arccos (\_/—%ﬂ |
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5 Aplicacions

5.1 Congruencia estable per tisores

En aquesta seccio tractarem el concepte de congruencia estable per tisores,
conseqiiencia de la congruencia per tisores. Es necessaria per a la demostracio
del teorema de Dehn-Sydler, tot i que en aquest treball no tractarem la seva
demostraciéo donat que son necessaris conceptes més avangats que s’escapen
del grau.

El teorema de Dehn-Sydler afirma que dos poliedres a R? sén congruents per
tisores si, i només si, tenen el mateix volum i invariant de Dehn. Max Dehn
va provar al 1901 que la condici6 de 'invariant de Dehn era necessaria [4]. 64
anys més tard, Sydler va provar que aquesta mateixa condicié, junt amb la del
volum eren suficients [11].

Passem a definir que vol dir que dos poliedres siguin congruents estables per
tisores.

Sigui P el grup abelia de sumes finites
a P+ ...+a,P, amb aq, € Z

on Py, ..., P, sén poliedres de R?. El volum i I'invariant de Dehn s’extenen
linealment a tot P, com hem vist en el lema 3.8 1 3.23. Sigui & C P el subgrup
generat per les relacions de la forma:

P—(P,+..+P,),on P+ ..+ P, és una descomposicié poligonal de P.
P — I(P) on I és una isometria.

Definicié 5.1. Diem que P i Q sén congruents estables per tisores (a
partir d’ara SSC) si P —Q € £.

Recordem que si dos poliedres P,Q C R3 sén SC ho denotem com P ~ Q.
Abans de provar el resultat més important d’aquesta seccid, és necessari el
segiient teorema.

Teorema 5.2. (Zylev). Sigui F € R3 un poliedre. Siguin A,B C F. Si
F-A~F-B=A~B.

Demostracio: Reescribim el conjunt F' a través de A i B com:

F=AulJP=BuUl]JQx Vk:Pk:QkiV(Pk)<M.

2
k=1 k=1
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Diem que el trio (A, B, F') té ordre n.

Apliquem induccié sobre n. Sin = 0 vol dir F — A = F — B = (), llavors
A = B. En aquest cas queda provat.

Suposem n > 0. La idea és anar ”eliminant”(),,. La cota del volum ens diu que
V(A-Q,) > V(Q,), aixo vol dir que podem trobar disjunts 71, ..., T,, € A—Q,
tals que T, ~ P, N Q,

La figura 1 ens mostra el cas n = 3, veiem que els T}, no han d’estar ne-
cessariament connectats, pero cada T} és una unio finita de poliedres. Esta
dibuixat esquematicament 77 i T assota de P; i P, respectivament. Definim
ara:

n=1
F'=F—QuQ=Qu B =F -] Qi
k=1

n—1
Pé:(Pk—Qn)UTk’iQ;;A’zF’—UP,Q;
k=1

Ara, el trio (A', B', F') té ordre n— 1. Tenim que B’ = B, i, per induccié sobre
n A" ~ B’. Només ens queda provar A’ ~ A. La idea esta en introduir una
regio intermitja A” i provar que A" ~ A" 1 A’ ~ A.

Definim A” com a la figura 1. A” s’obté d’A canviant els T pels Q, N Py
per tot k. Per tant A ~ A”. Obtenim A’ de A” tallant els @, i movent les
peces a (P, — Q,) UT,. Aixo és possible perque @, ~ (P, — Q,) UT,. Per
tant A” ~ A’ per tant A ~ A’
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P1| |P2| |P3

m A

Figura 1

Teorema 5.3. P~ Q < P i (Q son SSC.

Demostracio: =) Si tenim que P = P+ ...+ P, 1 Q = Q1 + ... + @, podem
generar £ a partir de qualsevol de les dues descomposicions. Com @Q; ~ P;
V1 < i < n tenim que, en qualsevol dels dos casos P = @ mod (£) o bé Q = P
mod (&). Per tant P i @ sén SSC.

<) Suposem que P i @ sén SSC. Extenent la suma sobre P de tal manera
que els a; = £1, Vi

Com P i@ sén SSC tenim que P—Q €& =(R—(R;+...+ R,),R—I(R))
Per tant,

P-Q=> n(R—(Ry+..+R,))+ > m(R—I(R))

El primer sumatori correspon a les relacions de disseccid i el segon a les rela-
cions de isometria.
Ho podem reescriure com

P-Q=Y (Ri=) Ry)—Y (Si=> S+ (Ti-U)
P+ZRZ‘+ZS’Z']‘+ZT;:Q+ZS¢+ZR1‘J‘+ZU¢

Podem trobar poliedres P’ i ' tals que:
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P =%R+>S;+>T, Q=8+ R;+> U
PNP=QnNnQ =0; P~Q; PUP ~QUQ
Sigui A= PiF = PUP'. Arasigui 0 la isometria que envia QU Q" a PU P’.
Prenem B = 0(Q), llavors B ~ () i § defineix una congrueéncia per tisores entre

F—BiQ. Pertant F—A=P ~Q ~F — B.
Pel teorema de Zylev A~ B = P ~ (.
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5.2 Poliedres que omplen ’espai

El problema de caracteritzar poliedres que poguin omplir R® amb copies con-
gruents en alguns casos pot ser trivial com el cub. Ens podem preguntar si
és possible omplir ’espai amb altres poliedres. A continuacié provarem una
condicié necessaria perque aixo sigui possible.

Definicié 5.4. Direm que un poliedre P C R? és space-filling (a partir d’ara
SF) si pot omplir R® amb copies congruents.

Teorema 5.5. Si P C R® (conver o no conver) és SF = P ~ Q on Q és un
cub del mateix volum que P.

Demostracié: [7] Pel teorema de Dehn-Sydler, com §(Q) = 0, és suficient
demostrar que si P és SF llavors §(P) = 0.

Recordem que:
(P)= > le)@b(e).
e costat de P

Considerem un enrajolat a R? format per P, ara prenem el conjunt de copies de
P en aquest enrajolat que intersecten amb la bola de radi r i centre a 'origen
B,. Junts formen un poliedre @, D B,. Calculem 6(Q,) de dos maneres
possibles:

1) Usant 'additivitat de ¢ tenim que:

on n, ¢és el nombre de copies de P a @,. Si fem tendir r — oo, n, creix pro-
porcionalment al volum de B,, és a dir, que creix amb un ordre de o(r?).

2) Utilitzant directament la féormula de U'invariant de Dehn, veiem que 6(Q,)
creix proporcionalment a l'area de B,, és a dir, que creix amb un ordre de

o(r?).
Per un r prou gran obtenim una contradiccié llevat que 6(P) = 0.

Per a fer aquest argument més rigurds, trobarem una cota de §(P).

Definim el conjunt dels angles diedrals de P com D(P), que és valid per a
qualsevol @,.. Com a conseqiiéncia els termes de 0(P) viuen en un R—subespai
vectorial V(P) de R ®g R/(7Q), en particular estan generats per

{1®0|0 € D(P)}

Sigui ara DT (P) un subconjunt de D(P) tal que {1 ® 0|6 € DT (P)} és una
R—base de V(P), per tant per a cada angle §; € D(P) — D" (P) existeix una
Unica expressié

0;,€D(P)
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Sigui X un element arbitrari de V(P) amb

Xi= > t(1®0),

0eD+(P)

definim la seva longitud com ||X||* = Z t2.

0D+ (P)
Ara, per I'additivitat de 9,
Vol(B(r))
) =n,||[0(P)|| > ———==||0(P
18(Q:)1 = n 8P > e 8P
16(Qn)]l > Cor®l|o(P)lquan r — oo (1)

on Cy és una constant positiva que depen de P. Ara, usant la definicié de
5(Q,), tenim

B@II=1 Y UedEl<c Y lie)

e costat de Qr e costat de Qr

On Cy := max;,/ i cfj. Tots els costats de @), sorgeixen dels costats de les

copies de P que pertanyen a la frontera de @),, i totes aquestes copies toquen
I’esfera de radi r, centrada al 0. Per tant totes les copies pertanyen a l'interior
de la regi6 concentrica €2, definida com

O, = B(r +dp) — B(r — dp)

on dp és el diametre de P. Com Vol(Q,) < Cyr? quan r — oo, hi ha com
Cy

Vol(P)

< (Csr?. Finalment,

a molt r? copies de P, i la suma de totes les longituds dels costats és

16(Q,)|| < C1C5r* quan 7 — 0o
Comparant aixo amb 'equacié (1) obtenim una contradiccid, llevat que
[6(P)]| = 0.

En conseqiiencia

5(P) = 0.
m

Per exemple, amb tetraedres o amb la majoria de poliedres que hem anat veient
al llarg d’aquest treball no es pot omplir I'espai.
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6 Conclusions

Hem vist com un concepte senzill treballat al pla es pot complicar molt al
augmentar una dimensié. Un primer objectiu va ser estudiar el teorema de
Dehn-Sydler, pero després d’una recerca més intensa hem pogut comprovar
que eren necessaris molts conceptes que s’escapen del nivell del grau. Tot i
aixi hem pogut estudiar la congruencia per tisores en profunditat i obtenir
resultats importants com el teorema de Dehn desde dos enfocaments diferents.

Cal destacar que en alguns resultats en concret hem treballat usant ambits de
les matematiques molt diversos, per exemple per veure que un cub i un tetra-
edre del mateix volum no sén SC' hem usat polinomis de Txebixov, geometria
analitica i el teorema de 1’arrel racional.

Una gran part dels coneixements basics que hem hagut de fer servir han es-
tat treballats en les cursos de metodes numerics, algebra, geometria i topologia.

Remarquem que la majoria de resultats donats s’han pogut demostrar aqui i
els pocs que no, s’ha donat la cita bibliografica corresponent.
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