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Capítulo 1

Introducción General

1.1 Fenómenos de Transporte

Los fenómenos de transporte pertenecen a esa clase de fenómenos "universales" en

Física. Y decimos "universales" porque, a pesar de no formar un campo propio de la

Física, se dan en todos ellos [1]. Cualquier campo de la Física involucra el concepto de

movimiento y, por lo tanto, de transporte. Es justamente esta ubicuidad la que hace de

la t.eoría de transport.e una t.eoría interesante ya que nos da la oportunidad de trabajar
en campos muy distintos y romper así (o al menos intentarlo) la gran compartimentación
que exist.e ent.re est.os. La t.eoría de transporte se aplica en campos tan diversos corno la

dinámica de gases [2, 3, 4, 5], la termodinámica de no equilibrio (la difusión de una got.a
de tinta en agua es un buen ejemplo de ello) [6], el transporte de neutrones en un reactor

nuclear [7], el transport.e de cargas en semiconductores o el transporte de luz en medios

difusi vos [8, 9].
Es justamente este último ejemplo el que motivó el origen de esta tesis. Los sistemas

que involucran transporte de luz son realmente importantes tanto en la Física corno

en la Tecnología. Debemos precisar, sin embargo, que no estudiaremos el transporte
de luz en cualquier tipo de medio. Entre los medios purament.e geométricos, donde la

propagación sigue las leyes de la óptica geométrica y los medios donde es necesaria una

descripción microscópica cuánt.ica de la interacción radiación-materia, exist.en los medios

difusivos o desordenados. Cuando un rayo de luz incide en uno de est.os medios, la

propagación de los fotones que consiguen penetrar en el medio se puede aproximar por
un movimiento rectilíneo hasta que se produce una colisión con un centro dispersor. En
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este caso, el fotón cambia de dirección y continúa nuevamente en línea recta según la

nueva dirección. Cuando el medio a estudiar tiene una densidad de centros dispersores
elevada (o bien es un medio muy extenso) este proceso se repite y lo que tenemos es

un problema de colisiones múltiples. El estudio de este sistema se puede enfocar de dos

maneras distintas: concentrarse en las características de las colisiones [10] o asumir un

tipo particular de colisiones corno input y estudiar el efecto de las colisiones múltiples.
N uestro trabajo está enfocado únicamente hacia este último problema, es decir, nunca nos

preocuparemos de los detalles finos de las colisiones e intentaremos encontrar el número

máximo de propiedades para tipos de colisiones arbitrarias. Esto tiene sentido porque

muchas de las propiedades del transporte dependen sólamente de propiedades globales
de las colisiones, pero en ningún caso dependen de las propiedades finas o particulares
del proceso de colisión. Ejemplos de estos medios los encontramos abundantemente en la

naturaleza: las nubes, la atmósfera, gran cantidad de disoluciones, los tejidos biológicos
y en general cualquier medio geométrico al que añadamos impurezas que actuen como

centros dispersores. También en la indústria encontramos gran cantidad de aplicaciones
aunque quizás la más conocida sea la de los cristales difusores de luz.

Durante la última década el interes por estos problemas se ha renovado notablemente

gracias a las aplicaciones biomédicas (actuales y futuras) [12, 13]. El motivo es que

los tejidos biológicos son medios desordenados-las inhomogeneidades presentes en el

tejido, las células o los orgánulos citoplasmáticos actúan como centros dispersores de luz.

Tales aplicaciones están orientadas básicamente al desarrollo de técnicas que nos permi­
tan medir las propiedades ópticas de los tejidos a analizar y tener en cuenta que estas

propiedades ópticas son distintas entre, por ejemplo, un tejido sano y otro canceroso [12].
Existen varias técnicas distintas que funcionan en este sentido pero las más destacables

son las técnicas basadas en el estudio del estado estacionario [15], y las técnicas de re­

solución temporal [16]. La primera consiste en inyectar un haz de luz laser en un tejido
y estudiar como se comporta el estado estacionario. La otra técnica es más moderna y

se basa en inyectar un pulso de luz laser muy corto! y estudiar la dependencia temporal
del flujo de luz que sale del sistema.

Todas estas técnicas requieren de un marco teórico con el que poder interpretar
los experimentos y extraer de ellos las propiedades ópticas del tejido. La teoría que

usualmente se utiliza para estudiar estos fenómenos es la teoría de transporte de radiación

[11], aunque la gran dificultad que presenta provoca que se utilice en su lugar la apro-

¡actualmente la duración de estos pulsos es del orden de los femtosegundos (fs).
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ximación difusiva. Hay que decir que la aproximación difusiva es genérica a todos los

campos del transporte, ya sea transporte de masa, energía o momento. Sin embargo,
esta aproximación no resulta muy apropiada cuando el tiempo característico asociado al

proceso de transporte es pequeño. El motivo es que la teoría difusiva tiene velocidad de

propagación infinita, es decir, cualquier perturbación realizada en un punto concreto se

propaga instantáneament.e al resto del espacio. Además, el hecho de perder el concepto
de velocidad de propagación implica que se pierde también la noción de dirección y al

resolver problemas con contornos aparecen dificultades para implementar las condiciones
de contorno, es decir, las condiciones de contorno no surgen de manera "natural" de la

teoría. Para intentar evitar este problema hemos modelado el proceso de transporte como

un camino aleatorio a tiempo continuo con velocidad de propagación finita [13, 14]. El

objetivo principal es encontrar ecuaciones diferenciales para la densidad de probabilidad
de presencia, equivalente a la concentración de partículas 2

, que sean de tipo hiperbólico,
es decir, con velocidad finita de propagación.

Para intentar resolver este problema es preciso estudiar los llamados procesos es­

tocásticos con dinámicas acoplad�, es decir, procesos que, de forma intermitente, cam­
bian de dinámica. La necesidad de estudiar estos procesos nos sirvió de pretexto para

internarnos en campos aparentemente muy distintos al del transporte de luz pero que,

sin embargo, pueden ser estudiados con el mismo formalismo. Los dos sistemas que

decidimos estudiar son, por un lado, los sistemas que presentan procesos de activación

resonante [17], y, por el otro, los medios granulares que muestran criticalidad autoorga­
nizada [18]. La elección de estos sistemas y no otros se debe al gran auge que estos han

tenido durante la última década y a la falta de trabajos teóricos sobre el transporte en

tales medios.

El problema de la activación resonante consiste en encontrar la frecuencia de tran­

sición de un sistema Browniano en un potencial biestable cuando la barrera de potencial
que separa los dos estados estables fluctúa en el tiempo. Corno veremos en el capítulo
4 existe una frecuencia de oscilación de la barrera que optimiza la frecuencia de tran­

sición. En este sentido decimos que el sistema presenta resonancia. Los resultados que

exist.ían en este campo eran, básicamente, numéricos. Los estudios analíticos se limita­

ban a aproximaciones que no capturaban el comportamiento resonante. Nosotros hemos

desarrollado un modelo simple que permite calcular analíticamente las propiedades res-

2Estamos suponiendo, naturalmente, que la luz no es coherente, de tal modo que la concentración o

intensidad de luz en un punto es proporcional a la densidad de probabilidad de una sola partícula. Una

explicación de la pérdida de coherencia se puede encontrar en la referencia [10].
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onantes del proceso.

Nuestro interés en el transporte en medios granulares proviene, por un lado, de que

recientemente se ha demostrado experimentalmente que algunos de estos medios presen­

tan criticalidad autoorganizada y, además, no hay muchos trabajos sobre transporte en

medios que presenten este comportamiento y, por otro lado, de que los medios granulares,
presenten criticalidad autoorganizada o no, en general muestran difusión anómala, mucho

más interesante que la difusión Gaussiana que presentan la mayoría de medios [19, 20].
Por difusión anómala entendemos un proceso de difusión en un medio homogéneo que

no converge hacia la solución Gaussiana para tiempos grandes, es decir, el sistema no

verifica el teorema del límite central. Este hecho es sintomático de la existencia de leyes
de potencias con momentos centrales infinitos. Esto puede comportar la pérdida de las

escalas características del proceso, es decir, el proceso de transporte tiene estructura

fractal.

1.2 Procesos Estocásticos con Dinámicas Acopladas

Los procesos estocásticos con dinámicas acopladas son el nexo común a los tres sis­

temas que estudiaremos en los capítulos posteriores. Es preciso entonces definir de un

modo general las ecuaciones de evolución de estos procesos. Imaginemos un sistema que

está gobernado por un conjunto de dinámicas

{fk(i, v, tiro, va, to)}, k = 1,···, n, (1.1)

es decir, h(i, v, tiro, va, to) es el propagador de la dinámica k-ésima desde el punto (ro, va)
hasta el punto (i, v) o, si se prefiere, la densidad de probabilidad de encontrar al sistema

en la posición (i, v) en el tiempo t si en el tiempo to estaba en (ro, va). Naturalmente las

dinámicas {fk(i, v, tiro, va, to)} pueden representar procesos estocásticos, leyes deterrni­

nistas o una mezcla de ambas. Asumirnos que los tiempos a los que ocurren los cambios de

dinámica son independientes del estado de proceso. Entonces, el proceso es un proceso

de renovación y es posible definir una densidad de probabilidad de tiempos entre dos

cambios de dinámica consecutivos 1/;(t), es decir, 1/;(t)dt nos da la probabilidad de que el

tiempo entre dos cambios de dinámica esté en el intervalo (l, t + dt) [21].
Estamos interesados en la densidad de probabilidad conjunta del proceso en el estado

k-ésimo pk(i, v, tiro, va, lo), es decir, la densidad de probabilidad de que en el tiempo t el

sistema esté en el punto del espacio fásico (i, v) y que en ese instante esté gobernado por la

dinámica k-ésima. Sin embargo, esta densidad no se puede obtener de forma directa. Es
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preciso definir primero la llamada densidad de renovación Pk(i, v, tiro, Va, to) [21). Esta

función se define de tal modo que Pk(i, v, tiro, vo, to)didv nos da la probabilidad por

unidad de tiempo de que en el intervalo (i+ di, v + dv) y estando el sistema gobernado
por la dinámica k-ésima, se produzca un cambio de dinámica en el instant.e t. Nótese que

pdi, v, tiro, vo, to) no es una densidad de probabilidad respect.o al tiempo. En realidad

¿ J J didvPk(i, v, tiro, vo, to)
k

(1.2)

nos da la frecuencia media entre cambios de dinámica y al integralo para un intervalo de

tiempo [to, to +T) nos da el número medio de cambios durante un intervalo de tiempo T.

La densidad de renovación verifica una ecuación de Chapman- Kolmogorov generalizada
de modo que podemos escribir ' [22)

pk(i, e, t) Po(k)fk(i, e, tiro, vo, to)'l/;(t)

El primer término es la contribución a la densidad de renovación de las partículas que

en el instante inicial comienzan su evolución según la dinámica k-ésima. Po(k) es la

probabilidad de que en t = to el proceso arranque con la dinámica k-ésima. El término

de la integral es la contribución a Pk (i, v, t) de las partículas que en el último cambio

de dinámica, ocurrido en el punto (1'1, Vi) en el tiempo T, estaban gobernadas por la

dinámica j-ésima y que tras en cambio pasan a la dinámica k-ésima. P(j --+ k) es la

probabilidad de transición ent.re dos dinámicas distintas. Una vez tenemos definidas las

densidades de renovación es posible encontrar las densidades de probabilidad Pk(i, v, t).
Estas se relacionan con las densidades de renovación mediante las ecuaciones

Pk(i, v, t) Po(k)fk(i, e, tiro, Va, to)\If(t)

+ (dTJJdrldVI¿pj(rl, Vi, T)Ii(i, v, tlr', Vi, T)\If(t - T)P(j --+ k) ..Jo
j#

(1.4 )
La interpret.ación es análoga al caso anterior. La única diferencia es que hay que sustituir

la densidad de probabilidad del t.iempo entre cambios por la probabilidad de superviven-

3 Por comodidad omitiremos en la notación de Pk las condiciones iniciales, es decir, cuando escribamos

Pk (T, v, t) deberíamos poner Pk (r, V, tiro, va I to).
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Figura 1.1. Proyección sobre el eje x de la realización de una partícula que evolu­

ciona de acuerdo con un camino aleatorio persistente a tiempo continuo. En este

caso los tiempos entre cambios siguen una ley de Poisson de parametro A = 1.

cia en un estado,

w(t) == loo 1/;(r)dr. (1.5 )

Esto se debe a que los cambios de dinámica son procesos puntuales en el tiempo y, por lo

tanto, son un conjunto de medida nula que no contribuye a la densidad de probabilidad.
En otras palabras, cuando observamos el proceso siempre lo vernos evolucionando en

una de las dinámicas, nunca en el preciso instante del cambio. Bajo este formalismo,
lo que distingue un sistema de otro es el número de dinámicas distintas bajo las que

puede evolucionar el sistema y el tipo particular de dinámica que actúa en cada caso. A

continuación describiremos, para cada uno de los sistemas con los que trabajaremos, las
dinámicas específicas a las que están sometidos. Esto es equivalente a fijar el conjunto
de propagadores {fk(i, u, tiro, vo, to)} que aparecen en las ecuaciones (1.3) y (1.4). De

todos modos, en los capítulos respectivos se dan descripciones mucho más detalladas de

cada modelo.
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Figura 1.2. R.ealización de una partícula movida por ruido blanco más una fuerza

constante que alternadamente cambia de signo. Esto corresponde al modelo de

Biet y Astumian que introduciremos en el capítulo 5.

Transporte de Luz

El transporte de luz en un medio desordenado se modela mediante un camino aleato­

rio persistente a tiempo continuo. La diferencia entre un camino aleatorio normal y uno

persistente es que en el normal los cambios de dirección del caminante son independi­
entes de la dirección incidente, en otras palabras, los distintos pasos del camino están

descorrelacionados. En el caso de caminos persistentes, los cambios de dirección depen­
den fuertemente de la dirección incidente. En nuestro modelo suponernos que la partícula
se mueve en línea recta a velocidad constante hasta que colisiona, cambia de dirección

y continúa nuevamente a velocidad constante. En este caso sólo tenernos una dinámica,
aunque cada dirección de propagación se puede entender también corno una dinámica

distinta con un índice continuo v == n. El propagador f es entonces

fU-:', V, tiro, vo, to) = b(i - ro - v(t - to)n),8(DIDo), ( 1.6)

es decir, ,8([21[20) nos da la probabilidad de cambiar de la dirección de propagación no a

\l (después de una colisión) y , con esta nueva dirección, el término b(i - ro - v(t - to)n)
nos asegura que la partícula se mueva en línea recta a velocidad constante v según la
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Figura 1.3. Realización de una partícula que evoluciona de acuerdo con el modelo

que utilizamos en el transporte en la pila de arroz. Nótese que las perticules

quedan atrapadas en una posición durante un tiempo aleatorio y entonces saltan

una distancia también aleatoria. La realización es asimétrica debido a la asimetria

de la pila.

dirección n. La única salvedad es que ahora hay que cambiar Po(k) por una densidad de

probabilidad angular que tenga en cuenta en que dirección comienzan las partículas su

movimiento. En la Fig-( 1.1) se muestra una simulación de la realización de una partícula
que sigue un modelo de este tipo proyectada sobre el eje x.

Activación Resonante

En este caso, tenemos una partícula Browniana en una dimensión en presencia de

un potencial que fluctúa en el tiempo. Suponemos que a intervalos de tiempo aleatorios

el potencial cambia de forma entre VI(x) y Vz(x). Corno hay dos potenciales distintos,
existen dos dinámicas distintas y k = 2. Los propagadores J¡(Z)(x, tJxo, to) son aquí las
densidades de probabilidad asociadas a las ecuaciones ele Langevin

x(t) + :x V1(2)(X) = �(t), (1. 7)
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donde �(t) es un ruido blanco Gaussiano de media cero, deltacorrelacionado y de in­

t.ensidad D. Nót.ese que, como las dos dinámicas involucradas corresponden a procesos

Brownianos en el régimen sobreamortiguado, no aparece ninguna dependencia con la ve­

locidad. En la Fig-(1.2) se muestra la realización de una partícula Browniana con una

fuerza const.ante que a tiempos aleatorios cambia de signo. Este es un tipo particular de

fluctuaciones del potencial.

Transporte en Medios Granulares

El t.ransporte en un medio granular se caracteriza por estar generado por avalanchas.

El tipo de sistemas a los que nos referimos son pilas granulares que son perturbadas
lentamente añadiendo nuevos granos. La adición de estos nuevos granos genera avalan­

chas que se propagan por el sistema. Si nos centrarnos en el movimiento de un grano

individual nos damos cuenta que, mientras el grano no es alcanzado por una avalancha

permanece en reposo, y cuando esto ocurre cambia de posición rápidamente. Esto se debe

a que las escalas temporales externa (asociada a la perturbación) e interna (asociada a

las avalanchas) están muy separadas". Esto implica que podemos considerar los saltos

de los granos dentro de la pila como procesos puramente puntuales o instantáneos. Por

lo tanto, las dos dinámicas alternadas son, en este caso, ó bien permanecer en reposo

durante un t.iempo aleatorio o dar un salto instantáneo. En resumen, el transporte se

puede modelar mediant.e una dist.ribución de tiempos de atrapamiento y una distribución

de longit.udes de salto independient.es entre si. Ei'ltonces, para este sistema, el propagador
f(i, tiro, to) será

f(i, tiro, to) = f(ilro), (1.8)

es decir, el propagador es independiente del tiempo. Además, debido a la hipótesis de

separación de escalas temporales, tampoco aparece dependencia con la velocidad. En la

Fig-(1.3) se muest.ra una realización de este modelo.

1.3 Sumario de la Tesis

La present.e tesis est.á est.ructurada en tres bloques. El primero de ellos lo forman los

capítulos 2 y 3 en los que nos ocupamos de los modelos de caminos aleatorios persistentes a

tiempo cont.inuo que se aplican al transporte de luz en medios desordenados. El capítulo
2 es más general. En él se formulan las ecuaciones integrales para estos modelos con

4 Esto es una característica común a todos los sistemas que presentan criticalidad autoorganizada.
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toda generalidad y se encuentra una conexión con la teoría de transporte. También se

estudia el tiempo de isotropización para modelos generales y finalmente se propone un

nuevo método para resolver el problema en el espacio libre. En el capítulo 3 proponemos

un modelo más concreto de camino aleatorio persistente que nos permitirá encontrar la

ecuación diferencial que satisface la densidad de probabilidad de presencia. Para este

modelo resolvernos el problema del transporte a través de una lámina de grosor L y

calculamos las magnitudes físicas interesantes como el coeficiente de transmisión o los

tiempos característicos asociados al tamaño del sistema.

El siguiente bloque lo forma el capítulo 4, dedicado al fenómeno de la activación

resonante. Darnos un sumario de los resultados ya obtenidos por otros autores y a con­

tinuación resolvernos un modelo sencillo que permite encontrar aproximaciones analíticas

y estudiar así la dependencia de la resonancia con los parámetros del sistema. Damos

también una discusión detallada del origen del fenómeno de la resonancia y aclaramos el

papel que juegan el ruido blanco y las condiciones de frontera.

El capítulo 5 está dedicado al transporte en una pila granular crítica autoorganizada.
Comenzarnos con una breve descripción del experimento realizado por el grupo de Oslo

y seguidamente construirnos un modelo de camino aleatorio que nos permitirá obtener

información acerca del transporte individual de los granos dentro del sistema. El capítulo
concluye con resultados de simulaciones, tanto del modelo en sí mismo como de un

autómata celular. Estas simulaciones concuerdan muy bien con las conclusiones del

modelo teórico.

La tesis termina con un apéndice en el que se incluyen los teoremas Abelianos y

Tauberianos para la transformada de Laplace más utilizados, un capítulo de conclusiones

finales y un comentario sobre las perspectivas de los posibles trabajos que se derivan de

esta.
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Capítulo 2

Transporte en Medios Desordenados

2.1 Introducción

Un gran número de propiedades de transporte de materiales en medios desordenados

pueden ser estudiadas con modelos de caminos aleatorios a tiempo continuo (CATC) [1].
Durante muchos años, muchas de estas propiedades han sido estudiadas usando est.os

modelos simples, en los cuales, los sucesivos pasos del camino están descorrelacionados,
es decir, los cambios de dirección del caminante son independientes entre sí. Estos mod­

elos pueden servir en el caso de la existencia de gradientes externos que condicionen los

cambios de dirección. No obstante, en el caso del transporte de luz en medios desor­

denados estos gradientes no existen [4]. En este caso, debemos introducir persistencia
ya que cuando un fotón sufre una colisión con un centro dispersor cambia de dirección

de propagación con una probabilidad que depende únicamente de la dirección incidente.

Esto introduce una anisotropía local en el modelo que induce la aparición de correla­

ciones ent.re los distintos pasos del camino que aumentan la riqueza de comportamient.os
del modelo y obviamente su aplicabilidad [3]. Llamaremos a estos modelos extendidos

caminos aleatorios persistentes a tiempo continuo (CAPTC).
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2.2 Caminos Aleatorios Persistentes a Tiempo
Continuo como un Modelo de Transporte en

Medios Desordenados

El modelo concreto que nosotros estudiaremos es el siguiente: Tenernos una partícula
rnoviéndose en un medio desordenado con centros dispersores distribuidos de forma

aleatoria. En todo el desarrollo supondremos que el medio es homogéneo aunque pueden
existir correlaciones espaciales. La partícula se mueve a velocidad constante, v, durante

un tiempo aleatorio, t, hasta que encuentra un centro dispersor y sufre una colisión.

El ángulo relativo entre las direcciones anterior, ni, y posterior a la colisión, iv; viene
caracterizado por una densidad de probabilidad ,B(nln') que llamaremos función de fase.

Esta función define el tipo de interacción entre las partículas transportadas y los ceritros

dispersores del medio. Como estamos estudiando modelos sin ningún tipo de gradiente
externo y el medio es homogéneo la función de fase únicamente puede depender del ángulo
relativo entre n y ni. La función de fase introduce una anisotropía local en el modelo y

es la causante de la aparición de correlaciones entre los sucesivos pasos del camino de la

partícula.
Sea 1jJ(t) la densidad de probabilidad del tiempo entre dos colisiones consecutivas. La

forma concreta de esta densidad depende de la distribución espacial de los centros dis­

persores. Cuando el medio no presenta ningún tipo de correlación espacial y suponiendo
que estarnos en el límite de baja densidad (ya que justamente el volumen de los cen­

tros dispersores introduce de por sí una correlación espacial) los tiempos entre colisiones

estarán generados por un proceso de Poisson y, por lo tanto,

(2.1 )

donde A es la frecuencia de colisión o, si se prefiere, 1 == VA -1 el recorrido libre medio

de las partículas. Esta distribución es la que suele utilizarse en la literatura aunque

nosotros intentaremos encontrar el mayor número posible de propiedades para densidades

de probabilidad, rj;(t), arbitrarias. En este caso A se define como

(2.2)

Para fijar ideas podemos resumir el modelo en sus ingredientes principales:

• Medio homogéneo. No consideramos agentes externos en el transporte.
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• Colisiones entre las partículas transportadas y los centros dispersores del medio

definidas por una función de fase ,8(r2¡r2') que depende únicamente del ángulo
relat.ivo entre las direcciones anterior y posterior a la colisión .

• Una densidad de tiempos entre colisiones, ¡f(t), relacionada con la distribución

espacial del medio.

Con todos estos ingredientes en mente ya podemos empezar a trabajar. Sea p( i, O, t) la
densidad de probabilidad de encontrar a la partícula en la posición i moviéndose según
la dirección del vector r2 en el tiempo i y sea p(i, r2, t) la densidad de renovación de que

una partícula que se está moviéndo en la dirección O sufra una colisión en la posición
i en el instante t. Como vimos en la introducción general, la densidad de renovación,

p(i, r2, t), es solución de la ecuación integral

p(i, O, t) Po(O)f(i, O, t)¡f(t)+

+Jdi'JdO'J:drp(i', O', r),8(O¡O')f(i - r, i - r, O)¡f(t - r ),
(2.3)

donde

f(i, O, t) == ó(x - vt sin B cos ¡f)ó(y - vt sin Bsin ¡f)ó(z - vt cos B) (2.4)

y Po(r2) es la distribución angular inicial. El primer término de esta ecuación proviene
de las partículas que sufren su primera colisión justamente en el instante i mient.ras

que el segundo es la contribución de las que han sufrido como mínimo una colisión.

El propagador f(i, O, t) garantiza que entre dos colisiones conssecutivas la partícula se

mueva en línea recta y a velocidad costante v.

La densidad de probabilidad p(i, r2, t) está relacionada con p(i, r2, t) mediante la

ecuación [18]

p(i, O, t) Po(O)f(i, O, t)\II(t)+
(2.5)

donde

\II(t) == loo ¡f(r)dr (2.6)

es la probabilidad de que el tiempo entre dos colisiones sea mayor o igual que t. La

ecuación (2.3) es una ecuación integral cerrada para p(i, O, t). Por lo tanto, si somos

capaces de resolverla podremos encontrar la solución para la densidad p(i, O, t) mediante
la ecuación (2.5).
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2.3 Conexión entre los CAPTC y la Teoría de

Transporte

Lo que acabamos de ver en la sección previa es la formulación integral de un camino

aleatorio persistente a tiempo continuo. Estos caminos aleatorios tienen la característica

de ser No-markovianos respecto a la posición, ya que necesitarnos conocer, además de

la posición de la partícula, su velocidad para poder determinar su evolución posterior.
Ahora pretendernos encontrar una conexión entre este modelo de transporte y la teoría

usual del transporte. Esto pasa necesariamente por encontrar una ecuación íntegro­
diferencial para la densidad p(i, ñ, t) que podamos relacionar con la ecuación de trans­

porte. Derivando la ecuación (2.5) respecto del tiempo y usando la ecuación (2.3) es fácil

darse cuenta de que es posible escribir la siguiente ecuación integro-diferencial:

op(i ñ t) , �,

'J'
, , ,

at' + vSl· 'Vp(i, Sl, t) + p(i, Sl, t) = ,3(SlISl')p(i, Sl', t)dSl', (2.7)

donde hemos usado que

d\Il(t)
= -1/;(t)dt (2.8)

y que

Of(�tñ, t) = -vñ . 'V f(i, ñ, t). (2.9)

La ecuación (2.7) no es aún una ecuación de transporte ya que no está cerrada para

p(i, ñ, t). En el caso particular de que la densidad del tiempo entre colisiones sea expo­

nencial, es decir, un medio homogéneo sin correlaciones espaciales, es fácil darse cuenta

de que 1/;(1) = A\II(t) y, por lo tanto, que p(i, ñ, t) = Ap(i, ñ, t). Entonces sí recuperarnos

una ecuación de transporte para colisiones elásticas. Resulta notable el hecho de que

este es el único caso en el que recuperamos la ecuación de transporte de forma exacta

y, por lo tanto, podernos afirmar que nuestro modelo es más completo que la teoría de

transporte usual ya que incluye casos no contemplados por esta. Sin embargo, cuando
el tiempo al que observamos el sistema es mayor que el tiempo medio entre colisiones

la teoría de transporte sigue funcionando ya que en ese caso existe un teorema que nos

asegura que [6]

(2.10)

y entonces

p(i,ñ,t) � Ap(i,ñ,t) t» A-l. (2.11)
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Naturalmente este resultado es cierto suponiendo que la densidad 'f/;(t) tenga todos los

momento definidos. Si esto no es así (por ejemplo, tiempos entre colisiones gobernados
por leyes de pot.encias) no existe una ecuación íntegro-diferencial cerrada para p(i, n, t).
Est.o es consistent.e con el hecho de que en estos casos el comportamiento no es difusivo

mientras que la ecuación de transporte tiene, a tiempos largos, un comport.amiento difu­

sivo. Si integramos la ecuación (2.7) para todas las velocidades recuperamos la ecuación

de continuidad que nos asegura la consevación de la probabilidad

ap(i,t) n 7(- ) - O
at

+ v . J r , t -

, (2.12)

donde hemos definido el flujo de partículas promediado sobre todas las direcciones corno

](i,t)=:v J np(i,n,t)dn, (2.13)

y la densida.d marginal
p(i, t) =: J p(i, n, t)dn. (2.14)

2.4 Límite Difusivo

En muchas aplicaciones es necesario estudiar la densidad de probabilidad de la posición
de la partícula independientemente de su velocidad, es decir, p(i, t). Desafortuna.damente

no existe, en general, una ecuación diferencial cerrada para esta densidad (aunque en al­

gunos casos sí es posible, vease por ejemplo [10]). A pesar de todo, podemos estudiar el

comportamiento a tiempos largos y ver que ecuación satisface p( i, t) en este límite. Para

ello es preciso hacer la llamada aproximación PI [7, 8, 9). Esta aproximación se basa en

desarrollar la densidad conjunta p(i, n, t) en armónicos esféricos y argumentar que para

tiempos suficient.emente largos el sistema se ha "casi-isotropizado" y es lícito truncar

la serie a primer orden. Lo que entendemos aquí por tiempos largos lo precisaremos en

secciones post.eriores. Para dimensión tres podemos escribir
,1 3 ' -

p(i, [2, t) �

-4p(i, t) + -42
[2. j(i, t).

7f 7fV
(2.15)

Como estamos estudiando el límite de tiempos largos, podemos utilizar la ecuación de

transporte (2.7) (naturalmente excluirnos de este análisis las densidades de probabilidad
de tiempos entre colisiones sin todos los momentos definidos). Derivándola respecto al

tiempo y ut.ilizando la aproximación (2.15) podernos escribir un sistema de ecuaciones

diferenciales acoplado para p(i, t) y ](i, t)
ap(i t) -

-_'_ + 'V. '(- t) - O
at J r, -

, (2.16)
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aJ(i t) _ v2

at- + .\(1 - g)j(i, t) = -;(vp(i, t), (2.17)

donde g es un parámetro muy importante de estos modelos llamado parámetro de

anisotropía y que se define como

g == (cos 8), (2.18)

donde 8 es el ángulo relativo entre las direcciones anterior y posterior a una colisión

cualquiera. La expresión de g es distinta dependiendo de la dimensión del espacio. Para

d = 2 es

(2"
g = Jo

cos 8{3(8)d8. (2.19)

Para el caso tridimensional, como las colisiones sólo dependen del ángulo polar relativo

, definimos (3(8) de manera que

(3(OIO/) = 2_{3(8) ,

211"
con 8 = ángulo(O, 0/), (2.20)

y entonces tenemos

g = la" cos8{3(8)sin8d8. (2.21 )

En la Fig-(2.1) se muestran simulaciones de realizaciones de un camino aleatorio persis­
tente para distintos valores del parámetro de anisotropía, g. Se puede apreciar de forma

muy evidente el cambio de comportamiento en el transporte al variar este parámetro. La

importancia de este parámetro radica en el hecho de que, a tiempos largos, es el único

"recuerdo" que el sistema tiene del tipo de colisiones entre las partículas y los centros

dispersores. Si asumimos, además, que el término aJ(i, t)/at es despreciable frente a los

otros términos obtenemos una ecuación de difusión para p(i, t)

ap(i,t)
= �DV2 (- t)at 2 p r, , (2.22)

con una constante de difusión

(2.23)

Si no despreciamos el término aJ(i, t)/at la ecuación que obtenemos es la ecuación del

telegrafista
a2p(i, t) .\(1 _ ) ap(i, t) _

v2 2 (_ )at2
+ g at

-

3
V p r , t . (2.24 )

A priori esta ecuación debería ser mejor aproximación que la ecuación de difusión. Sin

embargo, presenta graves problemas. En primer lugar es una ecuación en derivadas par­

ciales de tipo hiperbólico con una velocidad de propagación v/V3 (para dimensión arbi­

traria d, la velocidad que se obtiene es v/Vd) que está en contradicción con la auténtica
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velocidad de propagación de las partículas v. El segundo problema es que en el caso bidi­

rnensionallas soluciones de la ecuación del telegrafista tienen regiones definidas negativas
y, por lo tanto, est.a ecuación no representa una densidad de probabilidad. En el caso

t.ridimensional est.e problema no aparece y las soluciones están definidas positivas pero la

convergencia de est.as soluciones hacia la solución exacta es más lenta que las soluciones

obtenidas directament.e de la ecuación de difusión [12]. Por lo tanto, uno de los retos

importantes en est.e campo es encontrar una ecuación diferencial para la densidad p(F, t)
que realmente mejore a la teoría difusiva para tiempos no tan largos.

2.5 Tiempo de Isotropización
Hemos visto que para tiempos largos estos modelos convergen hacia la teoría de

difusión aunque no hemos cuantificado lo que entendemos por tiempos largos. La escala

de tiempo necesario para que el sistema se comporte difusivamente es lo que llamaremos

tiempo de isotropización y lo denotaremos por Tiso. Existen varios criterios para definir

esta escala temporal. Nosotros utilizaremos dos: El criterio de la desviación cuadratica

media y el de la distribución de velocidades. El primer criterio se basa en calcular

la desviación cuadratica media, O";(t), sobre una dirección y estudiar cual es el tiempo
necesario para pasar de un comportamiento balístico (en el que O";(t) � t2) a uno difusivo

(en el que O";(t) � t). El otro criterio consiste en calcular la densidad de probabilidad
de las velocidades de las part.ículas y estimar el tiempo necesario para que esta densidad

sea uniforme. En general, est.os dos criterios coinciden en la estimación del tiempo de

isot.ropización aunque, como veremos, para algunos casos particulares de la función de

fase esto no es así.

2.5.1 Desplazamiento Cuadrático Medio

Comenzaremos nuest.ro análisis notando que (x2(t)) se puede escribir en la forma

00

(x2(t)) = 2: (x2(t)IM)pt(M),
M=1

(2.25)

donde (x2(t)IM) es el desplazamiento cuadrático medio condicionado a que la partícula
haya sufrido M - 1 colisiones en un tiempo t. Por lo tanto, la trayectoria será una

poligonal con M segmentos. pt(M) es la probabilidad de que hayan M segmentos en

un tiempo t. El cálculo de (x2(t)IM) es un poco complicado debido al hecho de que el
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Figura 2.1. Realización de un carmno aleatorio persistente en dos dimensiones

después de 1000 colisiones. La densidad de tiempos entre colisiones es 'I/;(t) =

)..e-At, con X = 1 y v = 1. En las simulaciones la partícula parte del origen
con condiciones iniciales isótropas. La función de fase que hemos usado en las

simulaciones es (3(B) = (1 - g2)(27r)-1 (1 - 2g cos B + l)-l. De arriba a abajo
9 = 0.9, 9 = O y 9 = -0.9. Obsérvese la diferencia de escalas entre las distintas

figuras.
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últ.imo segmento no est.á completo, es decir, no tiene por que haber ocurrido una colisión

en el t.iempo t y, por lo t.anto, el último segmento de la trayectoria es distint.o a los demás.

Para evit.ar este problema introducimos una nueva cantidad, (x2(t)ln, T), definida como

el desplazamiento cuadrático medio condicionado a que hayan n colisiones en un tiempo
t y que la longitud del último segmento de la trayectoria sea T. En términos de est.a

nueva cantidad podemos escribir

(2.26)

donde pt(n, T) es la densidad de probabilidad de que hayan n colisiones en un tiempo t

y que el intervalo entre el tiempo de la última colisión y t sea. T.

Empezaremos calculando (x2(t)ln, T). En lo sucesivo nos concentraremos en el caso

bidimensional aunque el resultado es general para cualquier dimensión. El cálculo sigue
el método expuesto por Gandjbakhche, Bonner y Nossal en [5]. Para simplificar el cálculo
tomarnos la velocidad de las partículas igual a la unidad de forma que espacio y tiempo
sean equivalentes. La posición sobre el eje X de la partícula en el tiempo t si han habido

n colisiones, n 2: 1, y no ha habido ninguna colisión entre t - T Y T se descompone en

n

x(t) = LXi + Xn+l,
i=1

(2.27)

donde Xi = ti COS((Ji + ePa) y ePo representa la dirección del primer segmento de la trayec­
toria. ti es la longitud del segmento i-ésimo (ya que hemos t.omado la velocidad igual
a uno) y (Ji es la suma de los ángulos de las colisiones, ei, desde la primera hasta la

(i - 1 )-ésima, es decir

(Ji

(JI

el + ... + ei-I, (i 2: 2);
O. (2.28)

Cuando no hay ninguna colisión, (n = O), entenderemos que el primer término de la

ecuación (2.27) no contribuye y que x(t) = XI = t cos(ePa). Por lo tant.o, (x2(t)ln, T) tiene
la siguient.e forma para n 2: 1

(x2(t)ln, T)
n n n

L(x;) + 2L L(XiXj) + (X�+I) + 2 ¿(XiXn+l) (2.29)
i=1 i «! i=1

n n

¿(t;) (COS2((Ji + ePa)) + 2¿¿(titj ) (COS((Ji + ePa) cos((Jj + ePa))
i=1 i=1 j<i
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n

+ (cos2(;3n+l + <PO))1'2 + 21' ¿(ti)(cos(;3i + <Po) cOS(;3n+l + <Po)).(2.30)
i=1

Para escribir la segunda identidad hemos tenido en cuenta que la duración de un segmento

de trayectoria es independiente de la dirección que la partícula tenía antes de la colisión

y de la que tendrá después de esta. Además, la correlación entre distintos segmentos ti

y tj es independiente de í como demostraremos más adelante. Para n = 0, r tiene que

ser igual a t y

(2.31)

Si suponemos que el ángulo inicial <Po está uniformemente distribuido, entonces

(cos2(;3i + <Po)) = 1/2, (2.32)

y [5]

t ¿(COS(;3i + <Po) cos(;3j + <Po)) = 2(1� G) (n _ \ -_gn) .

i=lj<i
9 9

Un razonamiento similar nos muestra que

(2.33)

g(l_gn)(COS(;3i + ePa) cOS(;3n+l + <Po)) = 2(1 _ g)
. (2.34)

La sustitución de esta ecuación en la ecuación (2.30) nos permite escribir

donde (tln,1') y (t2In,1') son los momentos de la longitud de cualquier segmento de

la trayectoria (ya que están identicamente distribuidos) cuando hay n colisiones en un

tiempo t y la última colisión ocurrió en el tiempo t - 1'. El simbolo t.(n, 1') denota la

correlación (titj) entre segmentos bajo las mismas condiciones que para (t In, 1'). Esta

expresión continúa siendo correcta para n = ° si (tIO, 1'), (t210,1') y t.(0, 1') se toman

igual a cero, recordando que en este caso r es igual que t.

Ahora vamos a concentrarnos en la evaluación de pt(n, 1'), la densidad de probabilidad
de que hayan n colisiones en un tiempo t y que la última colisión haya ocurrido en t - 1'.

Si tenemos en cuenta que la generación de segmentos constituye un proceso de renovación

ordinario [6], esta densidad se escribe

pt(n,1') = 1/Jn(t - 1')'11(1') (n :::: 1), (2.:16)
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y

Pt(O, r) = 8(t - r)1I1(r), (2.37)

donde

1I1(t) = 100 v;(t') dt', (2.38)

es, como ya hemos comentado, la probabilidad de supervivencia y V;n (t) es la densidad de

probabilidad para la longitud total de n segmentos. Si usamos el teorema de convolución

de la transformada de Laplace, vemos fácilmente que la transformada de Laplace de V;n(t)
es

�n(S) = �n(s), (2.39)
donde �(s) es la transformada de Laplace de la densidad de tiempos entre colisiones V;(t).

El cálculo de (tln, r), (t2ln, r) y .6.(n, r) resulta bastante laborioso; por lo tanto, aquí
daremos el resultado final para no cortar el desarrollo y lo explicitaremos en la sección

posterior (2.5.1). El resultado es

(t In, r)

(t2ln, r)
.6.(n, r)

(t - r)/n,

h2(n, t - r)Nn(t - r ),

f(n, t - r)Nn(t - r),

(2.40)

(2.41)

(2.42)

n 2: 1, Y donde la transformada de Laplace de las funciones h2(n, t - r) y f(n, t - r) es

(2.4��)

y

i(n, s) = �n_2(S)[�'(s)l2. (2.44)
Las primas denotan derivadas respecto a la variable de Laplace s.

Si sustituimos la expresión de pt(n, r ) y las ecuaciones (2.36)-(2.37) en la ecuación

(2.26) podemos escribir

(2.45)+

Usando el teorema de convolución podemos escribir la transformada de Laplace de (x2(t))
corno

00

[n.
. " 9 ( 1 _ s" )= ¿ -:-h2(n, s)1I1(s) + f(s)1I1(s)- .n - _._

n ee O
2 1 - 9 1 - 9
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(2.46)

donde .c{.f(t)} denota la transformada de Laplace de .f(t). El caso n = O se tiene en

cuenta en el sumatorio con las prescripciones que hemos explicado más arriba. Tras un

pOCO de álgebra la ecuación (2.46) se reduce a

i:2 S
_ _!_ + �/(S)( ()) -

S3 s2(1 - �(s))
g�/(S) (2.47)

Por lo tanto, hemos obtenido la transformada de Laplace del desplazamiento cuadrático
medio sobre el eje X para un CAPTC bidimensional con una densidad de tiempos entre

colisiones, 1/;(t) , arbitraria y con una función de fase, (3(8), general cuando la dirección

inicial está uniformemente distribuida [11]. La función de fase sólo aparece en esta ex­

presión a través del parámetro de anisotropía g, (2.18).
No es posible obtener la transformada inversa de (i:2(s)) para densidades generales

de tiempos entre colisiones 1/;(t). A pesar de esto, el desplazamiento cuadrático medio se

puede escribir formalmente como

t2 00

1 - o" ¡t(x2(t)) = 2"
- ¿ -n- Í« (t - r)r1/;n(r) dr,
n=l o

(2.48)

donde 1/;n(t) representa la densidad de probabilidad de la duración de n segmentos.
La ecuación (2.47) se puede generalizar fácilmente al caso tridimensional. Entonces,

si la ángulo azimutal está distribuido uniformemente después de cada colisión, tenemos

(i:2(s)) = � [�+ 12�ln (l-�,(S))],d s s ds 1 - g1/;( s)
(2.49)

donde d = 2,3, y con la expresión apropiada de 9 para cada dimensión. Como hemos con­

siderado condiciones iniciales isotrópicas podemos afirmar que el desplazamiento cuadrático
medio radial es

(2.50)

Aplicaciones

Corno ya hemos comentado, el caso de una densidad de probabilidad del tiempo entre

colisiones exponencial tiene un interes especial al ser una aproximación muy aceptable
al transporte en medios homogéneos sin correlaciones espaciales y es particularmente
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apropiado para el transporte de luz en medios desordenados. La transformada de Laplace
de una densidad exponencial es

(2.51 )

Cuando est.a expresión se introduce en la ecuación (2.47) la t.rasformada de Laplace se

puede invertir, con lo que se obtiene

(x2(t)' =
1

[>'(1 _ g)t _ 1 + e-.\(J-g)t]I >.2(1 _ g)2
. (2.52)

De esta expresión se puede deducir que el tiempo de isotropización es

1
(2.53)

Cuando la función de fase es

1
13(0) = - + 2éCOSO,

2'Jl'

1
(1E1 ::; 4'Jl')' (2.54)

el parámetro de anisotropía, g, en dos dimensiones es

g = 2'Jl'é. (2.55 )

Entonces, el desplazamiento cuadrático medio coincide con la expresión que obtuvieron

Masoliver, Porra. y Weiss en (10] con un método distinto, es decir

( 2(t)'
2

[(1 _ 2'Jl'é)t _ 1 + e-(l-Z7rf)t] ,r 1= (1-2'Jl'é)2 (2.56)

donde aquí>' se tornó igual a uno.

En muchas aplicaciones, el t.iempo de observación es mucho mayor que el tiempo
medio entre colisiones y, consecuentemente, sólo el comportamient.o asintótico del des­

plazamiento cuadrático medio result.a interesante. Este comportamiento asintótico se

puede obtener de la ecuación (2.47) si usamos los teoremas Tauberianos (13]. Consider­

aremos tres casos distintos: (i) los dos primeros momentos de la distribución del tiempo
entre colisiones exist.en; (ii) el primer momento existe pero no el segundo y; (iii) no exis­

ten ni el primer ni el segundo momento. El comportamiento asintótico de los CATC

con distribuciones de t.iempo sin momentos definidos fué estudiado por primera vez por

Shlesinger en la Ref-[15].
Sean los dos primeros momentos de '!/J(t) , cuando existen, T y T2, es decir,

T 100 t'!/J(t) dt

T2 100 t2'!/J(t) dt.
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En el caso (i) ambos momentos existen y de la ecuación (2.47) encontramos

(t->oo), (2.57)

donde (J"2 = T2 - T2 y d = 2,3 es la dimensión del espacio. Por lo tanto, el desplazamiento
cuadrático medio crece linealmente con el tiempo y el CAPTC se comporta de forma

difusiva. Para el caso particular 1jJ(t) = .\e-At tenernos

2 2
(x (t)) �

d.\(l _ g)
t (caso exponencial) (2.58)

como se obtiene también de la ecuación (2.52). Esta expresión es la análoga en el contínuo

de un resultado encontrado en [5, 16]. Cuando el tiempo entre colisiones es una constante,

1jJ(t) = 8(T - t), recuperamos un resultado ya conocido en física de polímeros [17] (con
algunos cambios de notación),

(x2(t)) �
(1 + g)T t
d(l - g)

(tiempo constante), (2.59)

para t -> oo.

El siguiente caso es cuando T es finito pero el segundo momento no existe. A este fin

suponemos un comportamiento asintótico de la densidad del tiempo entre colisiones del

tipo ley de potencias 1jJ(t) � t-(2+a) para t -> 00 Y 0< ry < 1. Entonces, la transformada

de Laplace de 1jJ(t) se comporta como

.J;(s) � 1 - Ts + (J.ls)"'+l (2.60)

cuando s -> O. Si sustituirnos esta expresión en la ecuación (2.47) obtenemos que

(2.61)

para s -> O. Si ahora utilizamos los teoremas Tauberianos [13] podernos ver que ahora

el comportamiento es superdifusivo ya que

(2.62)

para t -> oo. Notese que este resultado es independiente del parámetro de anisotropía g.

Este hecho sugiere que el comportamiento superdifusivo se debe a la dispersión infinita

de los tiempos entre colisiones.

Finalmente, en el tercer caso, 1jJ(t) no tiene momentos definidos. Suponernos un

comportamiento asintótico del tipo 1jJ(t) � r(1+a) para t -> 00 Y O < ry < 1. Entonces
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podemos escribir que 1}(s) � 1 - (fJs)C> y con esta expresión se demuestra que el CAPTC

se comport.a de forma balística (excepto por un factor que reescala la velocidad):

(2.63 )

para t -+ oo. Recordemos que para el caso unidimensional estos result.ados fueron

obtenidos por Masoliver, Lindenberg y Weiss en la Ref-[18].

Correlaciones entre Distintos Segmentos de la Trayectoria

Como ya hemos comentado en una sección precedente, vamos a calcular de forma

separada las correlaciones entre los distintos segmentos de la trayectoria. Queremos en­

contrar la densidad de probabilidad para la longitud del segmento i-ésimo, el j-ésirno,
el número de cambios entre (O, t) Y la duración del último intervalo, r. Entonces

p( ti, tj, n, r)dti dtj dr nos da la probabilidad de que el segmento i-ésimo tenga una

longitud entre ti y ti + di.; el j-ésimo entre tj y tj + dtj, hayan n colisiones entre (O, t) Y

que el último segmento de la trayectoria esté entre r y r + dr. Teniendo en cuenta que
./

los segmentos ti forman un proceso de renovación, podemos escribir

p(ti,tj,n,r) lt-T-ti-ti dxi": dy\If( r)

1/;i-l(X)1/;(ti)1/;j-i-l(y)"l/J(tj )1/;n-j(t - T - ti - tj - x - y), (2.64)

donde hemos supuest.o que j > i. Esta expresión se entiende si pensarnos que x es la

longitud del (i - 1 )-ésirno int.ervalo, que precede al i-ésimo, y que y es la longitud de los

segment.os posteriores al i-ésimo y anteriores al j-ésimo. Se puede escribir de una forma

mucho más simple si utilizarnos la siguiente propiedad de los procesos de renovación

ordinarios

1/;n(t) = lt 1/;n-l(t - t')1/;(t') dt', (2.65 )

y por lo t.anto

(2.66)

De est.a densidad de probabilidad se deducen las siguientes densidades condicionadad

P(ti,tj,n,r)

(2.67)
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y
1/;n-l(t - T - ti)p(tiln, T) = 1/;(t;) 1/;n(t _ T)

. (2.68)

La correlación entre distintos segmentos de la trayectoria condicionada a n colisiones en

un tiempo t y con duración del último intervalo igual a T es

(2.69)

y después de usar la ecuación (2.67) se puede poner como

_6.(n, r) = f(n, t - r)/¡f;n(t - T). (2.70)

La función fU se define como

(2.71)

Por lo tanto, la correlación entre distintos segmentos de trayectoria condicionada a n

colisiones es independiente de i y j. Además, la transformada de Laplace de la fución

fU es

L:{f(n, t')} = j(n, s) = �n-2(S)[�'(sW. (2.72)
De una manera análoga podemos calcular (t2In, r) y también (t In, T).

2.5.2 Distribución de Velocidades

El otro método que vamos a utilizar para estimar el tiempo de isotropización es el

cálculo de la distribución de velocidades, es decir,

p(n,t) == J dip(i,n,t). (2.n)

Para evaluar p(n, t) integramos las ecuaciones (2.3) y (2.5) para todo el espacio y pasamos

el tiempo al espacio de Laplace. De este modo encontramos las siguientes ecuaciones

integrales

,D(n, s) = �(s) [po(n) + J dn',B(nln')p(n', s)]
p(n, s) = �(s) [po(n) + J dn',B(nln')p(n', s)] ,

de donde se deduce la siguiente relación entre p(n, s) y ,D(n, s):

(2.74)

(2.75)

" \{I(s),"p(n, s) =
1/;(s)

p(n, s). (2.76)
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Por lo tanto, basta con resolver la primera ecuación integral. Como ya hemos comentado,
la función de fase depende únicamente del ángulo polar relativo entre las direcciones

anterior y posterior a la colisión, B (recordemos que estamos en dimensión tres), es decir,

(2.77)

donde ahora ¡J(O) está normalizada con medida sin BdB , es decir,

1''' ¡J(B) sin BdB = 1. (2.78)

Análogamente, los promedios para una función cualquiera f(B) se hacen

(f(B)) == 1" f(B)¡J(B) sin BdB. (2.79)

La función de fase se puede escribir en términos de armónicos esféricos

(2.80)

donde

¡JI = 1" ¡J(O) PI (cos O) sin OdO

y donde PI (.) son los polinomios de Legendre. De la definición de ¡JI podemos ver que

(2.81)

¡Jo = 1, (2.82)

que corresponde a la condición de normalización y

¡JI = (cos ()) = g, (2.83 )

que corresponde al parámetro de anisotropía. Toda la complicación del problema radica

en la forma de la integral de la ecuación (2.74). Sin embargo, como la función de fase

depende sólamente del ángulo relativo entre las direcciones anterior y posterior a la

colisión, es decir,

(2.84 )

podernos utilizar la fórmula para desacoplar armonicos esféricos de ángulos relativos [14]

(2.85 )
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El asterisco significa tomar el complejo conjugado. Con esta identidad y con el desarrollo

que hemos hecho de la función de fase, (2.80), podemos poner la integral de la siguiente
forma

00 m=1

J ,3(nln')¡3(n, s)dn' = L,31 L Yt*m(n)¡3im'
1=0 m=-I

(2.86)

donde

(2.87)

Ahora sólo falta poner el resto de términos que aparecen en la ecuación (2.74) en función

de armonicos esféricos e igualando terminos podemos escribir

A 1};(s) A

Plm(S) = A (Ylm(fl)}o.
1 - ,311/;(S)

(2.88)

El subíndice O significa promediar con la distribución angular inicial; más explícitamente

(2.89)

Finalmente, haciendo uso de la relación (2.76) y volviendo al espacio real la variable

temporal encontrarnos para la distribución de velocidades la expresión

1
00 m=1

p(n, t) = 471"
+L L DI(t)(Ylm(n)}OYlm(n)

1=1 m=-I

(2.90)

donde se ha definido

DI(t) == 12-1 { 1 -1};(:) }.s[l - ,311/;(S)]
(2.91)

Cuando la distribución de tiempos entre colisiones es exponencial la función DI(t) toma
la forma simple

(2.92)

Para cada valor de 1 tenemos un tiempo característico distinto

1
rl= ----

.\(1-,31) (2.93)

y, por lo tanto, el tiempo de isotropización será

riso = max{ri}. (2.94)

N o es posible, en general, decir cual de los {ri} será el máximo sin especificar que función
de fase estamos usando. A pesar de esto, podemos hacer un análisis cualitativo para
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los casos más relevantes. El caso más frecuente, tanto en la literatura como en los

experimentos, es el llamado de dispersión hacia adelante (forward scattering). Para est.e

tipo de colisiones las partículas, después de colisionar con el centro dispersor, salen en

una dirección cercana a la incidente. Para este caso se cumple que

71 > 71 VI> 1, (2.95)

y el tiempo de isotropización coincide con el que se obtiene con el criterio del deplaza­
miento cuadrático medio, es decir

1
7i, o = -).-(1---g-)" (2.96)

Sin embargo, cuando la dispersión es hacia atrás (backward scattering), es decir cuando

las partículas tienden a salir rebotadas, ocurre que

72> 71 (2.97)

y por lo tanto
1

iu; = -).(C-1---{J2-) (2.98)

Aquí se ve claramente la ventaja de este método para evaluar el tiempo de isotropización

respecto al que utilizamos primero. Otro caso interesante es el de una función de fase

con simetría respecto a la dirección perpendicular a la incidente. En este caso es fácil

demostrar que

{JI = O (I impar) (2.99)

y el tiempo de isotropización coincide con el del caso anterior (2.98). Este caso puede
inducir a confusión con el caso de colisiones completamente isotrópicas ya que en ese

caso {JI = O VI. Esto ocurre porque, normalmente, el único parámetro que se tiene en

consideración es {JI = g. Por lo tanto cuando 9 = O se habla de colisiones isótropas sin

tener en cuenta este tipo particular de colisiones. Para casos más complejos de la función

de fase es necesario hacer un análisis particular y estudiar en cada caso cual es el máximo

de los t.iempos {71}.

2.6 La Aproximación de las Fracciones Continuas

Ya hemos comentado que uno de los retos importantes en la teoría de transporte es

encontrar aproximaciones para la concentración de partículas, proporcional a p( r, t). La
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mayoría de las aproximaciones que se suelen utilizar son aproximaciones sobre el proceso

global del transporte, es decir, aproximaciones hechas en la ecuación de transporte sobre

la densidad p(i, Q, t) o sobre el flujo )(i, Q, t). Este es el caso de las aproximaciones PN

que, como hemos visto, sólo funcionan bien en el límite difusivo pero no antes [2]. En

general, cualquier tipo de aproximación hecha en este sentido modifica la velocidad de

propagación del sistema y es razonable pensar que sólo funcionen bien para tiempos

largos.
La aproximación que vamos a desarrollar aquí tiene un planteamiento radicalmente

distinto porque se basa en hacer aproximaciones sobre la función de fase. Desafortunada­

mente sólo se ha podido aplicar el método al caso bidimensional. Queda como un futuro

trabajo la extensión de este al caso tridimensional. La esencia del método consiste en

hacer aproximaciones sobre la función de fase (3(0) que permitan resolver el problema de

manera exacta. Esto tiene la ventaja de que la propiedad de velocidad finita de propa­

gación no se ve afectada, es decir, es la solución exacta de un problema con una función

de fase aproximada. Como estamos en dimensión dos resulta más conveniente trabajar
con desarrollos en serie de Fourier en lugar de los desarrollos en polinomios de Legendre.
La función de fase se puede escribir

(2.100)

El intervalo de la serie es [-71",71"] Y además hemos supuesto que la función de fase es par.

Para acortar la escritura definimos los vectores Qn(O) como

•

_ (
cos(nO)

)Qn(O) =

sin(nO)
(2.101)

y los coeficientes gn son

gn == (cosnO). (2.102)

Del mismo modo podemos desarrollar la densidad p(i, Q, t), que puede escribirse de la

forma

(
�

O) p( i, t) 1 � -: �
.

p r , ,t =

-2- +
- L.JJn(r, t)· Qn(e),71" 71"
n=l

(2.1O:)}

donde los flujos l;«, t) están definidos como

In == l: Dn(e)p(i, e, t)de. (2.104)
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Si introducimos los desarrollos (2.100), (2.103) en la ecuación de transport.e obtenemos

el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas

(2.105)

'H. es un operador diferencial matricial definido del siguiente modo

n == _� ( Ox
2 -Oy

(2.106)

y D¿ es un operador diferencial (respecto al tiempo) definido como

(2.107)

Naturalmente a estas ecuaciones hay que añadir la ecuación de continuidad (2.12). El

sistema de ecuaciones (2.105) tiene el problema de que para cada orden es necesario

conocer el orden anterior y el posterior. Esto hace que desacoplar el sistema sea compli­
cado. Sin embargo, es posible hacerlo si suponemos que Jk(r, t) = O Vk � i y despues
de desacoplar el sistema hacemos el límite de i ___. oo. Vamos a suponer que la partícula

empieza su recorrido en el origen de coordenadas con condiciones iniciales isotrópicas.
Est.o implica que la solución t.endrá simetría cilíndrica y, por lo tanto, basta est.udiar

la proyección sobre una dirección y finalmente sustituir x ----> r == ITl. En el espacio de

Fourier-Laplace el sistema de ecuaciones (2.105) se escribe

)n+l,x(Wx, s) + )n-l,x(Wx, s) = O'n)n,x(wx, s), (2.108)

y la ecuación de continuidad

(
1 + a)l,x(wx, s)p wx, s) = --��-­

s
(2.109)

donde

Cl' == -lVWx (2.110)

y
2i

O'n == -[s + .\(1 - gn)].
VWx

(2.111)

Nat.uralmente Wx es la variable de Fourier y s la de Laplace. Con el método que acabarnos
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de explicar podemos poner la solución en términos de una fracción continua 1

1
p(wx, s) = ------(\'----- (2.112)

s- -----�----

0"1 - -------

0"2 -

----1-

Ahora basta sustituir Wx por w = Iwl para encontrar la solución que buscábamos.

2.6.1 Aplicaciones

En principio puede parecer que la solución que acabamos de encontrar es muy formal

y sin utilidad. Sin embargo, haciendo ciertas hipótesis sobre los coeficientes O"n podremos
explotar las curiosas propiedades de las fracciones continuas.

Caso completamente Isotrópico

En este caso la función de fase es constante, es decir,

1
{3(O) = 271"' (2.113)

Entonces es fácil ver que gn = O para n 2: 1 y, por lo tanto, O"n = O" es independiente
de n. Esto simplifica mucho las cosas porque ahora el problema se reduce a encontrar el

valor de la siguiente fracción continua

1
Mindia == ----�1--- (2.114)

0"- ---�1--
0"- ----

0"- --

O" .•.

Si nos fijarnos en la estructura de Mindia nos damos cuenta ele que debe cumplir la

siguiente relación

Mindia = ----­

O" - Mindia (2.115)

y por lo tanto

Mindia = � (O" ±�) . (2.116)

1 Este tipo de fracciones continuas son lo que el matemático Srinavasa Ramanuyan llamaba melodía.s

indias[19).
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Con este resultado y la ecuación (2.112) encontramos la solución que ya encontraron por

otro método en [10J
"

1
p(w, s) = --;::;==.:;;::===;;:===;;:-----:­

J(s + >.)2 + v2w2 - >.

El signo se escoge de manera que p(w = O, s) = s-l. Este caso es doblemente intere-

(2.117)

sante porque además es posible invertir la solución de forma exacta [10J. La solución en

coordenadas cilíndricas es

p(r, t) = e-At [8(r
- vt)

+
>.

exp (�Jv2t2 - r2) 0(vt - r)], (2.118)271'r 271'vVv2t2 - r2 v

donde 8(·) es la función escalón de Heaviside.

Aproximación de 0(1)

Si la función de fase es una función suave podernos aproximarla bastante bien si

truncarnos su desarrollo en serie de Fourier en algún orden determinado. A modo de

ejemplo estudiaremos el caso más simple que consiste en truncar la serie a primer orden,
aunque el procedimiento para órdenes mayores será el mismo. Supongamos que

1 1
(3(8) = - + -g cos 8.

271' 71'
(2.119)

Hemos sustit.uido gl -+ g. Esto implica que Un = U para n 2: 2 y, por lo tanto,

1
p(w,s) = ---�Cl'-- (2.120)

s------

U1 - Mindia

De aquí se deduce que

"()
s + >'(1 - 2g) + J(s + >.)2 + v2w2

tv-,» =

S[S+>.(1-2g)+J(s+>.)2+v2w2]+v2w2'
(2.121)

Esta expresión es dificil de invertir, aunque puede servir como base para hacer inversiones

numéricas. Lo importante es que conserva todas las propiedades de transporte a velocidad

const.ant.e. Con este mismo procedimiento es posible hallar aproximaciones a cualquier
orden y cada una de las aproximaciones conservará las propiedades reales del transporte.

2.7 Conclusiones

En este capítulo hemos dado una visión general de los carrunos aleatorios persis­

tentes a tiempo continuo corno un modelo de transporte en medios desordenados. Hemos
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comenzado formulando las ecuaciones integrales que nos dan la evolución del caminante.

A partir de estas ecuaciones es posible encontrar una conexión con la teoría usual del

transporte. Sin embargo, esta conexión sólo es exacta cuando los sucesos ocurren Slll

ninguna correlación temporal, es decir, siguen un proceso de Poisson , Cuando esto no es

así, la teoría del transporte únicamente se muestra válida asintóticamente para tiempos
mayores que el tiempo medio entre colisiones. Además, existen casos especiales en los que

no es posible escribir una ecuación del transporte, ni siquiera asintóticamente! Es el caso

de densidades de tiempos entre colisiones que siguen leyes de potencias. En estos casos,

existe algún momento de la distribución a partir del cual todos los momentos sucesivos

divergen. Esto provoca un comportamiento superdifusivo y que no sea posible encontrar

tal ecuación diferencial para describir el transporte.
Una magnitud muy importante en estos sistemas es el tiempo de isotropización, es

decir, el tiempo que tarda el sistema en comportarse difusivamente o, en otras palabras,
el tiempo que debemos esperar para que la solución de la ecuación de difusión se ajuste
a la solución real. Para encontrar este tiempo hemos utilizado dos métodos. El primero
consiste en calcular el desplazamiento cuadrático medio y estimar el tiempo necesario para

que O";(t) sea lineal en el tiempo. El otro criterio consiste en calcular la distribución de

velocidades del sistema y ver cual es el tiempo necesario para que el sistema se isotropize,
es decir, que la probabilidad de encontrar un partícula moviéndose según una dirección

determinada sea uniforme. Normalmente, los dos criterios coinciden, aunque para algunos
casos especiales, como el de la dispersión hacia atrás, el criterio del desplazamiento
cuadrático medio no funciona y hay que recurrir a la distribución de velocidades.

Finalmente, hemos desarrollado un método aproximado para evaluar la densidad de

probabilidad de presencia que conserva la propiedad de propagación finita del transporte

y, por tanto, puede ser aplicado a cualquier tiempo (no como la teoría difusiva). Desafor­

tunadamente, sólo se ha podido aplicar el método al caso bidimensional. Dejarnos para

futuros trabajos la extensión al caso tridimensional.
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Capítulo 3

Caminos Aleatorios Persistentes en

Dimensiones Arbitrarias

3.1 Introducción

Como hemos visto en el capitulo anterior, los caminos aleatorios persistentes a tiempo
continuo y la ecuación de transporte nos proveen de un formalismo adecuado para el

estudio de los fenómenos de transporte en medios desordenados [3]. Desgraciadamente,
resolver este tipo de modelos con toda generalidad para problemas realistas (cambios de

medio, barreras, et.c) resulta una tarea, sinó imposible, sí demasiado compleja. Este es el

motivo por el cual resulta enormemente interesante encontrar modelos de transporte que,

sin renunciar a los ingredientes principales, resulten suficientemente simples como para

poder ser resueltos analíticamente con la esperanza de que, a pesar de no ser totalmente

realistas, nos proporcionen información acerca de los sistemas reales. El modelo que

presentamos aquí no es más que una generalización natural a dimensiones arbitrarias

del modelo que Goldst.ein propuso en una dimensión como una alternativa a la teoría de

difusión al objeto de tener en cuenta la velocidad finita de propagación de las partículas
[4]. El modelo que Goldstein estudió es el paso al límite continuo de un modelo de

camino aleatorio persistente (CAP) en una red espacial discreta ya tiempo discreto que

introdujeron primero Fürth [1] y poco después Taylor [2]. Corno lo físicamente interesante
para modelar fenómenos de transporte es el modelo en el continuo, a partir de ahora nos

referiremos a este modelo continuo como modelo de Goldstein. Corno es bien sabido,
la teoria difusiva está descrit.a por una ecuación de tipo parabólico y, por lo tanto, la
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velocidad de propagación de las soluciones es infinita, es decir, una perturbación realizada

en un punto concreto del espacio se propaga instantáneamente al resto del espacio. Esto

hace que no sea adecuada para tratar problemas donde los tiempos caracter;sticos sean

muy pequenos. La virtud del modelo de Goldstein es justamente corregir este punto

introduciendo una velocidad de propagación finita en el medio.

3.2 CAP en una Dimensión

Supongamos una partícula que se mueve en una red unidimensional de espaciado llx
a saltos de tiempo llt. A diferencia de los caminantes aleatorios corrientes, suponemos

que "nuestro" caminante tiene un cierto grado de inercia, es decir, recuerda en cada

instante la dirección en la que viaja. Cuando el caminante llega a un nudo de la red,
en el siguiente paso de tiempo tendrá una probabilidad a de continuar en la misma

dirección y 1 - a de salir en la dirección opuesta. Llamaremos a a probabilidad de

persistencia y a esta clase de caminos aleatorios Caminos Aleatorios Persistentes (CAP)
[6). Esta nueva propiedad nos obliga a dar más información para caracterizar el estado

de nuestro sistema; ya no basta con conocer la posición de la partícula; hay que decir

en que dirección se está moviendo. Esto es una consecuencia de que el sistema no es

markoviano respecto a la posición, es decir, la probabilidad de encontrar a la partícula
en una posición en un paso de tiempo dado no depende únicamente de la posición que

ocupaba en el paso de tiempo anterior; depende además de que velocidad tenía. A pesar

de todo, el problema conjunto posición-velocidad sigue siendo markoviano.

Sea P;t(i) la probabilidad de que en el paso de tiempo n-ésimo el caminante llegue
a la posición i-ésirna moviéndose en el sentido positivo del eje X y P;: (i) en el sentido

negativo. Es fácil comprobar que estas probabilidades satisfacen el siguiente sistema de

ecuaciones en diferencias:

P;;+I(i)
P;+l(i)

aP;t(i - 1) + (1 - a)P;:(i - 1) }(1 - a)P;t(i + 1) + aP;:(i + 1)
n:::: O, (3.1 )

más una condición inicial para n = O. Podemos razonar estas ecuaciones del siguiente
modo: la probabilidad de que la partícula llegue al nudo i-ésimo moviéndose hacia la

derecha depende de que en el paso anterior esté en la posición i - 1. Si llegó a esta

posición también moviendose hacia la derecha deberá consevar la dirección y de ahí

que aparezca la probabilidad de persistencia aP;t(i - 1). Si llegó moviendose hacia la

izquierda deberá invertir su dirección y por lo tanto debemos poner (1 - a)P;:(i - 1).
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La ecuación para P;: se deduce de idéntica forma.

3.2.1 Límite Continuo. Modelo de Goldstein

A pesar de que el modelo discreto es interesante desde el punto de vista de los caminos

aleatorios o corno algoritmo para hacer cálculo numérico, en general el límite continuo

es más interesant.e ya que ofrece una visión más realista del transporte. Para pasar al

continuo definimos t == ntlt y x == iD..x con la condición de que

l.
tlx

1m -=v.
c.x,c.t-+O tlt

(3.2)

De este modo v representa de forma natural la velocidad de propagación de la partícula
en el medio. Con estas prescripciones, las probabilidades P':;(i) se transforman en:

(3.3)

(3.4)

donde p± (x, t)dx es la probabilidad de encontrar a la partícula entre x y x + dx movien­

dose en el sentido positivo o negativo del eje X en el instante t. Para hacer el límite

continuo de forma correcta aún debemos reescalar la probabilidad de persistencia. La

única posibilidad es que Q' = 1 _ >"tlt. De este modo la probabilidad de que la partícula

permanezca sin cambiar su dirección durante un tiempo mayor o igual que t, W(t), es:

w(t) = lim (1 _ >..tlt)tjc.t = e-At,
c.t-+O

(:�.5 )

por tant.o, la densidad de probabilidad del tiempo entre dos cambios consecutivos es

'!/J(t) = >"e-At, es decir, los t.iempos entre cambios de dirección siguen un proceso de

Poisson de pararnet.ro >.. y, entonces, >.. -1 no es más que el tiempo medio entre dos

cambios de dirección o, en el lenguage de la teoría de t.ransporte, >.. es la frecuencia de

colisión. Tras todas estas consideraciones podemos finalmente escribir las ecuaciones del

sistema en el cont.inuo:

up-(x,t)_up-(x,t) ,[+( ) __()]ul
-v

ux
+ ..... p x,l p x,i .
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Si estamos interesados en la densidad de probabilidad de la posición de la partícula
sin importarnos su dirección podemos desacoplar el sistema para la densidad marginal

p( x, t) = p+ (x, t) + p- (x, t), que satisface la conocida ecuación del telegrafista(ET):

éPp(x, t) \ éJp(x, t) 2 éJ2p(X, t)
----+ 2", = v

éJt2 éJt Dx2 (3.8)

La ET es una ecuación de tipo hiperbólica con velocidad de propagación finita v. Para

tiempos pequeños, es decir t<f:.>' -1, la derivada segunda domina sobre la primera y se

recupera la ecuación de ondas mientras que, para tiempos largos, ocurre justamente lo

contrario y se recupera la ecuación de difusión [24]

Dp(x, t)
= �DéJ2p(X, t)

Dt 2 éJx2' (3.9)

con una constante de difusión D = v2 / >..
La solución de la ET para una partícula que parte del origen con condiciones iniciales

simétricas es [4, 6]:

e-At
-8(t - Ixl/v)+
>.�V_At [Iü(>.Jt2 _ x2/v2) +

t
Il(>.Jt2 _ X2/V2)] G(t -lxi/v)2v Jt2 - x2/v2

(3.10)
donde I. (.) son funciones de Bessel y G(·) es la función escalón de Heaviside. El primer

Pet(x, t)

+

término de esta solución corresponde a las partículas que no han sufrido ninguna colisión

hasta el tiempo t y el segundo a las que han sufrido como mínimo una colisión. A tiempos
muy largos, este es el término dominante ya que cada vez hay menos partículas que no

han sufrido cambios y la solución converge hacia una distribución gaussiana, tal como

predice el teorema del límite central. Resulta fácil comprobarlo si tenemos en cuenta que

el desarrollo de las funciones de Bessel para argumentos grandes, que en nuestro caso

corresponde a tener t::'}> >.-1 y x/v<f:.t, es [19]:

(3.11)

y, por lo tanto,

i » >.-1, x/v<f:.t (3.12)



3.3. CAP EN DIMENSIONES ARBITRARIAS 43

3.3 CAP en Dimensiones Arbitrarias

Como acabamos de ver, la ET en una dimensión represent.a una mejora a la teoría

de difusión en el sentido de que converge hacia ésta a tiempos largos pero, al mismo

tiempo, incorpora la velocidad de propagación finita de las part.ículas en el medio. Est.e

hecho hizo pensar a muchos autores que la ET en dos y t.res dimensiones sería también

una mejora respecto a la teoría difusiva, aplicada a fenómenos de trasport.e reales [15].
Desgraciadamente esto no es así [10, 13]. La ET presenta problemas en dimensión dos

(existen regiones donde las soluciones están definidas negativas [9]) amén que la ET que

se deriva de la ecuación de transporte tiene una velocidad de propagación reducida en un

factor que depende de la dimensión del espacio de la forma v ¡.Jd [9]. A pesar de todo,

algunos autores sí han conseguido algunos éxitos con la ET especialmente para medios

muy absorbentes en los cuales las particulas difusivas son casi siempre absorbidas por el

medio y sólo sobreviven las balísticas [16, 17].
Ya que la ET en una dimensión se deriva del modelo de Goldstein, intentaremos

generalizarlo a dimensiones mayoresy estudiar que tipo de ecuaciones obtenemos en el

límite continuo. Al igual que hicimos en una dimensión, comenzaremos nuestro análisis

en el discreto para luego pasar al continuo. Supongamos una partícula que "habita" en

una red cúbica d-dimensional. Cuando la partícula llega a un nudo de la red tiene una

probabilidad O' de continuar con el mismo sentido, j3 de invertirlo y , de girar hacia

algún sentido de las d - 1 direcciones restantes! , donde 0', j3 y , cumplen la condición

de normalización O' + j3 + 2( d - 1)r = 1. Sea p!k (i¡, ... , id) k = 1, ... , d, la probabilidad
de llegar al nudo de la red (il,···, id) en el paso de tiempo n-ésimo según el sentido

positivo o negativo de la dirección k-ésima. De forma análoga al caso unidimensional,
las ecuaciones de evolución quedan:

PC+k)(. .

)n+1 l¡,',ld PC+k)(· .

1 ') j3pC-k)(. .

1 ')O' n 1,1,', lk -

,', ld + n ll,', 1,k -

,', ld +

+,L .[P�+j)(i1'·, ik - 1,·, id) + p�-i)(il," ik - 1,·, id)]
i;tk

PC-k)(: ')n+¡ l1,', ld

+ '" [pC+il(' .

1 ') p(-il(' .

1 ')],� n Z¡,',lk+ ,',ld + n 1,1,',lk+ ,',ld
j,,:k

(3.14)

1 Nótese que aquí est.amos utilizando las palabras sentido y dirección con el significado habitual de la

cinemática.
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con k = 1, ... , d. Los dos primeros sumandos de estas ecuaciones son los mismos que en

una dimensión mientras que el sumatorio para j f. k tiene en cuenta las incorporaciones
a la dirección k-ésima de partículas que estaban moviendose según el resto de direcciones.

3.3.1 Límite Continuo

El límite continuo se realiza de manera análoga al caso unidimensional. Supondremos

que la velocidad de propagación es la misma para todas las direcciones del espacio, es

decir:

Vk. (3.15 )

Las probabilidades de transición reescalan de la siguiente forma:

{3

1 - )"b..t

}���� f) b..t.
2(d - 1)

(3.16)

Igual que antes, ).. es la frecuencia de colisión y la única diferencia es que ahora aparece

un nuevo parámetro, f, que no es más que la probabilidad de retroceso de la partícula
condicionada a que haya una colisión. Tras estas consideraciones, el sistema de ecuaciones

en el continuo queda:

DpC+kl(i, t)
Dt

+�a¿ [pe+il(i, t) + p( -j)( i, t) 1
j#

(3.17)

Dp( -k l( i, t)
Dt

+�a¿ [pC+jl(i, t) + pC-il(i, t)]
j#

donde a == (1- f) .. f(d-1), i == (Xl, ... , Xd) y p±k(i, t) son las densidades de probabilidad
de encontrar a la partícula en la posición i en el tiempo t moviéndose según el sentido

(3.18)

positivo o negativo de la dirección k-ésima.

Este sistema de ecuaciones contiene toda la información del modelo y deberemos

regresar a él cuando queramos resolver el problema con fronteras. Sin embargo, ahora
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estamos interesados en encontrar la ecuación diferencial que satisface la densidad de

probabilidad de la posición de la partícula, p( i, t). Si definimos

c,«, t) == p(+kl(i, t) + p(-kl(i, t) }Vk ( i", t) == p(+k ) (i, t) - p( - k l (i, t),
(3.19)

esta densidad quedará p(i,t) = L�=l Uk(i,t) y el sistema de ecuaciones (3.17,3.18) se

convierte en:

fJUk(i,t)
__

fJVk(i,t)
_ dU (-) (-)fJ

- V
>l

a k r, t + ap r , t
t UXk

8Vk(i,t)
__

8Uk(i,t) _bu (- )fJ
- v

8
v» r , t

t Xk

donde hemos puesto b == (1 + /3)>... Si definimos el siguiente operador temporal:

(3.20)

(3.21)

(3.22)

donde p es una constante arbitraria, podemos desacoplar el sistema fácilmente para la

dirección k-ésima, obteniendo:

k = 1,···,d (3.23)

Estas ecuaciones se pueden escribir de forma más compacta si definimos el operador
diferencial Sk == VbVad - v2fJ;k ,que transforma la ecuación (3.23) en:

(3.24 )

Tomando ahora la primera de estas ecuaciones (k = 1) y haciendo el cambio

d

UI (i, t) = p(i, t) - ¿ Ui(i, t)
i;tl

(3.25)

la podemos reescribir como:

d

SIP( i", t) - ¿ SI Ui(i, t) = aVbP(i, t).
i;tl

(:�.26)

Ahora no hay más que aplicar el operador S2' .. Sd a la expresión (3.26) y utilizar (3.24)
para desacoplar el sistema que, finalmente, se escribe:

d d

II SiP(i, t) = «o,¿ II SiP(i, t). (3.27)
i=1 k=l i;tk
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y

x

Figura 3.1. Dominio de definición del modelo de Goldstein en dos dimensiones.

El dominio es un cuadrado cuyas aristas se alejan del origen a velocidad v.

Resulta conveniente poner esta ecuación de una forma más tratable. Si separamos todos

los terminos con derivadas espaciales hasta orden dos la podemos escribir de la forma:

donde <I>d es un término que contiene todas las derivadas espaciales cruzadas de orden

cuarto y superiores. En particular para el = 2 y d = 3 tenemos:

(3.29)

(3.30)

Aunque esta ecuación puede parecer un tanto compleja y artificial, en realidad refleja
el hecho ele que el dominio de definición del modelo es un cubo el-dimensional cuyas

aristas se propagan a velocida ven lugar de la habitual esfera, véase la Fig-(3.1). Esto es

debido a la particularidad del modelo que sólo admite cambios de dirección ortogonales
y, por lo tanto, la partícula "recuerda" la dirección inicial. Es justamente el término

<I>d el que tiene en cuenta la geometría del dominio ya que el operador laplaciano tiene

simetría esférica. Por lo tanto, para tiempos largos <I>d es despreciable frente al término

que contiene el operador laplaciano y la ecuación (3.28) tiende asintóticamente a una
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ecuación de difusión con

2v2
D=

)..ejd'
donde )..ej = (1 + �))... De este modo, recuperamos el resultado del capítulo 2 sin más

que darse cuenta de que para este modelo g == (cos B) = -�.

(3.:n)

3.3.2 Densidad de Probabilidad Marginal. Un caso particular.

La ecuación (3.28) es complicada de resolver. Sin embargo, podemos obtener cierta

información si nos conformamos con estudiar el transporte en una dirección, es decir, la

densidad marginal
p(x, t) = J p(i, t)dydz. (3.32)

En este caso, J cJ>ddydz == O y la ecuación (3.28) se reduce a:

(3.33)

A esta ecuación se la conoce en la literatura corno ecuación de Gurtin y Pipkin [18] y se

introdujo corno un modelo de transporte de calor en conductores rígidos. Es, igual que
la ET, una ecuación de tipo hiperbólico con velocidad de propagación v. En el espacio
de Fourier-Laplace resulta bastante sencillo resolverla si suponemos unas condiciones

iniciales isótropas, es decir

(3.:14 )

o equivalentemente

y

Vk(X,t = O) = O. (:1.36)

Al ser la ecuación de tercer orden necesitarnos tres condiciones iniciales. La primera es:

d

p(x, t = O) = L Uk(X, t = O) = 6(x).
k=l

(:U7)

La segunda se obtiene fácilmente de (3.20) y de (3.37) sin más que darse cuenta que:

EJUk(x, t)] 1

EJ
= -ad-d6(x) + a6(x) = O,

t t=O
(3.:18)
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luego
ap(x, t)] = O,
at t=o

(3.39)

y la tercera se obtiene derivando la ecuación (3.20) respecto al tiempo y utilizando (3.21),
(3.37) y (3.39); resultando:

a2p(x, t)] =

v2
f:1I( »

!l 2 d
u x.

itt. t=o

La solución con estas condiciones iniciales y en el espacio libre es:

(3.40)

'( ,) = loo loo -st -iwx ( ) d _
(s + ad)(s + b) + v2w2(1- l/d)

p w, s - "e p x, t dx t -

( d) ( b) 2 2 ( )
.

-00 o s 8 + a 8 + + v W 8 + a

Desafortunadamente, no es posible invertir esta expresión analíticamente excepto para un

(3.41)

caso muy particular. Aunque sólo sea a modo de ejemplo ilustrativo, vamos a tratar este

caso. Si suponemos que el sistema es bidimensional y que la probabilidad de retroceso

de las partículas es nula (las partículas sólo pueden avanzar o bien girar noventa grados)
entonces se puede comprovar que a = b = >. y que la solución es:

,
8 + 2>' 1 v2w2

p(w, 8) = S(8 + 2>') + v2w2
+

2(8 + >')
.

8(8 + 2>') + v2w2' (3.42)

El primer término es directamente la solución de la ET y el segundo es una convolución

entre una exponencial y la derivada temporal de la solución de la ET. Esto nos permite
escribir la solución como:

1 -Át 1 >. -Át t ÁTp(x, t) = 2"" 6(x) + 2"Pet(X, t) + 2e Jo
e Pet(x, r)dr, (3.43)

donde Pet(x, t) es la solución que encontramos en la sección (3.2.1). El primer término de

esta expresión es poco relevante y sólo tiene en cuenta el hecho de que con probabilidad
1/2 la partícula comienza moviendose en la dirección del eje Y; el factor e-Á! es la

probabilidad de que continue en este estado durante un tiempo t. Los otros términos

son más interesantes; el segundo es directamente la solución de la ET y el tercero es un

término que tiene en cuenta que las partículas pueden quedar atrapadas en una posición
determinada (recuerdese que sólo estudiamos la proyección sobre el eje X) durante un

tiempo aleatorio antes de recobrar el movimiento. En este sentido, este modelo no es

más que un modelo de tres estados, a saber, moverse hacia la derecha, hacia la izquierda
y estar en reposo con unas probabilidades de transición:

Prob{í --> j} = ( �
1/2

O

O

1/2
(3.44 )
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Figura 3.2. Solución de la proyección del modelo de Goldstein con condiciones

iniciales simétricas para el caso particular de que a = b = ..\ y d = 2. En la figura
se muestran las soluciones para t = 1,5 y 10.

donde i = 1 representa moverse hacia la derecha, i = 2 hacia la izquierda y i = 3 estar

en reposo. En la Fig-(3.2) se muestra esta solución para tiempos t = 1,5 y 10. La

discontinuidad en la derivada de esta solución se debe a que el origen de coordenadas

actúa como una fuente aleatoria de partículas debido a que las partículas que no comien­

zan moviéndose según el eje X en t = O se incorporan al cabo de un tiempo aleatorio t

con probabilidad Ae->-'t. Para tiempos largos la solución converge hacia la ecuación de

difusión (3.12).

3.4 Modelo de Goldstein con Barreras Absorbentes.

Hasta ahora, únicamente nos hemos preocupado de una descripción formal del modelo

respecto a sus propiedades de transporte en un espacio infinito. Sin embargo, son los

problemas con contornos los realmente interesantes y los que pueden ser comparados
con los experimentos reales. Aunque la aplicabilidad de esta clase de modelos es muy

variada, el trasporte de luz en medios desordenados (p.ej, tejidos biológicos, nubes o,

recientemente, hielo profundo de la Antártida) destaca como uno de los más interesantes
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[22,26,27,28,29,30,31]. Es pensando en esta clase de sistemas y en los experimentos

que con ellos se realizan, que nos hemos inspirado para introducir contornos en nuestro

modelo. La geometría más común en los experimentos es la de una lámina infinita de

grosor L en la que se inyecta un haz de luz por -una de sus caras y se mide la respuesta

del sistema en la cara opuesta.

Antes de entrar en los detalles más técnicos del modelo resulta conveniente analizar

un poco las condiciones del experimento. Sea p(i, Q, t) la densidad de probabilidad de

este problema, es decir, la probabilidad de encontrar a la partícula en la posición 1"',
moviendose en la dirección del vector n en el instante t. Supongamos que tenernos un

medio finito de contorno V en el que inyectamos una partícula en la posición io con una

dirección inicial distribuida según cfi(Q), es decir, la condición inicial p(i, n, t = O) =

cfi(Q)Ó(i-io). Si el medio es absorbente, con una frecuencia de absorción Aa, la densidad

de probabilidad se modifica de acuerdo con:

(3.45)

El subíndice a se refiere a que el medio es absorbente. Si en lugar de una partícula
incidente tenemos una fuente que inyecta partículas con una intensidad lin(t), el flujo de

partículas en un punto i moviendose en una dirección Q en el instante t será:

(3.46)

En los experimentos únicamente se suelen utilizar dos tipos de fuentes, ó bien una fuente

constante para estudiar el regimen estacionario (CWE2) o un pulso ultracorto (TRE3)
(con la tecnología actual del orden del femtosegundo). En este último caso, una buena

aproximación al flujo de partículas es directamente vQPa(i, Q, t). En el primer caso, si

suponernos lin(t) = lin = cie y hacernos el límite t -+ (X) para estudiar el estado esta­

cionario, vemos que la solución no es más que la transformada de Laplace del problema
sin absorción donde la variable de Laplace es justamente la frecuencia de absorción, es

decir

(3.47)

Esto nos indica que basta con tratar el problema sin absorción para una sola partícula
para resolver ambos casos.

2 Contin1to1Ls Wave Experiments
3 Time Resolved Experiments
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3.4.1 Planteamiento del Problema

En esta sección est.udiaremos el problema de una partícula que penet.ra en una lámina

de grosor L suponiendo que en el interior de la lámina evoluciona de acuerdo con el mo­

delo de Goldstein. Como pretendemos resolver un problema "realista" nos centraremos

directament.e en el caso tridimensional, aunque el problema para dimensiones arbitrarias

resulta análogo.

Supongamos una lámina infinita de grosor L en la que inyectamos una partícula en

la dirección normal a la lámina. Suponemos que la dirección incidente coincide con el

eje X y que la lámina es paralela al plano Y-Z, véase Fig-(3.3). Una de las ventajas del

modelo de Goldstein frente a otros modelos es que tanto las condiciones iniciales corno

las condiciones de contorno son muy fáciles de implementar ya que se trata de un modelo

con las velocidades discretizadas y, consecuentemente, los flujos de partículas también

están discretizados. Si suponemos que la lámina está definida entre [O, L]las condiciones

de contorno son:

pC+X)(x = O, y, z, t) ='pC-x)(x = L, y, z, t) = O Vy, z , t, (3.48)

donde los superíndices (±x) indican moverse en el sentido positivo o negat.ivo de la

dirección X, e igualmente para las direcciones y y Z. Estas dos condiciones dan cuenta

de que ninguna partícula pueda entrar desde el exterior de la lámina. Debernos ser

más cuidadosos con las condiciones iniciales ya que no pueden estar en conflicto con

las condiciones de contorno. La forma adecuada de implementarlas es suponer que la

part.ícula empieza su recorrido desde el interior de la lamina a una profundidad Xo y

después de realizar todos los cálculos tomar Xo = O. Esto corresponde a las condiciones

iniciales:

pC+x)(x, y, z, t = O) = 6(x - xo)6(y)6(z) (3.49)

pC-x)(x, y, z , t = O) = O. (3.50)

pC±y)(x, y, z , t = O) = O. (3.51)

pC±z)(x, y, z , t = O) = O. (3.52)

El sistema de ecuaciones diferenciales que satisfacen las densidades pC±) (i, t) es el que

obtuvimos en la sección anterior, (3.17) y (3.18), pero particularizado a dimensión tres.
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Figura 3.3. Esquema de la realización de una partícula según el modelo de Gold­

stein en dimensión tres. La partícula penetra en la lámina en Xo y después de

unas cuantas colisiones acaba saliendo por la cara opuesta.

Las ecuaciones para la dirección X son:

op( -x)(i, t)
ot

op(+x) (i t)
-v

ox
' -).p(+x)(i,t)+).�p(-x)(i,t)+

+�)'(1 -�) [Uy(i, t) + u.i«. t)]

(3.53)

o (-x)(- t)
v

p

ox
r,

- ).p(-x)(i, t) + ).�p(+x)(i, t)+
(3.54 )

+�)'(1 -�) [Uy(i, t) + u.i«, t)],

y análogamente para las direcciones y y Z. Las funciones Uy(i,t) y Uz(i,t) son las

que definirnos en la sección (3.3.1). A partir de este punto trabajaremos en unidades

naturales para simplificar la notación. Hacernos v = 1 y ). = 1 que es equivalente a

reescalar el espacio y el tiempo del siguiente modo:

t --+ ).t (3.55)

)'i
i --+ -.

v
(3.56 )
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Como suponemos que la lámina es infinita podemos pasar al espacio de Fourier las varia­

bles y y z y al espacio de laplace la variable temporal. Esto permite hallar una relación

algebraica entre [Uy(x,w, s) + (¡z(x,w, s)] y [pC+x)(x,w, s) + pC-x)(x,w, s)] que nos per­

mitirá encontrar un sistema de dos ecuaciones acopladas únicamente para la dirección

X; est.a relación es:

[u' (. �

) U' (
� )]-2F (� ) [,C+x)( �) -C-x)( � )]y x, w, s + z x, w, s - 3d w, s p x, w, s + p x, w, s , (3.57)

donde w == (wy,wz) es la variable de Fourier, s es la variable de Laplace,

(
�

) _ Fu(wy, s) + Fu(wz, s) + Fu(wy, s)Fu(wz, s)
F3d w, s =

( ) ( )4- Fu -»,» F2d Wz,S
(3.58)

y

F - (1 - �)[s + (1 + �)l
u(w, s) =

[s + (1 _ �)][s + (1 + �)l + w2
(3.59)

Si sustituimos (3.57) en (3.53) y (3.54) finalmente podemos escribir:

g(w, s)

) (
pC+x)(x,w, s)

) + (
6(x - xo)

)-h(w,s) pC-x)(x,w,s) O

(3.60)
donde hemos definido

1 -

h(w, s) == 2(1 - ¡J)F3d(W, s) - (s + 1) (3.61)

1 - -

g(w, s) == 2(1 - ¡J)F3d(W, s) + ¡J. (:�.62)

La ecuación (3.60), resuelta con las condiciones de contorno (3.48), contiene toda la

información del problema. El problema general para dimensiones arbit.rarias tiene la

misma estructura aunque cambia la forma de la función F. (-). Notese que hemos reducido

el problema del transporte en una lámina tridimensional a un problema unidimensional

análogo al resuelto por Masoliver et al. en [20, 21], donde resolvieron la ET en una

dimensión con barreras absorbentes. En ese caso F¡ d == O y las funciones h(-) y ge)
t.oman la forma más simple

hes) = -(s + 1) g(s) = 1.
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3.4.2 Solución Exacta en el Espacio de Fourier-Laplace

La solución de la ecuación (3.60) con las condiciones de contorno (3.48) se puede
encontrar fácilmente si diagonalizamos la matriz del sistema y aplicamos el método de

Creen. Los autovalores de la matriz son ±¡.t(w, s), donde hemos definido

¡.t(w, s) == Jh2(w, s) - g2(w, s). (3.64 )

Con este método La solución se puede poner corno:

(
pC+x) (x, w, s)

)pC-x)(x,w,s)

(
A1(W, s)

)<I>(x,w,s)
B1(w,s)

(
A2(W, s)

)<I>(x,w,s)
B2(w, s)

x :s: xo

(3.65)

x > Xo

donde la matriz fundamental del sistema, <I>(x,w, s), es:

�

__1_ (
[-h(w, s) + ¡.t(w, s)] eC-x)¡,¡Cw,s)

<I>(x,w,s)- (�)g w, s �

g(w, s)eC-X)¡.¡CW,8) g(w, s)ex¡,¡Cw,s) )
[-h(w, s) - ¡.t(w, s)] eX¡'¡Cw,s)

(3.66)
Las constantes Al (w, s), B1(w, s), A2(w, s) y B2(w, s) se determinan aplicando las condi­

ciones de contorno en x = O y x = L más la condición de discontinuidad de las densidades

p±x (-) en x = xo, originada por la condición inicial. Para hallar el valor de la discon­

tinuidad basta con integrar la ecuación (3.60) en un entorno de XI), es decir [xo - e , Xo + él
Y tomar el límite e ---t O, con lo que obtenemos:

. {(P(+X)(X=XO+é,W,S)hm
,-o

p(-x)(x = Xo + é, W, s) ) (
pC+x) (x = XI) - e , W, s)

p(-x)(x = Xo - c,w, s)

. (3.67)

Finalmente podernos escribir:

B (w s) = g(w, s) [h(w, s) - ¡.t(w, s)] sinh[(xo - L)f.l(w, s)]
1 ,

2f.l(w, s) f.l(W, s) cosh[Lf.l(w, s)]- h(w, s) sinh[Lf.l(w, s)]'
(3.68)

A (� ) f.l(w,s)+h(w,s) �

1 w,s =

(� ) h(� ,)B1(w,s),f.l w,s - w,,';
(3.69)

B (w s) = B (w s) _

g(w, s) e-xo¡,¡(w,s)2, 1,
2(�)"

,

f.l w, s
(3.70)
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A (w s) = e2L¡L(w,.) [ g(w, s) e-XO¡L(w,.) _ B (w S)]2 ,

2 (- )
1 ,

f-l W, s
(3.71)

Lo que acabamos de escribir es la solución exacta del problema del transporte a través

de una lámina para el modelo de Goldstein. Aunque este es el modelo de transporte

más simple que se puede imaginar, nos da una idea de lo complicado que resulta tratar

este tipo de problemas para casos más realistas. A pesar de lo complicado de estas

expresiones, en las secciones siguientes trataremos de sacarles la máxima información y

evaluar magnitudes físicas como el coeficiente de transmisión, el tiempo medio de escape

o la concentración de partículas dentro de la lámina.

3.4.3 Probabilidad de Supervivencia. Tiempos Característicos

La probabilidad de supervivencia, S(t), se define como la probabilidad de que la

partícula continue en el interior del sistema en el tiempo t. Estamos suponiendo que los

contornos de la lámina son barreras absorbentes y, por lo tanto, si una partícula sale del

sistema es imposible que vuelva a entrar. Si llamamos T al tiempo de vida de la partícula,
teniendo en cuenta que la partícula puede "morir" bien si se escapa del sistema o bien

si es absorbida por el medio, entonces podemos relacionar S(t) = Prob{T > t} con la

densidad de probabilidad de presencia de la partícula de la siguiente manera

Sa(t) = 1 dipa(r, t), (3.72)

donde 'D representa el dominio del sistema y el subíndice a indica que el medio es ab­

sorbente con una frecuencia de absorción Aa. Para nuestra geometría particular y te­

niendo en cuenta que estamos en el espacio de Fourier-Laplace podemos poner:

Sa(S) = [1 + 2F3d(W, s)]lL dx [i¡(+X)(x,w, s) + p(-x)(x,w, s)] 1 �

W=O,$=Aa

(3.73)

Utilizando las expresiones de p±x(-) que dimos en la sección anterior, (3.G5), podernos
ser más explícitos y escribir:

.5 (s) = 2sinh(x_) [h(W,'S') cosh(x+) - f-l(w, s') sinh(x+)] + g(w, s') Sinh(2X_)]a
s' {f-l(w, s') cosh[Lf-l(w, Sl)]- h(w, s') sinh[Lf-l(w, SI)]} w=O,S'=S+Aa

'

(:1.74)
donde hemos puesto

x± == �(XO ± L)f-l(w, s). (:1.75 )
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La utilidad de esta expresión es que nos permite evaluar de una forma muy simple los

momentos de la densidad del tiempo de supervivencia ya que están relacionados del

siguiente modo

_ ( n} _ ( )n-I I d"-IS;a(s)]T,,(L, Aa) = T - -1 n.
ds=:'

.<=0

Para n = 1 y poniendo Xo = O tenemos el tiempo de vida medio de la partícula en el

(3.76)

sistema

1 [ fl(w, s) + 9(w, s) sinh[Lfl(w, s)] ]TI (L, Aa) = -; 1 -

fl(w, s) cosh[Lfl(w, s)]- h(w, s) sinh[Lfl(w, s)] w=O,'<=,),a
(3.77)

Hasta ahora teníamos dos escalas de tiempo distintas. El tiempo de isotropización,

que como vimos en el Capítulo 2 es Ti s o = (1 + (3)-1 Y el tiempo medio de absorción

r¿ = A;;-I (recordemos que estamos trabaj ando en unidades adimensionales). El hecho de

introducir contornos en nuestro sistema introduce una nueva escala temporal TI (L, Aa)
que depende, además de estos dos tiempos, del tamaño del sistema. En la Fig-(3.4) se

muestra el comportamiento de TI (L, Aa) frente a L. Para tamaños pequeños podemos

despreciar la absorción y obtenemos el tiempo medio de escapar del sistema

71(L, Aa) � 3L, (3.78)

que resulta ser el triple del tiempo determinista de cruzar la lámina. Este resultado

puede parecer un poco paradójico ya que, en principio, deberíamos recuperar el límite

balístico, es decir, TI (L, Aa) � L. Esto es una peculiaridad del modelo y se debe a que

con probabilidad no nula una partícula puede quedar moviendose paralelamente a la

lámina. Para entenderlo mejor vamos a hacer un pequeño cálculo. Queremos calcular la

contribución a la probabilidad de supervivencia, 8(t), de las partículas que después de la

primera colisión quedan moviéndose paralelamente a la lámina. Para ello descomponemos
5'( t) del siguiente modo

00

8(t) = I: 8n(t),
,,=0

(3.79)

donde 5',,(t) es la probabilidad de supervivencia a tiempo t y con n colisiones. El término

TI = O es

80(t) = e-te(L - t). (3.80 )

Si transformamos por Laplace y tomamos s = O encontramos la contribución al tiempo
medio de escape que, para L � O, es L. Es decir, el valor determinista. Para n = 1 la
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contribución a S(t) de las partículas que se quedan en un plano paralelo a la lámina es

(1 - /3)e-t 1t 8(L - T)dT, (3.81)

con una contribución al tiempo medio de escape cuando L � O de (1 - /3)L. Con un

argumento similar se puede ver que la contribución a este tiempo medio para n = i es

[1 ]
i-l

(1 - /3) 2(1 + /3) L. (3.82)

Por lo tanto, la contribución total al tiempo medio de salida de las partículas que se

mueven paralelamente a la lámina es

(3.83)

En general para dimensión d y para L � O tenemos

Tl(L, Aa) � dL. (3.84)

Para tamaños grandes la absorción empieza ajugar un papel relevante y TI (L, Aa) tiende
a un valor constante

Tl(L,Aa) � \1 (1 + �),/la 1 - 1 - (7
(3.85)

donde
_ g(w, S)](7=

hw,s( ) W=O,.<=Aa
(3.86)

Todo esto nos permitirá responder a la siguiente pregunta: ¿A partir de que valor de L

la absorción empieza a ser relevante? La respuesta es simple si nos fijamos que L sólo

aparece como argumento de funciones hiperbólicas en la forma Lf.1(w, s) y por lo tanto el

cambio de comportamiento se dara para un valor

Le = _1_]f.1(w, s) W=O,.<=Aa

Es bastante común en los experimentos que Aa�(l + /3). En estas condiciones

(3.87)

y definiendo la longitud de absorción y de isotropización corno la == A;;-1 y le! == (1 + /3) - 1

podemos escribir

(3.89)
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Donde Le es el valor puente entre los dos comportamientos. Si definimos la == Ide¡
podernos reescribirlo como

(3.90)

Este resultado es particularmente importante para los experimentos ya que el tamaño

máximo que se puede utilizar sin tener en cuenta la absorción es más pequeño de lo que

podríamos suponer a priori. Este hecho podria producir una subestimación del coeficiente

de difusión que se mide experimentalmente ya que la teoría que se utiliza para interpretar
los resultados es la teoría de difusión, la cual, justamente, funciona razonablemente bien

sólo para tamaños grandes. Esto nos indica que hay que ser extremadamente cuidadosos

con las condiciones en las que se realiza el experimento y con la teoría de transporte

que se usa para interpretar los resultados. Sin embargo, la ecuación (3.90) la hemos

obtenido con un modelo muy particular. Aunque podemos sospechar que este resultado

tiene un rango de validez más amplio debemos ser reservados en este punto y dejar como
un trabajo futuro el generalizarlo a modelos más realistas.

Otro tiempo importante desde el punto de vista experimental es el tiempo medio

de atravesar la lámina, es decir, el tiempo de escape de la lámina condicionado a salir

por la cara opuesta a la que se ha entrado. Este tiempo es más relevante ya que en los

experimentos únicamente se cuentan los fotones que atraviesan la lámina mientras que

los que salen reflejados no son tenidos en cuenta. Para calcular este tiempo característico

supondremos que el tamaño de la lámina es tal que los efectos de la absorción son

despreciables. El cálculo con absorción es, si bien más complicado, análogo. Sin embargo,
ahora estamos interesados en estudiar las diferencias entre nuestro modelo (modelo con

velocidad de propagación finita) y el modelo difusivo (con velocidad de propagación
infinita) y para ello resulta más conveniente separar ambos efectos. Necesitarnos conocer

la densidad de probabilidad del tiempo de llegada a la cara opuesta a la de entrada,
Pout(t). Si llamamos jout(t) al flujo total de partículas que salen por esta cara es fácil

convencerse de que

( ) jout(t)
Pout t =

100
.

jout (ti )dt'
o

(3.91)

Para nuestro modelo jout(t) = vp+(x = L,w = O, t), por lo tanto, en el espacio de laplace
tenemos

'(s)- p+(x=L,w=O,s)
Pout -

'+ ( L
-

O O)
.

P x= ,w= ,s=
(3.92)
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A.=10Aa
A.=20A

a

A.=30Aa
A=40A

u»

Figura 3.4. T1(>'a,L) frente a L en escala lag-lag para>. = 10>'a,20>'a,30>'a y

40>'a. Se observa claramente el cambio de comportamiento debido a los efectos de

la absorción. í3 = 0.5.

Finalmente, sabiendo que

_ [dPov.t(S)]Tov.t(L) = (tov.t) = -

ds
s =0

(3.93)

podemos encontrar la expresión exacta para este tiempo caracteristico

(3.94)

Para LIle!4:.1 tiende a

TOv.t(A, L) � 2L. (3.95)
Este valor es el doble del tiempo determinista necesario para cruzar la lámina. Este es el

mismo efecto que encontrarnos en el tiempo medio de salida y se debe a la contribución

de las partículas que se mueven paralelamente a la lámina. Aunque este efecto es muy

particular de est.e modelo se han encontrado anomalías semejantes, es decir, no conver­

gencias con el valor determinista en el límite Lile! --> 0, en momentos de orden superior

[32, 33] . Para Lile! » 1 tenernos

(3.96)
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Figura 3.5. Perfil de la concentración de partículas en el interior de la lámina

para fi = 0.5, x = 10>"a, 20>"a, 30>"a, 40>"a, 104 >..,,' xo = 1 y L = 10. Se apre­

cia claramente la discontinuidad en x = xo. Cuando la absorción es fuerte el

comportamiento es exponencial y cuando es débil el comportamiento es lineal.

que concuerda con el resultado que se obtiene con la teoría de difusión. El cambio de

comportamiento entre ambos límites se da cuando

L
-,...,6.
le!

(3.97)

El tamaño mínimo a partir del cual funciona la teoría difusiva es, para este modelo,
relativamente grande. Este hecho hace que el compromiso entre los tamaños necesarios

para poder aplicar el modelo difusivo y para no tener en cuenta la absorción sea dificil

de alcanzar y nos muestra la necesidad de estudiar modelos más realistas que incorporen
la velociad finita de propagación en el medio.

3.4.4 Densidad Estacionaria

En esta sección estudiaremos como queda la concentración de partículas dentro de la

lámina en el estado estacionario. Como ya comentamos en la sección 3.4, para estudiar

el estado estacionario suponemos que tenemos una fuente de partículas constante y que

hacemos el límite t --> oo. Esto es equivalente a estudiar el problema de una única

partícula en el espacio de Laplace y tomar s = O. Sea Pa(x, L/xo) la concentración de
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partículas en el interior de la lámina para un medio absorbente condicionada a que las

partículas penetren en x = Xo moviendose hacia la derecha. Esta concentración contiene

un término procedente de las partículas que se mueven hacia las paredes de la lámina y

otro término que da cuenta de las partículas que se mueven paralelamente a la lámina.

Por lo tanto

(3.98)

Si usarnos la solución que encontramos en la sección (3.60) juntamente con las expresiones

para las constantes (3.68)-(3.71) podemos poner la concentración corno

Pa(x, Ljxo)
2s + 3(1 - �) L(w, s)x
2s + (1 - ,8)

{[h(w, s) - g(w, s)] sinh[xll(w, s)]-

-Il(w, s) cosh[XIl(W, s)]}

x < Xo (3.99)

Pa(x, Ljxo)
2s + 3(1 - �) r (� )_ + w, s x

2s+(1-,8)

([g(w, s) - h(w, s)] sinh[(x - L)Il(w, s)]-

-Il(w, s) cosh[(x - L)Il(w, s)]}

x 2: Xo (3.100)

donde

(� ) _
g(w,s)sinh[(xo - L)Il(w,s)]r - w, s -

Il(w, s) {Il(w, s) cosh[LIl(W, s)]- h(w, s) sinh[LIl(w, s)]} (3.101)

y

(� ) _

_

Il(w, s) cosh[XOIl(W, s)]- h(w, s) sinh[xoll(W, s)]r+ w, s -

p.(w, s) {I¡(w, s) cosh[LIl(w, s)]- h(w, s) sinh[LIl(w, s)]}' (3.102)

En la Fig-(3.5) se muestran estas concentraciones para distintos valores de la frecuen­

cia de absorción. Cuando el medio es absorbente el perfil es exponencial mientras que

para medios poco absorbentes converge hacia un comportamiento lineal

( Lj )_3(L-xo)(1+x)p x, Xo -

2/ef + L
x < Xo (3.1O:{)

( L] ) _ 3(2/ef + xo)(lef + L - x)
P x, Xo-

i.¡ tu., + L)
x 2: Xo· (3.104)
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La discontinuidad que aparece en x = Xo es una consecuencia de inyectar las partículas
desde esa posición únicamente en la dirección positiva. Para un problema realista basta

con hacer Xo = O y' quedarse con la expresión para x :::: xo. Esta discontinuidad también

se observa cuando se utiliza la ET como modelo de transporte [17J. En realidad es una

caracteristica común a todos los modelos que mantienen la propiedad de velocidad finita

de las partículas en el medio.

3.4.5 Coeficientes de Reflexión y de Transmisión

Para cerrar este capítulo vamos a calcular los coeficientes de transmisión y de reflexión

de nuestro modelo. Estos coeficientes, y especialmente el de transmisión, son importantes

para los experimentos ya que nos informan de la fracción de partículas que consiguen
escapar del sistema. Concretamente, definimos el coeficiente de transmisión, T(L, Aa),
como la probabilidad de que una partícula inyectada dentro de la lámina salga por la

cara opuesta, independientemente del tiempo que tarde en conseguirlo. El coeficiente de

reflexión, R(L, Aa), se define del mismo modo con la salvedad de que la partícula ahora

debe salir por la misma cara por la que entró. Si el sistema es absorbente, la suma

de estos dos coeficientes nos da la probabilidad de que la partícula sea absorbida en el

interior de la lámina y por lo tanto asociando una cantidad de energía a cada partícula,
nos informa del ritmo de absorción de energía por el sistema en el estado estacionario.

Para un modelo general, el coeficiente de transmisión está relacionado con el flujo
total de partículas que salen por la cara opuesta, es decir

T(L,Aa) = loo dY¡OO dz roo dtjdQ.Ja(x = L,y,z,Q,t).
-00 -00 Jo (3.105)

Como el modelo de Goldstein tiene la propiedad de tener los flujos discretizados esta

expresión se simplifica considerablemente de manera que podemos escribir

T(L, Aa) = vp(+X)(x = L,O = O, S = Aa) (3.106)

y análogamente para el coeficiente de reflexión

R(L,Aa) = vp(-x)(x = 0,0 = O,s = Aa). (3.107)

Si suponernos que Xo = O las expresiones que obtenemos para T(L, Aa) y R(L, Aa) son

T(L A ) = fl(O, s) ], a

fl(O, s) cosh[Lfl(O, s)J - h(O, s) sinh[Lfl(O, s)J W=O,S=Aa
(3.108)
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Figura 3.6. Coeficientes de transmisión y de reflexión frente al tamaño del sistema
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( ) _
g(w, S) sinh[L¡.t(w, S)] ]R L, Aa -

¡.t(w, s) cosh[L¡.t(w, s)]- h(w, s) sinh[Llt(W, s)] W=O,S=Aa
(3.109)

Para el caso de absorción nula, estas expresiones se transforman en

2/e1T(L,Aa = O) =
2/e1 + L (3.110)

y
L

R(L,Aa = O)=--
2/e1 + L (3.111)

recuperando así el comportamiento clásico para estos coeficientes. Notese que ahora sí se

verifica la condición de normalización T(L, Aa = O) + R(L, Aa = O) = 1. En la Fig-(3.6)
se muestran los comportamientos de T(L, Aa) y R(L, Aa) frente al tamaño del sistema

para distintos valores de Aa.

3.5 Conclusiones

Durante la última década, los experimentos de transporte de luz en medios biológicos
se han desarrollado enormemente y han puesto de manifiesto la necesidad de sustituir la

teoría de transporte difusiva clásica por una teoría más realista que incorpore la velocidad

de propagación finita de los fotones dentro de estos medios. Con este ánimo hemos

estudiado el modelo de Goldstein. No puede decirse que el modelo de Goldstein sea

un modelo completamente realista debido a la particularidad de sus colisiones aunque

es justamente esta particularidad la que hace de él un modelo simple y lo que es más

importante resoluble analíticamente. En este sentido, nos ha permitido encontrar una

ecuación diferencial exacta que describe la densidad de probabilidad de la posición de las

partículas y hemos podido comprobar que en dos y tres dimensiones no guarda ningún
parecido con la ET (supuestamente mejor que la difusión). Aunque esta ecuación es

ciertamente compleja, la proyección sobre una dirección está gobernada por una ecuación

mucho más simple y en un caso particular hemos podido resolverla.

El modelo de Goldstein nos ha permitido también atacar un problema mucho más

interesante corno es el transporte a través de una lámina. En este sentido hemos visto que

el grosor a partir del cual la absorción del medio es despreciable es sensiblemente menor

de lo esperado a priori y en el otro extremo, que la teoría difusiva deja de funcionar

mucho antes de lo esperado. Esto evidencia aún más si cabe la no idoneidad de esta

teoría para casos reales donde el grosor típico de la lámina es de unas pocas longitudes
de transporte. También hemos calculado magnitudes físicas relevantes como los tiempos
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caracteristicos, la concentración de partículas en el medio y los coeficientes de transmisión

y de reflexión.

A pesar de los muchos defectos del modelo de Goldstein, tiene las virtudes de ser sim­

ple, exact.o y resoluble lo que compensa con creces sus defectos. La principal conclusión

que podemos sacar de este capítulo es la necesidad de estudiar modelos que corrijan
estos defect.os sin perder la simplicidad. Una extensión natural a este trabajo sería la

const.rucción de modelos sobre redes no cúbicas que permitan un mayor número de di­

recciones de propagación. De este modo se podrían incluir los detalles más finos de las

colisiones entre las partículas y los centros dispersores del medio y corregir así el principal
problema que presenta el modelo de Goldstein.
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Capítulo 4

Fenómenos de Activación Resonante

4.1 Introducción

Los fenómenos de no equilibrio inducidos por ruido en sistemas no lineales han

atraido recientemente una gran atención en contextos muy variados [1]. En general, estos
fenómenos involucran una respuesta del sistema que no sólo está producida o mejorada

por la presencia del ruido sinó que está optimizada para ciertos valores de los parámetros
del ruido. Un ejemplo es el fenómeno de la resonancia estocástica [2], donde la respuesta
de un sistema no lineal a una señal es mejorada por la presencia del ruido y maximizada

para ciertos valores de los parámetros de este. Otro ejemplo involucra los denominados

"ratchets" de no equilibrio 1
, donde un movimiento Browniano sin deriva intrínseca en

un potencial asimétrico estocástico conduce a un movimiento de deriva sistemático cuya

magnitud y dirección pueden ser ajustados con los parámetros del ruido [a, 4]. Un ter­

cer ejemplo, recientemente descubierto, son las transiciones de fase inducidas por ruido

en sistemas no linealmente acoplados, es decir, una transición de fase que sólo se ob­

serva para un cierto rango finito de los parámetros del ruido [5]. El cuarto ejemplo, el
de interés para nosotros en este capítulo, es el llamado "activación resonante" que fue

primero identificado por Doering y Gadoua [6] y más tarde estudiado por otros autores.

En este fenómeno, el tiempo medio de paso de una partícula movida por ruido (usual­
mente blanco) a través de una barrera que fluctúa de forma aleatoria presenta un mínimo

como función de los parámetros de las fluctuaciones de la barrera.

Nuestro interés en este problema proviene del hecho de que parece que para poten-
1 La traducción literal de la palabra "ratchet" es trínq1Lete. Un trinquete es un garfio que resbala sobre

los dientes de una rueda, para impedir que esta se vuelva hacia atrás.
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ciales suficientemente simples es posible encontrar dependencias analíticas de la frecuen­

cia de escape con los parámetros del sistema (o, al menos, buenas aproximaciones) y, más

específicamente, que se pueden encontrar expresiones analíticas para las combinaciones de

parámetros que conducen a un mínimo en el tiempo medio de escape. Algunos resultados

analíticos se pueden encontrar en las Refs-[6, 7, 8, 9,10,11], incluyendo los originales de

Doering y Cadoua aplicados a un caso particula.r que nosotros discutiremos más adelante.

Sin embargo, en general, la mayoría de resultados en este campo son numéricos [11]. Los

resultados analíticos son escasos y normalmente se aplican o a un rango de parámetros
o a otro rango, de manera que ninguno de estos resultados reproducen el mínimo en el

tiempo medio de salida. Normalmente se estudia este mínimo por inferencia de ambos

resultados y, por lo tanto, estas aproximaciones no son muy adecuadas para localizar la

posición de este mínimo. Esto implica que con estos métodos no es posible encontrar la

dependencia del mínimo con los parámetros del sistema.

En este capítulo nos centraremos en encontrar resultados analíticos para los momentos

del tiempo de primer paso a traves de una barrera fluctuante para un potencial particular

(potencial triangular más fluctuaciones dicotómicas) que ha sido usado ampliamente
en la literatura de activación resonante. En particular, obtendremos aproximaciones
analíticas que, además de presentar explícitamente el mínimo en el tiempo medio de

salida, nos permitirán estudiar la variabilidad de este tiempo en el espacio de parámetros.
El proceso de obtención de estos resultados nos permitirá hacer algunas aclaraciones

sobre la naturaleza de modelos que han sido presentados bajo el epígrafe de "activación

resonante" y sobre el fenómeno de la "activación resonante" en sí misma. Algunos de estos

modelos difieren de otros en aspectos esenciales. Intentaremos discutir estas diferencias

con detalle y aclararemos el papel que juega el ruido blanco respecto a las fluctuaciones

de la barrera en el proceso de activación.

4.2 Planteamiento del Problema

Consideremos un proceso que involucra un potencial biestable en presencia de ruido

blanco Gaussiano débil. Por lo tanto, una partícula puede, ocasionalmente, cruzar desde
un mínimo del potencial biestable al otro a causa del ruido. Cuando los parámetros
del sistema están fijados en el tiempo, el cálculo de la frecuencia a la cual el sistema

cruza de un pozo al otro es el conocido problema de Kramers. Supongamos ahora que

la altura de la barrera que separa ambos mínimos del potencial biestable fluctúa en el
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tiempo. Intentaremos entonces estudiar el efecto de las fluctuaciones de la barrera sobre

la frecuencia de paso de un pozo a otro. Se sabe que hay una frecuencia de la fluctuación

de la barrera que minimiza el tiempo medio de paso entre los estados estables del potencial

[6, 7, 8, 9, 10, 11]. Este mínimo es el que identifica el fenómeno de la activación resonante.

Nótese que las fluctuaciones de la barrera son tales que la diferencia de energía entre los

mínimos del potencial permanece constante, es decir, sólo fluctua la altura de la barrera

entre los mínimos del potencial. Este hecho diferencia la activación resonante de la

resonancia estocástica donde la diferencia de energía entre los mínimos está modulada

por una señal periódica débil.

Suponemos que estamos en el régimen sobreamortiguado y, por lo tanto, el proceso

y( r) evoluciona de acuerdo con la siguiente ecuación de Langevin:

y(r) = -V'(y) - g'(y)r¡(r) + e(r). (4.1 )

AqUÍ e(r ) es un ruido blanco Gaussiano de media cero y función de correlación

(e(r)e(r')) = 2D8(r - r'). (4.2)

Se puede pensar en el ruido blanco corno proveniente de un baño térmico en el que el

coeficiente de difusión, D, es proporcional a la temperatura, T. El tiempo se mide en

unidades del coeficiente de rozamiento ya que este se ha tomado corno unidad en la

ecuación (4.1).
El potencial V(y) es un potencial biestable, tipicamente con mínimos isoenergéticos.

Doering y Gadoua [6] int.rodujeron el pot.encial triangular mostrado en la Fig.4.1. La

barrera de pot.encial se define como

V(y) = { voy/L

-voY/L + 2vo

0"5:y<L
L "5: y "5: 2L.

(4.:{)

El potencial sube hasta infinito en y = O yen y = 2L. En ausencia del término g'(y)r¡(r)
en la ecuación (4.1), recuperarnos un problema estandar donde la frecuencia, K, a la cual

el proceso cruza la barrera, en x = L, está relacionado con el tiempo medio de primer paso
i\ desde uno de los pozos, en y = O, hasta lo alto de la barrera: K = 1/2T¡. Para calcular

el tiempo medio de primer paso asumirnos una condición de contorno reflejante en y = O

y una condición de contorno absorbente en y = L. En el problema de la activación

resonante tenemos, además, la contribución de g' (y)r¡(r ). Aquí r¡( r) es un ruido de no

equilibrio que acoplado a g'(y) causa la fluctuación de la barrera de potencial. Es un ruido

de no equilibrio porque no hay una contribución disipativa en la ecuación del movimiento
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o L 2L

Figura 4.1. Esquema de la barrera de potencial fluctuante.

asociada a este término fluctuante, y, por tanto, el sistema es abierto. Se supone que el

ruido r¡(r) está correlacionado exponencialmente; en este caso, la elecció más común es

o bien el ruido Ornstein-Uhlenbeck [9, 10, 11] o el ruido dicotómico Markoviano [8, 11].
Nosotros sólo trabajaremos con el último: r¡(r) toma entonces valores ±1, y el cambio

entre uno y otro está distribuido temporalmente por una densidad exponencial

(4.4)

por lo tanto, / es la frecuencia entre cambios del ruido dicotómico. Las fluctuaciones de

la barrera se darán para una elección de g(y) de la forma

g(y) = { ay/ L

-ay/L + 2a

OSy<L
L S y S 2L

(4.5)

y cero en el resto. La adición de este término de potencial aleatorio provoca que la

barrera oscile entre dos valores v+ = Vo + a y u., = Vo - a.

Querernos calcular la frecuencia a la cual el proceso cruza el punto y = L, la cual está

relacionada, como antes, con el tiempo medio de primer paso TI desde y = O hasta y = L

cuando una barrera reflejante está localizada en y = O y una absorbente en y = L. En

particular, querernos establecer analíticamente la dependencia de TI con la frecuencia de

cambios / e identificar la frecuencia para la que TI es un mínimo.
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Doering y Gadoua [6] calcularon el tiempo medio de primer paso para este modelo en

ausencia del potencial V(y), es decir, cuando la "barrera" oscila entre ser una verdadera

barrera (de altura +0') y ser un pozo (de profundidad -0'), y obtuvieron un fenómeno

de resonancia, es decir, el tiempo medio de primer paso entre O y L presenta un mínimo

para un valor particular de la frecuencia de cambios. Doering y Gadoua también pre­

sentaron resultados de simulaciones para el caso Vo = 0', es decir, cuando la "barrera"

oscila entre ser una barrera (de altura 20') y ser una barrera totalmente plana. Bier y

Astumian [7] estudiaron el caso de una barrera auténtica, es decir, el caso donde siem­

pre existe barrera (tomaron Vo � 0') Y obtuvieron resultados numéricos que muestran

resonancia. Sus resultados analíticos para la frecuencia de transición están obtenidos de

forma separada para bajas frecuencias de cambios (1 pequeña) y para altas frecuencias

de cambios. Ninguno de estos resultados presenta un mínimo. Sin embargo, se puede
inferir la presencia de un mínimo combinando ambos resultados aunque no son capaces

de encontrar la dependencia con los parámetros del sistema [11].
A partir de este punto vamos a trabajar con las variables adimensionales

x == ylL, _

-

2TI = T1DIL , (4.6)

y con los parámetros adimensionales

a == 0'1D, Vo == volD, (4.7)

La ecuación diferencial para el tiempo medio de primer paso en todos los casos que

vamos a considerar es

(4.8)

con las condiciones de contorno

dT¡1- -O
dx

x=o

-

, (4.9)

(4.10)

en la frontera reflejant.e y

T¡(x=l)=O,

[d3T¡ d2TI 2 2 dT1]dx3
- 2Vo

dX2
+ (Vo - a ) dx

x=l

= Vo

en la frontera absorbente.

La forma de corno obtener esta ecuación y las correspondientes condiciones de con-

(4.11)

(4.12)

torno la daremos en la sección 4.7.
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4.3 Solución Analítica del Modelo de Doering y

Gadoua

Consideremos el tiempo medio de primer paso hasta x = 1 (y = L) cuando la altura

media de la barrera es Va = O. La solución en función de la posición inicial, x, puede ser

calculada analíticamente:

T¡(x) [2Aa2 ¡..t-sinh(¡..t) A( 1)] 2a2sinh[¡..t(x-1)/2]
(x - 1) -- - - x + - - --;:----:----:-.,.......,--

¡..t3 a2 + 2A cosh(¡..t) J.l2 ¡..t4 a2 + 2A cosh(¡..t)

donde hemos definido

¡..t = va2 + 2A. (4.14)

Este resultado ya fue encontrado para el caso particular de una condición inicial x = 0[6].
Sabemos de [6] que T¡ (x = O) == T¡ presenta resonancia respecto a A; vamos a intentar

encontrar la frecuencia de resonancia, Ares, y el comportamiento del tiempo medio de

primer paso para esta frecuencia de resonancia. La expresión para el tiempo medio de

primer paso se simplifica considerablemente cuando la cantidad adimensional ¡..t es grande
(¡..t � 1), que justamente coincide con el régimen físicamente interesante de ruido blanco

débil. La única forma de que J.l sea pequeño es que O' y A sean pequeños, es decir, que

la intensidad del ruido blanco, D, sea mayor que la altura de la barrera, 0', y mayor que

2,L2. La primera condición hace que el problema no sea interesante-si la barrera es, en

promedio, más pequeña que el ruido entonces el problema es básicamente una difusión

libre. La segunda condición requiere un sistema pequeño con una frecuencia de cambios

muy pequeña, de nuevo una situación que no resulta interesante en este contexto. El

caso físicamente interesante es el de un ruido pequeño comparado con la altura de la

barrera, es decir, cuando a » 1 y, por lo tanto, J.l » l. Cuando J.l es suficientemente

grande podemos hacer las siguientes aproximaciones:

coshJ.l-1 � cosh u � sinh rr=- ¡..t � sinh u � �el". (4.15 )

Si, además,

(4.16)
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Figura 4.2. Tiempo medio de primer paso en función de la frecuencia de las fluc­

tuaciones de la barrera para el modelo de Doering y Gadoua. La barrera fluctúa

ent.re las posiciones "up" .Y "down" con valores a y -a respectivamente. Línea con­

f-Ínua con circulas: tiempo medio de primer paso exacto obtenido numéricamente.

Línea continua con cuadrados: nuestro resultado analítico (4.18). Línea punteada:
La aproximación de baja frecuencia (4.22). El parámetro a = 8.

75
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entonces el resultado se simplifica y finalmente podernos escribir una expresión mucho

más simple para el tiempo medio de primer paso

( 4.17)

Es fácil demostrar que esta expresión presenta un mínimo en función de ,\ para un valor

finito '\"e< de la forma '\"es � G.. Este mínimo se identifica a través de las raices de

d'T, (x) /dx = O corno la que coincide con el mínimo de la expresión completa de T¡ (x),
(4.13), cuando a -+ CXJ. Siguiendo la referencia [6], tomamos x = O para simplificar el

cálculo
(a2 - 2'\)a2 2a2 ,\ .

TI �

2'\(a2 + 2'\)2
+

(a2 + 2,\)3/2
+

a2 + 2,\
+ O(a2e-I').

El extremo de TI como función de ,\ obedece la ecuación

(4.18)

,\2 2 2'\ 2 1 2 6,\2 2 1/2
-(a + 2'\) - -(a - 2'\) - -(a + 2'\) -

-') (a + 2,\) = O.
a2 a2 2 a-

(4.19)

Esta ecuación puede ser resuelta perturbativamente tornando X � a ('\0 + '\1 a-1 + '\2a-2),
un desarrollo consistente con el hecho de que a :::p l. Cuando este desarrollo se sustituye
en la ecuación (4.19), se obtiene el siguiente resultado para la frecuencia de resonancia

en función de a:

a:::pl. (4.20)

Nótese que la condición ,\ :::p a2e-a está entonces satisfecha. El valor de TI para la

frecuencia de resonancia es

(4.21)

para a grande. Para valores pequeños de ,\ ('\�a2e-a) se puede encontrar, a partir de

(4.13) con x = O, que

TIa x 2a ,\2 3a (,\3 4a
1 � -e - -e + -e + O -e )2a2 2a4 206

'

a6" (4.22)

para a :::p 1.

En la Fig-(4.2), se compara la expresión exacta de TI con la aproximación (4.22)
cuando ,\ -+ O y con la aproximación (4.18) cuando ,\ -+ CXJ.

El segundo momento de la distribución del tiempo de primer paso, T2, también mues­

tra un comportamiento resonante. Sin embargo, la frecuencia de resonancia de T2 no
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coincide con la de TI. Esto significa que no existe una única frecuencia de resonancia

asociada con la distribución del tiempo de primer paso. T2 puede ser calculado de una

manera similar a TI. Sin embargo, la expresión exacta de T2 (x) es demasiado larga
para ser incluida aquí y, además, no presenta mayor interés. Por lo tanto, únicamente

escribiremos la expresión para T2 con x = O cuando a � 1,

a4(a4 + a2 A - 4).2) 4a2(a2 - A2) 2a2(4a2 - A) 20Aa2 5A2 4 _

T2 �

).2 8 +
A 7 + 6 + -35 + -34 + OCa e f.1.).

f1 f1 f1 f1 f1
( 4.23)

En la Fig-(4.3) se muestra est.e resultado aproximado comparado con la expresión exacta

de T2 para a = 8. El comportamiento de la frecuencia de resonancia Ares,2 de T2 se

obtiene a partir de la expresión de T2 cuando a --+ oo. El resultado es

Ares,2 � boa + bl + O(a-I), (4.24)

donde bo es la solución real positiva de la ecuación 5b6 + lObg - 6bo - 3 O. Una

solución numérica de esta ecuación nos da un valor de bo = 0.825724 .... Con este valor,
el coeficiente bl puede, también, ser calculado y se obtiene bl = 3.56057. Nótese que

Ares,2 > Ares. Finalmente, T2 a la frecuencia de resonancia tiene un comportamiento del

tipo 1/a2 cuando a --+ 00:

(4.25 )

con Ca = 20.9521 ... y CI = -104.244 .... Las ecuaciones (4.18), (4.20), (4.21), y (4.22)
son el principal resultado de esta sección-nos dan el tiempo medio de primer paso en

función de la altura de la barrera (o profundidad del pozo) a, t.eniendo en cuenta que

a«ea, para t.odo valor de A. Resulta útil explicitar estos resultados con las unidades

originales para ver mejor la dependencia con los parámetros del sistema. Cuando la

frecuencia de cambios es grande (A � a2 o , � Q'2/ DL2) el tiempo medio de primer
paso desde y = O hasta y = L es

_ _ L2
TI --+ Twhite =

-2D '

ef f
(4.26 )

corno se ve de la ecuación (4.18). Aquí

Q'2
Deff=D+--2·2,L (4.27)

Este es el resultado ya conocido para el tiempo medio de primer paso desde y = O hast.a

)/ = L para una partícula browniana libre con una constante de difusión Def f. En este
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Figura 4.3. Segundo momento de la distribución del tiempo de primer paso para

el modelo de Doering y Gadoua en función de la frecuencia de las fluctuaciones,
con a = 8. Línea continua con círculos: segundo momento exacto obtenido

numéricamente. Línea continua con cuadrados: nuestro resultado analítico (4.23).
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límite la barrera fluctuante se comporta simplemente como una fuente adicional de ruido

blanco de intensidad 2;�2' En el otro extremo, cuando la frecuencia de cambios es muy

pequeña, ..\ -+ O, la barrera nunca cambia mientras el proceso se mueve desde y = O a

y = L. Si la barrera estaba inicialmente "down" (1](0) = -1), permanece en este estado

y el proceso es difusivo con una fuerza constante apuntando hacia la frontera absorbente;
corno alD -+ 00, el movimiento del sistema es básicamente balístico. Si la barrera estaba

inicialmente "up" (1](0) = 1), por el mismo razonamiento permanece en este estado y el

proceso se mueve entre la frontera reflejante en y = O y la frontera absorbente en y = L

en presencia de una fuerza constante que se opone al movimiento. El tiempo medio de

primer paso para un sistema tal crece exponencialmente con la altura de la barrera como

D2eCi/D la2 [12]. En nuestros cálculos las dos posibilidades son igualmente probables. El

promedio de estas dos configuraciones es el término dominante en la ecuación (4.22) (la
contribución balística es despreciable):

(4.28)

Entre estos dos comportamientos existe una región en la que el tiempo medio de primer

paso es mínimo. Est.e valor mínimo ocurre para la frecuencia de resonancia cuyo término

dominante para valores grandes de alD es

a

Ir es �

V2L2 (4.29)

La contribución más importante al tiempo medio de primer paso para esta frecuencia es

(4.30)

y por lo tanto diminuye al aumentar a. Este resultado tiene la dependencia en L de un

proceso difusivo, aunque el coeficiente de difusión efectivo es a y no D. Nótese que el

producto Ire.,Tre., = 0(1).

4.4 Un Modelo Simple que Muestra Activación

Resonante

Una observación sorprendente sobre los resultados del modelo de Doering y Gadoua es

que, a orden más bajo en a, la frecuencia de resonancia "[r e« Y el t.iempo medio de primer
paso a esta frecuencia de resonancia, Tr e s , no dependen de la int.ensidad del ruido blanco.
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Esto significa que cuando 0,/D --+ 00, las propiedades resonantes se van haciendo cada

vez más independientes de la intensidad del ruido. Por lo tanto, la resonancia parece no

verse afectada por la presencia del ruido; en particular, el mínimo en el tiempo medio de

primer paso en el modelo de Doering y Gadoua parece que no proviene del acoplamiento
entre el ruido blanco y la dinámica aleatoria del potencial.

Hemos usado en algún momento un lenguage equívoco en esta descripción porque

la situación es, en efecto, algo más sutil. La resonancia en el modelo de Doering y

Gadoua proviene de dos propiedades: 1) la dinámica aleatoria del potencial (es decir,
los cambios aleatorios entre barrera y pozo) y, en particular, el promedio inicial sobre

estas dinámicas, y 2) la naturaleza de la frontera reflejante en x = O. Es esta última

propiedad, sutilmente influenciada por el ruido blanco, la que es especialmente relevante:

las caracteristicas resonantes del modelo de Doering y Gadoua cuando D --+ O no son

reproducidas si tomamos D = O en las ecuaciones del modelo.

Para ver este punto con más detalle consideraremos el mismo modelo de Doering y

Gadoua pero ahora en ausencia de ruido blanco. En lugar de la ecuación (4.1), el sistema
evoluciona de acuerdo con la ecuación de Langevin más simple

Y(7) = -g'(Y)1)(7). (4.31 )

La solución de este problema para el tiempo medio de primer paso se encuentra más

fácilmente si descomponemos T(y) en dos componentes [13J: T+(y), el tiempo medio de

primer paso hasta y = L cuando 1)(0) = + 1, y T- (y), el tiempo medio de primer paso

hasta y = L cuando 1)(0) = -1. La conveniencia de esta representación radica en la

facilidad de expresar las condiciones de contorno en términos de T±.
La condición de contorno (4.9) es completamente equivalente a la llamada condición

de "reinyección inmediata" [14, 15J

(4.32)

En este caso, cuando el sistema alcanza la frontera en y = O la velocidad cambia inmedia­

tamente su signo, es decir, el ruido 1)(7) cambia su valor desde -1 a +1. Nótese que aquí
la condición de contorno afecta directamente la dinámica de las fluctuaciones dicotómica."

de la barrera ya que la llegada a la frontera provoca que el ruido cambie su valor. Es

fácil ver que en términos de T(y) = (T+ + T- )/2, la condición de contorno reflejante de

"reinyección inmediata" en realidad se traduce en la condición de Doering-Gadoua (4.9),
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r.e. ,

d��) I = O.

y=O

Con esta condición de contorno (junto con la condición de contorno absorbente en y = L)
el tiempo medio de primer paso desde y = O hasta y = L si los valores iniciales de

1)(0) = ± 1 son igualmente probables es [14]

(4.:13)

_ ,L4 L2
TI ri = -2- + -.,

O:' O:'
(4.34)

Nótese que TI,I'i es una función monótona creciente de , y, por lo tanto, no present.a

resonancia. Claramente, esta solución no es la misma que la del modelo de Doering y

Cadoua cuando se toma D igual a cero.

Hay otra manera de pensar en una barrera reflejante, que es pensar que la frontera

únicamente limita la región de movimiento del sistema sin interferir en la dinámica de las

fluctuaciones de la barrera de potencial. El ruido dicotómico evoluciona de acuerdo con

su propia dinámica cambiando de valores a tiempos aleatorios que son independientes de

donde ocurra el proceso y(r). Entonces, si el sistema alcanza la frontera y = O cuando

1) = -1, el ruido conserva su valor de acuerdo con sus propiedades estadísticas. El proceso

simplemente espera en la frontera, hasta que el ruido cambia de valor a 1) = 1 de forma

natural. A esta condición la llamaremos condición de contorno reflejante "natural". Est.e

comportamiento se implementa a través de la siguientte condición de contorno para las

componentes de tiempo medio de primer paso:

(4.35)

o, en términos de T(y),
dT(y) Idy

y=O

La solución para el tiempo medio de primer paso es ahora

L
(4.36)

- ,L4 2U 1
TI n =

-- + - + -., 0:'2 O:' 2, (4.:)7)

Es fácil darse cuenta de que T¡,n tiene un mínimo en "[r e« = rx/V2L2 (vease Eq. (4.29)).
En la Fig-(4.4) hemos dibujado una realización del proceso y(r) para las dos condiciones

de contorno, la de "reinyección inmediata" y la "natural". A partir de esta figura se ve

claramente que las dos condiciones de contorno conducen a resultados diferentes para
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Figura 4.4. Trayectorias típicas cerca de la frontera reflejante para los dos tipos
de condiciones de contorno discutidas en el texto. Línea discontinua: condición

de "reinyección inmediata". Línea continua: condición "natural".

el tiempo medio de pnrner paso, El hecho interesante es que el límite D -+ O en el

modelo de Doering y Gadoua es T1,n, con la condición "natural", y no T1,ri, a pesar

de que la condición de contorno refiejante usada en el modelo de Doering y Gadoua es

(4.9). En el modelo de Doering y Gadoua no importa lo debil que sea el ruido blanco, su
efecto es dominante cerca de la frontera reflejante. El ruido blanco permite inversiones

de la velocidad infinitesimalmente cerca de la frontera refiejante sin provocar un cambio

en la barrera, eliminando entonces la interferencia entre la dinámica dicotómica de la

barrera y la frontera. Existe, por lo tanto, una diferencia profunda entre la situación con

ruido blanco presente y la situación en la que no hay ruido blanco -el límite D -+ O es

discontinuo. En el modelo de Doering y Gadoua hay resonancia en el tiempo medio de

primer paso porque, a través de la acción del ruido blanco, el proceso puede retardar (de
forma creciente cuando la intensidad del ruido blanco decrece) la llegada a la frontera

absorbente si la barrera está "up" y no cambia de manera natural a través de su propia
dinámica. Sin embargo, las características de la frecuencia de resonancia y el tiempo
medio de primer paso en la resonancia no dependen explícitamente de la intensidad del

ruido blanco.

En la Fig-(4.5) se muestran los dos tiempos medios ele primer paso, i, ,ir Y T'¡,n.
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Figura 4.5. Tiempo medio de primer paso hasta L = 1 como función de la frecuen­

cia de las fluctuaciones para los dos tipos de condiciones reflejan tes discutidas en

el texto. Línea discontinua con cuadrados: condición de "reinyección inmediata".

Línea continua con círculos: condición "natural".
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4.5 El Modelo de Bier y Astumian

La principal conclusión que se extrae de la discusión de la sección precedente es que

el efecto resonante en el modelo de Dcering y Gadoua no es de la misma naturaleza

que la activación resonante en sistemas donde el proceso de activación es exclusivamente

debido a la presencia de ruido blanco (es decir, temperatura distinta de cero). Para

estudiar el fenómeno de la resonancia en esta última situación volvernos con el modelo

introducido por Doering y Gadoua pero ahora con Va > a, es decir, cuando siempre
existe una barrera. Este problema fue estudiado analíticamente por Bier y Astumian en

la Ref-[7]. La aproximación desarrollada por estos autores coincide con la aproximación
cinética introducida en [18]. La principal limitación de este método es que conduce a un

tiempo medio de primer paso que no presenta un mínimo.

Nosotros hemos desarrollado una aproximación para el tiempo medio de primer paso
hasta la frontera absorbente, cuando la altura promedio de la barrera es alta (Va � 1),
que sí presenta un mínimo y, por lo tanto, nos servirá para describir el fenómeno de

la resonancia de una forma analítica. Volvemos con la ecuación de Langevin (4.1) con

(4.2)-(4.5). Ahora, sin embargo, tomamos va ± Q' � D o, en cantidades adimensionales,
Va ± a � 1. La barrera oscila entonces entre dos valores grandes.

La solución general de la ecuación (4.8) es

T(x) = :0 (x - 1) + At(eq1x - eq1) + A2(eq2x - eg2) + A3(eq,X - eq,), (4.38)

donde los coeficientes qi son las tres raices del polinomio caracteristico

(4.39)

y las constantes A; se encuentran a partir de las condiciones de contorno (4.9)-(4.12).
Se puede demostrar que para Va > a las raices de (4.39) son todas reales, dos de ellas

positivas y la tercera negativa. Las expresiones completas de las constantes Ai son

demasiado complejas y largas para incluirlas aquí (y además no son muy útiles en su

forma exacta). A pesar de todo, es posible deducir expresiones más cortas en forma de

serie en A. En este caso, las raices qi se pueden escribir corno

qt

(4.40)



4.5. EL MODELO DE BIER y ASTUMIAN 85

donde

V± == Va ± a. (4.41)

Cuando estas expresiones se introducen en (4.38), se obtiene el siguiente resultado para

el t.iempo medio de primer paso a orden ).2:

(4.42)

donde los coeficientes del numerador son

(4.43)

y los del denominador

DI 2(V+ V_)2 + 2).(a2 + 3Va - 2Va V+V_)

D2 2), [v� + a�� (aV�V_ - V+ V� + 2a3 - 6a2Va)]
[ 2 ).

(2 2 3 2)]2). V_ +
a V�

aV_ V+ + V_ V+ + 2a + 6a Va . (4.44)

Est.a aproximación es un orden mayor en ). que la derivada en [7], la cual es equivalente
a la aproximación cinét.ica [18]. La ventaja de nuestra aproximación es que presenta un

mínimo en función de la frecuencia ).. Cuando Va � 1 la frecuencia de resonancia puede
ser calculada explícitamente:

(4.45 )

y el mínimo asociado en el t.iempo medio de primer paso es

(4.46 )

Tal corno hicimos con el modelo de Doering y Gadoua, resulta útil explicitar varios
result.ados límites en unidades originales para que la dependencia con los parámetros del

sistema sea más clara.
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Figura 4.6. Tiempo medio de primer paso en función de la frecuencia de las

fluctuaciones para el modelo de Biety Astumian. La barrera fluctúa entre un valor

a]t.o VD + a y otro bajo VD - a, con VD = 11 ya = 1. Línea continua con círculos:

resultado exacto obtenido numéricamente. Línea punteada: aproximación cinética

(4.49). Línea discontinua: aproximación de ruido blanco (4.47). Línea continua

COIl cuadrados: nuestro resultado (4.42).
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Cuando la frecuencia de cambios es grande (,\ � a2 o 'Y � (t2/DL2) el resultado

(4.42) se reduce a

2+a2/,\ (2Vo)TI ---+ Twhite = \1,2 exp ---2 .

2a 2+ a),
(4.47)

o, en unidades originales

TI 'T'
L2De¡¡ eVo/De"---+ .Lwhite = 2

Va
(4.48)

donde De!! el el coeficiente de difusión efectivo definido en (4.27). Este es el resultado

familiar para la act.ivación a través de una barrera de altura Va con coeficient.e de difusión

De!!. En el otro extremo, cuando ,\ es pequeña, la aproximación cinética [7, 18] es válida

y el tiempo medio de primer paso (4.42) se reduce a

(4.49)

donde

(4.50)

Si ,\ es tan pequeña que la escala de tiempo de las fluctuaciones de la barrera es mucho

más pequeña que el tiempo de escape, entonces este se simplifica a

(4.51)

que es justamente la media aritmética asociada a las dos posibles configuraciones iniciales

de la barrera (vease la discusión sobre la ecuación (4.28)). En las unidades originales

(4.52)

Entre estos dos límites se encuentra el régimen de resonancia donde el tiempo medio

de primer paso es menor que el de los casos de "ruido blanco" o "est.ático". En unidades

originales, el tiempo medio de primer paso a la frecuencia de resonancia,(4.46), es

'r.;

(4.53 )

donde la segunda línea, válida si a > 1, sirve para mostrar que el tiempo medio de

primer paso resonant.e es esencialmente el tiempo medio de paso a través de la barrera
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baja. No resulta muy instructivo mostrar la expresión completa (4.45) para la frecuencia

de resonancia en las unidades originales, aunque si a :::: 1 es posible escribir una expresión
mas corta

3/2
Vo -v_/2D

"[r e s �

2L2Dl/2
e (4.54)

Nótese que tanto el tiempo medio de primer paso resonante como la frecuencia de resonan­

cia dependen de la intensidad del ruido blanco, así como su producto. Esta dependencia

aparece tanto en los exponentes como en los prefactores.
Una propiedad general de nuestra solución y, más generalmente, del fenómeno de

la activación resonante es que aumentando la altura de la barrera la resonancia se hace

menos y menos brusca: aparece una región plana alrededor de la frecuencia de resonancia,
un hecho que ha sido puesto de manifiesto explícitamente en un trabajo reciente [19]. Un

análisis de la ecuación (4.42) permite estimar analíticamente el tamaño de esta región
plana, que está acotada del siguiente modo:

(4.55)

Entonces, más que remarcar el aspecto resonante del problema, sería más propio hablar

de la escala temporal del proceso de activación como relativamente insensible a los

parámetros del sistema excepto en el caso de fluctuaciones de la barrera o muy pequeñas
o muy grandes. Como ya hemos comentado, si las fluctuaciones de la barrera son suficien­

temente pequeñas, una barrera inicialmente alta permanece esencialmente sin cambios

y el sistema en promedio cruza la barrera antes de que esta cambie de estado. Por lo

tanto, los pasos sobre la barrera alta dominan en el tiempo medio de primer paso. En

el otro extremo, cuando las fluctuaciones de la barrera son muy rápidas, el paso se pro­

duce esencialmente sobre la barrera promedio. Sin embargo, sobre un rango muy grande
de parámetros el tiempo medio de primer paso está esencialmente determinado por los

pasos sobre la barrera baja - el sistema puede evitar pasar por la barrera alta esperando
a que esta cambie de valor. Dado que el tiempo de espera es menor que el tiempo que

el sistema emplearía en cruzar con la barrera alta, el cambio ocurre antes y el sistema

cruza cuando la barrera está baja. Este proceso es más eficiente (aunque no mucho más

eficiente- debido al comportamiento plano) en la frecuencia de resonancia.

En la Fig-(4.6) se han dibujado el tiempo medio de primer paso y las distintas aproxi­
maciones explicadas anteriormente para Vo = 11 ya = l. Nuestra aproximación captura
claramente el comportamiento resonante de una manera muy precisa así como el com­

portamiento del tiempo medio de primer paso para una región amplia de frecuencias de
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Figura 4.7. Tiempo medio de primer paso en función de la frecuencia de las

fluctuaciones para el modelo de Biet y Astumian con Vo = 15 ya = 1. Línea con­

tinua con círculos: resultado exacto numérico. Línea discontinua: aproximación
de ruido blanco (4.47). Línea continua con cuadrados: nuestro resultado (4.42).

cambios de la barrera. La Fig-(4.7) muestra de nuevo el tiempo medio de primer paso

aunque ahora con Vo = 15 y(/.= 1. Esta figura nos sirve para confirmar el acuerdo entre

nuestra aproximación y los resultados numéricos y también para ilustrar la región plana
alrededor de la frecuencia de resonancia cuando la altura de la barrera se incrementa. La

Fig-(4.8) muestra la frecuencia de resonancia como función de la altura de la barrera. De

nuevo, nuestra aproximación captura el resultado exacto de forma muy precisa cuando

la altura de la barrera es suficientemente alta.
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Figura 4.8. Frecuencia de resonancia en [unción de la altura promedio de la barrera

para. el modelo de Bier y Astumian con a = l. Circulos: resultado numérico

exacto. Línea continua: nuestro resultado (4.45).
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4.6 Activación Generada por una Señal Periódica

Cuadrada

Es interesante estudiar en que grado el fenómeno de la activación resonante necesita

que la barrera fluctúe de una forma aleatoria o bien que las fluctuaciones sean periodicas.
Es decir, queremos saber si las fluctuaciones aleatorias son una condición necesaria para

que se produzca la activación resonante.

Para estudiar el proceso de activación cuando la barrera oscila periódicamente entre

dos valores, remplazamos el ruido dicotómico 1](1') en la ecuación (4.1) por una señal

periódica cuadrada w(1'), que alternadamente toma los valores +1 y -l. Los cambios

de uno a otro ocurren a frecuencia constante 7. El período de esta función cuadrada es

pués 217.
La ecuación de Fokker-Planck que describe la evolución de la probabilidad para el sis­

tema incluye ahora un potencial periódico en el tiempo. El problema puede ser tratado

analíticamente usando la teoría de Floquet. Nosotros nos limitaremos a dar los re­

sultados cualitativos que se obtienen con este método aunque después seguiremos una

aproximación más simple que nos permitirá llegar a algunas conclusiones cuantit.ativas.

Continuamos nuest.ra discusión en términos de variables y parámetros adimension­

ales. La solución exacta del problema también presenta activación resonante cuando la

barrera oscila de forma determinista, con un comportamiento muy similar al del caso

estocástico. En otras palabras, el tiempo medio de primer paso es grande cuando el

período de oscilación es muy lento y también cuando es muy rápido. Corno antes, y

por las mismas razones físicas, en el primer caso el tiempo medio de primer paso está

dominado por la barrera alta V+ mientras que en el último caso está determinado por la

barrera promedio Va. De nuevo, corno antes, la región entre estos dos límites presenta
una región plana donde el tiempo medio de primer paso está determinado principalmente
por la barrera baja V_. La única diferencia entre este problema y el problema estocástico

radica en la forma detallada de como el tiempo medio de primer paso cambia desde un

comportamiento a otro.

Para encontrar el t.iempo medio de primer paso cuando las modulaciones de la ba­

ITera son muy lentas (que es cuando la diferencia entre una modulación estocástica y

periódica es más pronunciada), debernos recordar que para una barrera fija de altura V

la probabilidad de que el proceso no haya cruzado la barrera en el tiempo t (es decir, la

probabilidad de supervivencia a tiempo t), es exponencial [20], e-kt, donde la frecuencia
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de paso es k = V2e-V, véase la ecuación (4.50). Si la barrera no está fijada pero cambia

muy lentamente de un valor a otro a intervalos de tiempo predeterminados � == .\ -1 con

.\«1, podernos seguir la trayectoria del sistema explícitamente y escribir una expresión

para la probabilidad de supervivencia S(t) de que el sistema no haya cruzado la barrera

en en tiempo t. Si inicialmente la barrera es V+ y el instante t = O se corresponde con el

comienzo de un período, entonces

S+ = Prob{T+ > t} = q'.¡.q'.::e-k+(t-2nLl),
S+ = Prob{T+ > t} = q¡+1q'.::e-k_[t-(2n+1)Lll,

2n� < t::; (2n+ 1)�;
(2n + 1)� < t ::; (2n + 2)�

(4.56)

donde n = 0,1,2, ... , y q+ y q.: son las probabilidades de que un suceso de cruze no

ocurra cuando la barrera es, respectivamente,V+ y V_. La hipótesis sobre la estadística

de la dinámica de las transiciones da

(4.57)

El tiempo medio de primer paso, T+, puede ser calculado directamente como un mo­

mento de esta probabilidad. La probabilidad de supervivencia, S-, y el tiempo medio

de primer paso asociado, T-, cuando la barrera inicialmente es V_ se puede obtener

de forma similar. Para comparar con los resultados del caso estocástico suponemos que

inicialmente la barrera torna los valores V+ o V_ con la misma probabilidad. Un cálculo

corto conduce al siguiente resultado para el tiempo medio de primer paso cuando '\«1:

T+ + T- 1 ( 1 1) 1 ( 1 1 ) q+
- q_T =

2
=

'2 k+
+
k_

+ '2 k+
-

L 1 - q+q_
. ( 4.58)

Este resultado corresponde al mismo nivel de aproximación que la aproximación
cinética (4.49). Para frecuencias muy bajas, A --> O, el tiempo medio de escape es un

promedio entre el tiempo medio de escape 1/k+ cuando la barrera es V+ y 1/k : cuando

la barrera es V_. Esta aproximación cinética tampoco muestra ningún mínimo porque

no se comporta correctamente cuando .\ --> 00; en cambio, converge al mismo valor que

en la aproximación cinética (4.49), es decir, a (k+ + L)/2.
En la Fig-(4.9) se compara la aproximación (4.58) del tiempo medio de escape para

el proceso de activación con una señal periódica con el tiempo de escape para el mismo

sistema pero con ruido dicotómico. La diferencia entre los dos es notable en el decre­

cimiento del tiempo medio de primer paso cuando se incrementa la frecuencia de cambios
- la dependencia con la frecuencia de cambios es considerablemente más pronunciada en

el caso periódico que en el caso aleatorio. Un efecto similar se ha observado recientemente
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Figura 4.9. Tiempo medio de primer paso en función de la frecuencia de os­

cilación/fluctuación de la barrera. Cuadrados: aproximación cinética para oscila­

ciones de la barrera periódicas. Círculos: barrera fluctuante. Los parámetros son:

Va=llya=l.
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en sistemas que exhiben resonancia estocástica coherente [21]. El mínimo en el tiempo
medio de primer paso y la frecuencia de resonacia son esencialmente iguales en ambos

casos.

4.7 Probabilidad de Supervivencia y Momentos del

Tiempo de Primer Paso

Los momentos del tiempo de primer paso desde x = O hasta x = 1 pueden ser

obtenidos a partir de la probabilidad de supervivencia, S(x, t), de que el sistema que

evoluciona de acuerdo con la ecuación (4.1) (apropiadamente escalada a variables adi­

mensionales), con una frontera reftejante en x = O y una absorbente en x = 1, no haya
dejado el intervalo (0,1) en el tiempo t. Esta probabilidad de supervivencia obedece la

siguiente ecuación diferencial en derivadas parciales

2 202SE S + 2>".cS = a
ox2' (4.59)

donde .c es el operador diferencial

(4.60)

Nótese que la ecuación (4.59) es una ecuación en derivadas parciales de segundo orden

en el tiempo y de cuarto orden en la variable espacial. Por lo tanto, se necesitan dos

condiciones iniciales y cuatro condiciones de contorno para resolverla. Las condiciones

iniciales son

S(x,O) 1, (4.61 )

OSIot t=o

O. (4.62)

Para la frontera absorbente en x = 1, las condiciones de contorno son

5'(1, t) = O, (4.63)

( a 2 2) aS I.c + Vo
ox

- Vo + a
ox x=l

= - V05(t), (4.64 )
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y para la frontera reftejante en x = O

aSI = O,
ax x=o

(4.65)

(4.66)

Los momentos del tiempo de primer paso, Tn, están relacionados con la probabilidad
de supervivencia de acuerdo con

Tn(x) = n 100 tn-1S(x,t)dt.
Naturalmente To(x) = 1 por normalización. T1(x) es el tiempo medio de primer paso

hasta x = 1 para un proceso que comienza en X(O) = x; T2(x) es el segundo momento

de la distribución, por lo tanto, la varianza de la distribución del tiempo de primer paso

(4.67)

es (7"2 == T2 - Tl.
Las ecuaciones para los momentos del tiempo de primer paso se pueden obtener

multiplicando la ecuación (4.59) por tn-l e integrando en el tiempo por partes. De este

modo se encuentran las siguientes ecuaciones diferenciales recursivas:

2 2 d2TnLDTn - 2>'LDTn - a
dX2

= ü«, (4.68)

donde

gn == n(2)' - 2LD)Tn-1 - n(n - 1)Tn_2, (4.69)

y LD es el operador de Fokker-Planck

(4.70)

con T_1 == O. Las condiciones de contorno se obtienen direct.amente a partir de las de la

probabilidad de supervivencia:

l. Tn(l) = O (4.71)

2. ( d 2 2) n; I dTn-1 I (4.72)LD - Vo
dx

+ Vo - a -- = -n -- + VoÓ 1dx
x=l dx

x=¡
n,

3.
dTn I = O (4.n)dx

x=o

4.
d2Tn Idx2 x=o

= -nTn_¡(O). (4.74)
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4.8 Conclusiones

En este capítulo hemos estudiado el problema de la activación resonante, es decir,

el problema del tiempo medio de escape de una partícula movida por ruido blanco de

intensidad D a través de una barrera de potencial cuya altura fluctúa de forma aleatoria.

La distribución de las fluctuaciones de la barrera se toma normalmente o bien dicotómica

(la barrera fluctúa entre dos valores) o bien Gaussiana. La función de correlación de las

fluctuaciones de la barrera se toma exponencial y, por lo tanto, caracterizada por una

frecuencia "t- La cantidad de interés es el tiempo medio de primer paso, TI, de la partícula
a través de la barrera como función de 'Y. Se observa que TI frente a'Y presenta un mínimo,
es decir, existe una frecuencia para las fluctuaciones de la barrera que optimiza el tiempo
medio de primer paso de la partícula. Este mínimo es el que define el fenómeno de la

activación resonante.

Nosotros nos hemos concentrado en fluctuaciones dicotómicas en una barrera de po­

tencial triangular, por lo tanto, nuestros resultados cuantitativos están restringidos a

este caso. Sin embargo, creernos que estos resultados nos dan información más allá de

estas condiciones específicas. En particular, nos dan información cualitativa en el caso

de barreras cuyas fluctuaciones están acotadas entre un valor máximo v+ y otro mínimo

v_. La aplicabilidad de nuestras conclusiones a fluctuaciones Gaussianas no está tan

clara. Este es un punto a tratar en futuros trabajos sobre la activación resonante.

Existen varias aproximaciones al problema de escape a través de una barrera fluctu­

ante que dan buenos resultados para la frecuencia de escape en el límite de fluctuaciones

muy lentas o muy rápidas de la barrera. En el caso de fluctuaciones lentas, la llamada

aproximación cinética [18J reproduce el comportamiento del sistema de forma satisfacto­

ria. En el límite de fluctuaciones muy lentas ('Y -+ O) la barrera conserva su altura inicial

durante todo el proceso y el tiempo medio de primer paso es justamente el tiempo medio

de primer paso promediado sobre la distribución inicial de la altura de la barrera.

En el otro extremo, cuando las fluctuaciones de la barrera son muy rápidas ('Y -+

oo}, el principal efecto de las fluctuaciones de la barrera es incrementar la intensidad

efectiva del ruido blanco. El escape ocurre entonces sobre una barrera promedio, con

un coeficiente de difusión De!!, que excede a D en una cantidad determinada por los

detalles de la distribución de las fluctuaciones de la barrera.

En la literatura, cada una de estas aproximaciones se han llevado lo suficientemente

lejos como para deducir el comportamiento del tiempo medio de primer paso aunque
nos apartemos de los límites estrictos de estas aproximaciones. De la aproximación
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cinética se puede ver que el tiempo de escape decrece al crecer 'Y. En el otro extremo,

el tiempo de escape decrece al decrecer 'Y. Estos dos resultados claramente apuntan a la

exist.encia de, al menos, un mínimo para algún valor finito de 'Y, aunque ninguna de las

aproximaciones es suficientemente fina para capturar este mínimo. El mérito de nuestro

trabajo es justamente desarrollar una aproximación simple que capt.ura est.e mínimo.

Durante el desarrollo de esta aproximación nos hemos dado cuenta de la necesidad

de hacer una dist.inción entre dos casos que tienen orígenes físicos distintos, a pesar de

mostrar ambos resonancia. Estos dos casos han sido tratados en la literatura como uno

solo porque ambos involucran fluctuaciones dicotómicas, aunque son en realidad muy

diferentes. U no de estos casos es el de un potencial que oscila entre ser una barrera de

altura v+ = O:' Y ser un pozo de profundidad u.; = -0:'. A este caso lo hemos llamado

modelo de Doering y Gadoua [6]. En el otro caso, la barrera fluctúa entre un valor

alto v+ = Va + O:' Y uno bajo (aunque siempre positivo) v., = va - 0:'. A este caso

lo llamarnos modelo de Bier y Astumian [7]. Para cada uno de estos modelos hemos

encontrado una expresión simple para el tiempo medio de primer paso que tiene un

mínimo, y hemos comparado nuestros resultados con los resultados exactos obtenidos

numéricamente. El acuerdo en ambos es bueno para un rango grande de frecuencias de

cambios y, en particular, sobre una región grande alrededor de la resonancia.

El aspecto que dist.ingue al modelo de Doering y Gadoua es el hecho de que parte
del tiempo la barrera es realmente un pozo y la partícula puede "caer" más que "subir"

la distancia L durante ese t.iempo. Para este modelo hemos encontrado una expresión
explícita para la frecuencia de resonancia y para el tiempo medio de primer paso. Lo

importante de est.os resultados es que ni la frecuencia de resonancia ni el tiempo de

escape resonante dependen explícitamente de la intensidad del ruido blanco. Este hecho

no se vió en los trabajos previos sobre este modelo. Intent.amos, entonces, explorar como

aparece resonancia en el modelo de Doering y Gadoua cuando no hay ruido blanco, y

encontrarnos que no hay resonancia para este modelo! Esta aparente contradicción se

explica si nos fijamos en que hay una discontinuidad en el límite D -+ O del modelo y

notando que hay que modificar las condiciones de contorno para reprod ucir la resonancia

en ausencia de ruido blanco.

Para obt.ener result.ados para el tiempo de escape en el modelod e Bier y Astumian que

conserven el mínimo hemos t.enido que conservar en nuest.ra solución un orden mayor en

'Y del que se había tomado ant.eriormente (que conduce a la aproximación cinética) [7]. A

este orden es posible identificar la frecuencia de resonancia y el tiempo de escape. En este

caso tanto la frecuencia de resonancia corno el tiempo de escape resonante dependen de la
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intensidad del ruido blanco. En la resonancia, el escape se produce principalmente cuando

la barrera está baja. Además hemos encontrado que la dependencia en la frecuencia de

cambios, especialmente para barreras altas, es muy plana: hay un rango de frecuencias

para las que domina el paso a través de la barrera baja. En este rango de frecuencias,
el tiempo de escape sobre la barrera alta es tan grande que la barrera cambia a su valor

bajo antes de que la partícula pueda escapar.

Tambien hemos discutido la no necesidad de fluctuaciones estocásticas para que se de

el fenómeno de la resonancia. Existe resonancia si la barrera oscila de forma periódica
entre dos valores. El comportamiento para frecuencias altas y bajas es el mismo que en

el caso estocástico.

Finalmente, hacemos notar que nuestro análisis no se puede, en principio, aplicar al

caso de fluctuaciones de la barrera Gaussianas, es decir, fluctuaciones del tipo Ornstein­

Uhlenbeck [11]. Los resultados para este tipo de fluctuaciones con varianza fija [10]
deberían ser similares a nuestros resultados con ruido dicotómico. En particular, el

tiempo de escape para el modelo análogo al de Doering y Gadoua (Vo = O) tendrá un

mínimo incluso en ausencia de ruido blanco.
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Capítulo 5

Transporte en una Pila Granular

Crítica Auto-Organizada

5.1 Introducción

Durante los últimos diez anos el panorama de los fenómenos de no equilibrio ha

cambiado sustancialmente gracias a una nueva teoría sobre los sistemas no lineales fuera

del equilibrio propuesta por Bak, Tang y Wiesenfeld [1, 2): la criticalidad autoorganizada

(SOC)l. Esta teoría surgió como una explicación a la gran cantidad de sistemas (físicos
o no) que de una forma espontánea están, fuera del equilibrio, en un est.ado crít.ico.

Ejemplos de estos sistemas son, por ejemplo, los terremotos [:�), los mercados de valores

(o en general, la evolución económica) [4], la evolución de las especies biológicas [5, 6, 7)
y , como no, los medios granulares [8]. La propiedad común a todos estos sistemas es la

invarianza de escala, es decir, la ausencia de escalas característ.icas en el sistema [4, 9].
Sabemos de la mecánica estadíst.ica de equilibrio que una de las propiedades de un punto
crít.ico es, justamente, la ausencia de escalas características. En este sentido se habla de

un sistema crítico fuera del equilibrio -consideraremos que un sistema fuera del equilibrio
está en un estado crítico, o que es crítico, si presenta invarianza de escala.

El tipo de sistemas a los que se puede aplicar la teoría de la criticalidad aut.oorga­
nizada son sist.emas no lineales fuera del equilibrio muy disipativos (la disipación juega
un papel crucial en la SOC). Para sacar al sistema del equilibrio se le pert.urba muy

lentamente añadiéndole "energía". Naturalmente el sistema debe ser disipativo si quere-

1 Del inglés Sclj Organized Criticality
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mos llegar a un estado estacionario y abierto si las perturbaciones implican la adición de

materia al sistema. La dinámica de estos sistemas está gobernada por avalanchas. Las

perturbaciones externas provocan avalanchas que se propagan por el sistema. Cuando

el sistema está en un estado crítico los tamaños de estas avalanchas no tienen escala

característica. Se puede producir una microavalancha o bien una avalancha que "arrase"

gran parte del sistema. En este sentido estos sistemas son invariantes de escala. La

distribución de la energía disipada por las avalanchas sigue una ley de potencias del tipo

1
p(E) �

e« (5.1 )

donde rP > 1 es el exponente crítico que define la clase de universalidad del sistema. Este

tipo de leyes la única compatible con la invarianza de escala. Otra característica de

los sistemas que presentan SOC es la separación de escalas temporales entre la dinámica

interna y la externa. Si llamamos Tex al tiempo característico asociado a las pertur­
baciones externas y Tin al tiempo asociado a las avalanchas internas, la separación de

escalas implica que ri«�Tex y, por lo tanto, podemos pensar en las avalanchas como

sucesos puntuales en el tiempo.
A pesar de todo esto, sólo muy recientemente se ha podido encontrar un sistema

granular real que, lejos de toda duda razonable, presente criticalidad autoorganizada. El

sistema en cuestión es una pila de arroz a la que se le minimizan los efectos inerciales [8]
2. Se perturba a la pila añadiendo granos uno a uno. Estos provocan avalanchas cuya

distribución sigue una ley de potencias de exponente

rP = 2.05. (5.2)

Este es el motivo del porqué las pilas granulares se han convertido en el paradigma de la

SOC y en una buena metáfora para sistemas más complejos.
En este capítulo nos concentraremos en estudiar las propiedades de transporte en una

pila de arroz que presenta criticalidad autoorganizada. Dejarnos para otros autores el

estudio profundo de los orígenes de la SOCo Por otro lado, entender el comportamiento
complejo de los medios granulares tiene interés en sí mismo. Además de otras interesantes

propiedades, los medios granulares se pueden comportar simultáneamente como líquidos
y corno sólidos y muestran una dinámica vítrea con una relajación extremadamente lenta

2Se escoge arroz con una elongación grande para evitar que los granos puedan rodar y acumular, así,
energía cinética. De este modo la dinámica viene caracterizada por deslizamientos destacando el papel
de la fricción.
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[10J. Las propiedades de transporte en medios granulares que presentan SOC son muy

similares a las que se dan en semiconductores amorfos y polímeros [14J.
Nosotros tenemos la ventaja de que recientemente el grupo de Oslo realizó un ex­

perimento con una pila de arroz que presenta SOC para estudiar sus propiedades de

transporte [l1J. SUS result.ados nos servirán como base para const.ruir nuestro modelo.

Este es un camino poco usual en física donde primero se construye una teoría de primeros

principios y luego se prueba con experimentos. Nosotros construiremos un modelo (que
no teoría -no pretendemos dar explicaciones de la aparición de la SOC) que compatibilize
el comportamiento microscópico (por individual) del transporte con el comportamiento

macroscópico (por colectivo) [16].

5.2 El Experimento de Oslo

El sistema experimental que vamos a estudiar es una pila de arroz construida entre

dos placas de metacrilato separadas por una distancia algo mayor que el tamaño de un

grano de arroz. La base tiene una longitud L (medida en unidades de la longitud de un

grano). Los granos son añadidos por el lado izquierdo donde una pared rígida evita que

salgan del sistema. En contraste, el lado derecho está abierto de modo que al ir añadiendo

granos la pila crecerá hasta que el perfil alcanze el lado abierto. En las Fig-(5.1,5.3) se

muestran fotografías del disposit.ivo experimental y un detalle del empaquetamiento de

granos en la pila de arroz.

Después de un período t.ransitorio la pila llega a un estado casi-estacionario donde el

flujo de granos que ent.ran al sistema se iguala, en promedio, con el flujo de salida por

el lado abierto. La adición de granos cuando el sistema está en el estado estacionario

provoca avalanchas que se propagan a través de la pila. El grupo de Osio midió la energía
disipada por estas avalanchas y demostró que si los granos de arroz son suficientemente

alargados (para evitar los efectos inerciales) la distribución de tales energías es compat.ible
con una ley de pot.encias de exponente [8J:

cf; = 2.05. (5.:))

Est.e resultado demuest.ra el importante papel que juega la disipación en cualquier sistema

que presente SOCo Sin embargo, no estamos interesados en la distribución de energías sinó
en las propiedades de transporte. Christensen et al. [11] aprovecharon este experimento
para estudiar por primera vez las propiedades de transporte en un sistema que presentaba
SOCo Concretament.e se interesaron por el tiempo de tránsito del sistema, es decir, el
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tiempo que un grano tarda en cruzar la pila. Para ello intercalaron granos trazadores

marcados con códigos de colores y midieron la distribución de tiempos de tránsito Pt,.(T).
Los resultados que obtuvieron son: una región dominada por una ley de potencias (para
tiempos grandes) precedida por una región plana, es decir,

{constante para T pequeño,
Pt7.(T) �

l/TOi para T grande,
(5.4)

donde Cl' = 2.4±0.2 [11]. Además, encontraron que cuando se varía el tamaño del sistema,
la distribución verifica un escalado con el tamaño del tipo

(5.5)

con u = 1.5 ± 0.2 y Vi = 1.4 ± 0.2 [11]. El hecho de que v � Vi es una consecuencia

de la condición de normalización. Del resultado (5.5) se puede deducir fácilmente que el

tiempo medio de tránsito escala con el tamaño del sistema de un modo un tanto anómalo,

(5.6)

Decimos anómalo porque, por ejemplo, para un camino aleatorio el tiempo medio escala

como (T) � L2 mientras que si este tiene un término de deriva lo hace como (T) � L.

Por lo tanto, estamos ante un caso claro de difusión anómala. En la Fig-(5.2) se muestra

la distribución de tiempos de tránsito experimental escalada con el tamaño del sistema.

5.3 CATC como un Modelo de Transporte en una

Pila de Arroz Crítica Auto-Organizada
Comenzaremos considerando el movimiento de un solo grano o partícula a través de

la pila esencialmente unidimensional. Esto puede hacerse porque en el experimento el

camino de las partículas está acotado entre dos puntos, comienzan su movimiento en lo

alto de la pila, en el lado izquierdo de la pared, y lo finalizan en el extremo derecho del

soporte. Cuando un grano entra en el sistema, eventualmente puede quedar atrapado en

una posición x durante un intervalo de tiempo aleatorio t hasta que alguna avalancha

lo alcanza y lo pone en movimiento de nuevo. En este momento, el grano realiza un

salto instantánteo, o vuelo, de longitud 1, después del cual queda nuevamente atrapado
en la posición x + l. Por lo tanto, la dinámica de una partícula está descrita en términos
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Figura 5.1. Dispositivo experimental del experimento de Oslo. Fotografía cortesía

de los autores de la referencia [11).
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Figura 5.2. Distribución de tiempos de trá.nsito PtI·(T, L) obtenida en el experi­
mento de Oslo. El escalado con el tamaño del sistema se obtuvo para v = 1.5 ± 0.2

.Y u' = 1.4 ± 0.2. Cortesía de los autores de la referencia [11].
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Figura 5.3. Detalle de los granos trazadores que se utilizaron para medir la dis­

t.ribución de tiempos de t.ránsito. Fotografía cortesía de los autores de la referencia

{Ji J.
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de un camino aleatorio a tiempo continuo (CATC), con una distribución de tiempos de

atrapamiento

1/;(t), (5.7)

y una distribución de vuelos

</J (/). (5.8)

Para ser precisos, 1/;(t)dt es la probabilidad de que una partícula permanezca atrapada en

una posición durante un tiempo entre t y t-s-dt, mientras que </J(/)dl nos da la probabilidad
de que una partícula salte una distancia entre I y 1+ di durante una avalancha. Hay que

hacer notar que podemos asumir que I > O siempre, ya que en el experimento no hay

ningún mecanismo que permita a los granos subir a través de la pila, siempre se mueven

en el mismo sentido. Esto provoca una simplificación en los cálculos en comparación con

los modelos de difusión en semiconductores amorfos [17). Los motivos son, por un lado,

que al estar I definido en el intervalo (0,00) nos permite trabajar tanto con la variable

temporal como con la variable espacial en el espacio de Laplace y aprovecharnos así de los

teoremas Abelianos y Tauberianos para la transformada de Laplace [19) (vease también

el apéndice) y, por otro lado, podemos relacionar la función de distribución de la posición
de la partícula con la probabilidad de supervivencia de una manera inmediata. Además,

supondremos que la longitud del vuelo I no está limitada por el tamaño del sistema.

Las variables t y I se toman como procesos aleatorios independientes. Esta hipótesis
de independencia estadística ha sido utilizada con éxito en reproducir otros resultados

experimentales en sistemas similares, ver Ref. [18) por ejemplo. Finalmente, nótese que

la suposición de que los vuelos son instantáneos no es más que la condición usual de la

SOC de separación de escalas temporales, es decir, la escala temporal asociada con la

perturbación externa es mucho mayor que la escala temporal asociada a la dinámica de

las avalanchas.

La magnitud de interés medida en el experimento es la distribución de tiempos de

tránsito Ptr(T, ,C), donde Ptr(T, 'c)dT nos da la probabilidad de que la partícula tarde

un tiempo entre T y T + dT en recorrer la distancia entre el origen y x = ,C S L. En

el contexto de los procesos estocásticos, el tiempo de tránsito no es más que el tiempo
de primer paso hasta la posición E, Esta distribución se puede relacionar fácilmente con

p(x, t), la densidad de probabilidad de presencia en la posición x en el tiempo t, definida

de tal modo que p(x, t)dx es la probabilidad de que en el tiempo t una partícula esté en

una posición entre x y x + dx, donde el tiempo se mide desde la adición de la partícula
al sistema. La probabilidad de estar en x S ,C en el tiempo t es igual que la probabilidad
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de tener un tiempo de tránsito T> t, es decir,

Prob{x S; L en t} = Prob{T> t} = 1 - Prob{T S; t}, (5.9)

o equivalentemente

(5.10)

Recordemos que esta igualdad es cierta porque 1 > O y, por lo tanto, la función de

distribución es equivalente a la probabilidad de supervivencia. Por otro lado, como ya

vimos en la introducción general p(x, t) verifica una ecuación integral relacionada con la

densidad de renovación h(x, t), donde h(x, t)dx es la probabilidad por unidad de tiempo
de que un salto tenga lugar en una posición entre x y x + dx. Al mismo tiempo, h( x, t)
también verifica una ecuación integral (esta vez cerrada para h(x, t)) relacionada con las

densidades del tiempo de atrapamiento y de vuelos de los granos 1/;(t) y cfJ(l):

h(x, t) = [flcfJ(X) + (1 - fl)6(x)]1/;(t) + lt 1:& h(x', í)cfJ(X - x')1/;(t - í)dx'dí, (5.11)

p(x, t) = [flcfJ(X) + (1 - fl)6(x)]w(t) + lt 1:& h(x', í)cfJ(X - x')w(t - í)dídx', (5.12)

donde

w(t) == 100 1j;(t')dt' (5.13)

es la probabilidad de que una partícula sobreviva atrapada en una posición durante un

tiempo mayor o igual que t. fl es la probabilidad de que en t = O el grano comience

moviéndose. Las ecuaciones (5.10), (5.11), y (5.12) contienen la solución de nuestro

problema, relacionando una maginitud medible experimentalmente, Ptr(T, L), con las

magnitudes que definen la dinámica microscópica del transporte, 1/;(t) y cfJ(I). Corno las

integrales que aparecen en las ecuaciones (5.11) y (5.12) están en convolución resulta más

útil t.rabajar en el espacio de Laplace,

p(w,s) 1 ptr(s,w)
w ws s

(5.14)

(5.15)

(5.16 )

h(w, s) = [flJ(W) + (1 - fl)]�(S) + h(w, s)�(s)J(w),

[
.

.]
1 - �(s)p(w, s) = (1 - fl) + (h(w, s) + fl)cfJ(W))

s
'

donde definimos la transformada doble de Laplace de una magnitud ¡(x, t) como

j(w, s) == 100 dx 100 dt e-W:& e-st ¡(x, t) (5.17)
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(sustituyendo x por E en el caso de la ecuación (5.10)). Finalmente, en el espacio ele

Laplace las ecuaciones (5.11) y (5.12) se han convertido en un sistema de ecuaciones

lineal para Pt,., h y p que puede ser fácilmente resuelto. Después de un poco de álgebra
elemental obtenemos para las funciones h(w, s), p(w, s) Y Pt,.(s,w) las expresiones

h(w, s) = f1 + (1, - f1j¡J;(s) ,

1 - 'f/;(s)rf;(w)

p(w, s) = [1 - ¡J;(s)][l, - f1,+ f1J(w)]
s[l - 'f/;(s)rf;(w)]

(5.18)

(5.19)

y

(5.20)

De la expresión para ptr(s,w) es posible, sin más que derivar respecto a s, encontrar los

momentos de la distribución del tiempo de tránsito, en particular para el tiempo medio

de tránsito (T(.c)) tenemos

1 - f1(1 � J(w))
(t),

w(l - rf;(w))
(5.21)

donde podemos comprobar que la existencia de (T(w)) depende directamente de la exis­

tencia del primer momento de 'f/;(t), obtenido como

(t) == 100 t'f/;(t)dt = - [�: 1 5=0

(5.22)

Como en el experimento se encontró que (T(.c)) era finito, podemos concluir que (t)
también es finito. Se puede hacer un razonamiento similar para el segundo momento

(5.23)

que como en el experimento se encontró que era infinito, nos permite afirmar que el

segundo momento (t2) de la distribución ele tiempos de atrapamiento es también in­

finito. La posibilidad más sencilla de que la densidad de tiempos de atrapamiento tenga
primer momento definido pero segundo momento infinito es que tenga un comportamiento
asintótico de la forma

B
'f/;(t) �

t2+f3' para t -+ 00, con O < f3 :::; 1, (5.24 )
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que en el espacio de Laplace se transforma en [19]

�(s) � 1 - (t)s + Br( -1 - (3)s1+f3 para s _. O, (5.25 )

donde ru es la función Garnrna'' . Sustituyendo esta expresión en la ecuación para Pt,.
(5.20) e invirtiendo la transformada de Laplace para s obtenemos

- 1 - ¡.t(1 - J) B
Ptr(T,w)� -

T2+f3' paraT_.oo.w(1 - rf;)
(5.26)

Comparando (5.24) y (5.26) podemos ver cómo la distribución de tiempos de tránsito,

que es una magnitud macroscópica, está relacionada con la distribución de tiempos de

atrapamiento, una magnitud microscópica. Ambas distribuciones tienen el mismo com­

portamiento asintótico con una ley de potencias con el mismo exponente. A partir del

resultado experimental (5.4) podemos inferir que los tiempos de atrapamiento en la pila
real están distribuidos según una ley de potencias de exponente

2+{3=a, (5.27)

en el límite de tiempos grandes. Nótese que el comportamiento asintótico de la dis­

tribución de tiempos de tránsito sólo depende de la distribución de tiempos de atra­

pamiento y no de la distribución de vuelos. Alternativamente, podemos hacer primero el

límite de distancias largas, es decir, w _. O en la ecuación (5.20). Para ello es necesario

conocer el comportamiento asintótico de la distribución de vuelos. De los resultados

experimentales (5.4) y (5.5) se puede inferir que

lim Ptr(T, L) � L1"T--+O v (5.28)

donde u' es un exponente acotado en el intervalo [1,2]. El límite (5.28) no es más

que la probabilidad por unidad de tiempo de que un grano que entra en la pila salga
directamente, es decir, la probabilidad de que el salto que realiza el grano sea mayor o

igual que el tamaño de la pila. Esto nos permite escribir

¡OO e
rf;(l)dl � -

L LV" (5.29)

o equivalentemente
e

rf;(l) �

[2+-r para 1 _. 00, con 0< I ::; 1, (5.:�0)

3En el apéndice se pueden encontrar los teoremas Abelianos que permiten escribir los desarrollos

asintóticos de la trasformada de Laplace de una función arbitraria.



112 CAPÍTULO 5. TRANSPORTE EN UNA PILA GRANULAR CRÍTICA AUTO-ORGANIZADA

con

2 +, = 1 + Vi. (5.31 )

De este modo comprobamos como íos resultado experimentales (5.4) y (5.5) nos determi­

nan los comportamientos asintóticos de las magnitudes microscópicas. Tras todas estas

consideraciones, podemos afirmar que el escalamiento de Pt,· dado por (5.5) significa que

la distribución de saltos tiene el primer momento finito (1) pero varianza infinita. Susti­

tuyendo la transformada de Laplace de 1jJ(1) (que verifica una relación similar a (5.25))
en la ecuación (5.20) podemos encontrar el comportamiento asintótico de la distribución

de tiempos de tránsito para tamaños grandes,

, e ( �)Ptr(s, e) �

-1- f.l + --,
+, 1-1/J

para e --+ oo.
e1+1" (5.32)

Este comportamiento corresponde a tiempos "menores" que e. Para tiempos pequeños,
el movimiento de los granos es superficial (casi no hay atrapamientos) y la probabilidad
del tiempo de tránsito hasta la posición e será independiente del tamaño del sistema;
en otras palabras, la ecuación (5.32) no depende de L. Si tomamos e = L podemos
pensar que el escalamiento con el tamaño del sistema es el mismo que con la posición.
Si denotamos a este último escalamiento con los subíndices Ve Y v�, es decir,

(5.33)

podemos afirmar que Vi = v� y comparando con el escalamiento encontrado en el expe­

rimento tenemos

1 +, = Vi, (5.34)

corno ya habíamos visto anteriormente. Si en la ecuación (5.32) hacemos el límite s --+ O

encontramos el comportamiento para tiempos largos pero "menores" que e, que resulta

ser independiente de T:

e 1 (t)Ptr(T, e) �

(1 + ,)(t) e1+1" para T < (i)e. (5.35)

Esto se corresponde con la región plana observada en la distribución de tiempos de

tránsito antes del decaimiento potencial. En efecto, la aparición de una región plana en

Pt,· es una consecuencia de la existencia de (t).
Como ahora ya conocemos el comportamiento asintótico de 1jJ(/) podernos volver a las

ecuaciones (5.26) y (5.21) y realizar el límite de largas distancias para obtener el escalado

de Pu· con e para tiempos largos y el escalado del tiempo medio de tránsito:



5.3. CATC COMO UN MODELO DE TRANSPORTE EN UNA PILA DE ARROZ CRÍTICA AUTO-ORGANIZ.-\DAI13

B L (t)t..cr. L) �

m T2+fJ para T � mL, (5.36)

(T(L)) � ��? L para L -+ oo. (5.37)

En este punto nos encontramos con la primera aparente contradicción con el experi­
mento, ya que en nuestro modelo Vx = 1, en contraste con las ecuaciones (5.5) y (5.6).
La razón es que no estamos estudiando el escalado de (T) con el tamaño de sistema L,
sinó que estamos fijando L y estudiando el tiempo de tránsito hasta una posición inte­

rior del sistema L � L. El motivo de la distinción es que la distribución de tiempos de

atrapamiento de los granos dentro de la pila depende del tamaño total del sistema. Esto

se debe a que el tiempo que un grano queda atrapado depende de lo profundo que quede
enterrado. Esto nos permite definir el concepto de zona activa de la pila como la zona de

la pila donde un grano puede quedar atrapado o, equivalentemente, la zona de actividad

de la pila. Los granos que están fuera de esta zona activa siempre están en reposo. La

clave está entonces en que el tamaño de esta zona activa se incrementa al incrementar L.

Además, nótese que las ecuaciones (5.35) y (5.36) dan el escalado de la distribución de

tiempos de tránsito sólo para una región T < L(t)j(l) y para T � L(t)j(l), es decir, la
solución del modelo no presenta escalamiento con el tamaño del sistema para todo T y

L, únicamente de forma asintótica. Esta es la razón de que Vx #- v�. Como veremos más

adelante, con simulaciones numéricas en un autómata celular, se puede comprobar que
est.e resultado es correcto y se puede esperar que en el experimento (T(L)) � L igual­
mente. Si imponemos una condición de continuidad de ?tr en el punto de cambio entre

ambos comportamientos Te � L obtenemos la siguiente relación entre los exponentes de

las distribuciones de vuelos y de atrapamientos:

f3 =v (5.38)

es decir, 1jJ(t) y rf;(l) tienen el mismo comportamiento asintótico. Usando también las

ecuaciones (5.27) y (5.34) obtenernos

CI' = 1 + v� (5.39)

y teniendo en cuenta i/ := v�, entonces

CI' = 1 + v', (5.40)
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Esta ecuación relaciona el exponente de la ley de potencias de la distribución de tiempos
de tránsito Ptr con su escalado con el tamaño del sistema. Con los resultados experi­
mentales (5.4) y(5.5) se puede apreciar que el acuerdo entre teoría y experimento es muy

bueno ya que en el experimento

(l' = 2.4 ± 0.2 = 1 + 1.4 ± 0.2 = 1 + v', (5.41)

que como se puede comprobar entra dentro de los márgenes de error del experimento.
Las distribuciones de vuelos con el comportamiento asintótico dado por la ecuación

(5.30) corresponden a lo que en la literatura se conoce como vuelos de Lévy" [20]. Es­

tas distribuciones de Lévy conducen a comportamientos superdifusivos. Esto se puede

comprobar a partir de la expresión que hemos encontrado para p(w, s) sin más que darse

cuenta que

(1)(x(t)) ,.._ (i}t, (5.42)

y

(5.43)
donde hemos usado que la transformada de Laplace de <p( 1) verifica una relación similar a

(5.25). Además, para ver explícitamente el comportamiento superdifusivo de este tipo de

caminos aleatorios, es posible encontrar el comportamiento asintótico de p(x, t) a grandes
distancias. El límite de grandes distancias se puede hacer de dos formas distintas, es

decir, primero hacer el límite de grandes distancias sin especificar el tiempo o bien hacer

primero el límite de tiempos grandes y luego el de distancias grandes. Estos dos límites

están separados por la condición

(5.44 )

Entonces, suponiendo que usamos las distribuciones microscópicas compatibles con el

experimento, podemos escribir

(5.45 )

y
C't (1)p(x,t),.._ (t)x2+.6' para

x � (i}t. (5.46 )

Nuevamente encontramos que para grandes distancias el comportamiento es el mismo

que el de la distribución de vuelos microscópica, mientras que para distancias cortas

aparece una región plana independiente de la posición.

4También llamadas leyes estables de Lévy
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5.4 Simulaciones

El problema que nos encontramos ahora es que resulta dificil contrastar nuestro

modelo de transporte con resultados experimentales. Es cierto que nuestros resulta­

dos teóricos concuerdan bien con el experimento de Oslo, pero estamos limitados a un

solo experimento. Esto nos induce a contrastar nuestras conclusiones con resultados de

simulaciones. Seguiremos dos caminos alternativos. El primero consiste en simular el

modelo de CATC con unas distribuciones microscópicas como "input" y estudiar la dis­

t.ribución de tiempos de transito y la densidad de probabilidad de la partícula. La otra

vía consiste en utilizar un autómata celular. El autómata celular que utilizaremos es el

que usaron en la Ref-[lI]. Este autómata se basa en reproducir la dinámica microscópica
de los granos, de una manera un poco simplificada, definiendo unas reglas de evolución

que involucren interacción con los primeros vecinos y, entonces, dejar que evolucione por

sí mismo. De este modo tenemos un nuevo sistema con un comportamiento similar al de

la pila real pero con la ventaja de que nos permite medir magnitudes muy difíciles de

medir en una pila real. En particular mediremos las distribuciones microscópicas para

comprobar si, efectivamente, s�n las que nuestro modelo teórico predice.

5.4.1 Simulaciones del Modelo de CATC

Para realizar las simulaciones del modelo de CATC hemos utilizando como "input" dos

distribuciones potenciales para los vuelos y para los tiempos de espera. Concretamente,
las distribuciones que hemos utilizado son

(5.47)

y

n/.(t) _

et
'f' -

(te + t)2+f3
'

con ee = 10, te = 100 y cuioffs mínimos fmin = 1 y tmin = 1. Los valores de f3 y 1 se

(5.48)

toman 0.23 en lugar de 0.4 para poder comparar con el autómata celular de la referencia

[11] que est.udiaremos en la siguiente sección.

En la figura 5.4 se muest.ra el escalado incompleto con el tamaño del sistema de la

distribución de tiempos de t.ránsito, con .e tomando valores entre 100 y 105. Efectiva­

mente, est.a distribución present.a una región plana seguida de una región con una ley de

pot.encias con el mismo exponente que el de la distribución de tiempos de atraparniento.
Además, el cambio de comportamiento se produce en Te � .e, corno sugiere la ecuación
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(5.36) y, por lo tanto, (T('c)) < E, El escalado se ha hecho usando 1/' = 0.96 y 1/ = 1.36.

Nótese que 1/ i= 1/' � 1. Esto se debe a que nuestro modelo no presenta finit size scal­

inq para todo T, únicamente de forma asintótica. Obsérvense también los picos para

T � Te que se incrementan con el tamaño del sistema L, aunque no contradicen nuestros

resultados. El mejor ajuste de las colas de la distribución se da con un exponente 2.25.

La figura (5.5) muestra los resultados de las simulaciones para la densidad de proba­
bilidad de presencia de la partícula. Igualmente se puede comprobar la existencia de la

región plana y la posterior ley de potencias con el exponente esperado .

10 .c = 100 O
E = 1000 +
t: = 10000 D
E = 100000 X

0.1

_..-....

� 10-3

h
"---"

s, 10-5
�
�

� 10-7

10-9

10-11 L___ � �__ _L L___ -L L___ -L L___ _L__ �

10-4 10-3 0.01 0.1 1 10 100 1000 104 105 105

T/.cv'

Figura 5.4. Simulaciones del modelo de camino aleatorio a tiempo continuo. En

la figura se muestra la distribución de los tiempos de tránsito desde el origen
basta una posición L escalada con el tamaño L. Los exponentes son Vi = 0.96 y

v = l.36.
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0.1
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10-7�
'--'"

...c:
10-8
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p(x, t) for t = 100 O
p(X, t) for t = 1000 +
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Figura 5.5. Densidad de probabilidad de la posición de la partícula y densidad de

renovación. Se observa claramente la zona plana y la ley de poi.encias posterior.
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5.4.2 El Autómata Celular

Resulta bastante complicado diseñar un experimento para medir las distribuciones

de tiempos de atrapamiento y de saltos, que son magnitudes microscópicas, a pesar de

que en los medios granulares las escalas microscópicas y macroscópicas no están tan bien

separadas como ocurre en los estados usuales de la materia [10]. Una alternativa a los

experimentos para apoyar nuestras conclusiones es trabajar con un autómata celular.

Utilizaremos el autómata introducido en [11]' que demostró reproducir las propiedades
de transporte de los granos bastante bien. Además, las propiedades de transporte no son

muy sensibles a los detalles técnicos del autómata y, por lo tanto, los resultados son los

mismos independientemente del autómata utilizado [21].
El autómata está definido en una red unidimensional, desde x = 1 hasta x = L, donde

definimos una variable entera ha; que representará la altura de la pila en la posición x.

Más que la altura de la pila, la variable relevante es la pendiente local, definida como la

diferencia entre las alturas de dos posiciones adyacentes, es decir,

(5.49)

Además de la pendiente, en cada posición definimos una variable interna , la pendiente
crítica, zc, de tal modo que una posición es estable sólo si la pendiente en menor o igual
a la pendiente crítica. La pendiente crítica no es una cantidad estática, cada vez que

un grano pasa por una posición, la pendiente crítica toma uno de sus posibles valores

equiprobablemente. De este modo, la dinámica de ambas variables está acoplada y se

garantiza así la no trivialidad del modelo. La dinámica del autómata está descrita en

términos de estas variables. Las reglas de evolución son:

si Zx :S z� Vx =::} ZI -> ZI + 1 (se añade un grano)

¡
Zx-l -> Zx-l + 1

. Zx -> Zx - 2
SI Zx > Z� y x < L =::}

Zx+l -> Zx+l + 1

z� -> rand(l, 2)

{
ZL-l -> ZL-l + 1

si ZL > zi =::} ZL -> ZL - 1

z'L -> rand(l, 2),

(5.50)

donde todas las posiciones deben ser acualizadas en paralelo y rand( 1,2) significa 1 o 2

aleatoriamente, con igual probabilidad. La adición de granos externos en x = 1 marca

la unidad de tiempo. En la Fig-(5.6) se muestra un esquema del autómata.
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Zona activa

Out

�
1 2 L

Figura 5.6. Esquema del autómata celular utilizado. Los granos son ai'íadidos

por la izquierda .Y salen por la derecha. Cuando un grano llega a una posición
inestable continua su recorrido y provoca un cambio aleatorio en la pendiente
crítica de esa posición pudiendo inducir la inestabilidad de otros granos. La zona

activa se define como la zona en la que, tras superar el período transitorio, tienen

lugar las avalanchas.
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Los resultados de la Ref. [11] muestran que las ecuaciones (5.4), (5.5), y (5.6) son aún

válidas, aunque los exponentes se pueden calcular con más precisión. Los exponentes que

se obtienen son:

Q = 2.21 ± 0.05,

v = 1.25 ± 0.10, y Vi = 1.25 ± 0.10,

(5.51)

(5.52)

en acuerdo con nuestra relación de escala (5.40). La distribución de tiempos de atra­

pamiento puede ser obtenida a partir de las simulaciones con el autómata como el número

de atrapamientos de una duración determinada dividido por el número total de atra­

pamientos. Los resultados se muestran en la Fig-(5.7). El resultado es una ley de

potencias para tiempos largos con un exponente

2 + f3 = 2.20 ± 0.05, (5.53)

que está también en buen acuerdo con nuestra predicción (5.27) si comparamos con la

medida independiente de Q. También es posible medir la distribución de la longitud
de los vuelos. El comportamiento para grandes distancias sigue de nuevo una ley de

potencias cuyo exponente es

2+¡=2.13±0.05. (5.54)

Nos hemos restringido a la medida de los vuelos desde una posición inicial fija. Como se

puede comprobar, Vi, f3, Y 'Y son perfectamente compatibles con los resultados que hemos

derivado (5.34) y (5.38).
Las simulaciones nos permiten además estudiar el tiempo de tránsito para alcan­

zar una posición x = L menor que el tamaño del sistema L. Manteniendo L fijo, los

exponentes del escalado de Pi; con L son

V« = 1.0±0.1 y v� = 1.2±0.1, (5.55)

tal como se predice en las ecuaciones (5.35) y (5.36) mientras que el exponente de la ley
de potencias es Q = 2.18 ± 0.05 de acuerdo con (5.40), véase la Fig-(5.9).

Para finalizar, podemos encontrar una relación de escala adicional para nuestro mo­

delo. En la Ref-[ll] se encontró que X = u - 1, siendo X el exponente de rugosidad del

perfil de la pila, es decir, las fluctuaciones del perfil de la pila escalan con el tamaño del

sistema como LX. Por otro lado, en la Ref-[15] se demostró que D = 2 + X, con D la

dimensión fractal de las avalanchas, es decir, el tamaño de las avalanchas escala corno

LD. Corno sabemos, por la condición de normalización, que v ::: Vi, combinando estas

relaciones con (5.40) obtenemos
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Figura 5.7. Distribución de tiempos de atrapamiento en un sistema de (.amaño

L = 400. Las dos líneas rectas son leyes de potencias con exponentes -.97 ± 0.05

.Y -2.20 ± 0.05.
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0.1 L = 10 <>
L = 25 +
L = 100 O

L = 400 x

0.01 L = 1600 t::.
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Figura 5.8. Distribución de longitudes de los vuelos comenzando en la posición
x = 2 para diferentes tamaños del sistema. La longitud de un vuelo no depende
del tamaño del sistema como se ve claramente en la gráfica. El comportamiento
asintótico está caracterizado por un exponente -2.13 ± 0.05.
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Figura 5.9. Distribución escalada del tiempo de tránsito desde x = 1 hasta x = 12

en un sistema de tamaño L = 400 para diferentes valores de L. El escalado

funciona bien para T � 12 y T < 12, con unos exponentes v¡; = 1.0 Y v� = 1.2,
mientras que el exponente de la ley de potencias es 2.18 ± 0.05. Nótese que la

región con T ligeramente mayor que 12 no escala bien.
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ex = D (5.56)

Tomando D = 2.25 ± 0.10 [15], este último resultado está en un buen acuerdo con el

valor de o medido.

5.5 Conclusiones

Vamos a resumir brevemente todos los resultados obtenidos en este capítulo. Hemos

estudiado el transporte en un sistema granular crítico autoorganizado partiendo de un

experimento realizado por el grupo de Oslo en el que se obtuvo la distribución de tiempos
de tránsito así como la dependencia con el tamaño del sistema. Nuestras pretensiones eran
intentar conectar la dinámica microscopica de cada grano con una magnitud macroscópica
como es la distribución de tiempos de tránsito. Para ello hemos considerado la dinámica

microscópica de un grano como un camino aleatorio con una densidad de tiempos de

atrapamiento y otra densidad de longitudes de vuelos. Los resultados experimentales nos

exigen que el comportamiento asintótico de estas distribuciones seaa leyes de potencias
de exponente comprendido en el intervalo (2,3].

El modelo conduce a una distribución de tiempos de tránsito con una región plana
para tiempos pequeños y una ley de potencias para tiempos largos

e 1 (t)
(1 + 'Y)(t) .L1+1" para t < (f).L,

(t)
para t � (f).c.

(5.57)

(5.58)

La primera conclusión interesante es que el exponente de la distribución de tiempos de

atrapamiento es el mismo que el de la distribución de tiempos de tránsito. Ademas,
imponiendo una condición de continuidad en el punto de cambio entre los dos compor­

tamientos se demuestra que el exponente de la distribución de vuelos es, a su vez, igual
que los dos últimos, es decir,

ex = 2 + (3 = 2 + 'Y. (5.59)
Una contradicción aparente respecto al experimento es el escalado del tiempo medio de

tránsito, que en nuestro modelo es de orden .L. El problema se resuelve si pensamos que

lo que en realidad hacemos es fijar el tamaño de la pila L y estudiar el tránsito hasta

una posición interna .L < L. El motivo de hacer esta distinción es que la distribución de

tiempos de atrapamiento depende del tamaño del sistema ya que al aumentar el tamaño
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también lo hace la zona de actividad de la pila y, por lo tanto, un grano puede quedar
ent.errado muy profundament.e. Nót.ese que no ocurre lo mismo con la distribución de

vuelos, ya que esta es una magnitud superficial, es decir, la longitud de vuelo depende de

la forma del perfil (independiente del tamaño del sistema). Como curiosidad, recordamos

que la existencia de una zona plana es una consecuencia de la existencia del primer
momento de la distribución de tiempos de atrapamiento.

Para comprobar todos estos resultados hemos trabajado con un autómata celular

que reproduce correct.amente las propiedades de transporte de la pila real. Esto nos ha

permitido medir directamente las distribuciones de tiempos de atrapamiento y de vuelos

y hemos podido comprobar que los resultados obtenidos se ajustan muy bien con nuestras

predicciones. Efectivamente, ambas distribuciones son leyes de potencias con el mismo

exponente. Además, el tiempo medio de tránsito hasta una posición .c es, efectivamente,

O(.c).
Finalmente, en el caso del autómata, hemos encontrado una nueva relación entre

exponentes que relaciona el exponente ex de la distribución de tiempos de tránsito con la

dimensión fractal de las avalanchas D,

ex= D. (5.60)

Esta relación de escala nos conecta las propiedades de transporte de los granos indivi­

duales con las propiedades colectivas en términos de avalanchas.
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Capítulo 6

Conclusiones y Perspectivas

6.1 Conclusiones

A lo largo de los capítulos de esta tesis nos hemos adentrado en el fascinante mundo

de los fenómenos de transporte en medios desordenados. Existen gran cantidad de estos

medios, cada uno con sus peculiaridades. Nosotros nos hemos concentrado en tres sis­

temas muy distintos. Sin embargo, sus propiedades de transporte pueden ser estudiadas

con el mismo formalismo. Estos sistemas son el transporte de luz en medios desordenados,
los sistemas que presentan activación resonante y los medios granulares con criticalidad

autoorganizada.
El transporte de luz en medios desordenados lo hemos modelado mediante un camino

aleatorio persistente a tiempo continuo. La persistencia es lo que distingue a esta clase

de caminos aleatorios del resto. En suma no es más que introducir en el modelo el hecho

de que cuando una partícula sufre una colisión sale desviada un ángulo relativo a la

dirección incidente con una probabilidad medida por la función de fase. Para este modelo

hemos formulado las ecuaciones integrales correspondientes. No es posible, en general,
encontrar una equivalencia con la ecuación de transporte, aunque para tiempos grandes
sí que lo es (siempre y cuando la distribución de tiempos entre colisiones tenga todos

los moment.os definidos). El paso siguiente ha sido encontrar el tiempo de isotropización
del sistema definido como el tiempo necesario para que el transporte sea difusivo. A

este fin hemos utilizado dos métodos distintos: el cálculo de la desviación cuadrática

media y el cálculo de la distribución de velocidades. El primer método consiste en

calcular el tiempo necesario para que la desviación cuadrática media crezca linealmente
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con el tiempo. Este método tiene el inconveniente de que no podemos asegurar que los

momentos de orden superior de la distribución se comporten también difusivamente. Para

evitar este problema hemos calculado la distribución de velocidades. De este modo hemos

comprobado que cuando en el proceso de colisión domina la dispersión hacia adelante

ambos métodos coinciden pero cuando domina la dispersión hacia atrás el cálculo de la

desviación cuadrática media no nos da el tiempo correcto. En este caso es necesario

calcular la distribución de velocidades. Finalmente hemos desarrollado un método apro­

ximado para encontrar la densidad de probabilidad de la posición de la partícula (aunque
sólo en dimensión dos) distinto de las aproximaciones que existen en la literatura. Se

basa en hacer la aproximación directamente sobre la función de fase que define el tipo
de colisiones y, entonces, resolver el problema exactamente. De este modo es posible
encontrar aproximaciones hasta el orden que deseemos.

Todo lo visto hasta este momento se refiere al espacio libre. Sin embargo, los pro­

blemas interesantes siempre involucran la presencia de fronteras que limitan el sistema.

Nosotros nos hemos concentrado en una geometría laminar de grosor L. La razón es

que muchos de los experimentos se realizan con muestras de materiales con esta ge­

ometría. Nosotros hemos introducido un modelo particular, el modelo de Goldstein, con
una función de fase muy simple que permite resolver el problema exactamente. Con este

modelo hemos calculado los tiempos característicos asociados al tamaño del sistema y

hemos calculado, también, los coeficientes de reflexión y de transmisión.

La activación resonante es el segundo tema estudiado en esta tesis. Resumiendo so­

bremanera, se trata de estudiar el tiempo medio que un sistema movido por ruido blanco

necesita para pasar de un pozo de potencial a otro de un potencial biestable cuando la

barrera que separa ambos pozos fluctúa en el tiempo. Decirnos que el sistema presenta

resonancia cuando existe una frecuencia de oscilación de la barrera que minimiza este

tiempo. En realidad, esto no es más que el problema de Kramers con un potencial fluc­
tuante. Resolverlo de un modo general es una tarea ardua y complicada. Sin embargo,
es posible extraer información de modelos muy simplificados extrapolable a sistemas más

generales, a condición, naturalmente, de no obviar ninguno de los ingredientes princi­
pales. Siguiendo este camino hemos estudiado en primer lugar el modelo más sencillo

que muestra resonancia, el modelo de Doering y Gadoua. Este fue el primer modelo

donde se detectó este fenómeno. Paradójicamente la resonancia en este modelo no tiene

nada que ver con la presencia de ruido blanco. Este hecho nos ha servido para dar una

explicación cualitativa del fenómeno y del importante papel que juegan las condiciones

de contorno. El siguiente modelo a estudiar es el modelo de Bier y Astumian. Est.e
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modelo es más realista y está más de acuerdo con la filosofía del problema original. Aquí
sí juega un papel crucial la presencia de ruido blanco, es decir, la resonancia se da gracias
a un acoplamiento entre el ruido blanco, las condiciones de contorno y la dinámica de

las fluctuaciones del potencial. Hemos podido dar también una explicación cualitativa

de la resonancia y el papel que juegan cada uno de estos ingredientes. Además, hemos

encontrado aproximaciones analíticas que capturan el comportamiento resonante y que

permiten estudiar la dependencia de la frecuencia de resonancia con los parámetros del

sistema. Finalmente hemos estudiado un modelo donde las fluctuaciones aleatorias de la

barrera de potencial se sustituyen por oscilaciones deterministas. La conclusión es que,

en esencia, la resonancia no depende de la naturaleza, determinista o estocástica, de las

fluctuaciones de la barrera de potencial.

Una última conclusión, aunque no por ello la menos importante, es que no existe

una frecuencia de resonancia intrínseca, es decir, asociada a la distribución de tiempos
de primer paso. Cada momento de esta distribución tiene una frecuencia de resonancia

distinta. Sin embargo, en ciertas condiciones el fenómeno resonante es muy poco sensible

a la frecuencia concreta de las fluctuaciones de la barrera y se puede hablar, más que de

una frecuencia de resonancia, de un rango de frecuencias de resonancia. En este sentido

la resonancia sí es un fenómeno intríseco.

El último sistema estudiado en esta tesis es una pila de arroz con un comportamiento
crítico autoorganizado. Concretamente hemos estudiado la distribución de tiempos de

tránsito de los granos a través de la pila. Hemos partido de un experimento reciente reali­

zado en Oslo donde midieron, justamente, esta distribución. Nosotros hemos construido

un modelo de camino aleatorio a tiempo continuo para estudiar el transporte de granos a

través de la pila. El objetivo era estudiar la relación entre las propiedades microscópicas
de transporte de un grano con el transporte global a través de la pila. Las distribuciones

que rigen el transporte microscópico están fuertemente ligadas a las macroscópicas, hasta
el punto de que los resultados experimentales de la distribución de tiempos de tránsito

fijan el comportamiento asintótico de las distribuciones microscópicas. Curiosamente

todas las distribuciones tienen un comportamiento asintótico tipo ley de potencias con

el mismo exponente. Para comprobar los resultados de nuestro modelo teórico hemos

realizado simulaciones, directamente del modelo y a través de un autómata celular, que
corroboran nuestras conclusiones teóricas.
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6.2 Perspectivas
Hasta aquí hemos hablado de las pocas aportaciones que hemos realizado en el campo

de los fenómenos de transporte en medios desordenados. Ahora intentaremos resumir

brevemente las perspectivas de posibles futuros trabajos derivados de esta tesis. Sin

lugar a duda, el formalismo y las técnicas empleadas a lo largo de nuestro trabajo son

perfectamente aplicables a otro tipo de sistemas desordenados. Esto abre de por sí

grandes perpectivas, aunque tanta generalidad no aporta mucha información, de modo

que resulta preferible concentrarse en los tres sistemas estudiados.

Respecto a los modelos de CAPTC utilizados para modelar el transporte de luz, una

perpectiva a corto plazo es la extensión a dimensión tres del método de las fracciones

continuas. Ya hemos comentado las ventajas de este método, y esta generalización sería

altamente conveniente ya que los problemas reales casi siempre se dan en dimensión

tres. Además, a partir de las soluciones en el espacio de Fourier-Laplace obtenidas por

este método debería ser posible encontrar ecuaciones diferenciales para la concentración

de partículas que mejorasen a la ecuación de difusión. Encontrar una ecuación de este

tipo sería muy interesante ya que nos permitiría resolver problemas con contornos. El

modelo de Goldstein estudiado en el capítulo 3 nos ha permitido resolver, justamente, un

problema de este tipo. Sin embargo, la función de fase de este modelo resulta poco física.

Una extensión de este modelo a redes no cúbicas permitiría minimizar este problema
aunque el cálculo, ciertamente, se complica notablemente. Sin embargo, con la capacidad
de cálculo de los ordenadores actuales esto no debería representar ningún problema.

En cuanto al problema de la activación resonante, sería muy interesante estudiar el

caso de fluctuaciones Gaussianas del potencial. Nosotros, por simplicidad, nos hemos

limitado al caso de fluctuaciones dicotómicas, pero en caso de encotrar un sistema real

que presente activación resonante, probablemente tales fluctuaciones serán Gaussianas.

Los medios granulares representan un campo muy vasto de investigación. Ello se

debe, principalmente, a que se trata de un campo en el que aún hay pocos trabajos
teóricos que traten sobre el transporte en estos medios. En cuanto a nuestro modelo

particular de la pila de arroz, debería ser mejorado incorporando la inhomogeneidad de

la pila. Nosotros hemos construido un modelo homogéneo pero el hecho de añadir los

granos únicamente desde una posición hace que la pila real no sea homogénea. Aunque
creemos que los resultados esenciales de nuestro modelo son correctos, un modelo que

tenga en cuenta esta inhomogeneidad permitiría tener en cuenta de un modo más efectivo

el efecto del tamaño de la pila.



Apéndice A

En este apéndice daremos una colección bastante amplia de teoremas Abelianos y

Tauberianos para la transformada de Laplace. El nombre se debe a que estos teoremas

son generalizaciones de los teoremas originades de Abel y Tauber [14). Estos teoremas

nos permiten encontrar el comportamiento asintótico de una función a partir del compor­
tamiento asintótico de su transformada de Laplace o a la inversa. Los teoremas Abelianos

funcionan en sentido directo, es decir, si J(t) es una función de la cual conocemos el com­

portamiento a tiempos largos ó cortos y les) es su transformada de laplace, entonces los

teoremas Abelianos nos proporcionan el comportamiento de les) para s -+ O Ó s -+ oo

respectivamente. Los teoremas Tauberianos funcionan en sentido inverso. Este apéndice
es un extracto del repori de la Ref-[l).

A.l Teoremas Abelianos

Como ya hemos dicho, los teoremas Abelianos nos perminten conocer el compor­

tamiento de la transformada de laplace de una función a partir de la función original.
Para poder incluir en los teoremas funciones que contengan funciones delta trabajaremos
con la integral de Stieljes [14). Representamos la transformada de Laplace de una función

J(t) corno

les) = 100 e- s tda(t).

Cuando a(t) sea una función absolutamente contínua, es decir, [7),

(A.1 )

a(t) = lt J(x)dx, (A.2)

recuperaremos la expresión normal de la transformada de Laplace de la función J(t),

(A·:n
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El primero de estos teoremas dice

Teorema 1

Si para algún, 2: O

AfY
o:(t) �

f(, + 1)
(t ---+ CXJ)
(t ---+ 0+),

(A.4)

entonces

. A
f(s) � -

s'Y

(s ---+ 0+)
(s ---+ CXJ).

(A.5)

(Véase [14]' p. 182). En el caso de que o:(t) sea absolutamente continua y f(t) finalmente

monótona, podemos deducir el siguiente teorema:

Teorema 2

Supongamos que una función, real o compleja, f(t) tiene el siguiente comportamiento
asintótico

(t ---+ CXJ), (A.6)

con A compleja y n[>.] > -1. Entonces }(s) existe para n[s] > O; tiene, para A .¡. O, un

punto singular en s = O y asintóticamente se comporta como

(A.7)

cuando s ---+ O en una región angular definida por larg(s)1 ::; 1jJ < 1r/2.
(Véase [5], p. 235, t. 34.1). Relacionado con este teorema tenemos

Teorema 3

Supongamos que f(t) tiene límite A cuando t ---+ CXJ. Entonces, su transformada de

Laplace i( s) existe para n[s] > O, tiene un punto singular en s = O y su desarrollo

asintótico es

. A
f(s) � -

s
(A.S)

para la región angular larg(s)1 ::; 1jJ < 1r/2.
(Véase [5], p. 232, t. 34.2).



A.1. TEOREMAS ABELIANOS 135

Teorema 4 (Teorema del Valor Final)

Cuando el límite de f(t) para i -+ oo existe, se puede determinar su valor utilizando

j( s) mediante

lim f(t) = lim s}(s).
t--+oo �-+O

(A.9)

Nótese que la existencia del límite de s}(s) no implica la existencia del límite de f(t)
[5).

Para enunciar el siguiente teorema es preciso definir la transformada de Mellin de la

función f( t) [2). Se define como

M[f, z) = 100 r :' f(t)dt. (A.IO)

Cuando z = n + 1 con n entero, la transformada de Mellin coincide con el momento de

orden n de la función f(t), siempre que este exista.

Teorema 5

Sea f(t) una función con un desarrollo asintótico de la forma

00

f(t) � L cmrrm
m=O

(t -+ <Xl),rm l' oo, (A.11)

donde la flecha vertical indica que es una serie creciente. Si ningún r-« es un entero

positivo, entonces

(A.12)

donde M[f, m + 1] es la transformada de Mellin de f(t) para z = m + 1.

Teorema 6

Sea f(t) una función con el siguiente desarrollo asintótico

f(t) � Ar1 (t -+ oo), (A.13)

entonces,

fes) � -Alns (A.14)
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A.2 Teoremas Tauberianos

Los teoremas Tauberianos son los recíprocos de los Abelianos y nos permiten conocer

el compotamiento de la función en el espacio real si conocernos el equivalente en el

espacio de Laplace. Sin embargo, las condiciones que debe satisfacer la [unción f(t)
son más restrictivas que para los teoremas Abelianos. Esto hace que muchas veces se

apliquen estos teoremas de manera incorrecta.

Para enunciar los siguientes teoremas necesitamos definir lo que entendemos por f =

oC</;) y f = 0(</;) .

• Si f(x)j<f;(x) -+ O, entonces diremos que

f(x) = o[</;(x)] (x -+ 00). (A.15)

En este caso decimos que f es de orden inferior que </; .

• Si If(x)j<f;(x)1 está acotado, entonces

f(x) = O[</;(x)] (x -+ 00). (A.16)

En este caso decimos que f no es de orden superior a </;.

Teorerna 7

Si f(t) es una función localmente integrable en (O, R) para todo R y si la integral

(A.17)

converge para s > O, entonces las condiciones

lim fes) = A
s-+o+ (A.18)

(t-+oo) (A.19)

implican

lim fes) = {ex; f(t)dt = A.
s-+O+ Jo (A.20)

(Véase [14]' p. 186).
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Teorema 8

Sea

(A.21)

conuerqenie para s > O J Y sea

lim j(s) = A.
.�__..o+

(A.22)

Entonces

lim o:(t) = A
t-+oo

si y sólo si

1t udo:(u) = o(t) (t -+ (0). (A.24)

(Véase [14], p. 187).

Teorema 9

Si o:(t) es una función no decreciente y tal que la inieqral

(A.25)

cotiuerqe para s > O J Y si para al_qún , no neqaiiuo

� A
f(s) � -

s"!

(s-+O+)
(s -+ (0),

(A.26)

entonces

At"!
o:(t) �

r(, + 1)
(t -+ (0)
(t -+ 0+).

(A.27)

(Véase [14], p. 192). Para enunciar el siguiente teorema es preciso que definamos lo

que entendemos por una función de variación lenta. Diremos que la función L, definida

positiva en (O, (0), es una función de variación lenta en 00 si para cada c fija,

. L(ct)11m
-L()

= 1.
t-+oo t (A.28)

Un ejemplo de función de variación lenta es logt. El siguiente teorema dice:
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Teorema 10

Sea O'(t) una medida tal que la integral

(A.29)

converge para s > O. Si L es una función de variación lenta en el infinito y , 2: O,
entonces cada una de las relaciones

(A.30)

y
fY

O'(t) �

re, + 1) L(t) (t --> oc}, (A.31)

implica la otra. (Véase [7], p. 498). Cuando O'(t) es absolutamente continua el siguiente
teorema nos proporciona el comportamiento de J(t).

Teorema 11

Sea, > O. Si O'(t) tiene derivada finalmente monótona J(t), entonces

fes) � s-,L(l/s) (A.32)

si y sólo si
t,-1

J(t) �

re,) L(t) (t --> oo ). (A.33)

(Véase [7], p. 499).

Teorema 12

Sea
, A B
J(s) = 2" +

- + K(S)
S S

(A.34)

la transformada de Laplace de la Junción J(t), donde A y B son constantes y K una

función racional de variable compleja s acotada en el infinito y con todos sus polos con

parte real negativa. Entonces

J(t)=At+B+o(l) (t --> oo). (A.35)

(Véase [3], p. 14). Finalmente daremos un teorema muy general que incluye a muchos

de los teoremas anteriores. Previamente debemos definir lo que es una [unción MAR(O).
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Diremos que una función f( t) es MAR(O) si es localmente integrable en [0,(0) y admite
una desarrollo tipo Mellin,

00

(t -+ (0), (A.36)
rn,n=D

donde amn # O es finito para cada m y n[a(m)) 1 -00 cuando m -+ oo. La misma

definición con n[a(m)) roo sirve para t en el entorno de 0+.

Teorema 13

Si f(t) es un elemento de MAR(O), entonces el desarrollo de Mellin de f(t) cuando

-+ 00 está determinado únicamente y linealmente por el desarrollo de Mellin de su

transformada de Laplace, j(s) , cuando s -+ O. Si C((J) es el contorno que va desde

ooe-iO, rodea en el sentido cotrario a las agujas del reloj el origen y vuelve a ooe-iO,
entonces la serie de Mellin para f(t) se puede recuperar orden a orden mediante las

siguientes substituciones, con 7f /2 < (J :S 7f:

,/

¡ t-(1+b)
sb -+ (27fi) -1 e" sb ds =

-(b)C(O) r -

(A.37)

para todo b complejo (incluyendo b = O, 1, 2, ... para los que l¡r( -b) = O);

(A.38)

para todos los enteros n = O, 1,2, .... y todos los complejos b # O, 1,2, ... ;

Er-2j-1
---o-r(b + l)C(1+b)8bn-2J-1

(A.39)

para todos los enteros n, b = 0,1,2, .....

(Véase [8], p. 435).
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