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Abstract

We have done a study focused at the simplicial homology to acquire the tools needed to
proof the fixed-point theorems of Brouwer and Lefschetz. Firstly, we have defined the basic
concepts, like simplex, simplicial complex and simplicial approximation. Afterwards, we
have studied the concepts chain of simplex and simplicial chain complex in order to reach
to the homology groups. The intensive study of the properties of these groups allowed us
to characterize topological spaces and finally proof the two fixed-point theorems previously
mentioned.

Resum

Hem realitzat un estudi centrat en I’homologia simplicial per tal d’adquirir les eines ne-
cessaries per provar els teoremes de punt fix de Brouwer i de Lefschetz. Primerament hem
definit els conceptes basics, com els simplex, els complexos simplicials i les aproximacions
simplicials. Més endavant hem treballat els conceptes de cadenes de simplex i complex
de cadenes per tal d’arribar als grups d’homologia. L’estudi intensiu de les propietats
d’aquests grups ens ha permes caracteritzar espais topologics i finalment provar els dos
teoremes de punt fix mencionats.
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1 Introduccio

La topologia sempre ha estat una branca de les Matematiques que m’ha despertat un
gran interes com a generalitzacié de la geometria i el seu abast a conceptes més generals.
En aquest sentit, durant les classes de topologia de superficies em va fascinar ’estudi de
les homotopies i el grup fonamental, i la informacié que ens poden donar sobre els espais
topologics. El pas a la topologia algebraica, i més concretament a la teoria d’homologia
ha estat doncs bastant natural.

Els teoremes de punt fix de Brouwer i de Lefschetz aborden l’existéncia de punts
fixos en funcions continues d’un mateix espai. El primer ho fa per espais topologics
homeomorfs al n-disc tancat D™, mentre que el segon ho fa de manera més general per
poliedres compactes. Per tal de provar aquests teoremes, és necessari coneixer ’homologia
simplicial.

En aquest treball estudiarem en profunditat els complexos simplicials, que sén la peca
fonamental de la qual parteix I’homologia simplicial. També estudiarem les aproximacions
simplicials i les subdivisions baricentriques, que ens permeten estudiar espais topologics a
priori molt generals de manera més senzilla. Associats als complexos simplicials hi ha la
clau de volta de I’homologia simplicial: els grups d’homologia. Per definir aquests grups
primerament estudiarem els complexos de cadenes simplicials, i un seguit d’aplicacions
que els relacionen entre ells. Després de definir els grups d’homologia, n’estudiarem
les seves propietats i com es relacionen amb la topologia dels poliedres, demostrant el
teorema d’Fuler-Poincaré i introduint els nombres de Betti i els coeficients de torsié. En
aquests moments ja serem capacos de demostrar el teorema del punt fix de Brouwer,
juntament amb el teorema de no-retraccié i el d’invariancia de dimensié. Posteriorment
definirem el grau d’una aplicacié i n’estudiarem les propietats. Finalment, usarem tots
els coneixements obtinguts per tal de demostrar el teorema del punt fix de Lefschetz, i
demostrarem de manera alternativa el teorema del punt fix de Brouwer a partir del de
Lefschetz.



2 Complexos Simplicials

2.1 Complexos simplicials finits

El concepte de simplex és fonamental en diverses branques de les matematiques com la
topologia, la teoria de grafs, 'analisi real, etc. Per tal de donar la definicié de simplex,
primer cal recordar, tal com farem a continuacié, un seguit de conceptes importants.

Definicié 2.1. El conjunt A = {ag, a1, ...,ar}, k > 1, de punts de R"™ és geométricament
independent si i només si el conjunt S = {a1 — ag, a2 — ag,...,a — apg} de vectors de
R™ és linealment independent. Un conjunt format per un unic punt es considera ge-
ometricament independent.

Definicioé 2.2. Un subconjunt H de R™, amb n suficientment gran, és un hiperpla de
dimensid k de R™ si podem trobar un subespai V* de dimensid k de R™ i un vector = de
R"™ tals que:

H=z+V"

Proposicié 2.3. Un subconjunt A = {ag,a1,...,a},k > 1 de R™ és geomeétricament
independent si i només si tots els punts d’A no pertanyen a un hiperpla de dimensid

k—1.

Demostracié. Suposem que A = {ag, a1, ...,ar} és geometricament independent, és a dir,
el conjunt {a; — ag,as — ag, ..., ar, — ap} és linealment independent. Considerem H k=1 un
hiperpla de R™ de dimensié k-1 que contingui ag, a1, ..., ag, és a dir, considerem que existeix
un vector z € R” i un subespai VF~1 de dimensié k-1 tal que ag, a1, ...,ar € x + VF~1,
Per tant, ag — x,a1 — 2, ...,a, —x € VF71. Si restem el primer vector a la resta, obtenim
que
k—1
ai— ag,....,arp —ag €V

Pero aixo és una contradiccid, ja que un subespai de dimensié k-1 no pot contenir un
conjunt de k vectors linealment independents.

Suposem ara que el conjunt {a; — ag,as — ag, ...,ax — ap} és linealment dependent.
D’aquesta manera, el subespai de R™ generat per aquests vectors és de dimensié menor
o igual que k-1, i per tant podem assumir que existeix un subespai V*~! de dimensi6
k-1 que conté tots els vectors a; — ag,...,ar — ag. Aixi doncs, considerem I’hiperpla
ag+ VF1 = H*1 que conté ag. Donat que a; — ag € V¥~ per cada i = 1,2, ..., k, tenim
que a; € H* 1 per i = 0,1,..., k. Per tant, tots els vectors ag, ai, ..., a; pertanyen a un
hiperpla de dimensié k-1. U

Proposicié 2.4. Un subconjunt S = {ag,ay, ..., ar} de R™ és geométricament independent
st 1 només si per oy reals arbitraris,

k k
(i) aia; =0 (i)Y ;=0
=0 =0

impliquen a; = 0 per cada i = 0,1, ... k.

Demostracié. Suposem que S és geometricament independent, és a dir, el conjunt {a; — ay,
as — agp, ...,a; — ap} és linealment independent. Si substituim el valor de ag de (i7) en (7),



obtenim

k
(—041 —Q9g — ... — ak)ao + Zaiai =0
=1
que és equivalent a
k
Zai(ai — ao) =0
=1

del qual se n’extreu que a; = 0, per cada i = 1,2,...,k. A més, de (ii) es segueix que
g = 0.

Suposem ara que la condicié donada es compleix i provem que S és geometricament
independent. Considerem

k
Z/Bi(ai —ag) =0
i1

on f; sén nombres reals. Aixi doncs, tenim

k k
- (Z@) ao+ Y Biai =0
i—1 i=1

Si definim By = —Ele B, obtenim que Zf:o Bia; = 01 a més Zf:o Bia; = 0. Per
hipotesi, 5; = 0 per @ = 0,1,...,k i per tant el conjunt {a1 — ag, a2 — ag, ...,ap —ap} és
linealment independent. Aix0 demostra que S és geometricament independent. O

Proposicié 2.5. Sigui A = {ag, a1, ..., ar} un conjunt de R™ geométricament independent.
Ezisteiz un unic hiperpla de dimensio k que conté tots els punts d’A.

Demostracid. L’existencia és immediata, ja que si considerem V* el subespai de R™ gene-
rat pel conjunt linealment independent {a; — ag, as — ao, ..., ax, — ag}, U'hiperpla ag + V&
conté tots els punts ag, ay, ..., ag.

Per provar la unicitat, suposem que hi ha dos hiperplans H* i F¥ de dimensié k que
contenen els punts ag, ai, ..., ap. Aixd implica que existeixen dos subespais V¥ i W* de
dimensio6 k i dos vectors x,y € R" tals que

HF =2+ VF
FF=y4+w*

Donat que ag, a1, ..., a; € H*, se'n dedueix que a1 —ag, as —ao, ..., ap —ag € V*. De la ma-
teixa manera, a1 —ag, aa—ag, ..., ap—ag € W*. Com que el conjunt {a; — ag, as — ao, ..., a — ag}
és linealment independent i V* 1 W* sén espais de dimensi6 k que el contenen, obtenim que
VE = WPF. D’aquesta manera, H* i F* sén dues classes laterals del mateix subespai V*.
La interseccié de dues classes laterals és o bé disjunta o bé identica a les classes. Donat

que les dues classes laterals contenen els punts ag, a1, ..., ag, se’n conclou que H* = FF¥,
O

Proposicié 2.6. Sigui A = {ag, a1, ..., ar} un conjunt de R™ geométricament independent.
Cada punt de Uhiperpla que passa pels punts d’A es pot expressar de manera inica com

k
h:Zaiai onZaizl
=0 ;



Demostracid. L’hiperpla que conté el conjunt A és el conjunt de tots els vectors h que

satisfan la condicié
k

h=ag+ E ai(a; — agp)
i=1
on «; sén nombres reals Unics. Aixo significa que h es pot expressar de manera Unica com

k k k k
h=|(1- E o; | ag + E o;a; = Qgag + E o;a; = E e 71e%;
=1 =1 =1 =0

on Zf:o a; = 1. O

Definicié 2.7. Sigui A = {ag, a1, ...,ar} un conjunt de R™ geométricament independent,
i sigui h un punt qualsevol de Uhiperpla que conté ag,ai, ..., ax. Si escrivim h de la forma

k k
h:Zaiai onZaizl
i=0 i=0

els mombres reals ag, a1, ...,a estan univocament determinats per A i s’anomenen les
coordenades baricéntriques del punt h respecte el conjunt A.

Un cop hem considerat aquests conceptes, podem introduir la definicié de simplex.

Definicié 2.8. Sigui A = {ag,a1,...,ax} un conjunt de R"™, n > k geomeétricament inde-
pendent. El simplex de dimensid k o k-simplex definit pel conjunt A i denotat per o*
és el conjunt de tots els punts x € R™ tals que

k
T = E o, a; onZaizl, a; >0
=0 ;

per cada v = 0,1, ..., k.

Es a dir, el k-simplex o* definit per A és el conjunt de tots els punts de ’hiperpla que
passa per A que tenen coordenades baricéntriques respecte a A no negatives, i per tant és
I’envolupant convexa d’aquests punts. Els punts ag, a1, ..., a; s’anomenen els vertex del
sfmplex o®. Aixf doncs, els O-simplex sén punts, els 1-sfmplex sén segments, els 2-simplex
soén triangles, etc. Normalment escriurem o* = (ag,ay, ..., a;) per indicar que o” és el
k-simplex de vertex ag, a1, ..., aj.

Definicié 2.9. Sigui o* = (ag, a1, ...,ar) un k-simplex. El conjunt de punts de o que
tenen coordenades baricéntriques estrictament positives s’anomena el simplex obert o*.

Definicié 2.10. Siguin oP, o, p < q < n dos simplex de R™. oP és una cara p-
dimensional de 09 si cada vértex de oP és també un veértex de o4. Les cares 1-dimensionals
s’anomenen arestes.

Definicié 2.11. Un complex simplicial (finit) K és un conjunt finit de simplex de R™
que satisfa les condicions segiients:

(i) Si o € K, totes les cares de o també son de K.

(ii) Si o i T sén simplex de K, llavors o bé o N7 =0 0 bé o N7 és una cara comuna
deo iT.

Definim també la dimensio d’un complex simplicial K, que denotarem dim K, la qual
sera -1 st K =0 o bén >0 sin és el major enter tal que K té un n-simplez.



Definicié 2.12. Sigui o* un simplex. Definim la clausura de o*, Cl(o*), com el complex
simplicial format per totes les cares de o*.

2.2 Poliedres i triangulacions

Definicié 2.13. Sigui K un complex simplicial. Sigui |K| = J,cx 0 la unié de tots els
simplex de K. |K| és un subespai de R™ per alguna n i s’anomena poliedre simplicial
geométric associat a K.

Definicié 2.14. Un espai topologic X s’anomena poliedre si existeix un complex simpli-
cial K tal que |K| és homeomorf a X. En aquest cas, l’espai X es diu que és triangulable
1 K s’anomena una triangulacio de X.

Proposicié 2.15. Siguin U un subconjunt obert de R™, n > 1, acotat i conver, i w € U.
(i) Cada semi-raig L originat en w interseca la frontera d’U en un unic punt.

(ii) Existeix un homeomorfisme d'U amb el disc unitat D™ que envia la frontera d’U a
lesfera unitat S"~1.

Demostracié. (i) Sigui L una semirecta fixada que comenci en w. Considerem la inter-
secci6 de L amb l'obert U. Clarament, aquesta interseccid és convexa, acotada i un obert
de L i per tant la podem escriure com

{w+t-p:tel0,a)}

on p és el vector unitat en la direccié de L. Per tant, L interseca la clausura U d’U en
un punt * = w + a - p. Per provar la unicitat del punt x, suposem que y és un altre
punt de la interseccié. Aixi, y = w + b - p per algun b > a i x es troba entre w i y
en la recta L, és a dir, x = (1 — t)w + ty, on t = a/b. Expressant w en funcié de ¢
obtenim w = (x — ty)/(1 — t). Prenem una successié {y,} de punts d’U que convergeixi
en y. D’aquesta manera, obtenim que w,, = (x — ty,)/(1 — t) convergeix a w. Per tant,
existeix una n de manera que w, € U. Pero aixo és una contradiccid ja que si U és convex
x = (1 —t)wy + ty, ha de pertanyer a U.

(7i) Podem assumir sense perdua de generalitat que w és l'origen. L’aplicacié f : R™\
{0} — S"~! definida per f(x) = 2/||z|| és exhaustiva i continua. Per (i) la restriccié de f
a la frontera F'r(U) defineix una bijeccié de Fr(U) en S*~1, la qual és un homeomorfisme
ja que Fr(U) és un compacte. Sigui g : S"! — Fr(U) la seva inversa. Estenem g a
G : D" — U mitjancant

z/||z||)||-x six#0
) = llg (/DI . #
0 siz=0
De fet, G envia el segment de D" que uneix Iorigen amb un punt « de S*~! a un segment
d’U que uneix 'origen amb g(u). Per tant, G és una bijeccié continua, i per tant és un
homeomorfisme, i la seva restriccié en "1 és Iaplicacié g. O

Definicié 2.16. Sigui K un complex simplicial de dimensid k. Per cada r, 0 < r < k,
stgui K" el conjunt de tots els simplex de K que tenen dimensio < r. K" és un complex
stmplicial i rep el nom d’esquelet r-dimensional de K.



Observem que si K és un complex simplicial, llavors | K| és un espai metric compacte,
ja que és la unié d’un nombre finit de simplex, que sén compactes. D’aqui se’'n dedueix
que qualsevol poliedre és compacte. Tanmateix, no sempre és facil donar un complex
simplicial finit que sigui homeomorf a un poliedre. Sovint, és més senzill caracteritzar
poliedres usant complexos simplicials abstractes, que definim a continuacié:

Definicié 2.17. Un complex simplicial abstracte és una col-leccio K de conjunts finits
no buits tals que, si A és un element de K, tot subconjunt no buit d’A també és un element

de K.

En els complexos simplicials abstractes, els singletons de K s’anomenen vertex de
K. El conjunt de vertex d’un complex simplicial abstracte K pot ser infinit. Donat que
cada n-simplex o = (vg, v1, ..., U,) €s pot identificar amb un simplex de R", i cada R™ esta
inclos en R*, obtenim que |K| = |J{o|o € K} és un subconjunt de R*.

Definicié 2.18. Sigui K un complex simplicial. Un complex simplicial L és un subcomplex
de K si LCK. La frontera d’un complex simplicial K, es defineix com

0K = {7’|7‘és una cara d’un simplex o € Kel qual pertany a un tnic (k+1)-simplex de K}

Es a dir, OK esta formada per totes les cares dels simplex maximals de K, excloent els
stmplex maximals en si. Aizi doncs, 0K és un subcomplex de K de dimensio dim(0K) =
dim(K) — 1.

Definicié 2.19. Siguin K i L dos complexos simplicials. Una aplicacio simplicial
f: K — L és una aplicacid f que envia els vértex de K als vertex de L de manera que si
(ap,ai,...,ar) €s un simplex de K, llavors f(ag), f(a1),..., f(ax) son vértex d’un simplex
de L. Es a dir, (f(ao), f(a1), ..., f(ax)) és un simplex de L sempre que (ag,ay, ..., ay) sigui
un simplex de K.

Definicié 2.20. Una aplicacio simplicial f : K — L és un isomorfisme si és bi-
jectiva en els vertex i compleix que {(ag,a1,...,ar) €s un simplex de K si i només si
(f(ao), f(ar), ..., f(ax)) és un simplex de L. Dos complexos simplicials K i L son isomorfs
st existeir un isomorfisme simplicial f : K — L.

Proposicié 2.21. Sigui f : K — L una aplicacié simplicial. Existeix una aplicacio
continua induida |f| : |K| — |L| que es defineiz de la manera segiient:

Si x € |K|, llavors x pertany a linterior d’un unic simplex (ag,ay, ..., a). Escribim

x = Z?:o aja; 1 definim | f| (x) = Z?:o a;f(a;).

Demostracié. Primerament definirem |f| en cada simplex |o| usant la férmula segiient: si
T = apagt+aial+...+agag, a; > 0, Z?:o a; = 1, llavors | f| (z) = apf(ao)+ai f(ar)+...+
ai f(ag). Aixo assegura que | f| esta ben definida. Si x pertany a la intersecci6 |o|N|7| de
dos simplex o i 7, llavors les coordenades baricentriques de x depenen només dels vertexs
comuns agp, ai, ..., a; de |o|N|7|. Per tant, |f| (z) = aof(ao)+a1f(ar)+...4ax f(ag) és Gnica
independentment de si considerem x com un punt de |o| o com un punt de |7|. Aixi, és
suficient provar que | f |‘ ol és continua per cada simplex ¢ € K. Veiem que les coordenades
baricentriques de |f| (z) sén «y, i = 0,1, ..., k o la suma d’aquestes coordenades depenent
de si cada f(a;) sén tots diferents o no. En qualsevol cas, si considerem la composici6
giolf|: ‘Uk‘ — Ron g; : RF*1 — R s6n les projeccions canoniques, aquesta composicié
és l'aplicacié projeccié (g, aq, ..., ax) — «; 0 bé una suma d’aquestes projeccions. Aixi
dons, g; o |f| és continua per cada i = 0,1,2,..., k. Aix0 implica que |f|: |[K| — |L| és
continua. O



Definicio 2.22. Un complex simplicial K és connex si per cada parella de vértex a,b €
K, existeirz una seqiiéncia de 1-simplex {a;,a;+1) peri = 0,1,2,....p — 1 en K tals que
a = ag, b= ap.

Els subcomplexos connexos mazximals d’un complex simplicial s’anomenen les compo-
nents combinatories del complex.

2.3 Aproximacié simplicial

Definicié 2.23. Sigui K un complex simplicial i v un vertex de K. Definim [’estrella de
v, que denotarem st(v), el segiient subconjunt de K:

st(v) = {o : 0 és un simplex de K i v és un vértex de o}

Definim l’estrella oberta de v, que denotarem ost(v), el segiient subconjunt de |K|:
ost(v) = U {int(c) : 0 és un simplex de K i v és un vértex de o}

Definicié 2.24. Sigui h : |K| — |L| una aplicacié continua. Una aplicacid simplicial
g: K — L és una aproximacié simplicial de h si per cada vértex v de K, h(ost(v)) C
ost(g(v)).

Proposicié 2.25. Sigui g1 : K — L una aprozimacid simplicial de f1 : |K| — |L| i
g2 : L — M wuna aprozimacio simplicial de fa : |L| — |M|. La composicié g o gi :
K — M és una aproximacio simplicial de fs o fi.

Demostracio. La composicié go 0 g1 : és clarament simplicial. Sabem que per cada vertex
v de K, fi(ost(v)) C ost(g1(v)), i que per cada vertex w de L, fa(ost(w)) C ost(ga(w)).
Donat que g1(v) és un vertex de L, es compleix que f2(0st(g1(v))) C ost(g2(g1(v))). Aixo
implica que fa o fi(ost(v)) C ost(ga o g1(v)), que conclou la demostracioé. O

Definicié 2.26. Siguin K i L dos complexos simplicials i f : |K| — |L| una aplicacio
continua. Diem que K esta estrelladament relacionat amb L respecte f, si per cada
vertex v de K, hi ha un vértex v’ de L tal que

f(ost(v)) C ost(v')

Proposicié 2.27. Un conjunt {vg, v1,...,v,} de vértex d’un complex simplicial K forma
un stmplex de K si i només si el conjunt ();'_, ost(v;) és no buit.

Demostracio. Siqui o™ = (vg,vi...,v,) un simplex de K. Sabem que int(c™) C ost(v;)
per cada i =0,1,...,n i per tant () # int(c™) C [, ost(v;).

Suposem ara que [);_,0st(v;) # 0 i veiem que aquests vertex formen un simplex de
K. Sigui x un punt d’aquesta interseccié. Per cada i = 0,1,...,n, hi ha un simplex o;
en K tal que = € int(o;) 1 v; és un vertex de o;. Donat que el conjunt dels interiors de
tots els simplex d’un complex simplicial K és una particié de |K|, hi ha un unic simplex
de K tal que el seu interior contingui z, és a dir, 09 = 01 = ... = 0. Aix0 implica que
vg, V1, .-, Up, 8O0 vertex del simplex og. O

Teorema 2.28. Sigui f : |K| — |L| una aplicacié continua. Suposem que K esta
estrelladament relacionat amb L respecte f. Hi ha una aplicacio simplicial g + K — L
tal que g és una aproximacid simplicial de f. En particular, |g| : |K| — |L| és homotopa

af.




Demostracio. Donat que K esta estrelladament relacionat amb L respecte f, podem de-
finir una aplicacié g des dels vertex de K cap als vertex de L de la manera segiient: per
cada vertex v de K, g(v) és un vertex de L tal que

f(ost(v)) C ost(g(v))

Provem ara que l'aplicacié g de fet envia un simplex de K a un simplex de L. Siguin
v, V1, ..., Up,_els vertex d’un simplex de K. Per la proposicié anterior, es compleix que

ﬂ ost(v;) # 0
i=0

Per tant,
n

n n
0 # f([ost(v:) C () flost(vi)) € () ost(g(vi)
i=0 i=0 i=0

és a dir, (), 0st(g(v;)) és no buit, i per tant g(vo), ..., g(v,) sén vertex d’algun simplex de
L. Aix0 prova que g : K — L és una aplicaci6 simplicial i per tant g és una aproximacio
simplicial de f.

Finalment, cal provar que |g| és homotopa a f. Sigui x € |K]| i sigui 0 = (vg, v1, ..., Vk)
el simplex de menor dimensié que conté x. Sigui v; un vertex qualsevol de o. Veiem
que z € ost(v;) i per tant f(x) € f(ost(v;)) C ost(g(vi)). Aixi, obtenim que f(z) €
int (g(vo), .., g(vg)). D’altra banda, si escrivim

T = agug + ... + Qpvg, a; >0, Vi

Navors |g| (z) = apg(vo) + ...+ axg(vy), on alguns dels g(v;) poden ser iguals. En qualsevol
cas, el coeficient de g(v;) sera estrictament positiu, és a dir, |g| () € int (g(vo, ..., g(vk))).
Aixo significa que per cada = € | K|, tant f(x) com |g| (z) sén del mateix simplex de L.
Donat que un simplex és un conjunt convex, podem definir una aplicacié H : |K|x I —
|L| on H(z,t) = (1 —t)f(z) +t|g| (z). H és continua ja que tant f com |g| ho sén i |L]
és un subconjunt d’un espai Euclidia. Per tant, H és una homotopia de f a |g|. O

2.4 Subdivisié baricentrica - Teorema d’aproximacié simplicial

Subdividir un complex simplicial K és un metode molt 1til per canviar I’estructura sim-
plicial de K sense alterar el conjunt |K| o la seva topologia. Hi ha un tipus de subdivisié
que és especialment 1til donada la seva naturalesa iterativa i rep el nom de subdivisié
baricentrica.

Definicié 2.29. Sigui 0 = (v, v1, ..., %) un k-simplex en R™. El baricentre de o, que
denotarem &, esta definit com el punt de o que ve donat per

A |
U:;k+1vi

k

Es a dir, el baricentre 6% del k-simplex o és el punt de o que té totes les coordinades
baricéntriques respecte cada vértex de o® iguals.



Definicié 2.30. Sigui K un complex simplicial. Sigui K un complex simplicial els
verter del qual son baricentres de tots els simplex de K, i per cada simplex diferent
00,01, ey de K, (60,01, ...,0,) €s un simplex de KW s i només si o; és una cara
de g;41 per cadai=0,1,2,....n — 1.

KW s’anomena la primera subdivisié baricéntrica de K. Per induccid, definim la
n-éssima subdivisié baricéntrica K™ de K com la primera subdivisié baricéntrica de
K™= per cada n > 1. Per conveniéncia, també usarem KO = K.

Observem que |K (”)} = | K| per tot n > 0. Observem també que si prenem la primera
subdivisi6é baricéntrica K d’un complex de dimensié positiva K, els simplex de K1)
sén estrictament més petits que els de K.

Recordem que si A és un subconjunt de R"™, llavors
diam(A) = sup{d(x,y) : v,y € A}

és el diametre d’A, on d(z,y) = |z —y| = (X7, (= —yi)2)1/2, on x = (T1,...,xp) i
y= (yla 7yn)

Definicié 2.31. Sigui K un complex simplicial. Definim la xarxa de K, que denotarem
mesh(K), de la manera segiient:

mesh(K) = max {diam(c) : o és un simlpex de K}

Lema 2.32. Sigui o un simplex de dimensié positiva. Llavors diam(o) = ||v — w|| per
alguna parella de vertex v i w de o. FEs a dir, el diametre d’un simplex o és la llargada
de la major de les seves arestes.

Demostracid. Siguin o = (vg,v1,...,v¢) 1 x,y € 0. Sigui y = Y7 ,biv;, on b; sén les
coordenades baricentriques de y. Llavors

q q q q
Hx—yH:H(Zl)i)x—wai =D bilz— )| < billw — v
=0 =0 =0 1=0
q
< bi-maz{|lz —vil| 10 < i < g} < maz (o — vl : 0 < i < q)
=0

Si substituim x per v; i y per x, obtenim
|z = vil| <maz {llv; —vil :0<j <q}
Per tant, si comparem ambdues expressions trobem que
[z =yl < maz {{lv; — il : 0 <4, i < ¢}
Aixo implica que diam(o) = ||v, — vs|| per alguns vertex v, i vs del simplex o. O

Teorema 2.33. Sigui K un complex simplicial de dimensio positiva. Fs compleix que
lim mesh(K ™) = 0.

n—oo



Demostracid. Suposem que dim(K) = m. Comparem la xarxa de K amb la xarxa
de K. Com que mesh (K (1)) esta determinada per la llargaria del seu major 1-simplex,
considerem qualsevol 1-simplex (5,7) de K @ on o, 7 sén simplex de K i ¢ és una cara
estricta de 7 = (vg, v1, ..., vp). Sabem que

1 p
T = +1)ZUZ‘

1=0

i per tant, donat que ¢, 7 sén ambdds punts de 7, pel lema anterior existeix un vertex v
de 7 tal que
|7 =oll < |7 =l

Per tant, donat que p < m

1 L
I~ ol < I~ vl = H <§ ) PESPIUE
71 p < 71 <
1 ZE:O lvi — v < o (p-mesh(K)) < o -mesh(K)

Aix0 implica que mesh (K(l)) < -mesh(K). Si raonem per induccid, trobem que

mAT
mesh (K(”)) < (mﬂﬂ) -mesh(K). Com que

n
lim (m) —0
n—oo \ m + 1

queda demostrat el teorema. O

Teorema 2.34 (Teorema d’aproximacié simplicial). Sigui f : |K| — |L| una
aplicacié continua. Hi ha una subdivisidé baricéntrica K% de K i una aplicacié sim-
plicial g : K® — L tals que g €s una aprorimacidé simplicial de f. FEn particular,
lg| : |[K®)| = |K| — |L| és homotopa a f.

Demostracié. Els complexos simplicials que estem considerant sén finits, i per tant | K| i
|L| sén subconjunts compactes de R™. Ja hem provat en el teorema 2.28 que si K esta
estrelladament relacionat amb L respecte f : |K| — |L| llavors existeix una aplicacié
simplicial g : K — L tal que |g| és homotopa a f. Estudiem doncs el cas en que K no esta
estrelladament relacionat amb L respecte f. Com que |L| és un espai metric compacte,
apliquem el lema del recobriment de Lebesgue (Tot recobriment obert d’un espai metric
compacte admet un nombre real § -nombre de Lebesgue- tal que tota bola B(x, §) centrada
en qualsevol punt de 'espai metric esta continguda en algun obert del recobriment.) al
recobriment obert {ost(v) : v és un vertex de L} de |L| per tal d’obtenir un nombre de
Lebesgue n > 0 tal que tota bola oberta de |L| de radi n centrada en qualsevol punt de | L]
esta continguda en ost(v) on v és un vertex de L. Donat que tota aplicacié continua d’un
espal metric compacte en un altre espai qualsevol és uniformement continua, ’aplicacié
és també uniformement continua. Aixo0 significa que podem trobar un
nombre positiu § tal que ||z —y|| < § en | K| que impliqui || f(x)— f(y)|| < nen |L|. Prenem
un k prou gran de manera que la xarxa de la subdivisié baricentrica K (%) de K siqui menor
que 6/2. Si v és un vertex de K®) llavors ost(v) estd inclosa en una bola de diametre 4,
i per tant f(ost(v)) esta inclosa en una bola de diametre 7, és a dir, f(ost(v)) C ost(v')
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per algun vertex v’ de L. Aix{ doncs, K®) estd estrelladament relacionat amb L respecte
I ‘K(m = |K| — |L| i pel teorema 2.28 queda demostrat que g és una aproximacié
simplicial de f. O

Recordem que un espai X és simplement connex si X és arc-connex i 71(X) és trivial.
Aix0 és equivalent a afirmar que qualsevol aplicacié de S° en X i de S! en X sén homotopes
a constant. Podem generalitzar aquesta nocié de la manera segiient:

Definicié 2.35. Un espai X és n-connex (n > 0) si per cada k < n, tota aplicacié de
Sk en X és homotopa a constant.

D’aquesta manera, ser 0-connex és equivalent a ser arc-connex, i ser 1-connex és equi-
valent a ser simplement connex.

Teorema 2.36. Per cadan > 1, S™ és (n-1)-connez.

Demostracid. Sigui 0 < k < n. Cal provar que tota aplicacié f : S¥ — S™ és homotopa
a constant. Siguin o*! un (k+1)-simplex i 6"! un (n+1)-sfmplex. Si K representa un
k-esquelet de Cl (ak“)i L representa el n-esquelet de CI (J"H), llavors sabem que | K|
és homeomorf a S¥ i |L| és homeomorf a S". Sigui h : |K| — SF i sigui b’ : |L] — S"

homeomorfismes.
K| —— |L]

|l

Sk TS”

Sigui g : K™ — L una aproximaci6 simplicial a I’aplicacié (h')~ o foh: |K| — |L|.
Observem que dim (K (m)) =k < dim(L) = n i que cap aplicacié simplicial g : K(™) —
L no pot augmentar la dimensié del complex simplicial. Aixo significa que g no pot ser
exhaustiva, i per tant |g| : ’K (m)} — |L| tampoc ho és. Aixi doncs, existeix un punt
a € |L| tal que |g| : |K| — |L| ~ {a}. Donat que |L| \ {a} és homeomorf a R™ i aquest
és contractil, |g| és homotopa a constant. Aixd implica que (h/)~! o f o h és homotopa a
constant i per tant f és homotopa a constant. O

Corotlari 2.37. La n-esfera S™, n > 2, és simplement connezxa.

2.5 Complexos simplicials generals

Fins ara hem tractat amb complexos simplicials formats per un nombre finit de simplex.
En aquest apartat definirem els complexos simplicials generals, que estaran formats per
un nombre arbitrari de simplex que segueixin complint les dues condicions de complex
simplicial. En aquest cas el nombre de vertex de K pot ser arbitrari i la dimensié de K
pot ser infinita. Primerament, definirem els complexos simplicials abstractes de la manera
segiient:

Definicié 2.38. Un complex simplicial abstracte K = (V,K) esta format per un
conjunt V de vertex i un conjunt K de subconjunts finits no buits de vérter, anomenats
simplezx, tals que

(i) qualsevol congunt format per un tunic vértex és un simplex

(ii) cada subconjunt no buit d’un simplex és un simplex
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Considerem |K| el poliedre de K. En aquest cas, es diu que |K| és la realitzacio
geométrica del complex simplicial abstracte K.

Observem que cada simplex de K és un subespai compacte de R¥ i per tant té una
topologia propia. Aixi doncs, podem considerar la topologia feble (la topologia més
gruixuda en la que tot element del dual topologic segueix sent continua) en |K| induida
per aquests simplex. Aquesta topologia rep el nom de topologia coherent de |K|.
L’espai resultant |K| rep el nom de complex simplicial general o poliedre. Aix{
doncs, la topologia coherent del poliedre |K| és la topologia més gruixuda que manté
totes les inclusions dels simplex de K en |K| com aplicacions continues. Es a dir, un
subconjunt F' C |K| és tancat si i només si F'N o és tancat per cada o € |K|.

Definicié 2.39. Un espai topologic X és triangulable (i per tant és un poliedre) si
existeiz un complex simplicial K i un homeomorfisme f : |K| — X, on | K| té la topologia
coherent.

Suposem que |K| C R™ per algun n. En aquest cas, podem considerar dues topologies
en |K|: la induida per ser subespai de R™ (que és una topologia metrica) i la topologia
coherent definida pels simplex de K. Observem que en aquestes circumstancies la topo-
logia coherent de | K| sempre és més fina que la topologia de subespai, ja que sempre que
F sigui un tancat de R™ F'N o sera un tancat en o per cada simplex o € K, és a dir,
F N |K]| és un tancat en la topologia coherent de | K]|.

Teorema 2.40. Siguin X un espai topologic i f : | K| — X una aplicacié. f és continua
si 1 només si f|, €s continua per cada simplex o de K.

Demostracio. Donat que la restriccié d’una aplicacié continua és continua, és suficient
provar el reciproc. Aixi doncs, suposem que f|, és continua per cada simplex o € K.
Sigui F' un tancat de X. Per cada o,

(flo) " (F)=fF)no

és un tancat en o. Per la definicié de topologia coherent, f~!(F) és tancat en |K]|, és a
dir, f és continua. O

Proposicié 2.41. Si L és un subcomplex de K, |L| és un subespai tancat de |K]|.

Demostracié. Hem de provar dos fets: primerament, si F' és un tancat de |K|, llavors
FN|L| és un tancat el |L|; en segon lloc, si A és un tancat de |L|, llavors A = F'N|L| per
algun conjunt tancat F' de |K|. La primera part se segueix directament de la definicié de
topologia coherent de |K| i de |L|. Per tal de provar la segona part, provarem un resultat
més general: si A C |L| és un tancat en |L| llavors A és un tancat en |K|. Sigui 0 € K
un simplex. Sigui 7 una cara de o que estigui en |L|. AN 7 és un tancat en 7 i per tant
ho és en 0. D’aquesta manera, A N o és la unié finita dels conjunts A N7, on 7 és una
cara de o. En tant que unié finita de tancats de o, A N 7 és tancat en o, 1 per tant A és
tancat en |K|. O

Teorema 2.42. Un poliedre |K| és Hausdorff.

Demostracié. Sigui = € |K|. Donat que x esta en l'interior d’un unic simplex o =
(vo, ..., vk, les seves coordenades baricéntriques respecte cada vertex de o sén positives, i
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les seves coordenades baricentriques respecte qualsevol altre vertex de K sén zero. Sigui
v un vertex de K determinat. Podem definir una funcié f, : |[K| — [0, 1] tal que f,(z)
sigui la coordenada baricentrica de x respecte el vertex v. Observem que fy|s(x) és la
v-essima coordenada baricentrica de x si x pertany a o o bé és zero si x no és de o. Aixi
doncs, fy|s és continua per cada o € K, i per tant f, és continua. Siguin doncs z,y € |K|
dos punts diferents. Existeix un vertex v de K tal que f,(z) # fu(y). Sigui r € R tal
que fy(x) <r < f,(y). Els conjunts oberts f,1([0,7)) i f, 1((r,1]) de | K| sén disjunts i
separen z i y, de manera que |K| és Hausdorff. O

Proposicié 2.43. Un poliedre |K| és compacte si i només si K és finit. De manera més
general, si un subconjunt A C |K| és compacte llavors A C |L| per algun subcomplex finit
L de K.

Demostracié. Si K és finit, |K| és la unié finita de simplex, els quals sén compactes, i
per tant és compacte. Per demostrar el reciproc, suposem que un subconjunt compacte
A no esta inclos en cap subcomplex finit de K. Aix0 implica que hi haura un nombre
infinit de simplex {01, 09, ..., 0y, ...} tals que ANo; # 0 Vi. Escollim un punt z; € ANo;
Vi i considerem el conjunt B = {x; | i € N}. Donat que la interseccié de B amb cada
simplex es déna només en un nombre finit de punts, B N o; és tancat en o;, i per tant B
és tancat en A. De fet, tot subconjunt de B és tancat en A, i per tant B és un subconjunt
de A infinit, discret i tancat sense punt limit, i per tant entra en contradiccié amb la
compacitat d’A. O

Teorema 2.44. Tot poliedre |K| és localment contractil.

Demostracié. Siguin x € |K| i U un entorn obert de z en |K|. Hem de demostrar que
existeix un entorn obert V de x en U tal que V pot ser deformat fins al punt x en U.
Suposem que x = v és un vertex de K. Sabem que ost(v) = A és un conjunt obert en
|K|, i existeix una homotopia H : A x I —» |K| definida per

H(a,t)=(1—-t)a+tv

Aquesta homotopia deforma A fins al punt v de manera que H (v x I) = {v}. Donat que
U és un entorn de v, H és continua i I és compacte, existeix un entorn V de v en A tal
que H(V x I) C U. V és obert en A, el qual és obert en |K]|, i per tant V' és un entorn
obert de v que es pot deformar fins al punt v en U. Aixi queda demostrat que |K| és
localment contractil en cada vertex de |K]|.

Suposem ara que z no és un vertex. Sigui ¢ un simplex de la dimensié minima que
compleixi z € into. Considerem K’ una subdivisié qualsevol de ¢. Aixi, K’ *  és una
subdivisié de & i per tant obtenim una subdivisié K” de K en la qual z és un vertex de
K”. Com que |K"| = |K]|, 1 |K"| és localment contractil al seu vertex x, obtenim que |K|
és localment contractil en . (]

Corolari 2.45. FEl sinus del topoleg

T={(0,9) | Iyl < 1}u{<w,sm;>,x>o}

en el pla R? no és triangulable ja que no €és arc-connex, i per tant no és localment
contractil.
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3 Homologia simplicial

3.1 Orientacié de complexos simplicials

Considerem un n-simplex ¢” = (vg,v1,...,v,). Suposem que els vertex de o™ estan or-
denats vy < v1 < ... < v,. Aquest ordre determina una direccié en els vertex de o", i
qualsevol altra ordenacié d’aquests esdevé una permutacié dels vertex. Quan considerem
el simplex ¢™ juntament amb la classe d’equivalencia de totes les permutacions parelles
dels seus vertex, diem que " esta orientat positivament i ho indiquem usant +o".
D’altra banda, quan considerem ¢™ amb la classe de totes les permutacions senars, diem
que o™ esta orientat negativament i ho indiquem usant —o”. D’aquesta manera, quan
diem que ¢" és un simplex orientat estem considerant la parella formada pel simplex
o™ i una ordenaci6 dels vertex que en determina 'orientacié positiva. Un 0-simplex (vg)
sempre es considera orientat positivament. Observem que si un simplex és orientat, totes
les seves cares s’orienten segons l'ordre induit per 'ordre de o™.

Definicié 3.1. Un complex simplicial K esta orientat si cada un dels seus simplex té
una orientacio assignada.

Un complex simplicial K es pot ordenar de moltes maneres diferents. Si assignem un
cert ordre al conjunt de tots els vertex de K, aquest ordre induira un ordre als vertex de
cada simplex de K, i per tant cada simplex rebra una orientacid, convertint el complex K
en un complex orientat. Una manera alternativa d’orientar un complex K és assignar
una orientacio a cada un dels seus simplex de manera independent. En aquest darrer cas,
si 7 € K és una cara de 0 € K és possible que la orientacié de 7 induida per o coincideixi
o bé sigui la contraria a l'orientacio original de 7.

Definicié 3.2. Siguin K un complex simplicial orientat i oP, oPT1 dos simplex les di-
mensions dels quals difereizen en 1. Per cada parella (o?,oP*1), podem associar-hi el seu
nombre d’incidéncia, que denotarem [oPT1 0P| de la manera segiient: Si o no és una
cara de aPt1, posarem [oPTY aP] = 0. Si 0P és una cara de oP*, etiquetem els vértex de
oP de manera que +0P = (v, v, ...,vp). Sigui v el vertex addicional de oPtl. En aquest
cas, (v, 09,01, ...,Vp) €s o bé +oPTt o bé —oPtL. Definim

[0’10+1 o'p] = 1 st (v, vo, -"avp> = +oPt!
’ —1 i {v,00, ..., vp) = —oPT?

Teorema 3.3. Sigui K un complex simplicial orientat. Si oP~2 és una (p-2)-cara d’un
stimplex oP de K, llavors

> [o*, 0" e" e =0
oP~leK
on el sumatori es realitza per tots els (p-1)-simplex P~ de K.
Demostracio. Siguin vg,v1, ..., vp—2 els vertex de oP~2 se manera que +0P~? = (v, ..., Up—2)
representi 1’orientacié positiva de oP~2. Siguin a i b els dos vertex addicionals. Sense

perdua de generalitat podem suposar que +o? = (a,b,vp, ...,vp—2). Només hi ha dos
(p-1)-simplex de K que aportin termes no nuls en el sumatori, que sén:

1 _1
Of = <Q,U0,...,Up,2> ; Ug = <b,’UO,...,’Up,2>
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o R -1, -1 X ) . . . PR
L’ordre indicat dels vertex de o}~ i de of ™" donara o bé I'orientacié positiva o bé I'orien-

1

s . —1 . —1 . s . . .
taci6 negativa de o)~ i ob . Aix{ doncs, hi ha quatre possibles casos que cal considerar:

Cas 1. Suposem que +a‘f71 = (a,vg, ..., Vp—2) 1 +0§71 = (b, 00, ...,vp—2). En aquest
cas, obtenim que
[0, 0?7 = -1, (0P P72 = 41
[Jp70_p—1] = +17 [Up_lv Jp_Q] = +1
i per tant els dos termes no nuls del sumatori sén -1 i 4+1 respectivament, i per tant la

suma €s zero.

Cas 2. Suposem que —|—af_1 = (a,vg, ..., Vp—2) 1 —og_l = (b, 00, ..., vp—2). En aquest
cas, obtenim que
[Jp70_p—1] = _17 [Up_lvap_Q] =+1

[O-p70-p71] =-1, [O-pilvo-p_Q] =-—1

i per tant la suma és zero.

Cas 3. Suposem que —o?! = (a,vg, ..., vp—2) i +0§_1 = (b, v, ...,vp—2). En aquest
cas, obtenim que
a0t o IENE T P, B
[ap,ap_l] = +1, [Jg_l,ap_Q] =+1
i per tant la suma és zero.
Cas 4. Suposem que —oP ™! = (a,vg, ..., vp—2) i —0571 = (b, v, ...,vp—2). En aquest
cas, obtenim que
[Up,apfl] =41, [Jgffl,ap_z] =-1
a0t I T P e, B
i per tant la suma és zero. O

3.2 Complex de cadenes simplicial i homologia

Sigui K un complex simplicial amb una orientaci6 fixada. Sigui gq el conjunt de tots els
g-simplex orientats de K. Com que cada g-simplex, ¢ > 1, es pot orientar de dues maneres
diferents, el nombre d’elements del conjunt §q és el doble del nombre de g-simplex de K.
En el cas dels 0-simplex, donat que aquests sempre se suposen positivament orientats, el
nombre d’elements de 5’0 és el nombre de vertex de K.

Definicio 3.4. Sigui 0 < g < dimK i sigui Z el grup additiv dels enters. Tota aplicacio
I S*q — Z que compleixi que si ¢ > 1, llavors f(—o?) = —f(04) per cada o € Sq,
s’anomena una gq-cadena de K. Per ¢ = 0, una 0-cadena és simplement una aplicacio
des del conjunt de tots els 0-simplex de K en Z. El conjunt de totes les q-cadenes de K
es denota per Cy(K). Siq <0 o bé ¢ > dimK, definim Cy(K) = 0.

Es pot veure facilment que el conjunt C,(K') de totes les g-cadenes és un grup abelia
amb operacions puntuals, és a dir,

(f +9)(0%) = f(o9) + g(o7)
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per cada 0% € S’q. L’aplicacié zero O : S’q — Z definida per 0(c?) = 0 per tots els
g-simplex o7 és la identitat additiva, i la inversa —f de f esta definida per (—f)(c%) =
—f(o?).

El grup Cy(K) s’anomena el grup de cadenes g-dimensionals de K. Si considerem

tots els grups de cadenes Cy(K) ordenats de manera descendent, obtenim una seqiiencia
infinita de grups abelians

C(K) : 0, C(K), Cpi(K), ..., Cy(K), ..., Co(K), 0, ...

on tots els Cy(K) son zero excepte per ¢ =0,1,2,...,n = dimK.

Per cada g-simplex positivament orientat o?, definim una g-cadena ¢¢:

+1 sit?=o01
gl(t?) =< -1 siT?=—0g?

0 altrament

La cadena % s’anomena una g-cadena elemental de K. Pel segiient resultat, definim
Sy com el conjunt de tots els g-simplex positivament orientats de K.

Proposicié 3.5. Per cada ¢ >0, Cy(K) =@ Z 57, 01 € 5,.

Demostracid. Es suficient provar que cada f € Cy(K) es pot escriure de manera unica
com una combinacié lineal entera de g-cadenes elementals 9. Suposem que f(09) = ny,
on ¢ € 5. Per definicié, f(—0?) = —ng. Considerem l'element } 4 g nq0?. Provarem
que f =3 4 s, g0, 1 per a tal cal veure que f i} 4 s, g0 prenen el mateix valor
per cada g-simplex orientat de K. Si 0% € S, es compleix

D" nge? | (09) =nge? (o) = ng = f(09)

Si o9 ¢ Sy, lavors —o? € S, 1 per tant

F01) = f(~(=0m) = ~f(=om) = = | 3 ma" | (<o) = | 3 " | (07)

09€S, 09€8,

Amb aix0 ja hem provat la igualtat, i només resta veure la unicitat. Suposem f =
> cacs, 01 =D gaes, Mq0?. En aquest cas, 3 4 g, (nqg—mgq)o? = 0 en Cy(K) i per tant
<Zaqe8q (ng — mq)&q) (07) = 0 en Z. Tanmateix, aixo significa que ny — my = 0. Com

que o9 és arbitrari, trobem que els coeficients corresponents a 9 en les dues expressions
de f sén identics. O

Si la orientacié del complex K hagués estat diferent, hauriem obtingut un conjunt
diferent de generadors de Cy(K), aix0 és, els nous generadors 67 seran els mateixos si
Porientacié del simplex 07 es manté o bé seran —(d?) si 'orientacié de 0% canvia. En
qualsevol cas, el grup C,(K) seria isomorf a la suma directa de tantes copies de Z com -
simplex hi ha en K, i per tant I'estructura de grup de C;(K') depen del complex simplicial
K ino de la seva orientacio.
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Les g-cadenes elementals 7 sén aplicacions de S’q en Z, pero també podriem considerar
g-cadenes que siguin aplicacions de S*q en G on GG és un grup abelia qualsevol. En aquest
cas el grup de cadenes Cy(K;G) seria isomorf a la suma directa de tantes copies de G
com g-simplex hi ha a K. El grup G s’anomena el grup de coeficients del grup de
cadenes. La relaci6 entre els grups Cy(K) = Cy(K;Z) i Cy(K;G) ve donada en termes
del producte tensorial C(K;G) = C(K) ® G.

La g-cadena elemental 9 depen del g-simlpex o7 i de la seva orientacié. Si fixem
una orientacié per cada g-simplex o9 el grup Cy(K) = ¢ S, Z - 51 és isomorf al grup
Dac S, Z-0%, on Z-0? és el grup ciclic infinit generat pel simplex o¢. Com que el elements
d’aquest segon grup sén simplement les combinacions lineals enteres de g-simplex ¢? en
lloc de les cadenes elementals 6%, podem identificar sense perdua de generalitat ¢ amb
o =1-0%1escriure C4(K) = Pgacg, L 0.

D’ara en endavant, sempre que usem oc? ens referirem a un g-simplex ¢9 orientat
positivament.

Definicié 3.6. Per cada q, 0 < ¢ < dimK, definim un homomorfisme 0y : Cy(K) —
Cy-1(K), que anomenarem l’homomorfisme de frontera, de la manera segiient: en
els generadors o de Cy(K), definim

q

() 90" =D lo% 0! ol
i=0
on Uf_l es desplaca per totes les (q-1)-cares positivament orientades de o9. Estenent-ho

en Cy(K) per linealitat obtenim

q q
Oy (Z nqaq> = anﬁq(aq)
=0 1=0

on Oq(0?) esta definit per (x). Per ¢ <0 o per ¢ > dimK definim 0y com l’homomorfisme
zero.

Observem que en la suma (), 03—1 es desplaga per totes les (g-1)-cares de 09, pero si
permetem que es desplaci per tots els (q-1)-simplex de K la suma no varia ja que tots els

termes afegits sén zero, de manera que podem escriure (x) com

oo = 3 lo% ol el
O';Z_leK

Si considerem ¢? = (v, v, ..., vy) orientat per l'ordre vy < v1 < ... < vy, 0? té (q+1)
cares (vg, V1, ..., Uj, ..., Ug) on ¥; indica que el vertex v; s’ha omes. Cada una d’aquestes
cares esta orientada per I’ordre induit, i per tant el nombre d’incidencia [0, ng] és (1)
i per tant (*) pren la forma

Per tal que 0, estigui ben definida per (xx) cal assegurar-se que 9y (vg, v1, ..., Vg) Si-
gui independent respecte permutacions parelles 7 dels subindex, ja que (vo,v1,...,v4) =
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<vﬂ(0),vﬂ(1), ...,vﬂ(q)>. A més, també s’ha de complir que per permutacions m senars
a(1 Ur(0)) Ur(1)s -+ U7r(q)> = _aq <U0> V1yeey Uq>7 jaque <U7r(0)> Ur(1)s «=+s UTr(q)> = - <U07 U1y -eey Uq>'
Com que tota permutacié es pot escriure com un producte de transposicions, ambdues
condicions se segueixen del segiient resultat.

Proposicié 3.7. Si és una transposicio dels subindez (0,1,2, ...,q), Oy <U7T(0), Ur(1)s -y vﬂ(q)> =
—0y (V0, V1, .05 Vg) -

Demostracid. Sigui 09 = (vg, V1, ..., Us, ..., Vg, ..., Ug), 0 < s < t < ¢ 1 sigui 7 la transpo-
sicié que intercanvia vy amb v;. Suposem que 79 = (v, V1, ..., Uy, ..., Us, ..., Uq) €s €l nou

simplex orientat per l'ordre indicat. Demostrem que d,(c?) = Y7 [0%, 069 |od™!

— Z?ZO[T‘],T;]_I]T;]_I = —0,4(77). Si s # i # t, observem qlue [Uq,ag_l]af_l = (—12%?
-
i

[aary

es pot obtenir de 7/ mit-

q—l]o_g—l —

i [TQ’TIQ_I]TZ.‘I_I = (—l)i’i'l-q_l. Com que per cada i, o

jancant una transposicié, ambdéds termes difereixen en el signe. Sii = s, [07,0

(—=1)% (vo, ..., Dgy .., V¢, ..., Vq) €s correspon al terme [79, NI = (=1)% (v, ., Ut ey Dy oens Ug)-

Per convertir aquest segon simplex en el primer, calen (t — s — 1) transposicions, i per
tant

0%, 097 o d ™ = (—1) s [pa I — ()2 9 T = [
Per acabar, si ¢ = ¢, usant un raonament similar obtenim
[quag_l]ag_l = _[Tqusq_l]Tg_l

Si sumem tots els termes, acabem obtenint el resultat que cercavem. O

Lema 3.8. Per cada g, I’homomorfisme composicio Og—1 0 Oy : Cq(K) — Cy_o(K) és
Uaplicacio zero.

Demostracid. Sigui o¢ un generador del grup de cadenes Cy(K). Es suficient provar que
Oq—1004(c?) = 0.

0g-104(0") =01 | Y [0 0 ol " | = > lo% ol 0ga(0f )

0?7161( af’leK

-1 -1 _q-27 q-2
= Y %ol Y ool o]

o ek ol ?eK
: . - . . , -2

Si canviem l'ordre dels sumatoris i reunim els coeficients de cada (q-2)-simplex U? el
darrer terme esdevé

E 2 : q 9,971 592 q—2

[U T ][Gz ) Gj ] Uj
0572€K o‘?ileK
Pel teorema 3.3, sabem que
q—1y1 -1 _q—27 _
E [0, 0 ][0 105 ]=0
Uiq_leK
q-2 ; —

per cada o} i per tant d;—1 0 9g(0?) = 0. O
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Definicié 3.9. Sigui K un complex orientat. Una g-cadena z4 € Cy(K) és un cicle g-
dimensional de K (o un g-cicle) si 0y(zq) = 0. El conjunt de tots els g-cicles de K, que
denotarem Zy4(K), és el nucli de ’homomorfisme de frontera 0y : Cy(K) — Cy—1(K) i
per tant és un subgrup de Cy(K). El grup Z,(K) rep el nom de grup de g-cicles de K.
Un element by € Cy(K) és una frontera q-dimensional (o ¢-frontera) de K si existeix
un ¢ € Cyp1(K) tal que Og41(¢') = by. El conjunt de totes les g-fronteres, en tant que
imatge de ’homomorfisme 0q11(Cq1(K)), és un subgrup de Cy(K), el qual anomenarem
grup de g-fronteres de K i el denotarem By(K).

Si ens trobem en el cas que dimK = n, observem que hi ha una successié

CuE): 0= Co(E) 25 o Corr () 2 Cy(K) 25 Oy 1 (K) 5 oo Co(K) =0 ...

de grups lliures abelians i homomorfismes de grups tal que la composicié de dos homo-
morfismes consecutius qualssevol és zero pel lema anterior. Aquesta seqiiencia s’anomena
complex orientat de cadenes simplicials de K. Donat que d, o 9,41 = 0 per cada g,
ImOg1 C kerdy, és a dir, By(K) C Z,(K) i per tant té sentit considerar el grup quocient

Z4(K)/By(K).

Definicié 3.10. Sigui K un complex simplicial orientat. El grup d’homologia de di-
mensid q de K, que denotarem Hy(K), és el grup quocient

Hy(K) = Z4(K)/By(K)

En el cas en que considerem el complex de cadenes C\(K;G) on G és un grup de
coeficients, definim
Hy(K;G) = Zy(K;G)/By(K; G)

que anomenarem grup d’homologia de K amb coeficients en G.

Recordem que si ¢ < 0 0 bé ¢ > dimK tots els grups de q-cadenes Cy(K) sén trivials, i
per tant Hy(K) = 0. A més, observem que B, (K) = 01 Zy(K) = Cy(K). De tots aquests
grups que hem definit al voltant de K, els grups d’homologia H,(K') sén els més rellevants
ja que tal com veurem a continuacié seran invariants topologics de |K|. El elements de
H,(K) s’anomenen classes d’homologia, i si sén de la forma z,+ B, (K), on z, € Z4(K),
els denotarem per [z,]. Observem que un g-cicle z, representara un element no trivial de
H,(K) sempre que aquest no sigui una g-frontera. Si dos g-cicles s6n de la mateixa classe
d’homologia (és a dir, si la seva diferéncia és una g-frontera), direm que sén homolegs.
A més, un g-cicle és homoleg a zero si i només si és una g-frontera.

Teorema 3.11. Siguin K1 i Ko el mateix complex simplicial K amb dues orientacions
diferents. Hy(K1) =2 Hy(K>), Vg > 0.

Demostracio. Si o9 és un simplex de K qualsevol, aquest té una orientacié com a simplex
de K iuna altra (que pot ser la mateixa o bé la oposada) com a simplex de K». Si denotem
g4 el simplex ¢¢ amb orientacié positiva segons K;, i = 1,2, llavors ‘o9 = ¢(09) -2 09,
on ¢(0?) = 1 si 0? té la mateixa orientacié en els dos complexos o bé ¢(c?) = —1 si té
orientacions diferents. Definim f; : Cy(K1) — Cy(K32) una seqiiencia d’homomorfismes

fy <Z g ! 03> =D 0600 * !
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onc=> g -' of és una cadena de Cy(K1). Aquesta seqiiéncia d’homomorfismes és un
homomorfisme de complexos, és a dir, es compleix que f,0; = 9, f,. Es suficient provar-ho
en les cadenes elementals 1o

qulaq(lffq) = fg-1 Z [10‘1,1 aq_l] dy-1] = Z ¢(0q—1)[10q71 O_q—l] 2 501

ci-leK ci-leK
D o0 Np(0)20% (0T 1) 2ot 20T = Y g(0T (0T p(0 ) [P0l 2 ot ) 20!
ci-leK ci-leK

=0 [ D [Po?20 120" | =84(9(0%) ? o) = 9 fy('0)

ci-leK

Definim també un homomorfisme de complexos g, : Cq(K2) — Cy(K1) assignant
94(*0) = ¢(0%) - o

a les g-cadenes elementals i estenent-lo linealment a Cy(K3). Com que ¢(c?) - ¢p(0?) =1,
els dos homomorfismes de complexos {f;} i {gq} sén l'invers I'un de I’altre. Per tant,
I’homomorfisme induit f, : Hy(K1) — Hy(K>) és un isomorfisme per tot ¢ > 0, provant
el teorema. O

Teorema 3.12. Sigui K un complex simplicial. Ho(K) sempre és un grup abelia lliure.
De fet, si K té r components combinatories K;, i = 1,...,r i escollim un vértex de cada
K, llavors Hy(K) és isomorf a la suma directa @7 7Z de r copies de Z - {v;}.

Demostracid. Observem que totes les 0-cadenes v; sén O-cicles. Sigui w € K; un al-
tre vertex qualsevol. Com que K; és una component combinatoria de K, existeix una
seqliencia ag, a1, ...,a, tal que w = ag, v; = ap i {a;,a;+1) és un l-simplex per cada
1 =0,1,...,n — 1. La frontera és 0 (Z?:_ol (ai,ai+1)) = v; — w, de manera que w és
homoleg a v;. Aixo significa que tot 0-cicle Zj n;jw; de la component K; és homoleg a
(Z ; nj) v;. Aix0 implica que tota 0-cadena (que és un 0-cicle) en K és homologa a una
combinacié lineal de O-cadenes elementals v;.

Provem ara que els cicles {v;};_; sén linealment independents, és a dir, cap combinaci6
lineal no trivial ¢ = ) . n;v; és una frontera. Sigui ¢ = J(d) per alguna l-cadena d.
Com que cada 1-simplex de K es troba en una unica component K;, podem escriure
d=),d;,ond; € K;. Com que d(d) = )_,0(d;), obtenim que 9(d;) € K; i per tant
d(d;) = njv;, per cada i = 1,2, ...,7. Definim un homomorfisme de Cy(K) en Z assignant
e(v) = 1 a cada vertex de K. Es pot veure que per cada l-cadena elemental (v, w),
€d((v,w)) = e(w —v) =1—1= 0. En particular, 0 = €(dd;) = ¢(n;v;) = n;, per cada
i=1,2,...,7

Per la primera part de la demostracié, ’homomorfisme f : @] Z — Ho(K) definit

segons
flmy,...,my) = Z m; {v; }

és exhaustiu. Per la segona part de la demostracié, sabem que és injectiu. Per tant,

Ho(K) = @1 Z - {vi}. O
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Ja hem vist que les components combinatories d’un complex simplicial K es relacio-
nen directament amb les components arc-connexes de | K|, i per tant si considerem dos
complexos simplicials K i K’ tals que |K| sigui homeomorf a |K’|, com que el nombre
de components arc-connexes de tots dos espais és el mateix, també ho sera el nombre
de components combinatories i per tant Ho(K) = Hy(K’). Aix0 ens mostra que el grup
d’homologia Hy(K) és un invariant topologic de |K]|.

Definicié 3.13. Sigui K un complex simplicial. Definim un homomorfisme € : Co(K) —
Z, que anomenarem aplicacié d’augment, assignant e(v) = 1 a cada verter v de K i
estenent linealment a Cy(K).

Observem que aquest homomorfisme d’augment és exhaustiu. Si 9y : C1(K) —
Co(K) és 'homomorfisme de frontera, llavors clarament €0 = 0. EIl grup quocient
kere/Imd, que es denota Hy(K), s’anomena el grup d’homologia reduit de dimensié

zero de K. Sidefinim H,(K) = H,(K) per cadap > 1, llavors els grups {fI,(K) t1=0,1,..
s’anomenen les grups d’homologia reduits de K. Com que Imd; C kere C Co(K),
existeix una aplicaci inclusié Ho(K) — Ho(K).

Abans d’introduir el proper resultat, cal definir els conceptes de successié exacta i
successié exacta dividida. Considerem la successié d’homomorfismes

o A I AL I AL s

diem que és una successié exacta si se satisfa Im(f,+1) = ker(f,) per totes les n. Una

ven . o B e e qe . . .
seqiiencia exacta 0 — A” — A’ — A — 0 s’anomena exacta dividida si existeix una

aplicacié v : A — A’ tal que By = I4. En aquest cas, es déna A’ = A” ¢ A.

Teorema 3.14. Sigui K un complex simplicial. El seu grup d’homologia reduit de dimen-
st0 zero també és un grup abelia lliure, 1 es compleizen les seglients expressions:

Hy(K) = Hy(K) & Z, Hy(K) = Hy(K), p>1.
Demostracid. La successio

0 — kere = Co(K) S Z — 0

és exacta, 1 per tant

kere Co(K) «
Z.— 0
- Im81 - Imal - -

és també exacta. Com que Z és lliure, la seqliencia és exacta dividida i per tant trobem
que Ho(K) = Ho(K) @ Z. A més, si {v;}; és una base de Ho(K), llavors {v; —vo}] és
una base de Hy(K). O

0

3.3 Propietats de grups d’homologia amb coeficients enters

Els grups d’homologia amb coeficients en Z d’un complex simplicial arbitrari K sempre
tenen una estructura determinada. Sabem que un complex simplicial K té un nombre
finit de simplex. Si dimK = n, no hi ha cap g-simplex per ¢ > n i per tant Hy(K) =0
per tot ¢ > n. Per cada ¢ < n, hi ha un nombre finit de g-simplex en K i per tant el grup
de g-cadenes Cy(K) és un grup abelia lliure finitament generat de rang igual al nombre
de g-simplex de K. Com que Z;(K) i By(K) sén subgrups de Cy(K) i un subgrup d’'un
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grup lliure és sempre lliure, aquests grups també sén abelians lliures finitament generats.
El grup quocient Hy(K) = Z,(K)/By(K) és per tant un grup abelia finitament generat,
pero no necessariament lliure. En qualsevol cal, el grup d’homologia de dimensié ¢ H,(K)
de K és un grup abelia finitament generat per tot g > 0.

Segons el teorema d’estructura dels grups abelians finitament generats, H,(K) és iso-
morf a la suma directa d’un nombre finit de copies de Z i d’un nombre finit de grups
ciclics d’ordre descendent:

k copies
———
(%) H(K)=2Z&..9ZSLZ/mZ&...0 L/ mpZ

per cada g > 0, on m; és divisible per m;y1, i =1,...,n — 1.

Definicié 3.15. Si escrivim Hy(K) = Fy(K) @& Ty(K), on Fy(K) és la suma directa de
copies de Z (la qual s’anomena la part lliure de Hy(K)) i T4(K) és la suma directa de
grups ciclics finits (la qual s’anomena grup de torsid de Hy(K)) tal com hem wvist en
(%), el rang de Fy(K) s’anomena el g-éssim nombre de Betti del complex simplicial K
1 el nombres m; s’anomenen els q-¢ssims coeficients de torsio de K.

La informacié que extraiem de ’estructura dels grups d’homologia ens permet coneixer
propietats interessants de ’espai topologic |K|. Per exemple, si tots els grups d’homologia
de dimensié positiva de K sén zero, podem afirmar que | K| no té cap forat en cap dimensié.
Més concretament, el g-essim nombre de Betti de K ens indica la quantitat de forats de
dimensi6 ¢ que hi ha en |K|. De manera similar, els coeficients de torsi6 g-éssims indiquen
que hi ha uns altres forats de dimensié g que estan recargolats.

Definicié 3.16. Sigui K un complex en R™ amb n suficientment gran. Sigui w € R"
tal que cada raig emes des de w interseca |K| en un punt com a mazim. Sigui w x K
la col-leccio de tots els simplex de la forma (w, ag, ..., ap), on (ag, ..., ap) €s un simplex de
K, juntament amb totes les cares d’aquests simplex. Aquest conjunt w * K és un complex
stmplicial i s’anomena con sobre K de vértex w.

Teorema 3.17. Sigui K un complex qualsevol. Els grups d’homologia reduits del con
w * K son trivials en totes les dimensions:

Z siq=0
0 altrament

Hy(w* K) = {

Demostracié. Es suficient provar que els grups d’homologia reduits ﬁq(w*K ) son trivials
en totes les dimensions. Com que el complex w* K és connex, el grup d’homologia reduit
de dimensi6 zero és trivial. Suposem doncs ¢ > 0. Sigui z, un g-cicle qualsevol de w * K.
Demostrarem que z, és una frontera. Per qualsevol simplex orientat o = (vo,...,vq)
de K, sigui [w,o] el simplex orientat (w,vy,...,vq) de w * K. Aquesta operacié (que
s’anomena 'operacié claudator) esta ben definida i déna lloc a un homeomorfisme
Cp(K) — Cpii(w * K) assignant [w, ), n0;] = >, ni(w,o0;). Observem que per un

simplex o,
o—w si dimo =0
dlw, o] = -
o — [w,d0] sidimo >0
i per tant, de manera més general per una cadena cq,

al ] cq—€(co)w  sig=0
w, ¢y =
I cq— [w,0cq] sig>0
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Sigui zq = cq + [w, dg—1] on ¢, esta format pels termes de z, que estan en el complex K i
dy—1 és una cadena de K. Usant la férmula anterior obtenim

z2q — Olw, cg] = ¢ + [w, dg1] — cq + [w, Ocy] = [w, cq—1]

on ¢q—1 = dg—1 + Ocy és una cadena de K. Si apliquem l'operador frontera 0 a totes dues
bandes de la igualtat i tenim en compte que z; és un cicle, obtenim

0= Je1- e(cg—1)w sig=1
Cq—1 — [w,0cq—1] sig>1

Observem que cq—1 és una cadena de simplex de K. En canvi, €(cq—1)w i [w,dcg—1] s6n
cadenes amb simplex que tenen w com a vertex, i per tant no sén de K. Aix0 només pot
passar si ¢,—1 i les cadenes posteriors sén 0-cadenes, és a dir, ¢,—1 = 0. Per tant,

zqg — Olw, ¢q] = [w,cq—1] =0
és a dir, z, és una frontera. O
Corotlari 3.18. Sigui D" el n-disc euclidia.

Z siq=0

0 altrament

Hq(Dn) = {

Demostracié. K = Cl(o™) és una triangulacié de D", i és un con. O

Teorema 3.19. Sigui K(n), n > 1, el n-esquelet del complex K = Cl(o™1).

7Z sig=00on
H,(K(n)) =
q( (n)) {O altrament

Demostracié. Es suficient provar que H,(K(n)) = Z si ¢ = n i és zero en qualsevol
altre cas. K(n) és un subcomplex de K = Cl(c™*!), i per tant considerem el diagrama
commutatiu de complexos de cadenes que defineixen els grups d’homologia de K i K(n).
Les aplicacions verticals vénen induides per les inclusions.

On

On+1(K) ﬂ Cn

‘ ‘

0 —— Cp(K(n)) PR Co(K(n)) — Z

Les dues cadenes de complexos son identiques excepte en la dimensié n + 1. Per tant,
Hi(K(n)) = H(K)=0
per tota ¢ # n. En el cas de dimensié n, tenim
H,(K(n)) = Z,(K(n)) = kerd, = Im0o,41

ja que H,(K) = 0. Per tant, C,1(K) és ciclic infinit generat per c"*! i 0,41 és un
homeomorfisme no trivial. Aix{ doncs, Imd, 11 és ciclic infinit ja que C,,(K) no té torsié
i per tant H,(K(n)) = Z. O
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Corotari 3.20. Sigui S, n > 1 la n-esfera.

7Z sig=00on
0 altrament

Hq(Sn) = {

Demostracié. La demostracié se segueix directament del teorema anterior ja que K (n)
I'n-esquelet de K = Cl(c™"1) és una triangulacié de S™. O

Definicié 3.21. Sigui K un complez orientat de dimensio n, i sigui Ry(K) el rang del grup
abelia Hy(K) (els nombres de Betti), ¢ =0,1,...,n. La suma alternada 3 ;_(—1)?Ry(K),
que denotarem x(K), s’anomena la caracteristica d’Euler de K.

Ja hem vist que si K i K’ sén dues triangulacions d'un espai X, H;(K) = H;(K')
Vi > 0, i per tant la caracteristica d’Euler només depen de la topologia de 'espai X = |K|.
Es a dir, la caracteristica d’Euler d’un poliedre compacte és un invariant topologic.

En la definicié de caracteristica d’Euler hem usat els grups d’homologia de K amb
coeficients enters. Si considerem els grups d’homologia amb coeficients racionals H; (K; Q),
cada un d’aquests grups sera un espai vectorial sobre Q, i en aquest cas el rang és la
dimensié de 'espai vectorial. Es pot provar que rangH;(K;Z) = dimgH;(K;Q) =i-
essim nombre de Betti del complex K. Per tant, la caracteristica d’Euler pot ser definida
utilitzant coeficients racionals.

Teorema 3.22 (Teorema d’Euler-Poincaré). Sigui K un complex orientat de dimensio
n. Suposem que per cada q¢ = 0,1,...,n, oy denota el nombre de g-simplex de K. FEs

compleix
n

D (Dlag =Y (~1)Ry(K)
0

q= q=0

Demostracio. Observem que la part dreta de la igualtat esta expressada en termes del
rang dels grups d’homologia de K, ¢ > 0. Com hem indicat anteriorment, podem as-
sumir que tots els grups d’homologia tenen coeficients racionals usant rangH,(K;Z) =
dimgH,(K;Q). En aquest context, els grups Cy(K), Z,(K), By(K) i Hy(K) associats al
complex K sén espais vectorials sobre Q. Considerem la cadena de complexos

0 =5 Cp(K) = v = Cyrr () 25 Cy(K) = ... — Co(K)
Observem que o = dimCy(K), ¢ > 0. A més,
By = Im(04+1) = Cyy1/kerOgr1 = Cot1/Zg1a
Aixi doncs, per tot ¢ > 0, tenim
dimB, = dimCyq1 — dimZg4q
D’altra banda, H, = Z,/B, i per tant
dimH, = dimZ, — dimB,
Si substituim el valor de dimB,, obtenim que per tot ¢ > —1

dimCyy1 = dimZy, — dimHy + dimZgq
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Prenent ¢ = —1,0,...,n i fent la suma alternada, obtenim
n n
> (—1)idimCy =Y (~1)%dimH,
q=0 q=0

Com que dimCy = a4 i dimHy = Rq(K), queda provat el teorema. O

Definicié 3.23. P és un poliedre rectilini en [’espai euclidia de dimensio 3 si P és
un solid de R3 que té com a frontera la unié mitjancant arestes de poligons convexos de
dimensio 2. El poligons de la frontera reben el nom de cares de P, la interseccio de dues
cares rep el nom d’aresta de P i la interseccio de dues arestes rep el nom de vértex.
El poliedre P és simple si la seva frontera és homeomorfa a la 2-esfera S®. Un poliedre
rectilini és regular si les seves cares son poligons requlars congruents i tots els angles
poliedrals son iguals.

Teorema 3.24 (Teorema d’Euler). Si S és un poliedre simple amb V vértex, A arestes
1 C cares, llavors V — A+ C = 2.

Demostracio. La frontera de S és un complex K consistent en la unié adequada de
poligons convexos 2-dimensionals. Si tots els poligons de la frontera sén triangles, llavors
K és un complex simplicial tal que |K| és homeomorf a S?2. Com que V = o, A = a7 i
C = a9 el resultat s’obté directament del teorema d’Euler-Poincaré. Considerem doncs
el cas en el que K té cares no triangulars. Sigui 7 una d’aquestes cares, i siguin ng el
nombre de vertex i ny el nombre d’arestes que té. Per la cara 7, V —A+C =ng—n1 + 1.
Com que 7 és convex, el podem subdividir en triangles prenent un vertex v de l'interior
de 7 i unint v amb cada vertex de 7. En la triangulacié de 7 que hem obtingut, hi ha un
nou vertex i ng noves arestes. A més, la cara 7 s’ha reemplacat per ng triangles. Aix{,
la contribucié de 7 en el calcul és v —a+c = (ng+ 1) — (n1 +no) + 1o =no —n1 + 1,
que no ha variat. Per tant, podem assumir que K és un complex simplicial i el teorema
és conseqiiencia del teorema d’Euler-Poincaré ja que V — A+ C = ag — a1 + as és la
caracteristica d’Euler x(S?) = 2. Per tant, V — A + C = 2 per tot poliedre simple. O

Teorema 3.25. Només hi ha cinc poliedres requlars simples.

Demostracid. Sigui S un poliedre regular simple amb V' vertex, A arestes i C cares. Siguin
m el nombre d’arestes que intersequen en un mateix vertex, i n el nombre d’arestes de cada
cara de S. Observem que es compleix mV = 2A = nC. Pel teorema d’Euler V—A+4+C = 2,
i si substituim usant l’expressié anterior obtenim que (nC)/m — (nC)/2+ C = 2 és a dir,
C(2n — nm + 2m) = 4m i per tant 2n — mn + 2m > 0. Com que n > 3, tenim que
2m > n(m —2) > 3(m —2) = 3m — 6 i per tant m < 6, és a dir, el nombre maxim
d’arestes que poden compartir un vertex és 5. Si tenim en compte que n > 3im < 6 la
igualtat C(2n—nm-+2m) = 4m permet els segiients valors de (m,n,C) = (3,3,4), (3,4,6),
(4,3,8), (3,5,12) i (5,3,20), que es corresponen als cinc solids platonics: el tetraedre, el
cub, 'octaedre, el dodecaedre i ’icosaedre. O

3.4 Homomorfismes induits
Definicié 3.26. Sigui f : K — L una aplicacio simplicial. Per cada q > 0, definim un

homomorfisme fy : Cqy(K) — Cq(L) assignant

(f(v0), ..., f(vg)) siels f(v;) son diferents
0 altrament

fy((vo, s v9)) = {
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per cada simplex (vo, ...,vq) de K i estenent linealment en Cy(K).

Proposicié 3.27. Sigui f : K — L una aplicacio simplicial. La successio induida
{f# : Cq(K) — Cy(L)} d’homomorfismes commuta amb [’homomorfisme de frontera O
del complex de cadenes. Per tant fu indueiz un homomorfisme fy : Hy(K) — Hy(L) en
cada dimensio q.

Demostracio. Considerem el seglient diagrama per ¢ > 1:

— s Cy(K) -2 ¢ (K) ——

e | |7

— Cy(L) ——8——> Cy1(L) ——

Hem de provar que fx0 = O0fy, és a dir,

(*) f4(9 (o, -, v9)) = O((f(v0); s F(vg)))

per cada g-simplex orientat (vy, ...,v,) de K. Com que hi poden haver repeticions en els
vertex f(vo), ..., f(vq), considerem 7 el simplex de L format per aquests vertex i veiem
que dimt < q. Considerem tres casos:

Cas 1: dimt = q. En aquest cas tots els vertex f(uvp), ..., f(vq) sén diferents i per tant
el resultat se segueix directament de la definicié de fx i 0.

Cas 2: dimtT < g — 2. En aquest cas ambdues bandes de (x) sén zero ja que en el
conjunt de vertex f(uvp), ..., f(vq) n’hi ha almenys tres d’identics.

Cas 3: dimr = ¢ — 1. En aquest cas dos vertex de f(uvp),..., f(vy) sén identics.
Suposem que f(vg) = f(v1) i la resta sén diferents. Per definicid, la banda esquerra de
(*) és zero. La banda dreta només té dos termes no nuls, que sén

(f(v1), f(v2), s f(vg)) = (f(v0), f(v2), ., f(vg))

Com que f(vg) = f(v1) aquests termes també es cancel-len i per tant la banda esquerra
és zero.

Per provar que per cada ¢ > 0, fy indueix un homomorfisme f, : Hy(K) = Hy(L),
tenim en compte que Hy(-) = Z,4(-)/By(+). Es comprova facilment que f4(Z,(K)) C Z4(L)
i fu(By(K)) € By(L), és a dir, fu envia els cicles a cicles i les fronteres a fronteres. Per
tant, fy indueix 'homomorfisme f, : Hy(K) — Hy(L) definit per fi({z}) = {fu(zq)}-
(]

De la definicié d’homomorfisme induit se’'n dedueix el teorema segiient:

Teorema 3.28. (a) Sigui Iy : K — K [aplicacid simplicial identitat. L’homomorfisme
induit (I)« : Hy(K) — Hy(K) €s la identitat per cada ¢ > 0.

(b) Siguin f: K — L i g: L — M aplicacions simplicials. Per cada q¢ > 0

(gof)se=gso fi: Hy(K) — Hy(M)

Sabem que una aplicacié simplicial f que envia un complex K a un complex L indueix
una aplicacié continua |f| de |K| en |L|. En canvi, donada una aplicacié continua h :
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|K| — |L|, volem saber si existeix un homomorfisme induit h, : Hy(K) — Hy(L).
Si Paplicacié h esta induida per una aplicacié simplicial, sabem que si existeix. Si, per
contra, h no esta induida per cap aplicacié simplicial, podem prendre una aproximacié
simplicial g : K*) — L d’h la qual indueix una aplicacié continua |g| : |[K®)| — |L| que
és homotopa a h. Sabem que existeix un homomorfisme induit g. : Hy(K®) — H,(L).
Si provéssim que existeix un isomorfisme p : H,(K) — H,(K®) per qualsevol enter
k i que donades dues aproximacions simplicials d’h g : K®) — Lig : KM — L
llavors g,y = g4/, podriem definir un homomorfisme h, : Hy(K) — Hy(L) usant la
commutativitat del diagrama

Hy(K) —"— H,(L)
e
Hy(K®)

és a dir, definim h, = g, o u.

Més endavant provarem que efectivament aquestes dues propietats es compleixen.
També assumirem el segiient teorema:

Teorema 3.29. (a) L’aplicacié identitat I x| : |K| — [K| indueir [’homomorfisme
identitat Iy, (i) : Hy(K) — Hy(K) per tota dimensio q.
(b) Siguin f : |K| — |L| i g : |L| — | M| dues aplicacions continues. Per cada q > 0

(go f)e=gso fu: Hy(K) — Hy(M)

La demostracié d’aquest teorema la donarem més tard amb la prova d’existencia de
I’homomorfisme induit per una aplicacié continua.

Teorema 3.30. Siguin X un poliedre i K, L dues triangulacions de X. Per cada q > 0,
H,(K) = H,(L).

Demostracio. Donat que K i L sén triangulacions de ’espai X, existeixen homeomorfismes
f:|K| — Xig:|Ll — X. Aixo0 significa que h = g7t o f : |K| — |L| és un
homeomorfisme. Sigui h~! : |L| — |K]| la inversa d’h. Considerem I’homomorfisme
induit hs : Hy(K) — Hy(L) i la seva inversa h;! : Hy(L) — H,(K). Sabem que
h=loh= Ik 1ique ho h1 = I ;1. Aixi doncs, pel teorema anterior hilohy, = Iy, k)i
heoh ! = Iy, (1) 1 per tant hy és un isomorfisme. O

El teorema anterior ens assegura que els grups d’homologia sén independents de la
triangulaci6 del poliedre compacte X, de manera que podem definir Hy(X) = Hy(K) on
K és una triangulacié qualsevol de X, els qual estan ben definits llevat d’isomorfisme.

La n-esfera S™ i el n-disc D™ sén poliedres compactes, i n’hem calculat els grups
d’homologia d’una de les seves triangulacions. Per tant, podem afirmar que els grups
d’homologia d’aquests espais sén:

Z sigq=006n

0 altrament

H,y(S") = {

Z siq=0

0 altrament

Hq(Dn) = {
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Es important observar que si f : X — Y és una aplicacié continua d’un poliedre
X en un poliedre Y, i escollim triangulacions h : |K| — X i k : |L| — Y, Paplicacié
contfnua k=1 fh : |K| — |L| indueix un homomorfisme f, : H,(X) — H,(Y) assignant
f« = (K71 fh).. Aquesta definici6 és correcta sempre que estudiem grups d’homologia fins
a isomorfisme.

3.5 Algunes aplicacions: invariancia de dimensié, teorema de la no-
retraccié i teorema del punt fix de Brouwer

Teorema 3.31 (Invariancia de dimensid). Sim # n, llavors:
(a) S™ no és homeomorf a S™

(b) R™ no és homeomorf a R™

Demostracié. (i) Suposem que hi ha un homeomorfisme f : S™ — S™. Siguin h :
|[K| — S™ ik :|l] — S™ triangulacions de S™ i S" respectivament. Anteriorment ja
hem calculat els grups d’homologia de K i L. Com f és un homeomorfisme, ’aplicaci6
g = k7'fh : |K| — |L| també és un homeomorfisme. Sigui g~! : |L| — |K]| la
seva inversa. Considerem els homomorfismes induits g, : Hp,(K) — Hp(L) i g;t :
H, (L) — Hp,(K). Donat que g~ lg = I k|, pel teorema 3.29 obtenim

929« = (07 9)» = L1g)s = Ty, (i)

Pel mateix raonament trobem que g.g; ! també és la identitat de H,,(L). Per tant, g, és
un isomorfisme. Tanmateix, aix0 és una contradiccié, ja que H,,(K) = Z perdo Hy,(L) =0
ja que m # n.

(7i) Suposem que R™ és homeomorf a R™. Com que ambdds espais sén Hausdorff
localment compactes, les seves compactificacions d’Alexandroff (S" i S™ respectivament)
també sén homeomorfes, pero aixo entra en contradiccié amb (7). Per tant, si m # n, R™
no pot ser homeomorf a R". O

La frontera del n-disc tancat D" és homeomorfa a la (n-1)-esfera S"~!, de manera
que S*~! és un subconjunt compacte de D". Ens podem preguntar, doncs, si S"~! és
un retracte de D™ (és a dir, si existeix una aplicacié continua r : D" — S"~! tal que
r(a) = a per a € S"1). Pel cas n = 1 és immediat veure que no, ja que D' = [~1,1]
és connex perd SY = {—1,1} no. Per tal de respondre aquesta pregunta per dimensions
superiors, demostrarem el teorema de no-retraccio.

Teorema 3.32 (Teorema de no-retraccié). L’esfera S"~! no pot ser un retracte de
D™ per cap n > 1.

Demostracié. Suposem que existeix una retraccié r : D* — S, Sigui 4 : S"~!1 — D"
I'aplicacié inclusié. Clarament, ri = Ign—1. Pel cas n = 1 aix0 és impossible ja que D!
és connex perd SY no. Suposem que n > 1. Siguin h : |[K| — D" i k : |L|] — S*1
triangulacions del disc i P’esfera. Observem que tenim aplicacions continues k~!rh :
|K| — |L|i h7tik : |L| — | K| tals que la seva composici6 és la identitat. Aixo significa
que la composicié

Z=H, 1(L)— H,1(K) = H,_1(L) =Z

és la identitat en Z pel teorema 3.29. Tanmateix, aix0 és una contradiccié, ja que
H, 1(K)=0. O
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Teorema 3.33 (Teorema del punt fix de Brouwer). Sigui f : D" — D", n > 1,
una aplicacié continua. f té almenys un punt fiz.

Demostracid. Suposem que f no té punts fixos. Aixo implica que per cada x € D",
f(x) # z. Definim I'aplicacié g : D" — S"~! de la manera segiient: per cada x € D",
considerem el segment que uneix f(x) amb z i 'estenem més enlla de x fins que intersequi
amb S"~! en un tnic punt, que sera g(z). Veiem que g : D" — S"~! és continua. Per
cada z, el vector no nul x — f(z) es pot multiplicar per un tnic escalar positiu A de manera
que g(z) = f(z) + Mz — f(x)). Com que g(x) és un punt de S*~!, té norma 1 i per tant
|| f(z) + Az — f(x))]] = 1. Aix0 implica que

1F @)1 + Al = f@))I® + 20 f(2) - (& = f(2)) =1

que és una equacié quadratica en A amb una tnica arrel real positiva. Per tant, obtenim
_ —f@)(z—f(=)) Aixé . £ A ; . /
que A o=@ - X0 demostra que A és una funcié de x continua i per tant g és

una funcié continua. Tanmateix, g és clarament una retraccié de D" en S"~! que és una
contradiccié amb el teorema de no-retraccié. O

3.6 Grau d’una aplicacio i utilitat

Un homomorfisme f : Z — 7Z del grup ciclic infinit esta completament determinat per
la imatge del seu generador 1 € Z, de manera que f és la multiplicacié per un enter

7(1) =n.
Definicié 3.34. Siguin f : S" — S™, (n > 1) una aplicacié continua i h : |K| — S™
una triangulacié de S™. Sabem que f indueir un homomorfisme (h=1fh). : Hy(K) —

H,(K). Com que H,(K) = Z, existeix un unic enter d tal que per cada element o €
H,(K), (W1 fh)«(a) = da. Aquest enter d s’anomena el grau de f i es denota degf.

Es important veure que el grau no depen de la triangulacié escollida. Siguin doncs
h:|K| — S"ik:|Ll — S" dues triangulacions de S". Veiem que ¢ = k~'h :
|K| — |L| i ¢t = h™'k : |L| — |K| s6n homeomorfismes. Per tant, (k7! fk).(a) =
(B 0o (1) (B ) (0) = (1 F1)a67 () = Buld- (6 1)a(0)) = Bu(d)a(d-0) =
d -« que ens indica que (k=1 fk), és també una multiplicaci6 per d.

Proposicié 3.35. (a) L’aplicacid identitat Isn : S™ — S™ té grau +1.

(b) Si f:S" — S"ig:S" — S" son aplicacions continues, llavors deg(go f) =
degg - degf.

(¢) El grau de tot homeomorfisme és +1.

Demostracio. (a) Se segueix directament del fet que 'aplicacié identitat Is» indueix 1'a-
plicacié identitat en ’homologia.

(b) Sigui k : |K| — S™ una triangulacié de S™. Suposem que degf = ny i degg = na.
Per tot a € H,(K) tenim

(kg0 fR).(a) = (k' gh)e (K7 FR)e(@)) = (k7 gk).(m1a) = na(mia) = (nanr)a

I per tant, deg(g o f) = degg - degf.
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(¢) Sigui h : S® — S™ un homeomorfisme. Llavors h~! o h = Ign i usant (a) obtenim
deg(h Yo h) =1 =degh™! - degh
Com que degh i degh™" sén enters, necessariament degh = degh™ = +1 o bé —1. O

Ara provarem que si f,g : S* — S" sén dues aplicacions homotopes llavors te-
nen el mateix grau. Fixem-nos que si h : |[K| — S™ és una triangulacié de S", lla-
vors h=1fh,h=tgh : |K| — |K| també sén homotopes. Provarem que dues aplicacions
homotopes indueixen homomorfismes identics en I’homologia, i per tant haurem provat
que tenen el mateix grau. Per tal de fer aquesta demostracid, és més util utilitzar la
definicié classica de grau d’una aplicacié introduida per L.E.J. Brouwer.

Definicié 3.36. Siguin f : S" — S™ wuna aplicacid continua i h : |K| — S™ una
triangulacié de S™. Sigui ¢ : K*) — K una aprozimacid simplicial de f, on K*¥) és
la k-éssima subdivisié baricéntrica de K. Per qualsevol n-simplex orientat positivament
T € K, sigui p el nombre de simplex positivament orientats o € K®) tals que plo) =71
sigui q el nombre de simplex orientats negativament o € K% tals que ¢(0) = 7. L'enter
p — q és independent de la tria de 7, K, K®) i ¢. Aquest enter rep el nom de grau de
Uaplicacio f.

Es pot provar que aquestes dues definicions de grau d’una aplicacié sén de fet equi-
valents, perod no ho veurem en aquest treball. De la definicié de Brouwer se’'n deriva que
Paplicacié f(z) = 2™ té grau n, que I'aplicacié constant té grau zero i que la identitat té
grau u.

Teorema 3.37. Si dues aplicacions continues f,g : S* — S™ son homotopes, llavors
degf = degg.

Demostracié. Sigui H : S™ x I — S™ una homotopia de f a g. Si considerem H(x,t) =
hi(x), x € S", t € I, hy és continua i hg = f, hy = g. Es suficient provar que 'aplicaci6
I — 7Z definida per t — degh; és constant. Per tal de provar-ho, veurem que ’aplicaci6
I — 7Z és continua, ja que I és connex i Z té la topologia discreta. Sigui K una
triangulacié de S™ i considerem el recobriment obert {ost(w;) : w; és un vertex de K}.
Sigui € el nombre de Lebesgue del recobriment. Donat que H és uniformement continua,
podem trobar un real positiu § tal que A C S, B C I amb diam(A) < 6, diam(B) < 0 i
per tant que diam(H (A x B)) < e. Sigui K*) una subdivisi6 baricentrica de K amb una
xarxa inferior a /2 de manera que per cada vertex v de K®)| diam(ost(v)) < 6. Prenem
una particié 0 =t, < t; < ... <ty =1de I tal que |[t; —t;_1| <6, Vj=0,1,...,q. Llavors
per cada vertex v; de K el conjunt h(ost(v;) X [tj—1,t;]) té un diametre menor que € per
cada j. Per tant, existeix un vertex w;; de K tal que h(ost(v;) x [tj—1,t;]) C ost(wj).
Aixi doncs, per cada t € [tj_1,t;], podem definir una aplicacié simplicial ¢; assignant
¢t(vi) = wij, que és una aproximacié simplicial de h; per tot t € [t;j_1,t;]. Com ¢
és independent de t € [tj_1,t;], de la definicié de grau d’una aplicaci6 de Brouwer se’'n
dedueix que I'aplicacié h; té el mateix grau per tot ¢t € [t;_1,t;], provant que t — deghy
és una aplicacié continua. O

Definicié 3.38. Sigui S" la n-esfera unitaria inclosa en R" !, L’aplicacic A : S* — S”
definida per A(x) = —x, x € S” s’anomena 'aplicacié antipodal.

Teorema 3.39. El grau de l’aplicacié antipodal A : S* — S™ és (—1)"*1, n > 1.
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Demostracid. Sabem que S" = {(wl,...,an) R"“\Z?ﬁlx } Una aplicaci
r; + S — S™ definida per r;(x1, ..., %, ..., Tny1) = (21, .oy —Ti, ..., Tpy1) S'anomena una
reflexié. Provarem que la reflexié r = r,,41 té grau -1, i per tant cada reflexié r; té grau
-1. Definim h com ’homeomorfisme de S™ que intercanvia les coordenades x; i x,,4+1 per
una i fixa, de manera que h~!'rh = r; i per tant degr; = degh™"'-degr - degh = degr. Aixo
provara que tota reflexié té grau (-1). Com que I’aplicacié antipodal A = rjorgo...or,41,
obtindrem que degA = (—1)"*!. Per a tal efecte, prendrem S(K) una triangulacié de
S™ig: S(K) — S(K) una aplicaci6é simplicial que ens indueixin l’aplicacié r. Sigui
K una triangulacié de S™~! inclosa en S" de la manera estandard. Siguin wg i w; dos
vertex diferents dels cons wg * K i wy * K i definim S(K) = (wo * K) U (wy * K). Sigui
g Paplicacié simplicial de S(K) en si mateix que intercanvia els vertex wp i w; mante-
nint la resta fixats. Sigui h : |[K| — S"~! un homeomorfisme de triangulacié. Definim
k:|S(K)| — S™ de la manera segiient: Siy = (1 —t)x + twg per algun z € |K|, definim
k(y) = (\/1 - t2h(x),t), isiy=(1—-t)x+ twy, definim k(y) = <\/1 — t?h(x), ft). Aix{

doncs k és un homeomorfisme que fa que el diagrama

1S(K)| —2s sm

d I
[S(K)] —— S"
sigui commutatiu. Per tant, és suficient provar que degg = —1. Sigui z un n-cicle de

S(K). Llavors z és una cadena de la forma z = [wq, cp] + [w1,dm], on ¢ 1 dpy, sén
cadenes de K i m =n — 1. Suposem que n > 1. Com que z és un cicle, tenim

0=0(2) = cm — [wo, Ocm] + dp, — (w1, Ody,]
Si restringim aquesta cadena a K, obtenim 0 = ¢, + d,, i per tant
Z = [wO) Cm] - [wlv cm]

Com que g només intercanvia wg i wi, obtenim que

9+(2) = w1, em] — [wo, em] = —2

i per tant, degg = —1. El cas n = 1 es prova de manera similar. O

3.7 Invariancia dels grups d’homologia

En aquesta part provarem un resultat que ja hem anunciat anteriorment: les subdivisions
baricéntriques d’un complex K no canvien la seva homologia simplicial.

Per provar la invariancia dels grups d’homologia d’'un complex K en passar a una
subdivisié baricentrica, definirem dos homomorfismes de complexos. EIl primer sera
’homomorfisme subdivisié de complexos j, : Cy(K) — Cy(KW), que definirem
mitjancant de definicié de subdivisié baricentrica K1) de K. El segon sera ’lhomomorfisme
estandard de complexos 0, : C,(K()) — C,(K), que definirem usant una aplicacié
simplicial § : K1) — K. Provarem que aquests homomorfismes de cadenes indueixen
homomorfismes en la homologia inversos I'un de ’altre, i per tant trobarem que els grups
d’homologia de K i K1) sén isomorfs.
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Teorema 3.40. Sigui KV la primera subdivisid baricéntrica d’un complex simplicial K.
H,(K) = Hy(KW) per tot ¢ > 0.

Demostracié. Recordem que els vertex de K1) sén els baricentres 67 de tots els simplex
o? de K, ¢ > 0, i per cada simplex oy, ..., 0¢(q—1) de K, ‘0% = (0,01, ...,04) és un
g-simplex de KM si i només si o; és una cara de oi+1 per cada 1 =0,1,2,....,n —1. Un
vertex v; de K és un 0O-simplex 0® de K. El baricentre 6% de 0° és el mateix 0¥, de
manera que tots els vertex de K sén vertex de K. Per qualsevol g-simplex o de K,
denotarem la 1-cadena elemental 1-07 per 09. Finalment, si 09 = (vy, ..., v4) i v és un altre
vertex de manera que {v, v, ..., v} és un conjunt geometricament independent, denotarem
el (q+1)-simplex (v, vp, ...,vq) per v - ol. En general, per una g-cadena ¢ = Y. n;o,
denotarem v - ¢ la (q+1)-cadena >, n;(v - o). D’aquesta manera, per qualsevol cadena
c de Cy(K), O(v-c) = ¢ —v0(c). Definim ’homomorfisme subdivisié6 de complexos
g+ Cy(K) — Cy(KW) per ¢ > 0 per induccié en g. Donat un vertex v; de K,
definim po(v;) = ©;, i estenem linealment a Co(K). Sigui o' = (vg,v1) un l-simplex de
K positivament orientat. Definim pu;(o!) = <d1,1}1> - <('71,1')0> i estenem linealment a
C1(K). Observem que per cada 1-simplex de K

O (o) = 8((&!, 1)) — D¢ d0)) = 01 — & — o+ 6" = po({v1)) — po((vo)) = p0d(o)

Aixo significa que Op; = ppd 1 per tant pg i g satisfan la condicié d’homomorfisme de
complexos. Suposem ara que ji, s’ha definit per tot ¢ < p, (p > 1), satisfent la condicié
Opg = pg—10 per totes les q-cadenes de Cy(K). Sigui o un p-simplex de K i definim
(o) = 6P p,_10(oP). Aixi,

Oty (07) = D67y 19(0”)) = 1p1(D(0”)) — 67Dty 19(0”) = p1y-10(0)

ja que per hipotesi d’induccié du,—10 = pp—200 = 0. Per tant també esta definida u,
complint la condicié du, = pp—18. Aixi, per induccié py : Cy(K) — Cy(KM) esta
definit per tot ¢ > 0 i és homomorfisme de complexos.

Definim un homomorfisme de complexos 0 : C(K(1)) — C(K) el qual ve induit per
una aplicacié simplicial 6 : KO — K (utilitzem el mateix simbol 6 per conveniéncia,
ja que no hi ha confusié). Sigui 67 un vertex qualsevol de K (1), Escollim un vertex
vy de o7 i definim (67) = vy. Aixo indueix una aplicacié simplicial § : K1) — K.
Per tal de provar-ho, observem que si o' = (vg,v;) és un l-simplex, # envia ¢! a un
vertex vy de o', i envia 79, U1 a vy i v1 respectivament. Es a dir, el simplex <<'71, v1> va,
a parar al 1-simplex (vg, v1), pero el 1-simplex <v0,d1> va a parar al 0-simplex (vg). Si
02 = (vg,v1,v2) és un 2-sfmplex, i definim 6(52) = wp, si suposem que b(vy, v2) va a parar
a vy (on b(-,-) indica el baricentre de (-,-)) trobem que el 2-simplex (vy, b(vy, v2),6?) va
a parar a (vi,v2,v0) mentre que el 2-simplex <vg,b(vl,vg),d2> va a parar al 1-simplex
(va,v0). Podem comprovar que la resta de 2-simplex de o també van a parar a un 1-
simplex o a un O-simplex de 02, i per tant queda clara la definicié de 6('c?). Es evident
que 0 no esta univocament definit. De totes maneres, un cop hem fixat la tria per cada
g-simplex de KW, ¢ > 0, 6 és una aplicacié simplicial ben definida i per tant indueix un
homomorfisme de complexos 0 : C(K (1)) — C(K), ¢ > 0. De fet, I'aplicacié simplicial 6
és una aproximaci6 simplicial de laplicacié identitat |K'| — |K].

Observem que 'homomorfisme de complexos 0 oy : C(K) — C(K) és laplicacié
identitat ja que per cada g-simplex 07 de K, de tots els simplex que passen per u(c9),
només hi ha un g-simplex en K que es torni a enviar cap a o, i la resta col-lapsen en
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simplex de menor dimensid, no contribuint a fu(c?), és a dir, Ou(c?) = o, provant la
nostra afirmacié.

Finalment, provarem que I’homomorfisme de complexos pf : C(K1)) — C(KM)
és un homomorfisme homotop a la identitat en C(K)). Definirem una seqiiencia ho-
motopica Dy : Cy(KW) — Cypr(KW) tal que dDg(6) = 6 — pf(5). Per tal de
comprovar-ho, veiem que 6(¢) és un vertex vy de o. Per tant, uf(d) = (o) = (vog).
Aixi, (vg,6) és un 1-simplex de K i assignem Dy(6) = (vg, &), que compleix la propie-
tat desitjada, i estenem Dy a totes les O-cadenes en Co(K™)) linealment. Havent definit
Dy suposem que D, esta definida per tot ¢ < p, (0 < p) de manera que satisfa

ODy(c") + Dy—10(c") = o' — pb(o’)

per tots els g-simplex o/ de K. Observem que ‘o? — puf('o?) — D,_19('o?) és una
seqiieneia en un con p(o®) = % - u(0o*) per algun of € K que és aciclic. Per tant,
qualsevol cicle d’aquest con sera una frontera. Calculem

Olo? — ub('o?) — Dp_10('0?)] = 8('c?) — Oub('o?) — 0D,—19('o?)
— 0(o) — ub('o”) — [0(”) — pbd('0”) — Dy 200(o")

per hipotesi d’induccié. Com 99 = 0, i donat que puf és un homomorfisme de complexos,
la part dreta de la igualtat anterior és zero, és a dir, 'o? — pb('o?) — D,—19('0?) és un
cicle. Tanmateix, acabem de veure que hi ha un cicle en el con p(o*) = ¢*ud(o*) i per
tant aquest ha de ser una frontera en el con, és a dir, podem trobar una cadena c en ,u,(Uk)
tal que O(c) és el cicle mencionat. D’aquesta manera, definim D,(¢”) = ¢, que ens porta
a

OD,('o?) =" o — pb('o?) — Dp—10('0?)

Aquest resultat finalitza la demostracié inductiva de la seqiiencia homotopica Dy, ¢ > 0,
satisfent la propietat desitjada. Per tant, existeixen homomorfismes p, : Hy(K) —
Hy(KW)i6, : H(KY) — H,(K) induits pels homomorfisme de complexos p i 6

respectivament els quals sén un l'invers de l'altre. Es a dir, H,(K) = H(KM) Vg > 0.
(]

Observem que si K = KO k() K®) K0 s6n subdivisions baricéntriques succes-
sives de K i p; : C(K®W) — C(K*D) sén els homomorfismes de subdivisié de comple-
xo0s, llavors la composicid fiy,—10...0 11 0 g és també un homomorfisme de complexos, que
denotem p : C(K) — C(K™)) i anomenem homomorfisme de subdivisié de complexos.
Cada homomorfisme p; té una cadena homotopica inversa 6; : C(K+D) — C(K®)
induida per una aplicacié simplicial i per tant la seva composicié § =60y o061 0...00,,_ 1 :
C(K(™) — C(K) sera una cadena homotopica inversa a p. L’aplicacié simplicial com-
posta 6 : K™ — K ganomena aplicacié simplicial estandard. Combinant aquests
resultat, s’obté:

[ad

Corotari 3.41. Sigui K™ la m-éssima subdivisié baricéntrica del complex K. Hy(K)
Hy(K™), ¥g > 0.

3.8 Teorema del punt fix de Lefschetz
Ja hem arribat a la culminacié de tot el treball fet en aquesta memoria: ens disposem a

provar el teorema del punt fix de Lefschetz, un dels teoremes de punt fix més importants
de la topologia algebraica.
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Siguin X un poliedre compacte i f : X — X una aplicacié continua. Associat a
aquesta aplicacié, definim un nombre enter \(f), anomenat el nombre de Lefschetz, el
qual ens assegura que si A(f) # 0, f té un punt fix.

Per tal de definir el nombre de Lefschetz A\(f), prenem una triangulacié h : |[K| — X
de X, on dimX = n, i considerem els grups homologia H,(K;Q) de K amb coeficients
racionals. La composici6 h='fh : |K| — |K| indueix un homomorfisme (h=!fh), :
H,(K;Q) — Hy(K;Q), per tot ¢ > 0. Donat que els grups d’homologia H,(K;Q) sén
espais vectorials, (h~!fh), és una transformacié lineal per cada q. Considerem la suma
alternada de les traces de totes aquestes transformacions lineals per cada ¢ > 0 i definim

el nombre de Lefschetz .

A(f) =D (=1)Tr(h~" fh).

q=0
On n denota la dimensié del complex K. La suma és finita ja que H,(K) = 0 Vg > n.
Per veure que A(f) esta ben definit, cal provar que A(f) és independent de la trian-
gulacié h. Sigui doncs k : |L| — X una altra triangulacié de X. Es suficient veure que
les dues aplicacions lineals (b= fh), : Hy(K;Q) — Hy(K;Q) i (k7 fk). : Hy(L; Q) —>
H,(L;Q) tenen les mateixes traces per cada ¢ > 0. Observem que

k= k= (k'R) (R~ fh) (A E)
i per tant, a nivell homologic
(k™' fk)e = (K h)« (A7 fR) (K1)

on (k7'h). : Hy(K;Q) — H,(K;Q) és un isomorfisme. Tanmateix, aquesta igualtat
indica que les matrius de les aplicacions lineals (b= fh), i (k~!fk). sén similars i per
tant tenen les mateixes traces.

Per tal de demostrar el teorema, necessitem provar primer la férmula de la traga
de Hopf. Sigui

C: 0—-C,—Cho1—>...>C1—>Cy—0

un complex de cadenes finit format per espais vectorials finits sobre Q, i sigui ¢4 : Cy —
Cy4, 0 < ¢ < n un homomorfisme de complexos. Considerem el nombre ZZZO(—l)qTr(gbq).
Com que aquest homomorfisme de complexos indueix un homomorfisme ¢y : Hy(C) —
H,(C) per tot q, 0 < ¢ < n, també tenim el nombre ZZZO(—l)qTr(gbq*). La férmula de
Hopf ve donada per

Proposicié 3.42. Sigui C un complex de cadenes de longitud finita n en el qual cada C,
és un espai vectorial finit sobre Q. Per qualsevol aplicacio ¢ : C — C

n n

Z(_l)qTr(¢q) = E(_l)qTT(¢q*)

q=0 q=0

Demostracié. Escollim una base adequada de I'espai vectorial Cy. B, C Z, C Cy sén els
subespais de g-fronteres, g-cicles i gq-cadenes. Partint d’una base 80‘{“, e 86?;;_11 de By,
'estenem a una base de Z, afegint g-cicles 27, ..., zgq, i 'estenem a una base de C; afegint

q q o : :
g-cadenes ci, ..., cr,. Aixi doncs, per cada ¢, tenim una base de Cy:

_ g+1 a+1l g q g q
B = {601 ,...,8crq+1,zl,...,zﬁq,cl,...,crq
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Els elements de la diagonal de la matriu de ¢, respecte aquesta base s’obtenen prenent un
element qualsevol w de la base, expressant ¢,(w) com una combinacié lineal d’elements
de B i trobant els coeficients de w en ¢4(w). Si denotem aquest coeficient usant A(w), la

traca de ¢4 és
PR CASED R CHED DLV C)
J J

Com que ¢ és un homomorfisme de complexos, trobem que A (603-“) = A (C?H). Per

tant,
n n Bq
D> (-1)Tr(ég) = S 3A (<)
q=0 q=0 7=0
ja que la resta de termes es cancel-len dos a dos. Com que {z{}, ..., {zgq} és una base de
Hy(C), obtenim
By
Z A (z?) = traga de ¢«
j=1
Que demostra la férmula. O

Teorema 3.43 (Teorema del punt fix de Lefschetz). Si X és un poliedre compacte
i f: X — X és una aplicacio continua tal que A(f) # 0, f té un punt fiz.

Demostracié. Siguin h : |[K| — X una triangulacié de X i f : X — X la funcié
continua. g = h™to foh :|K| — |K| té un punt fix si i només si f té un punt fix.
Provarem el teorema per reduccié a ’absurd. Suposem que g no té punts fixos. Sigui d la
metrica de | K| entés com a subespai d’algun espai euclidia. Com | K| és un espai compacte
i la aplicacié continua definida per z — d(z, g(x)) no és mai zero, té un minim positiu,
que anomenarem ¢ > 0. Si prenem una subdivisié baricéntrica d’ordre prou gran, podem
assumir que meshK és menor que §/3. Sigui s : |[K(™)| — | K| una aproximaci6 simplicial
de g. isigui p: C(K;Q) — C(K);Q) 'homomorfisme de subdivisié de complexos.
Donat que per tot ¢ > 0 gg« : Hy(K) — Hy(K) és la composicid gge = Squfigs, Per la
férmula de la traca de Hopf és suficient provar que la traga de sq 0 g : Cy(K) — Cy(K)
és zero, ja que aixo implicaria que A(f) = 0, que és una contradiccid.

Sigui o un g-simplex orientat de K i sigui 7 un g-simplex de K™ que estigui en la
cadena p4(o). Aixi doncs, 7 esta contingut en 0. Six € 7, d(s(z), g(x)) < /3 ja que s és
una aproximacié simplicial de g. D’aquesta manera, com que d(zx, g(x)) > §, obtenim que

d(z,s(z)) > d(z,g(z)) — d(g(z),s(z)) >0 —36/3=25/3
Siy € o, d(z,y) < /3,1 pel que acabem de veure,
d(y, s(x)) > d(s(x),z) —d(z,y) >20/3—-5/3=105/3

Aix0 significa que s(z) i y no sén del mateix simplex de K i per tant s(7) No = () per
cada cara 7 C 0. D’aquesta manera, en la cadena s, o j4(0) el coeficient de o és zero, i
per tant la traca de sq o py és zero, completant la demostracio. O

Es interessant assenyalar que la formula de la traga de Hopf per una aplicacié simplicial
f + K — K és una generalitzacié del teorema d’Euler-Poincaré quan f = Ix. També

observem que en el cas d’una aplicacié simplicial g : |K| — |K/|, donat que té la propietat
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de que per cada o € K, 0 Ng(o) = 0, la féormula de la traca de Hopf dira que A(g) = 0.
Per tant, I'objectiu del teorema del punt fix de Lefschetz era provar que sota determinades
condicions, si f no té punts fixos, pot ser aproximada per una aplicacié simplicial g que
té la propietat que hem esmentat.

Corotari 3.44 (Teorema del punt fix de Brouwer). Sigui X un poliedre compacte i
contractil. Tota aplicacio continua f: X — X té un punt fiz.

Demostracio. Com que X és contractil, Hy(X;Q) = Qi Hy(X) = 0 Vg > 0. A més,

Ihomomorfisme induit f, : Ho(X;Q) — Ho(X;Q) és l'aplicacié identitat. Per tant,
Af)=17#01 f té un punt fix pel teorema del punt fix de Lefschetz. O
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4 Conclusions

Durant aquest projecte he tingut I'oportunitat d’aprendre els fonaments de I’homologia
simplicial, i comengar a aprofundir en alguns dels seus resultats. M’he familiaritzat amb
els poliedres i les triangulacions d’aquests, he apres a calcular els grups d’homologia a
partir de complexos simplicials, i comprendre la relacié entre la seva estructura i les
propietats topologiques del poliedre. He estudiat també les successions d’homomorfismes
i les seves propietats. Tot aix0 m’ha permes assolir 'objectiu de demostrar el teorema
del punt fix de Brouwer i el teorema del punt fix de Lefschetz. A més, m’ha motivat per
seguir aprofundint en la materia, despertant el meu interes per ’homologia singular i la
cohomologia com eines més potents.
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