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Abstract

This project adresses various location problems, which is an area of optimization theory,
mainly the Fermat-Weber problem and the uncapacited location problem. Regarding the
first one, we study an iterative algorithm which produces the exact solution. For the
second one, we explain some approximation algorithms to solve it. At the same time,
there is an introduction to the linear optimization theory required. Finally, in both cases
we introduce variations of the problems and we explain some ways to solve them given
the theory previously explained.

Resum

El treball tracta diversos problemes de localitzacié — que és una area de 'optimitzacié —
principalment el problema de Fermat-Weber i el problema de localitzacié no capacitat. Pel
primer, s’estudia un algorisme iteratiu que dona la solucié exacta. Pel segon, s’expliquen
diversos metodes aproximatius per a resoldre’l, alhora que s’introdueix la teoria de pro-
gramacié lineal necessaria. Finalment, en ambdds casos s’introdueixen variacions dels
problemes i s’expliquen algunes formes de resoldre’ls a partir de la teoria anterior.
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1 Introduccio

L’optimitzacié o programacié matematica és una branca de les matematiques consistent
en, donada una funcié objectiu f(x) i un conjunt de possibilitats que pot ser infinit A4,
trobar l’element en A que maximitza o minimitza la funcid. Aquesta és una branca
ampla de les matematiques, per aixo en aquest treball només s’abordaran els problemes
de localitzacid, consistents en trobar la millor localitzacié possible d’'un punt donats uns
altres punts, uns costos i unes certes condicions. L’aplicacié practica d’aquests problemes
és evident, i s’ha utilitzat en ambits molt diferents, des de la planificacié de noves centrals
electriques a Franca, fins a I'analisi de restes arqueologiques de ciutats de 'antic Egipte.
Malgrat tota la varietat d’aplicacions que existeix, en aquest treball anomenarem el punt
que volem localitzar fabrica i els que ens donen ciutats, seguint la notacié de la major
part de literatura del tema.

Aquests problemes, com es veura més endavant, van comencar historicament amb
Fermat i el problema de Fermat-Weber, que busca la millor localitzacié d’una sola fabrica,
pero aviat en van apareixer moltes variacions i va ser necessaria una classificacié dels
possibles problemes.

La primera diferenciacié entre problemes és produeix en canviar I’espai on es possible
localitzar un nou punt i les relacions entre els punts donats. D’aquesta manera podem
dividir els models en analitics, continus, de xarxa o discrets. El models analitics suposen
una demanda uniforme sobre ’espai i que podem localitzar les noves fabriques en qualsevol
punt de I’espai. En els continus també pots localitzar les noves fabriques en qualsevol punt,
pero la demanda es produeix només en uns punts donats, les ciutats. Un exemple d’aquest
tipus de problema, que es tracta en el treball, és el problema de Fermat-Weber. Per altra
banda, en els models de xarxa es parteix d’un graf que representa la demanda i podem
localitzar les noves fabriques només en algun dels vertexs. Finalment, en els models
discrets et donen uns punts sobre ’espai corresponent a les ciutats, i altres corresponents
a possibles localitzacions de les fabriques.

Una altra forma de classificar els problemes és segons ’objectiu. Aix{ tenim el problema
de la mediana, que busca minimitzar la distancia mitjana entre cada ciutat i la seva fabrica
més propera; el problema del conjunt de cobertura, que busca cobrir tota la demanda
amb el minim de fabriques possibles; el problema del centre, que minimitza el maxim
de les distancies entre ciutats i fabriques; el de models justos, que busca minimitzar
les desigualtats en I'accessibilitat a les fabriques; el P-problema, en que es vol cobrir el
maxim de demanda possible obrint només P fabriques, o el problema de cost fix, que
busca minimitzar uns costos fixos, com poden ser els d’obertura de noves fabriques o els
costos de servei.

L’objectiu principal d’aquest treball era introduir la teoria d’optimitzacié matematica
mitjancant problemes especifics i se n’estudien, principalment, dos. El primer és el de
Fermat-Weber, que és un problema de mediana continu i es pot resoldre amb un algorisme



iteratiu que s’explica.

Després s’estudia el problema de localitzacié metric no capacitat, que és un dels més
treballats i el més generic d’ells. De fet, habitualment es construeixen algorismes per
aquest problema i després amb petites variacions s’adapten a altres problemes semblants.
Es tracta d’un problema discret de cost fix i cobertura total, és a dir es busca cobrir
tota la demanda minimitzant el cost total. No es coneix cap algorisme que, amb temps
polinomic, arribi a la solucié optima, ja que és un problema NP — hard. Malgrat aixo
si que existeixen algorismes aproximatius que arriben, en temps polinomic, a una solucié
que tot i no ser optima, té un cost inferior a k cops ’0ptim, on k és un valor conegut en
cada algorisme. En el treball es presenten diversos algorismes aproximatius que intenten
minimitzar el factor d’aproximacié k i finalment es dona el valor minim de k£ suposant
que P # NP.

En aquest treball s’ha donat especial importancia al valor del factor d’aproximacié k
aixi com en la part teorica dels problemes i algorismes relacionada amb 'optimitzacié
lineal, pero no s’ha demostrat la complexitat dels algorismes, que en qualsevol cas és
polinomica.



2 Problema de Fermat-Weber

2.1 Plantejament i historia del problema

Malgrat haver-hi moltes teories al voltant de I'origen i progressié del problema de Fermat,
la més habitual atribueix a Pierre de Fermat ’enunciat del problema qui, tal com s’explica
en (4), va proposar el segiient repte:

"Que aquell que no aprovi els meus meétodes intenti trobar la solucié d’aquest problema:
donats tres punt del pla, trobar-ne un quart tal que la suma de les distancies fins als tres
punts donats sigui minima”

S’acostuma, a atribuir la primera solucié trobada a Evangelista Torricelli al 1645 i
es tracta d’una solucié amb regle i compas. Posteriorment, Simpson va proposar una
modificacié a la resolucié geometrica de Torricelli afegint el que es va anomenar rectes de
Simpson.

Una altra aproximacié que es va fer del problema és considerar el seu dual. Aixo és,
un problema formulat com un maxim (no un minim) amb la mateixa solucié. Es creu que
va ser tractat explicitament per primer cop a ” The Ladies Diary or Woman’s Almanack”,
al 1755 amb el seglient enunciat:

”Als tres costats d’un camp equiangular hi ha tres arbres a distancies de 10, 12 1 16
unitats l'un de Ualtre. Troba ’area del camp si és la mazima que admeten les dades”

La seva corresponent formulacié matematica és:

2 2 2
- oy - R C /.2 2 i
Hl}%/x{—;azul—l—bwz.;ul—,;vz—o, ui—i—vigwlz—l,Q}
1= 1= 1=

La utilitzacié del problema dual esta implicita en les rectes de Simpson i es fa servir
també en alguns algorismes del problema de Weber, encara que no es tractaran en aquest
treball.

Tornant al problema original, la primera generalitzacié que se’n va fer va ser considerar
que no només ens donen tres punts, sindé m. Es tracta del problema:

] —Ai :AiEA
min {;IISL‘ IE }

A ={Ai,..., A} el conjunt de punts donats, i || - ||2 la distancia euclidiana.

Fagnano troba la solucié geometrica en el cas m = 4, que, si els punts formen un poligon
convex és simplement la interseccié de les diagonals. Malgrat aixo, aquest problema no té
solucié geometrica amb regla i compas per m > 5, tal com ho demostra Bajaj a I’article
de Discrete and Computational Geometry, The algebraic degree of geometric optimization
problems.

El problema d’Steiner és una reformularitzacié popularitzada al 1941 que converteix
el problema a teoria de grafs: ”Donats m vertexs, trobar ’arbre amb pes minim que els
relacioni tots”. Per fer-ho, s’utilitzen els punts d’Steiner, que en el nostre problema seria



els punts on localitzar les fabriques. Per m = 3 el problema és equivalent al de Fermat,
pero per m > 3 és semblant a una variacié posterior, el problema de multi centres que es
tracta a la secci6 2.3.2.

Per altra banda, Thomas Simpson va proposar al 1750 una generalitzacié consistent
en afegir pesos a cada punt donat:

min {;wllx 2 EA}

On w; € RT. Aquest problema s’anomena el problema de Weber ja que va ser popularitzat
per I'alemany Alfred Weber al 1909 qui va donar-li un context economic, interpretant dos
dels punts donats com a centres de materia primera, el tercer com a lloc de venda i el punt
que cal trobar com una nova fabrica de produccié. D’aquesta manera, els pesos podrien
ser els costos de transportacié.

Malgrat no existir solucié exacta, n’hi ha una de fisica. Aquesta consisteix en, sobre
una fusta que representa el pla, foradar els punts donats pel problema. Passem després
per cada forat un fil que tingui al seu extrem el pes w; que li pertoca. Finalment, si unim
els fils amb un nus, trobem la solucié. Aquest metode s’anomena Varignon Frame i és
utilitzat també per geografs i demografs.

W.

‘2

Habitualment, pero, es considera com a problema de Fermat i de Weber les correspo-
nents generalitzacions en R", és a dir, considerem com a problema de Weber:

min {W($) = Zlex — A1||2 DA € ./4} (2.1)

z€R™
=1

Durant els anys posteriors es va redescobrir i se’n van trobar diferents solucions i
aproximacions. La que més repercussié va tenir potser és la de 'hongarés Endre Weiszfeld
(Andrew Vézsonyi) qui va donar un metode iteratiu que, tot i passar desapercebut du-
rant els primers anys, va ser redescobert més tard i millorat o modificat per resoldre altres



problemes en multiples ocasions.

2.2 Algorisme de Weiszfeld

En aquesta seccié es construira 'algorisme i es demostrara la seva convergencia cap al
punt minim.

L’objectiu es trobar el punt M que compleixi I'equacié 2.1. Com que W és una
funcié convexa, té un tnic minim que és el que volem trobar. Es condicié necessaria que
W/'(M) =0, és adir, Y ;" 1wz”M A 7 = 0. Aillant M, trobem:

ZW w;A;
=1 || M—Aq|

M= ST W
i=1 [|[M—A|

= f(M) (2.2)

Veiem que f(x) esta definida a R™ . A. Es pot demostrar que, en el cas en que el
minim no esta en A i aquest no esta contingut en un hiperpla, el conjunt de punts que
en alguna iteracié cau dins de A, anomenat conjunt de Kuhn és numerable, i per tant la
probabilitat de que aixo succeeixi és nul-la.

De tota manera, cal definir el cas x € A. Volem aconseguir la direccié amb la pendent

més decreixent possible. Considerarem y = A; + ¢+ K, on K és un vector unitari, que
dW (y))

ens marcara la direccid, i volem definir K tal que =57~ sigui minima, quan y es proxim

a Aj. - dt = wj||K|| + z;ll,i;éj ||A]~J+tK7A¢H K.
Si escrivim: .
wilA: — AT
B= > (23
14— A
Tenim que dg{f = wj + BjK quan t és proxim a zero. Cal buscar ara el K que minimitza

wj + BjK.

Proposicié 2.1. Sigui a > 0 i B € R aleshores min{a + BTK : K € R"||K|| = 1}

s’assoleir en K = —H—gll imax{a+ BTK : K cR" ||K||=1} en K = —ﬁ
Aixi doncs el K que ho minimitza és K = — H? T Per altra banda, substituint K i
J

tornant a derivar,

d(W (y) wi(Aj — AT
dt ZHA FK — Ay

Wy

—B;,+B;,)K t
jEB)E D |Aj — A; + K|

’LUl(AJ—Al)T(HAJ—AlH—HAj—AZ—FtKH) w;
< w; B,)K t
wit (2 14; + 1 — Ay B K+ 14, — A; + (K|

Imposant ¢ < min{%[|A; — A;|| : A; € A}, i aplicant desigualtat triangular obtenim:



AW (y) wi(A; — A)T||K ||t wit
ZIIA — A A = A =g K+Z»||A] Al

<wj;+ ( —wi(Aj — At + Bj)K + Z I wit

2wl|]A S Al IBIE SN 2wt
<w; + + -
! Z 1A; — Ail? =A ZHAJ'_AiH

- —\|B~\|+fj&t
=B+ 2 =

(2.4)
Per tant, es prou petit si t < M ,min{3||A; — A;||} 1 definim:
i= l HA A ill
Byl —w; 1
t; = max { 0, min ” Byl =w; 5 ming||4; — A} (2.5)
Z T, 211
Finalment definim la funcié recursiva de ’algorisme de Weiszfeld com:
m
zAi
2 T Al
1= .
Re)={ &, A (2:6)
2 T AT
siz=A4;€ A

2.2.1 Convergencia de ’algorisme

Per demostrar la convergenca cap al minim veurem primer que en cada iteracié decreix
W i després veurem que el limit de la successié és el minim.

Proposicié 2.2. Si R(z) # z i R(z) ¢ A, aleshores W (R(z)) < W(z).

m
. . . 2= A2 s e
Demostracid. Considerem la funcié hp(z) = > %. La funcié té un tnic minim,
i=1 ‘

ja que és convexa, i és R(P), obtingut derivant i igualant a zero. Com que només té un



minim, en concret, hp(R(P)) < hp(P) i per altra banda:

e wil[R(P) = Al S wil([[R(P) = Ail| = [|[P = Ail| + [|P — Ail])?
D 1P — 4]
:iwi(HR(P)_AiH_’|P_Ai”)2+2”P_Az’H(HR(P)_Ai”_HP_AZ'H)
2 1P — Al
Ui W; R(P —Ai — P—AZ 2 " U
=Y kil )||P—||A<|’\| ) + ) wil[P— Aill +2) wil|[R(P) — Ay
i ¢ i=1 i=1

I
3~

—23 wy||P — Ail| = W(P) + 2W(R(P)) — 2W(P) = 2W(R(P)) - W(P).

=1

Aixi doncs, tenim:
W(R(P)) < W(P)
O
Per altra banda, en el cas que tinguem z = A;, tenim que ¢; = 0 siinomés si A; = M,

i per tal com s’ha construit és clar que W(A;) > W (Aj + tjng—ﬂo si A; no és el limit.
J

Finalment veiem la convergencia:
Lema 2.3. A; = M < w; > ||Bj|
Demostracio. Si Aj és el minim, com que la funci6 és convexa, és també el minim absolut,

és a dir per qualsevol direcci6 tk que prenguem W (A;+tk) > W (A;) i en concret w;—||Bj||
tampoc sera negatiu, per tant, w; > || B

Per altra banda si tenim %V < wj — ||Bj|| < 0. En qualsevol direccié que prenguem,
W(A; +tk) < W(A;) i per tant, A; # M O

Lema 2.4. Si Aj # M aleshores Je, 8 > 0 tals que ||R(z) — Aj|| > (1+¢€)||z—A4;|]] Y0 <
Iz = Ajll <& i [[R(A;) — Ajl| =6

Demostracio.
Mmoo (Aj—As)
igl R ")
IR(2) = Ajll . P28 | 2 T
2= Aj2#4; ||z — Ayl B z—Aj,2#A; ||z — Ajl| N z—>A§-I,2;éA]-

m

sz'HZ*Ajll
z—A;

2o Tl

m
. i(Ai—Aj)
lim > wilAi—4;)
A4 || Al Bl -1
m W
. wi||z—A;]| J
lim X A tw
22 A5 27 AG | |i=1,i)

On I"iltima desigualtat és degut al lema anterior.
Ara, aplicant la definicié de limit, V6 > 0 Je > 0 tal que Vz, si [|z—A;|| < § aleshores ||R(z)—
Ajll > (1 4+ €)|]z — Aj||. Si prenem



B
J

tenim ’enunciat. O

Proposicié 2.5. Sigui zo € R™ i definim 2z, = R(z—1)Vk € N, aleshores klim 2z, = M.
—00

Demostracié. Com que lim W(P)= lim w;||P — A;|| =400 i W és decreixent i no
|IP||—o0 || P||—o00

negativa, la seqiiencia {W(zy)}r>0 és convergent.

Cal veure ara que convergeix al minim. Considerem el conjunt Z = int(|Jy>q 2k)-
Existeix una subseqiiencia de {z;}, que convergeix a un punt de R ~ (A~ {M}). Per
veure-ho suposem el contrari, és a dir que Z C A~ {M}. Pero |Z| # 0, ja que altrament
no convergiria i per el lema anterior, |Z| > 1. Aix{ doncs, 3A;1, Ay € Z tal que A; =
lim R(zk;) i A2 = lim zp.
k—ro0 k—o00

Com que ) lim ||R(p)—A||=0 VAcA, klgrgo R(z;) — A2 = 01concloem A; = As,

—A,p#£A
fet que contradiu amb la nostra assumpcié i hem demostrat que existeix una subsuccessié

convergent a P € R" \ (A~ {M}) i, tal com esta definida R(z) per z ¢ A, R és continua
en un entorn de P. Finalment,
W(P) = lim W(P) = lim W(Py;) = lim W (R(Py;)) = W (R(P))
k—o00 l—00 k—o00
On la primera igualtat és certa per continuitat de W, la segona per convergencia i la

ultima per continuitat de W o R a I’entorn de P. Aixi doncs, la successié convergeix al
minim, com voliem demostrar. U

2.2.2 Criteri de parada

Malgrat que un criteri de parada podria ser quan la distancia entre iteracions és inferior a
una tolerancia, que seria quan considerariem tenir un punt fix, aquest metode no ens dona
cap informacié sobre la proximitat a la solucié real, o la millora que s’esta tenint. Per
aixo en aquesta secci6 s’explica un criteri de parada proposat en (8) que dona una cota a
la millora que cada iteracié ens dona i demana aturar quan és inferior a la tolerancia.

Lema 2.6. Si els punts de A no son colineals, W (x) és una funcid estrictament convexa,
ésadirW(te+ (1—-1t)y) <tW(z)+(1-t)W(y) Ve,yecR® Vte(0,1).

Demostracio. Utilitzant la desigualtat de Cauchy-Schwarz quan els punts no sén colineals
obtenim ||t(z —a) + (1 —t)(y — a)|| < t||lz —al|| + (1 — )|y — a|| i per tant,

Wtz + (1= t)y) =Y [tz + (1= t)y — Ail| = > _ [tz — 4;) + (1 = t)(y — Ay
i=1 i=1

<Dt = Aill+ (1= )lly — Ail| = tW () + (1 = )W (y)

i=1



Lema 2.7. Una funcic f : R® — R és estrictament convexa si i només si f(x) >

FW)+ V(@ —y).

Demostracio. Farem primer la demostracié per n = 1, és a dir suposem f : R — R
Demostrem primer la necessitat és a dir suposem que es compleix f(tz + (1 —t)y) <
tf(z)+ (1 —1t)f(y). Dividint a banda i banda entre ¢, obtenim

I fent el limit ¢ — 0, tenim f(y) — Vf(y)" (y — z) < f(z).

Demostrem ara el reciproc prenent x,y qualssevol i per hipotesis,

tf(z) > tlf(tr + (L= t)y) + f 'tz + (1 - )y) (1 - ) — (1 = t)y)]
1 =t)f(y) > A= ftz+ (1 = t)y) + f'(tz + (1L = )y)t(y — )]
Sumant les dos obtenim tf(z) + (1 —¢) f(y) > f(tx + (1 —t)y).

Volem veure ara el cas general. Considerem z,y qualsevol i g(t) = f(tx + (1 — t)y).
Es compleix ¢'(t) = Vf(tr + (1 — t)y)T(y — ). Com que f és convexa, g : R — R
també n’és i podem aplicar el cas n =1 en g i tenim g(0) > g(1) 4+ ¢’(1) és a dir f(y) >
f(x) + Vf(x)T(y — x). Per veure la suficiencia, veiem que Y,y € R Vty,t2 € (0,1):

g(t1) = f(ha + (1= t)y) > ftaz + (1 — t2)y) + Vf(taz + (1 = t2)y)" (y — ) (11 — L2)
= g(t2) + Vg(t2)(t1 — t2)

I ja hem vist que aixo implica g és convexa, i també per tant f. O

Aix{ dones, es compleix W (y) > W (x) + VW (2)T(y —z) Vaz,y.

Definici6é 2.8. L’envoltura convexa tancada, d’un conjunt X és el conjunt de totes les
combinacions convexes de punts de X, és a dir

k

k
conv(X) = {Z)\ixi:k<n, T1, o xE ER™, Ap--o A >, Z)‘izl}
i=1 i=1

L’envoltura convexa tancada d’un conjunt X és el conjunt convex més petit que conté
X.

Finalment podem donar una cota superior a la proximitat al minim de cada iteracio:

Proposicié 2.9. Vk € N, W(zy,) — W(M) < max{||zy — Ail| : ¢ = 1---m}||[VW (zy)]|,
on M és el minim.

Demostracié. Considerem 6 := conv(A) Fixem k € N i considerem y € 0, y # x; qual-
sevol. Sigui K un vector unitari que marca la direccié entre xx i y i o > 0 tal que
y =z + Ka. Com que W és convex podem aplicar la desigualtat del lema 2.7:
W (y) > W (k) + VW (2r)" (y — ax) = W(ax) + aVW ()" K

VW ()

IV ()]
W (ar) — max{||zr — yl| : y € OH|IVW ()]
W (k) — max {lzy — Adl} [0 ()|

S W () + VW ()T ( ) — W(ax) — ol VW ()

AVARAYS



On la dltima desigualtat es deu a la proposicié 2.1.

Finalment, com que la desigualtat anterior és certa Vy € #, podem prendre y = M. [

2.2.3 Programacié de I’algorisme

En l'annex es pot trobar 'arxiu ”Weiszfeld.c”, que és la programacié de l'algorisme de
Weiszfeld de la seglient manera:

1. Elegim el punt inicial i una tolerancia tol.
2. Apliquem la funci6 d’iteracié R(z) obtinguda en 'equacié 2.6.

3. Si max{||zr — Ai|| : i = 1---m}||[VIW(xy)|| < tol parem el programa, ja que hem
trobat la solucié. Altrament, i si no excedim el nombre maxim d’iteracions, tornem
al pas 2.

S’ha programat l'algorisme en R™ i m centres donats. Com a exemple, resol el cas
A = {(-1,1),(0,0),(1,2),(1,1)}, que dona com a resultat (0.5,1) des del punt inicial
(1,0) amb tolerancia 10~® en 54 iteracions, i des del punt inicial (1,1) amb la mateixa
tolerancia en 59 iteracions.
La seglient imatge mostra cada iteracié de I'algorisme i com la successié va convergint:

Weiszfeld
g_ s
o
= 2 4 oo o oe® X
L
(o]
@
o | | >|‘< | T
2 -1 0 1 2
X

2.3 Generalitzacions del problema
Al llarg del temps s’han proposat diverses generalitzacions del problema, basicament

basades en la utilitzacié d’altres distancies, augmentar la quanitat de punts a escollir,
canviar ’espai on s’optimitza del pla a ’esfera o discretitzar el problema.

2.3.1 Canvi de distancia

Alguns cops usar altres distancies enlloc de la euclidiana facilita molt la resolucié del
problema. Aquest és el cas en que es fa servir el quadrat de la distancia euclidiana.
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Si considerem z = (21, ...,25), 4; = (a},...,a?), es pot plantejar i resoldre el problema
com segueix:

n

m
min{Zwin — A;||3} = min {
i=1 k

Zwi(xk — af)2} = Zmin { sz(xk — af)Q}
1i=1 k=1 i=1

Per tant, podem separar cada component i trobar el minim per cada una d’elles. Derivant
i igualant a zero, la soluci6 és:

m m
Swiag Y wiag
=1 =1

L =L
> W PRI
=1 =1

Que es tracta del centre de gravetat. Altres distancies, com la rectilinia que té com a
solucid la mediana de cada coordenada, es soluciona de forma semblant.

n
Per altra banda, distancies més complicades com les p-normes, d,(z,y) = (Z (x; — yi)P
i=1
utilitzen metodes iteratius, sobretot basats en les normes per blocs o bé adaptant 1’algorisme

n

de Weiszfeld usant aproximacions hiperboliques, df (r,y) = ] Y (x; —y;)? + €. Es pot
i=1

demostrar que aquests metodes convergeixen Vp € [1,2].

2.3.2 Problema multi centres

Es tracta de la generalitzacié del problema on no només s’ha d’optimitzar la localitzacié
d’un punt, siné de varis.

m t t—1 t
min S wigllz = A+ D vikllzg — | (2.7)

zi,g=1,... ‘ 2 -
32 =1 j—1 J=1 k=j+1

On es vol trobar la millor localitzacié de t centres donats Aq, ..., A, € A, amb un pes
entre cada centre donat A; i cada centre z;, w; j; i un pes entre cada parell de centres z;
i Zj, U'i,j-

Aquest problema ha estat ampliament estudiat i existeixen diversos algorismes o for-
mulacions lineals segons la distancia que s’escull.
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3 Problema de localitzacié no capacitat

El problema de localitzacié no capacitat és un problema discret que modelitza la situacié
en que tenim un conjunt de llocs de consum, com podrien ser ciutats i volem obrir noves
fabriques de manera que es cobreixi tota la demanda amb el minim cost possible. Per fer-
ho, elegim a priori les possibles noves localitzacions i escollim d’entre elles el subconjunt
que menys cost tingui; considerant el cost de transport dels productes entre les fabriques
i les ciutats que la tenen assignada i el cost d’obertura de cada fabrica. Matematicament
es pot escriure de la segilient manera:

Considerem

e El conjunt finit D de punts donats, corresponents a les ciutats.

e El conjunt finit F, corresponent a les possibles localitzacions de les fabriques d’entre
les quals haurem d’elegir el subconjunt que minimitza la funcié objectiu.

e fi € R} que es té en compte quan triem el punt ¢ € F, corresponent al cost d’obrir
la possible fabrica 1.

e ¢;; € R} que és el cost que té assignar ¢ € F a j € D. Correspondria, per exemple,
al cost de transport entre la possible fabrica ¢ i el centre de consum j.

El nostre objectiu és trobar F' C F i o : D — F - que és 'assignacié dels centres de
venta i les fabriques obertes, representant com es reparteix la demanda entre les fabriques
- de manera que es minimitzin els costos descrits anteriorment, és a dir:

min DSt oy (3.1)

ieF jeD

A diferencia del problema de localitzacié capacitat, en el no capacitat no es limita la
capacitat de produccié de les fabriques. Habitualment es considera c; ; proporcional a una
distancia, i en aquest cas s’anomena problema de localitzacié métric no capacitat. Aixo
succeeix quan es compleix:

Cij < Cij+cpjy+cy; Vie FVjeD (3.2)

Malgrat que es pot demostrar que és NP-Hard, existeixen diferents algorismes que iter-
ativament troben una solucié aproximada. Aquests, s’anomenen algorismes d’aproximacio:

Definicié 3.1. Considerem un problema d’optimitzacié i k > 0. Sigui OPT(I) la solucio
optima del problema per a lentrada I, i A(I) la solucid per a un algorisme de temps
polinomic tal que

1
EOPT(I) < A(I) < kOPT(I) VI
Aleshores diem que A és un k-algorisme d’aproximacié i k n’és el factor d’aproximacio.
La primera desigualtat s’utilitza en els problemes de maximitzacid i la segona en els

de minimitzacié. Cal tenir en compte, a més, que si el cost optim de la funcié és 0,
l'algorisme aproximatiu ha de donar el valor exacte. Per altra banda, com major sigui
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el cost d’optimitzacié, major pot ser també la diferencia entre aquest i el trobat per
I’algorisme d’optimitzacio.

En aquest capitol se n’expliquen varis, que estudien el problema des de perspectives
diferents. Per comencar, es reescriu el problema per a convertir-lo en un que ha esta més
estudiat, el conjunt de cobertura ponderat. Per altra banda I’algorisme de Shmoys Tardos
i Aardal passa a forma continua el problema, el resol amb metodes d’optimitzacié lineal
continus i discretitzar la solucid. Per acabar s’estudien tres algorismes primals-duals, que
resolen de forma paral-lela el problema dual i ’original.

3.1 Problema del conjunt de cobertura ponderat

En aquesta seccié s’introdueix el problema del conjunt de cobertura ponderat, es reescriu
el problema de locaclitzacié no capacitat com a problema del conjunt de cobertura i es
resol amb un algorisme aproximatiu, l’algorisme vorac. Considerem:

e Un parell (U,S) on U és un conjunt finit i S = {S;,7i = 1,...,m} conté subconjunts
de U tals que |J S = U amb els quals volem recobrir U.
Ses

e Els pesos c: S — RT.

El problema del conjunt de cobertura ponderat busca {S; : j € J C I} tal que minimitzi

min ZC(S]') :J C 1, U S;=U (3.3)
jedJ jeJ

jeD
dem interpretar el problema de localitzacié no capacitat com a problema del conjunt de
cobertura. Per tant, resolent el problema de cobertura es resoldra també el problema de
localitzacio.

Fixant U = D, S = P(D) i ¢(D) = min{fi—i— Y. cjiieFp per D C D, po-

3.1.1 Algorisme vorag

L’algorisme vorag consisteix, simplement, en afegir en cada iteracié el conjunt amb la
maxima quantitat d’elements que encara no han estat coberts. Formalment:

1. Fixem J=0iW = 0.

2. Escollim j € I~ J tal que S; ~W # (i |;(53V%,‘ és minim. Fixem J = I U {j} i
J
W=Wus,

3. Si W = U, aturem el programa. La soluci6 és {S; : i € J}. Altrament repetim el
pas 2.

Obviament, el programa acaba en algun punt per les seves hipotesis. Vegem que la

solucié que trobem té un cost no superior ap =1+ 3+---+ = amb r = max{|S| : S € S}
el cost optim. D’aquesta manera haurem demostrat que és un p-algorisme d’aproximacio.
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Teorema 3.2. L’algorisme vorag¢ del problema del conjunt de cobertura ponderat és un
p-algorisme d’aproximacio.

Demostracié. Sigui (U, S, c) una instancia del problema, i reordenem els conjunts de S
de manera que {S1,..., Sk} sigui la soluci6 trobada amb 1’algorisme i per a cada i, S; és
el conjunt que s’incorpora en la iteracié nimero 7. Considerem també W, = L]J S; per a
=1,k =

Per a tot element d’U, w, definim j(u) = min{i € {1,...,k} : v € S;}, és a dir,

<(Sj(w) Fixem S € S ik =

la primera iteracié en la qual cobrim u i y(u) = S0 Wil”
J(u u)—

max{j(u) : v € S}. Tenim:

> ylu Z 2. y(u Z|5\W 1] 2. 1

ues i=1 uc{vesS:j(v)=i} ue{ves:j(v)=i}

1%
c(S; c(S;
= Z|S() SO (Wi\Wi1)| = Z|S() ([SNWiaa| = [SN W)
=1 =1

i~ Wiz i~ Wi
)
< ————— (|SNW,_1| = [SNW;
> 5 Sy (SNt IS
L™ltima desigualtat es déna per l'eleccié del pas 2, on es tria S; que minimitza y,
i si la desigualtat no fos certa, hauriem elegit S; abans que S. Sigui s; = |S ~ Wi_1],
aleshores,
ud Si — S; al 1 1
w) < (S ’7""1<CS <_|_..._|_>
> ul) <)Y I eSS (bt
u€eS i=1 i=1

Si considerem p(r) =1+ 3+ + 1,

k/

D yluw) <e(S) Y (p(si) = p(si1)) = e(S)(plsi) = plsw+1)

uesS i=1
< c(S)p(s1) < e(S)p(r)
On I'dltima desigualtat es deu al fet que s; = |S| < max{|S|: s € S} = r. Ara, si

considerem el conjunt de cobertura optim O podem comparar el cost d’aquest amb el de
la solucié trobada per 'algorisme,

k
> e S)p(r) =)D yu) =D y(u Z

SeO seOQues uelU ue{velU:j(e)= } i=1

Per tant, I'algorisme de forca bruta és un p-algorisme d’aproximacio. O
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3.2 Algorisme de Shmoys, Tardos i Aardal

L’algorisme de Shmoys, Tardos i Aardal considera la versié continua del problema, on
pot haver-hi fabriques parcialment obertes i ciutats parcialment assignades, en troba la
solucié i I’arrodoneix a una solucié entera. Un cop tenim la versié continua del problema,
I’algorisme es pot dividir en tres passos principals:

1. Es troba la solucié del problema continu fent servir qualsevol metode de programacio
lineal, com el metode simplex que s’estudia en la seccio 3.2.2.

2. S’aplica un subalgorisme per a filtrar les solucions, obtenint solucions fraccionals
tals que els costos associats siguin baixos.

3. S’arrodoneixen els resultats per aconseguir solucions enteres.

Aquest metode va ser plantejat i demostrat per Shmoys, Tardos i Aardal a I'article (1)
i obté una solucié aproximada. Concretament és un 4-algorisme d’aproximacio.

Cal preparar el problema reescrivint-lo i afegint les segiients variables:

e y; € {0,1} Vi € F indicant si s’elegeix el possible punt o no.

e z;; € {0,1} Vi € F, j € D. Aquesta variable prendra valor 0 per a tota j si no
s’elegeix ¢, és a dir, si y; = 0 i per a tota j existeix exactament un 7 tal que z; ; = 1.
Aquest fet ens permet assegurar que es cobrira tota la demanda de forma que un
mateix punt de demanda només sera ates per una fabrica.

El problema passara a ser:

Zfiyi + ZZCi,jwi,j : )

el JjEDeF

yi € {0,1} Vi € F,
min zi; €{0,1} Vie F,j €D (3.4)
wi’jgyiViEF,jefD

Z$i7j =1Vj€eD
ieF

Alleugerint les condicions en fem la versié continua:

Z fiyi + Z Z Ci,jTij
ieF JEDIEF
Yy > 0VieF,
min xzi; >0Vie F,jeD (3.5)
mingyiViEf,jeD
Y x;=1Vj€D
\ 1EF
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3.2.1 Consideracions preévies

En aquest apartat es veuen alguns resultats d’optimitzacié lineal necessaris per a de-
senvolupar el metode simplex. Considerarem a partir d’ara el problema lineal general
min{c’z: 2z € P},on P={x € R": Az > b}, on c € R", A € R"™" i b € R. Qualsevol
problema de programaci6 lineal es pot transformar en un problema d’aquest tipus. Per
exemple, el problema min{c’z : Az = b, z > 0}, que és més semblant al problema que ens
ocupa en aquest capitol és equivalent al problema min{ch : —Ax > —b, Az > b, x > 0}.

Definicié 3.3. Un politop és un conjunt P = {x € R™ : Az > b}. Si esta acotat, se’n
diu poligon. Anomenarem:

e Soluci6 factible = a tot wvector de P. Si una solucid factible x és la solucio al
problema, s’anomena solucié Optima.

e Punt extrem a un vector x € P tal que no existeizen y,z € P~ {x} i A € [0,1] amb
r=Ay+ (1-X)z.

Direm que un poliedre P conté una recta si existeizen x € P i d € R™ diferent de zero tal
que T+ Ad € P per a tot A € R

Definicié 3.4. Considerem el problema anterior, min{c'z : x € P}:

o Anomenem variables basiques al conjunt de variables del sistema de desigualtats que
son linealment independents. Es a dir, les columnes de les quals en A son linealment
independents.

e Una solucié factible basica (0ptima) és una solucid factible (optima) tal que les
seves components son zero en totes les variables basiques.

e Siuna o més variables basiques d’una solucid son zero, la solucid s’anomena basica
degenerada

Existeixen dos casos en que no s’assoleix la solucio:

1. Si P és buit, diem que el problema no és factible. Si no, és factible.

2. Siinf{c’z:x € P} = oo, diem que el problema és no acotat. Si no, és acotat.

Altrament, es pot veure que sempre existeix la solucio:

Lema 3.5. Sigui x € P. x és una solucid factible basica si i només si x és un punt
extrem.

Demostracio. Suposem x és una solucié factible basica i no un punt extrem. Com que és
basica, podem considerar el conjunt de variables basiques I. Aleshores Vi € I, A;fr’x =b;
iVj ¢ I, x;j =0. x per hipotesis no és un punt extrem, i per tant existeixen y,z € P
diferents de z i A € [0, 1] tal que x = Az + (1 — \)y. Trobem els valors de les components
deyiz Peratotj¢lI,yj+ (1-)z; =x; =01 per tant y; = z; = 0. Per altra banda,
Vi € I, A;f(yZ + (1-)z = A;frmi =b; i com que y,z € P, A;fryi = A;fpzi = b;. Finalment
obtenim A,LT(yi —z;) = 0 amb els A; linealment independents, concloent y = z contradient
la hipotesi.
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Suposem ara, que P té un punt extrem x. Demostrem que aleshores x és una solucié
factible basica, per contrarreciproc.

Suposem que y € P no és una solucié factible basica. Considerem I = {i : ATy = b;}.
Com que x no és una solucié basica, no existeixen n vectors linealment independents en
{A; :i € I'}. Per tant, existeix un vector d € R tal que és ortogonal a tots els altres. Sigui
€ > 0 prou petit i considerem els vectors y = x + ed i z = x — ed complint y, z € P. Pero
aleshores z = %y + %z, i x no és un punt extrem. O

Lema 3.6. Sigui P = {x € R" : al > b;,i=1,...,m} no buit. Aleshores sén equiva-
lents:

1. P té un punt extrem.
2. P no conté cap recta.

3. Ezisteizen n vectors linealment independents en el conjunt {A; : i = 1,...,m} de
les columnes de A.

Demostracio. 1 = 3. Per el lema 3.5, x és una solucié factible basica i tenim n columnes
linealment independents.

3 = 2. Ho demostrarem per reduccié a ’absurd. Suposem que existeixen n vectors
linealment independents, A1,..., A, i que P conté una recta i arribem a un absurd. Com
que conté una recta, existeix £ € P id € R™ tal que x + A\d € P V € R. Aleshores tenim
AT (z4+Xd) = ATz + A ATd > b;, perque pertany a P. Veiem que ATd=0Vi=1,...,n, ja
que altrament escollint A molt gran o molt petit incompliriem alguna de les desigualtats.
Finalment, com que els vectors Aq,..., A, sén linealment independents, d = 0.

2 = 1. Veurem que, si P no conté cap recta, té una solucié factible basica i utilitzant
el lema 3.5 tindrem un punt extrem.

Sigui z € P i1 = {i: AT =b;}. Sin dels vectors de I sén linealment independents, x
és una solucié factible basica i haurem acabat. Suposem doncs que no és aixi. Aleshores
IR™ i podem trobar d € R™ ortogonal a I. Considerem la recta r(A) = z + Ad. Totes les
variables que eren basiques en x segueixen sent basiques en r()), perqué A7 r()\) = b;.

Malgrat aixo, hem suposat que P no conté cap recta i per tant, sempre que variem
suficientment com perque una de les desigualtats deixi de complir-se s’introdueix una nova
variable basica. Es a dir, existeixen \* € Rij ¢ I tal que A;f(q: + A\*d) = b;.

Vegem que A; no és combinacié lineal del conjunt {A; : ¢ € I}. Com que j ¢ I,
A]Ta: # b;j i sabent que A;[(x + A*d) = b; obtenim que A]Td # 0. Es a dir, d no és
ortogonal a A; pero si als A;, i per tant sén linealment independents.

Repetint el procés acabarem tenint n variables basiques linealment independents, i
podem concloure que existeix un punt extrem en P. O

Teorema 3.7. Suposem P conjunt factible amb, com a minim, un punt extrem. Aleshores
0 bé el cost optim és —oo o bé existeir z € P tal que ¢’ z = inf{c'x : x € P}.

Demostracid. Considerem el rang d’un element x € P com la quantitat de desigualtats

linealment independents actives en . Suposem que el cost optim és —oo i que té un punt
extrem.
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Considerem x € P de rang k < n. Volem trobar y € P amb rang superior i tal que
el cost de la funci6 sigui igual o inferior. Sigui I = {i : ATz = b;} Com que k < n, els
vectors A; tenen un vector ortogonal d € R. Canviant si cal el signe del vector d, podem
tenir ¢I'd < 0. Seguim per casos:

Suposem ¢’'d < 0 i considerem la semirecta r(\) = z 4+ Ad per A € RT. Per a tota
iel,
ATr(\) = ATz + AATd = AT = b,

Ara Dbé, si tota la semirecta estigués continguda en P, el cost optim seria —oo, fet que
contradiria la nostra hipotesi. Per tant, existeix a* > 0 tal que per a tota a > a,
r(a) ¢ P isigui y =z + A*d. Aleshores, existeix j ¢ I tal que A]Ty = b;, pero tenim que
cly=clz+Xc'd < c'z. Com que Aj; és linealment independent de {A; : i € I} el rang
d’y és, com a minim, k + 1.

En l'altre cas, si ¢!'d = 0, podem considerar la recta r(\) = x + Ad, per A € R. Com
que P no conté cap recta (usant el lema 3.6 i que P té un punt extrem), la recta no pot

estar continguda en P i amb el mateix raonament que abans obtenim ¢’y = ¢’ x.

Repetint el procés fins a tenir el rang maxim, obtindrem punts w € P tals que ¢/ w <

cl'z. Siguin wy, ..., ws les solucions factibles basiques. Escollim w* ’0ptima entre elles i
aleshores tindrem que, per a tot 2 € P, existeix i tal que ¢’ w; < ¢! i hem obtingut que
w* és optima. O

Corol-lari 3.8. Sigui P = {x € R" : Ax > b} conjunt no buit i acotat. Aleshores existeiz
la solucié al problema lineal min{c’x : v € P}.

Corol-lari 3.9. Suposem A € R™* "™ amb rang(A) = m. Aleshores:

1. Si existeix una solucio factible, existeix una solucio factible basica.

2. Si existeix una solucio factible optima, existeiz una solucid factible optima.

3.2.2 Meétode simplex

El metode sfmplex busca un minim local, perd com que ¢!z és una funcié convexa, és

també un minim global. El metode consisteix en iterar solucions factibles optimes prenent
sempre la direccié de maxim descens.

Definicié 3.10. Considerem x € P. Una direccié factible és un vector d € R™ tal que
eristeiz 0 € RT amb x + 0d € P.

Suposem que tenim una solucié factible . Denotarem per:

e B(1),---,B(m) els indexs de les variables basiques.

A® la columna i d’A.

B = (AB 1) ... AB (m)) la matriu formada per les variables basiques. L’anomenarem
matriv basica.

P — (QUB(l): .. ’xB(m)), de manera que x = (zp,0)

® Cp = (CB(I)a o aCB(m))
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Definirem la translacié « + 6d de manera que incrementem una quantitat § adequada
una variable no basica j, mantenint les altres variables no basiques a zero i modificant
les basiques de manera que seguim en P. Es a dir, tenim que d; = 1 i d; = 0 per tota
variable no basica diferent de j.

Utilitzant que z,x + 0d € P,
b=A(x+0d) = Az + 0Ad = b+ 0Ad

I obtenim que Ad = 0, que es pot utilitzar per trobar dp:

0=Ad=> Ald; =) APWDdp + Ald; = Bdp + A7 (3.6)
1=1 =1

Com que B és invertible, '
dp = —B Y

Definicié 3.11. El vector direccio d, on d; =1 i d; = 0 Vi # j variable basica s’anomena

direccié basica j.

Només resta garantir x +60d > 0. Com que totes les variables no basiques es mantenen
a 0, excepte la component j que augmenta, només caldra preocupar-se de les variables
basiques. Segons x podem trobar-nos en dos casos:

1. Si x és no degenerada, és a dir zg > 0, tindrem xp + 0dp > 0 i la factibilitat és
manté.
2. Si x és degenerada, és possible que la variable basica zp;) =01 dp) <0

Estudiarem el cas no degenerat primer. Ja hem trobat la direccié d que ens garanteix

el decreixement més gran. Per trobar 6 tal que la disminucié de la funcié sigui la més

gran possible estudiarem la variacié de la funcié objectiu, ¢! z.

La ratio de variacio del cost de x és:

e —cl'(x—0d) = 0c"d = c; + chdp

Aixi doncs, la variacié del cost de la variable no basica j és Ac; = ¢; + cgdB =
cj — chflAj. Falta ara trobar la funcié de variacié del cost en el cas de les variables
basiques. Per altra banda, la variaci6 del cost de una variable basica B(i) és Acggy =

. 1 .
CB(i)—CnglAB(Z) = CB(z‘)_Cg (AB(l) s AB(m)) AB(Z) = CB(i)—Cgei = CB(i)_CB(i) =0.

Teorema 3.12. Sigui x una solucid factible i sigui Ac el vector de variacid del cost.
Aleshores,

1. Si Ac >0, x és una solucid factible optima.

2. Six és optima i no degenerada, Ac > 0.
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Demostracid. Suposem z solucié factible basica amb Ac > 0, y una altra solucié factible
basica qualsevol i considerem z = y — x. Com que tant x com y sén factibles, Az =
Ay —x) = Ay — Ax = 0, per tant, Bzp+ >, A'z; =0, on N és el conjunt dels indexs de

iEN
les variables no basiques. Com que B és invertible, zg = — > B~ 1A%d;. Aix{ doncs,
iEN
lz=c"z+ E c;fpzi = — E CEB_IAZzi + E ciTzi = E (c;[ —C%B_lAi)Zi = E Ac;z;
ieN ieN ieN ieN ieN

Ara, com que Vi € N, xz; = 0, perque sén variables no basiques en = i y; > 0, ja que y és
solucié factible, amb la definicié de z veiem que z; > 0 i per tant, AciTzi > 0. Finalment
podem concloure que = era optima, ja que qualsevol altra solucié factible basica té un
cost major.

Per a demostrar la segona part suposem que x # 0 és una solucié factible basica optima
i que per algun j, Ac; < 0 i busquem un absurd. Com que Ac; < 0, j és una direccié
factible i prenent-la podem obtenir una nova solucié factible amb cost menor, i x no és
I’optima. O

Per tant, si tenim z una solucié factible basica no degenerada tal que Ac > 0 (ja que
altrament ja tindriem la soluci6é optima) la 6 que ens permet augmentar més la variaci6
del cost és § = max{f > 0: x + 0d € P}, donat que ja tenim la direccié que ens permet
disminuir més, i seguirem tant com es pugui en aquella direccié per disminuir més.

Cal resoldre ara max{f# > 0 : x + 0d € P}. Com que a I’equacié 3.6 hem vist que,
V0 > 0, A(x+ 6d) = b i només falta garantir que x +60d > 0. Si d > 0, obviament tindrem
que x + 0d > 0 V60 > 0, i per tant podem prendre § = 400 i P no és acotat.

Per altra banda, si existeix ¢ tal que d; < 0, per garantir que x; + 0d; > 0, cal que:

T
[ ——
=T
i per tant, la # que major disminucié produeix és © = min {—% td; < 0}. Tenint en

compte que per a tota variable no basica i, d; € {0, 1}, 'anterior és equivalent a:

"y
©= min -2 3.7
{i:dp@y} { d; } (37)

Fet que ens ajuda a disminuir la quantitat d’operacions a fer.

Ara ja hem trobat una nova solucié factible, que anomenarem y = = + ©d. Per seguir
iterant trobant una nova direccié factible, caldra canviar la matriu B, és a dir les columnes
que triem com a linealment independents. Hem de triar un index j que afegir a la matriu

B, aixi com decidir quina columna eliminar, d’index B(k).
Triem primer k. Considerem l'index que minimitza l’equacié 3.7, 'anomenem B(k).
— _ zp(k) _ , ,
Com que ypr) = Tpm) + Odpr) = Tpm) — d];(k) dp(ky = 0, podriem treure aquest index.

L’index que afegirem a la base sera un index tal que Ac; < 0,és a dir, que la direccié j
sigui una direcci6 factible, perd pot ser que existeixi més d'un j tal que Ac; < 0. Hi ha
diversos metodes per a elegir el pivot en aquest cas:

e Escollim j tal que Ac; sigui el més petit. Tot i que d’aquesta manera agafarem
la direccié de maxim descens, el que realment importa és com de lluny anem cap
aquesta direccio.
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e Elegim j tal que O|Ac;| sigui major. Malgrat que es pot demostrar que usant aquest
metode es necessiten menys iteracions, augmenta la complexitat, i el resultat no és
millor que els altres metodes.

e Triem el j més petit tal que Ac; < 0.

Aixi doncs, en aquest pas canviarem la nostra matriu i els indexs de les variables
basiques. Aix{ si By (i) és I'index de la variable basica niimero i en la primera iteraci6, en
la segiient sera:

. Bi(i) sii#K
Boi) = { (@) siiz
J sit=k
Teorema 3.13. 1. Les columnes AP20) s6n linealment independents. Per tant, By =
(ABZ(I), e ,ABQ(m)) és una matriu basica.

2. El vector y = x + 0d és una solucid factible basica associada a la matriv base Bs.

Demostracio. Demostrem el primer apartat per reduccié a l’absurd. Suposem que les

columnes {AB1() :§ =1,... m} sén linealment independents perd {AP2() i =1,... m}
m .

no. Aleshores existeixen Aq,..., A\, algun diferent de zero tal que »_ NAB2() = 0§
i=1

per tant, els vectors {B_lABQ(i) : 4 = 1,...,m}. Veurem, perd, que sén linealment

independents. Vi # [, B~1AB (1) — ¢;, és a dir que tots tenen el valor de la component !

igual a zero. Per altra banda, B~1AB2() = B~147 = —dp. i per tant la component de !

és diferent de zero, fet que implica que sén linealment independents.

Sigui y = x + ©d. En la construccié de y ja hem vist que és factible. Resta veure
que és basica. Per I'apartat anterior, les columnes {ABW) :1=1,...,m} sén linealment
independents, i per tant y és una solucié factible basica. O

Aixi doncs, una iteracié del metode simplex en el cas que tinguem una solucié no
degenerada és:

1. Comencem amb una solucié factible z. Sabem que existeix per la proposicié 3.7
Escollim les columnes AB(M ... AB(M) corresponents a les variables basiques
triades i definim que formin la matriu base B.

2. Calculem Ac;j per a tots els indexs no basics j. Per casos:

(a) SiVj, Ac; >0, la soluci6 és optima pel teorema ?? i aturem el programa.
(b) Altrament triem j tal que ¢; < 0.
3. Calculem dg = B~1AJ.
(a) Si cap component del vector B~'A7 és positiu, com hem vist abans, el cost
optim és —oo i aturem el programa.
rament, definim © := min{ —-2%: i=1,--- ,m;d; >0;. Com que per
b) Al t, definim © in § — =5 1 d;>0p. C

7

calcular el minim prenem ¢ variable basica, calculant dg ja tenim totes les d;
necessaries.

4. Escollim k tal que © = %. Construim la nova matriu basica substituint AZ®*)

per A7, Calculem y = 4+ Od # x, que és la nova solucié factible basica. Iterem
tornant al pas 2.
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Veiem que en el cas en que ens trobem, el no degenerat, el metode simplex troba la
solucié en un nombre finit d’iteracions.

Teorema 3.14. Suposem que P = {x € R™ : Ax = b,x > 0} és no buit i que tota
solucid factible basica trobada en les iteracions del métode simplex acaba en un nombre
finit d’iteracions. Aleshores el programa simplex acaba i pot fer-ho en dos punts diferents:

1. Si ho fa en el pas 2, tenim una solucid factible basica optima.

2. Si ho fa en el pas 3, el cost optim és —oo i P €s no acotat.

Demostracio. Demostrem primer que el programa acaba després d’un nombre finit d’iteracions.
A cada iteracié ens movem una quantitat finita © al llarg d’'una direccié factible d que
hem escollit de manera que disminueixi el cost de la funcié objectiu i és una nova solucié
factible basica. Hi ha un nombre finit de solucions factibles basiques, i per tant ’algorisme

ha d’acabar en algun moment.

Si acaba el el pas dos, pel lema 3.12 com que Ac; > 0, la solucié és optima.

Si per altra banda acabem el tercer pas, existeix una direccié factible j tal que Ac; < 0
i satisfa que per a tota 6 > 0, x 4+ 0d € P, i per tant el cost minim és —oo. O

Cal veure ara que fer en el cas degenerat. Aplicant els mateixos passos en la iteracid
que en el cas no degenerat ens podem trobar en dos problemes diferents.

El primer és que, si la solucié factible és degenerada, podriem tenir © = 0, ja que
podriem tenir que la variable basica degenerada k, és a dir tal que zpy) = 0, també
compleix dp;) < 0. En aquest cas podem triar la nova y = z i simplement canviar la
matriu basica, substituint la columna AB®) per A7 trobat de la mateixa manera que en
el cas no degenerat, és a dir seguint algun dels metodes per trobar j tal que Ac;.

L’altre problema que podriem tenir és que més d’una de les variables basiques originals
es tornen 0 en x + Od. Com que només modifiquem una de les columnes de la matriu
basica, la nova solucié també haura de ser degenerada.

En qualsevol cas trobant iterativament les matrius basiques podriem tenir cicles, és a
dir, podem tornar a la matriu basica original i les iteracions mai acabarien. Pero triant
de forma correcta els indexs de les columnes a canviar podem evitar aquest error. Es
pot demostrar que, utilitzant el metode per triar j vist anteriorment consistent en elegir
I'index j més petit tal que Ac; < 0 s’eviten els cicles.

3.2.3 Filtratge

Per simplificar la notacid, considerarem un conjunt N tal que D C N i F' C N i suposarem
que Vi,j sii ¢ D o j ¢ F, aleshores x;; = 0. Anomenarem m = #N. Per altra
banda, haurem d’estendre la definicié de la variable de costos ¢ que, a més de complir la
desigualtat 3.2, també caldra que tingui les propietats resultants de ser una metrica:

] Cm'ZOViGN.

® Cij=Cji Vi,j eN
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Donada una solucié factible (x,y), amb aquesta tecnica de filtratge se’n buscara una
altra tal que els pesos associats c; ; que hi actuen siguin prou petits. Aquesta nocié és de
proximitat.

Definicié 3.15. Fizem g; Vj € D. Una solucio factible (x,y) del programa lineal és

g-proxima si se satisfa que, Vi,j tal que x;; > 0 es dona que ¢;; < g;.

Per a tota j, considerem la permutacié m de N que ordena deforma ascendent c; ;,
és a dir cr1); < cr2)j < 00 < Crgmy,- Fixem a > 0 i definim c¢j(a):= cq();, on

7-] -
k
i"=mindk: Y crpy > @
i=0
L’objectiu és trobar una nova solucié fraccional (z*,y*) que compleixi aquestes tres
condicions, que posteriorment seran necessaries per a seguir amb ’algorisme:
1. (z*,y*) és una solucié fraccional factible g-proxima.

2. gj <cjla)VjeD
3. Y afiyi <X fivi

ieF icF
Definim Vj € D, aj = > ;. Com que
i€F
ci,j<cj(a)
,Z:/
aj = Z Tij = Z Lr(i).g = E :%(z‘m za
1€EF Cij <Creity. 5> 1EF =0
cij<cj(a) I

i'=min{k:3F_ Tr(i),j 2}

Aleshores, si definim (z*,y*) de la segiient es compleixen les propietats anteriors:

Tl sy < cjla)
=0 n = 3.8
iy { 0 altrament (38)
y* =min {1,4} (3.9)
!

Veiem primer que (x*,y*) és una solucié fraccional factible, és a dir que compleix les
condicions del problema 3.5.

e Clarament, z* > 01 y* > 0.

e Si zj; = 0, clarament z* < y*. Per tant suposem que ¢;; < cj(a) i xi; = QZ—JJ
Aleshores, per una banda, ¥, < %4 < % Per Daltra, ¥, = 24— < 1. Per
“I @ @ BT De, j<ej(@)

tant, 7 ; < min {1,%4} = o7,
-1 il i -1 il
T (4 g 1 _ —
o Yali=3 T = Y Ty = | X Tty 2 x| = L
i€l i=1 i=1 i=1

i=1

Amb aquesta técnica de filtratge creem clisters. En la fase d’arrodoniment obrirem
una de les fabriques en cada clister.
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3.2.4 Arrodoniment

Donada una solucié (z*,y*) g-proxima volem trobar la solucié entera més propera, que
sera 3g-proxima, sense augmentar el pes d’obertura dels centres ) ;. fiy;. Es segueix de
forma iterativa, considerant (Z,7) el resultat de les iteracions.

Denotarem:

e F={ic F:0<7,; <1}, el conjunt de punts parcialment escollits.

{j € D:Vi,z;; >0 =i € F}, els punts donats assignats només a punts de

[
Rlivl
I

Nomsés haurem de contemplar els conjunts F i D enlloc de F i D, ja que sén els par-
cialment oberts. Inicialment, comengarem amb (Z,7) = (z*,y*), on (z*,y*) és producte
de T'algorisme de filtratge anterior. Volem que Vi € F, j € D tinguem 7; j, y; € {0,1}.
Per fer-ho seguirem els passos segiients:

1. Trobem j' € D, I'index que minimitza ¢ tal com esta definida en ??. Definim
S={ieF: Z; ;o > 0} el conjunt de fabriques parcialment obertes que tenen com
a assignacié parcial j' € D.

2. Trobem i’ € S tal que f; sigui la component minima de f. Assignem j' a ¢/, és a
dir, fixem Ty j = 1.

3. Arrodonim % seguin la segiient norma:

_ |1 sii=1q
T 0 siie s~ {i}
D’aquesta manera tanquem totes les fabriques que no tenen com a assignacié 4’

4. Definim T'= {j € D : 3i € S tal que T; ; > 0}. Com que s’ha decidit no escollir les
fabriques i € S\ {i'}, cal eliminar també les assignacions parcials que tenia. Aix{
doncs, per a cada j € T, modifiquem T aixi:

——— 1 sit=17
Y10 sid A
5. En el cas en que el nou conjunt D =, per a tota j, existeix i’ tal que Tyj > 01
Yy =1lifixem Ty j =11i7;; =0 per a tota i # ¢'. Altrament tornem al pas 1.
Lema 3.16. A cada iteracid de 'algorisme es mantenen les propietats:

1. (z,7) és una solucid fraccional factible.

2. % fiy; < X fiyl

ieF =
3. SiT;j >0, aleshores ¢; ; < gj Vi € F

4. Si®;; >0, aleshores ¢; j < 3g; Vi ¢ F
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Demostracio. Per la seccié anterior, sabem que a ’'inici es compleix la propietat. Per altra
banda es compleix en cada iteracid, ja que només fixem y; = 1 quan abans de comengar
la iteraci6 tenfem y; > 0, i quan fixem 7; = 0, en els seglients passos canviem també = de
manera que 7; ; =0 Vj € D.

Suposem ara que tenim una solucié factible fraccional inicial (z*,y*) i que operem

lalgorisme. El primer canvi que tindrem en el valor de la suma »_ f;7; és quan elegim ¢’
el
tal que fy = min{f; : i € S}. Pero aleshores,

fr =min{fi:i€ S} < Zfi/@,j < Zf@i,j < Zfi@i

€S €S ies

On la segona igualtat és degut al fet que (7, 7) és solucié factible, i per definicié tindrem
> ics Tij = 1. Perd, com que en acabar la iteraci6 el valor que prendra ) ;g f;7; sera
fiYy = fir, sempre n’estem disminuint o mantenint el valor, i es manté la segona propietat.

Pel que fa a la tercera, és degut al fet que no s’afegeixen variables a F ni fixa z;; €
(0,1).

Finalment falta veure I'tltima propietat. Suposem que estem en la iteracié en que es
fixa Ty ; a 1. Aixo significa que j € T, i per tant que existeix 7 € S tal que 7; ; > 0. A
més també tenim zy > 0. Com que S C F, aplicant la propietat anterior, ¢ij < gj,
¢y < gjr icyy < gy. Aplicant la desigualtat triangular, tenim el resultat:

Cirjj < Cirjr + Cjri T Cij = Cirjr + Cir + Cij < 2G5 + g5 < 39,
O

Lema 3.17. Considerem el conjunt C = {i : ¢;; > cj(a)}. Aleshores, cj(a) < 2= 3 ¢ jzi
S

Demostracio.
D cigrip =Y cigrig =Y (@i > ei(a)Y @i > cj(@)(1-a)
i€l ieC ieC ieC

Cal demostrar I'altima desigualtat:

i'—1

m
DTG =Y Ta(g = D Tig ) Tali)y 210
ieC i=i iEN i=1
k i'—1
On &' =min{k : ) 2.); >}, 1 per tant Y x.4); < a. O
i=1 1=1

Finalment podem veure que és 'algorisme és un 4-algorisme d’aproximacio:

Teorema 3.18. L’algorisme de Shmoys, Tardos i Aardal és un 4-algorisme d’aproximacio.
Demostracid. Cal calcular la funcié objectiu. Com que al primer pas hem trobat la

soluci6 exacta (x,y) (encara que sigui amb el problema continu), volem veure que la
solucié factible entera obtinguda al final del programa té un cost de com a molt, 4 cops
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el cost de (z,y).

Per una banda, utilitzant el lema 3.16 i la segona propietat demostrada a la seccid

3.2.3,
S <> fr < éZfiyi

icF el i€l

Per altra banda, amb la propietat 2 de la secci6é 3.2.3 aixi com el 3.17,

3
39j < 3¢jla) < 7 — Zcz‘,jfﬂi,j
i€eF

Unint les dues trobem una cota del cost total de la funcié objectiu:

2 fiy; + Z Z Ci,jTij < éz fiyi+ 7 E - Z Z Ci,j i

icF i€F jeD ieF i€F jeD
1 3
< maxq —, E fiyi + E E Ci jTi,j
al-a ; e
iEF i€l jeD

Ara, 'a que compleix min {max {é, %}} és a = %. I obtenim que la solucié (z,7)

té un cost com a molt, 4 cops superior a ’optim. O

3.2.5 Modificacions de P’algorisme

Posteriorment, la ratio d’efectivitat ha estat millorada afegint petites modificacions. La
primera d’elles va ser obtinguda pels mateixos Shmoys, Tardos i Aardal i consisteix en
escollir a de forma aleatoria. D’aquesta manera s’aconsegueix un factor d’aproximacié
millor que ’anterior:

3

@) -algorisme

Teorema 3.19. L’algorisme de Shmoys, Tardos i Aardal és un 3.16 ~ (

d’aprorimacio.

Chudak i Shmoys van millorar també el factor resolen de forma simultania g = v*, on v*
correspon a la solucié dual i modificant I’algorisme d’arrodoniment, amb modificacions en
I’algorisme d’arrodoniment, com la d’obrir les fabriques amb probabilitat van aconseguir
una 1.74 ~ (1 + %)—algorisme d’aproximacio.

Finalment, Sviridenk va obtenir una ratio de 1.58. S’han obtingut molts altres algo-
rismes que donen millors aproximacions i tenen menys complexitat, sobretot perque no
necessiten un algorisme de programacié lineal com a subrutina. A la segiient seccid es
parla de dos d’ells.
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3.3 Algorismes primals-duals

Els algorismes primals-duals resolen de forma simultania el problema original i el seu dual.
Abans d’explicar-los, pero, és necessari presentar teoricament el dual d’un problema i
alguns resultats importants per a la construccié d’aquests algorismes.

3.3.1 Dualitat i folga complementaria

Introduim primer el dual d’un problema lineal:

Definicié 3.20. Considerem el problema d’optimitzacio lineal min{c’z : Az > b, x > 0},
on A és una matriu m x n, x un vector columna de dimensié n, b de dimensid m, ¢! un
vector fila de dimensio n. Aleshores el seu dual és max{y’b:yTA<cl, y >0, ony? és
un vector fila m-dimensional. Al problema original se I’anomena primal.

Per simplificar la seccié, en lloc de treballar amb el problema min{c’z : Az > b, z > 0}
ho farem amb
min{c’z : Az = b, x > 0} (3.10)
Com que en la seccié 3.2.1 s’ha vist que els dos sén equivalents, sera suficient. El seu
dual és
max{y’b:yT A=} (3.11)
Veurem a continuacié que el valor optim del problema primal i dual sén el mateix.

Lema 3.21. Si x ¢ y son solucions factibles dels problemes 3.10 i 3.11 respectivament,
aleshores ¢f'x > yTb.

Demostracio.
cle>@wlAe =y Az = yTb
O

Proposicié 3.22. Si x iy son solucions factibles dels problemes 3.10 i 3.11 respectiva-
ment i ¢z = yT'b, aleshores x iy son solucions optimes dels seus respectius problemes.

Demostracio. Pel lema anterior, els valors associats al problema primal, que volem minim-
itzar, sén sempre superiors o iguals als valors associats al problema dual, que volem
maximitzar. Aixi, quan ¢’z = yT'b, x i y sén optims pels respectius problemes. U

Per tant hem vist que, si existeixen dos vectors, un del primal i un del dual, amb
valors de la funcié objectiu iguals, aleshores sén oOptims pels seus respectius problemes.
Ens falta demostrar la inversa, perod abans cal veure el teorema de I'hiperpla separador.

Teorema 3.23. Sigui C C R™ un conjunt conver iy ¢ C. Aleshores existeiz a € R™ tal
que a’y < inf{a’x :x € C}.
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Demostracio. Considerem ¢ = inf{|x —y| : z € C'} > 0. Com que la funcié f(z) = |z —y|
és continua, assoleix el seu minim sobre qualsevol conjunt tancat i acotat, és a dir, existeix
xo € Fr(C) tal que |xg —y| = 6. De fet, 2o ha d’estar en C'N Bas(y).

Fixem a = 2o — y i vegem que es satisfa o’y < inf{a’z : € C}. Com que C és un
conjunt convex i zg € C, Va € [0,1], xo + a(x — xp) € C. D’aquesta manera,

|20 + e — z0) — yI* > |20 —y|*
a?la? + |zo — yI* + 2a(z0 — y) (z — 20) > |a?
2(xo — y) T (x — 20) + |z — 20|> >0
I

I, fent tendir o« — 01 obtenim que (zg — y)? (z — z9) > 0, és a dir,

atz = (z0 —y) x> (x0 — y) w0 = (w0 — y) y + (x0 — y)  (x0 — y) =
=(@o—y)Ty+lzo—yl*=(zo—y) y+5°=a"y+6

Per tant, a’y < aTx — §% Vx € C i es tracta del minim, com voliem demostrar. O

Teorema 3.24. 1. Si un dels dos problemes, primal o dual, té una solucid factible
optima finita, també la té altre i els valors de les funcions objectius son iguals.

2. Si un problema és no acotat, Ualtre no té solucio factible.

Demostracio. El segon punt es veu a partir del lema i la proposicié anterior. Si, per
exemple, el primal no és acotat, ¢!z és tan petit com es vulgui i com que ¢z > yTb, el
problema dual no té solucié factible. El contrari és simetric.

Per demostrar el primer punt suposarem que el primal té solucié factible optima i
veurem que el dual també té una solucié amb el mateix valor. Aixi doncs, suposem que
el problema 3.10 té soluci6 optima finita amb valor zy5. Considerem el conjunt

C={(rw):r=tz—cle,w=th— Az, z >0, t >0} (3.12)

Amb uns calculs senzills es pot veure que C' és un conjunt convex, de fet un con convex,
és a dir que Vo € C'i Vo > 0, ax € C. Veurem ara que (1,0) ¢ C i aplicarem després
I'hiperpla separador, per a finalment trobar y tal que y7b = ¢’ x.

Suposem que (1,0) € C' i arribarem a una contradiccié. Sigui zg,yo > 0 tal que

(tozo — c''xo, tob — Axg) = (1,0). Com que toh — Azg =0, = = f—g és solucié factible del
problema primal, ja que Az = Af—g =bix>0i % = 29— clxy <0, ja que zg és I'optim
del minim.

Ara, siw = —Azg = 0ixzg > 01ic’ag = —1 1 x és una solucié factible, aleshores

x 4 axg és factible per a tot o > 0 i dona valors que disminueixen segons augmenta «.
Aquest fet contradiu la hipotesi de valor optim i per tant no existeix zo i (1,0) ¢ C.

Podem aplicar el teorema 3.23 que ens diu que existeix un hiperpla que separa (1,0) i
C. Aixi, existeixen s € R, y € R™ i una constant ¢ € R tals que,

s <c=inf{sr+y w: (r,w) € C}
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Per una banda, ¢ > 0, ja que altrament existiria (r,w) € C tals que sr +yTw < 0
i, com que C és un con, Vo > 0, a(r,w) € C i per « grans violaria la desigualtat de
Ihiperpla. Per altra banda, com que (0,0) € C, ¢ < 0. Per tant ¢ = 01i s < 0 i sense
perdua de generalitat podem suposar s = —1.

Aix{ doncs, existeix y € R™ tal que —r + y?w > 0 V(r,w) € C. Substituint els valors
de r i w tenim que Vt,x > 0, (¢!’ —yTA)x —tzo +ty’b > 0. Sifixem z =01t = 1,
yT'b > 2y i y és una solucié factible optima del problema dual. O

Finalment vegem una propietat que ens relaciona les solucions optimes duals i primals.

Proposicié 3.25. Considerem el problema primal 3.10 i dual 3.11 i siguin x iy solucions
factibles dels respectius problemes. Aleshores son equivalents:

1. x 1y son solucions optimes dels respectius problemes.
2. cx=yb
3. y(b-Az)=0

Demostracio. El lema 3.22 ens demostra l’equivalencia entre els dos primers. Vegem
I’equivalencia entre 2 i 3:

y(b— Ax) =yb—yAzr = cx —yAx =cx —cx =0
O

L altima desigualtat s’anomena folga complementaria i la utilitzarem posteriorment
en la construccié dels algorismes. També existeix la versié dual d’aquesta propietat, la
folga dual complementaria, que és (¢ — yA)x = 01 és certa en els mateixos casos que la
folga complementaria.

3.3.2 Algorisme de Jain i Vazirani

El primer algorisme primal-dual per resoldre el problema el van trobar Jain i Vazirani a
(6). A més a més de tenir una ratio d’aproximacié millor que la de I’algorisme de Shmoys,
Tardos i Ardal, també té una complexitat molt inferior als anteriors, ja que no utilitza
cap algorisme lineal com a subrutina.

L’algorisme interpreta el problema a resoldre com un graf bipartit on cal connectar
tots els vertexs de D a alguns vertexs de F. Com que és un algorisme primal-dual, troba
la solucié del problema dual alhora que la de 'original.

Per comencar, pero, cal trobar el dual del problema. Considerem el problema de
I’equaci6 3.5 i veiem que, prenent ¢, A i b adequades el podem convertir en un programa
lineal estandard del qual saben trobar-ne el dual, és a dir de la forma min{c’z : Az >
b, x > 0}. Aquestes sén:
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C1,1 1,1

Cl,m T1,m
€21 2,1 0
c= Cm,1 ; T = Tm,1 ) b=1 o0
: 1
Cm,m Tm,m 1
N1 Y1
Im Ym
. By
—Id, 22 | .
A — msXm : .
R B
Idmxm e Idmxm 1 0

On B; sén matrius quadrades de dimensié m x m, amb la columna ¢ formada per 1’s
i la resta per 0’s. D’aquesta manera utilitzant el teorema 3.24, veiem que el seu dual és:

S

Jj€D

v, >0 VieF
max w;; >0 VieF,jeD (3.13)
vi—wij <cj; VieF,jeED

ZU}Z’J <fi VieF

JED )

Trobem ara les condicions que s’hauran de mantenir al llarg de 1’algorisme i el factor
d’aproximacié que obtindrem. Si suposem (z,y) solucié factible optima del problema
primal i (v, w) del dual, fent els calculs a partir de les equacions de la folga complementaria,
obtenim:

o Siy; =1, > wi;=fi
Jje{j:o(j)=1i}

e Sio(j) =1, aleshores Vi’ # i, wy;j =01v; —w;;j=c;;

Podem interpretar els resultats com que estem atribuint el pagament de les fabriques
a les ciutats. D’aquesta manera, v; és el preu total pagat per la ciutat j € D per a ser
servida i w; ; és la contribucié de la ciutat j per a obrir la fabrica i € F.

Construirem ara ’algorisme, que consta de dues fases. En la primera es troba una
solucié factible dual i es determina un conjunt de fabriques temporalment obertes Fj i
per tant, una solucié primal, i en la segona fase s’escull un subconjunt I C F; per obrir
definitivament i es troba una assignacié o : D — F.

30



S’introdueix una nocié temporal t. A ¢t = 0, comencem la primera fase inicialitzant
totes les variables a zero, i, per cada iteracio, farem créixer la mateixa quantitat ¢ i les
variables v;. Poden succeir diversos esdeveniments als quals cal donar resposta:

e Quan v; = ¢; j per algun 7 no obert temporalment, es comencara a augmentar w; ;
de forma uniforme, mantenint d’aquesta manera v; — w;; = ¢; ;. L’aresta (4,)
s’anomenara aresta ajustada.

e Es dira que la fabrica i esta pagada quan ) w;; = f;. Quan aixo succeeixi
j€D

declararem ¢ temporalment oberta i totes les ciutats j € D no connectades préviament

amb v; > ¢; ; es connectaran a ¢. Pararem el creixement de v; i de wy ; per a tota

i’ e F.

e Una ciutat j € D amb v; = ¢;j on 7 € F és una fabrica temporalment oberta es
declara connectada a ¢ i pararem el creixement de v;.

Quan diversos esdeveniments succeeixin en una mateixa iteracié es processaran en or-
dre arbitrari. La primera fase acaba quan totes les ciutats estan connectades. Al final
d’aquesta fase una ciutat pot haver pagat per obrir temporalment més d’una fabrica, pero
volem que només pagui per la que finalment es connectara. Per aixo en la segona fase
s’escull d’entre el subconjunt de fabriques temporalment obertes quines obrir definitiva-
ment.

Considerem F; el conjunt de fabriques obertes temporalment i T el conjunt de les
parelles {i,7'} de fabriques temporalment obertes diferents tals que hi ha j € D amb
w;j > 01wy ; > 0. Trobem un conjunt maximal estable X (és a dir, un subconjunt de
vertexs del graf tal que no sén adjacents i que, si afegim un altre vertex qualsevol, deixa
de ser estable) qualsevol del graf (F;,T'). Obrirem definitivament les fabriques en I i, per
a cada ciutat j € D que estava connectada a la fabrica i ¢ X el connectarem a algun vei
i’ de i en el graf (F}, T), és a dir, fixarem o(j) = 7'.

Finalment, I C F i ’assignacié o defineixen una solucié entera primal, que podem
definir també com x; ; = 1 si i només si o(j) =41y =1 siinoméssiie I. Per altra

banda, al final de la primera fase també haurem trobat una solucié factible dual.

Demostrarem ara que ’algorisme explicat és un 3-algorisme d’aproximacio.

Teorema 3.26. L’algorisme primal-dual és un 3-algorisme d’aprozimacio.

Demostraci. Definirem cp(I) = _ fiics(I) = Y Y ®ijcij = Y Cqo(j), > Per tant el
i€T icl jeD jED
cost de la funcié objectiu és cp(I) + ¢cs(I) = Y v;. Veurem que cp(I) + ¢5(I) < OPT.
jE€D

Calculem primer cr. Per a tota fabrica oberta i € I, tots els consumidors j € D amb
w;; > 0 estan connectats a 7, ja que només fem w; ; > 0 quan v; > ¢; ; i en aquest cas en
algun moment s’obrira temporalment la fabrica i i, si s’acaba obrint definitivament en la
segona fase, s’assignara j a i.

Una fabrica s’obra temporalment (condicié necessaria per obrir-se a la segona fase)
quan ) w;; = f;. D’aquesta manera,

Jj€D
cr(D) =) fi=) > wij=) we,

iel i€l jeD j€D
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Vegem ara que cs(I) < 3 ) (vj — wy(j) ;) velent que, per a tota j € D, cy(j); <
Jj€D
3(vj — We(j),;)- Per casos:
Si Cy(j),j = Vj — Way(j),j, €sta clar. Aixo succeeix quan és j la ciutat que acaba pagant
la fabrica o(j).

, . . o R . .
En laltre cas tindrem c,(;); > v 1 we(;); = 0. Aix0 succeeix quan no j no estava
connectada amb cap fabrica de I en la primera fase i s’ha assignat finalment a una fabrica
veina de les que estava connectat. Es a dir, existeix una fabrica tancada i (connectada
inicialment amb j) amb ¢;; = v; —w;; i j/ € D amb w; j > 01 Wey(j),; > 01 per tant,
_ . B y .
Cijr = Vjr — Wi g < Vjr i Cuj) it = Vjr — We(s),5 < vjr. Com que j' es connecta a o(j) abans
que j, podem concloure cq(j) i < Cy(j),5 + Cijr + ¢ij < 3vj.

Aix{ doncs, sumant els dos costos i usant que, com que (v, w) trobades en la primera
fase és soluci6 factible dual i per tant, »  v; < OPT obtenim:

Jj€D
CF(I)+CS(I) S 3 Z Uj_3 Z wg(j)’j'f—z wg(j)’j =3 Z Uj—2 Z wg(j)yj S 3 Z Vg S 30PT
Jj€D j€D j€D j€D j€D j€D

O

Amb el segiient exemple podem veure que, a més, no pot existir una cota inferior a la
que hem donat. Considerem D = {1,...,n}, F = {1,2}, amb costos d’obertura f; =€ i
fo =¢e(n+1) i costos de serveis

1 sii=2
Ci,j = 1 sig :] =1
3 altrament

¢i,; compleix la desigualtat triangular i és, per tant, una metrica, condicié necessaria
del problema.

Quan € és prou petit, la solucié optima O és obrir Unicament la fabrica 2, que té un
cost total ¢c(O) = > fi+ > caj = €(n+ 1) + n, mentre que obrir només la fabrica 1 té

€O J€D
un cost de ¢(Z) = fi+ci1+ > c1j = e+ 1+3(n—1) que per € petit té un valor superior
j€D

i, finalment, si obrissim les dues fabriques, com que la segona té costos de serveis inferiors
o iguals a la primera per a tot j, assignariem totes les j a 2 i el cost seria c¢(O) + f.

Per altra banda, I’algorisme obriria temporalment la primera fabrica i assignaria totes
les ciutats a ella. Ara, si fem tendir € — 0, ¢(Z) — 3n — 2 i ¢(O) — n i per tant, escollint
n i € adequadament podem apropar-nos tant com vulguem a tenir ¢(Z) = 3¢(O0). Aixi
doncs, no podem trobar una cota al cost de la solucié trobada per ’algorisme millor que
la del teorema 3.26.

3.3.3 Millora de I’algorisme de Jain i Vazirani
Amb una millora de ’algorisme proposada en article (5) aconseguim un 1.861-algorisme

d’aproximacié. En cada iteracid, la modificacié de ’'algorisme té en compte només les
fabriques no connectades. A més, a diferéncia de Dalgorisme original no té dos fases,
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siné que les unifica en una. Considerem doncs U el conjunt de ciutats no connectades en
I'instant actual. Inicialment, a t = 0, fixem U = Div; =0 Vj € D. Mentre tinguem
U # 0, incrementem v; amb la mateixa ratio que ¢ fins que succeeixi algun d’aquests
esdeveniments, als quals cal donar resposta:

e Siv; =c¢;jper j € Uii€ F una fabrica oberta, connectarem j a 7 i eliminarem j

de U.
e Si > max{0,v; —c¢;;} = >, w;j = f; per ¢ una fabrica no oberta, obrirem la
jeu JeU jeu

fabrica 4, connectarem j a ¢ i eliminarem j de U. Per a tota j € U amb v; > ¢; ;,
connectarem j a ¢ i eliminarem j de U.

e Sivj =c; per j € Uii¢€ F no esta oberta, comengarem a incrementar w; ; al
mateix ritme, per tal de mantenir v; —w;; = ¢; ;

Com en l'algorisme anterior, si diferents esdeveniments succeeixen en un mateix instant
es resolen en ordre arbitrari. En canvi, en aquest algorisme v no és una solucié factible
dual, ja que en cada iteracié de I’algorisme s’exclou un subconjunt de ciutats i s’elimina
la seva aportacié a totes les altres fabriques i, per tant, pot ser que per alguna fabrica 1,
> max {vj — ¢ ;,0} > fi, contradient aixi una de les condicions de factibilitat. Es pot
JED
demostrar pero, que existeix v ~ 1.861 tal que %v si que és solucié factible, obtenint aixi
un y-algorisme d’aproximacié.

3.3.4 Algorisme de Jain, Mahdian i Saberi

Aquest algorisme és forga semblant a l'anterior, amb la diferencia de que, quan sigui
beneficids, es permet la reassignacié de les ciutats. L’algorisme és el segiient:

Considerem, com en ’algorisme anterior, U el conjunt de ciutats no connectades en
I'instant actual. Comencem inicialitzant U = D i ¢t = 0. Incrementarem ¢ i v; amb la
mateixa ratio. D’aquesta manera, fins que algun esdeveniment digui el contrari tindrem
t = v;. Es tenen en compte els segiients successos:

e Si v; = ¢;; per alguna ciutat no connectada, j € U i una fabrica ¢ no oberta,
comencarem a incrementar amb la mateixa ratio w; ;, per tal de mantenir v; —w; ; =

Ci,j-
e Si ) w;j = f; per i no oberta, aleshores obrirem 4 i aturarem el creixement de v;
JED
per a tota j amb w; ; > 0. A més, fixarem wy j = max{ci,j — ¢ g, 0} 1 connectarem
j a ¢. Per tant, també haurem d’eliminar j de U.

e Siw; =c¢;; per j € U i fabrica oberta, aturarem v; i fixarem wy ; = max{c¢;; —
¢y 3,0} per a tota ¢’ € F. Eliminarem j de U.

El cost total és ¢(I) = > v;. Elnostre objectiu és trobar  tal que ) v; < ve(S) per a
JED JED

tota estrella S = (i, D), consistent en el vertex i i les ciutats que hi estan connectades. Per

fer-ho trobarem diverses propietats que ha de complir una solucié factible i construirem un

problema d’optimitzacié, anomenat factor-revealing LP la solucié optima del qual sera el
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factor d’aproximacié del nostre algorisme. Estudiem primer algunes propietats derivades
de (v, w).

Considerem una estrella qualsevol S = (i, D) amb |D| = d, per tant D = {1,--- ,d}.
Reindexem les ciutats de D de manera que v < vg < --- < vy, aquest és també 'ordre en
que es connecten a l’algorisme, ja que ¢ = v; fins que j es connecta, que deixa d’augmentar.

Considerem ara k € D. k es connecta en temps vg. sigui t = v — €, per € > 0 petit,
és a dir 'instant just abans que es connectés a k. Definim ara la funcié:

- Ci(j,k),; SiJj es connecta a i(j,k) € F en temps ¢
7 Vi altrament, és a dir si v; = vy

Sigui j € D qualsevol. Com que el cost del servei decreix si els consumidors es
reconnecten (altrament no ho farien), tenim:
Tjg+l 2 Tjj+2 = 2 Tjd

per altra banda, podem veure que, si 1 < j < k <d,

Uk STkt Cig Gk

Si rj = vk, obviament el resultat es correcte. Altrament 7 = ¢;;x),; 1 per tant,
aplicant la desigualtat triangular obtenim, 7;x+c;ij+cix = ¢i(jr),;+CijtCik = CiGry;t
Cik 2 Ci(jk)k = Vk — Wi(jk),k = Uk, Obtenint el resultat.

Finalment "iltima de les propietats que volem és que, per k € D = {1,--- ,d},
k—1 d
Z max{r;, — ¢ ;,0} + Z max{vy — ¢;;,0} < fi (3.14)
j=1 I=k

Aixo és degut al fet que la quantitat que j ofereix per obrir la fabrica & és max{r; —
¢ij,0} per j < iimax{t—¢;,0}sij>i, perla construccié de I'algorisme. Aleshores,
sumant tots els que ofereixen diners per obrir k, i tenint en compte que el cost ofert no
pot ser superior al d’obertura, obtenim la desigualtat.

Ara considerem el problema d’optimitzacié que ens permetra obtenir la cota de I’algorisme
d’aproximacio.
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v; <wvjpp 1<5<d
Tik 2 Tikrn 1<j<k<d
d v <rjptcjter 1<j<k<d
> Uk y
k=1 ]
max d ’Zci7j>0 VieF
fit Xa; =
=1 k-1 d
Zmax{rj,k —¢i 5,0} + Zmax{vk -, 0 < fi 1<k<d
j=1 1=k
L vj,Cij, [ixmje >0 1<j<k<d

(3.15)

Malgrat que aquest problema no esta escrit com un problema d’optimitzacié lineal,
afegint variables es pot transformar facilment en un. Anem a veure que la solucié optima
del factor-revealing LP és la cota que estem buscant.

Proposicié 3.27. Sigui z4 la solucid del problema d’optimitzacic 3.15 i considerem una

estrella qualsevol S = (i,D) amb d ciutats. Aleshores, Y vj < z4cs, on cg €s el cost del
JES
servei.

Demostracio. El resultat de I’algorisme, (v, w) és també soluci6 factible del problema 3.15,
ja que anteriorment hem vist que compleix totes les condicions del problema. Aleshores,

d d
kaﬁzd fH—ZCi,j
k=1 j=1

I, si sumen a totes les estrelles obtenim el resultat desitjat. U

Corol-lari 3.28. Sigui zq4 la solucid del problema d’optimitzacid 3.15 i v = sup{zq :
d € N}. Aleshores ’algorisme de Jain Mahdian i Saberi resol el problema de localitzacio
metric no capacitat amb un cost d’aprorimacio vy.

Aixi doncs, tot es redueix a trobar la solucié optima del factor-revealing LP, o bé una
cota superior d’aquest valida per a tota d € N:

Proposicié 3.29. Sigui zg4 la solucid del factor-revealin LP. Aleshores, per a tota d € N,
zqg < 1.61

Demostracio. Podem assumir que d és suficientment gran, ja que si doblem una solucié
d
2vk
1

factible del problema que tractem, és a dir ((v,v), (w,w)) obtenim que 294 > —*=L—— =
2fi+ Z 201"]'
j=1
Zq.
Considerem una soluci6 factible de factor-revealing LP i definim x; ;, = max{r;;—c;;}.
Aleshores, per la quarta desigualtat del problema, la desigualtat 3.14, tenim que Vk < &/,

prenent d = k' + 1
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K/ k—1
(k, —k+ 1)1)k < Z Cij + fi— Z Tjk (316)
j=k j=1
Definim [; de la seglient manera:

| pod sik<pid
k= { d sik>pd (3.17)

On p1,ps s6n dos constants que posteriorment fixarem complint p; < po. Ara, si
considerem la desigualtat 3.16, per k < pad i k' = I}, dividim ambdds costats entre
(lx — k4 1) i sumem al llarg de k. Obtenim:

p2d pad I cis p2d p2d k-1 ik
ka<ZZl . Zl . Zzlk—k+1 (3.18)
k=1 k=1 j—k

Definim ara y; = x;,,4. Com que 7;; > 7;;+1 és una de les condicions del problema,
Tji = Tjp,d = Yj per a tota j <i < podiwx;; <y; per atotai > pad.

pa2d
Considerem també & = Z %71~ La desigualtat anterior, 3.18 és equivalent a:
p2d p2d I o pad k—1 o
&) )
ka<gzkl CHEfi- ;le — (3.19)

Sigui I < pad I'index tal que 2¢;; +; és minim. Com que vy < 755 + ¢k + ¢ j és una
altra desigualtat del problema,

Vg STkt Cik+Cig Sxp+ g+ 20 Syt ek + 20y

Sumant al llarg de @ = pod + 1, -+ , d la desigualtat anterior obtenim,
d d
Z v < (yl + 201"[)(1 — pg)d + Z Cij (320)
k=pad+1 j=p2d+1

Sumant les desigualtats 3.19 i 3.20,

d pad I, . d p2d k—1 ”

1,5 ) o J )
kaS22m+(20i,l—yl)(1—]72)dfz+. Z Cij ZZlk—k—i—l—i_{f’
k=1 k=1 j= Jj=pa2d+1 k=1 j=1

(3.21)
Com que
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p2d p2d p2d p2d

G, Cij G,
Zzzk D SO B ey DD sz P

=17=k k=17 _k: k=p1d+1 j=k
p2d pa2d ci p2d cis p2d  pad ci
=22 hit 2 Z —kT1 2. 2 ThTi
k=1 j=k k= p1d+1]—p2d+l k=p1d+1 j=k
p2d pa2d cij p2d ey
_ZZlk_k+1+ Z Z k—k-i—l
k=1 j=k k=p1d+1 j=p2d+1
p2d k—1 p2d pad pad

ci, B
:_Zzz k+1+22l k+1+ 2. Z k—k]+1_

—p1d+1 ] p2d+1

pod  pad o p2d pad o p2d Ci
Yy Yy 2y
=2 2 > p> Z
= 1kj+1lk_k+1 l.—k+1 ki1 j=pad il d—k+1
(3.22)
La desigualtat 3.21 és equivalent a
d p2d  pad ¢i i+
2,
S v < Qe +u)L—p)dfi +Efi— D> > A o TPy s Z cij+
k=1 j=1 k=j+1 Jj=p2d+1
p2d o p2d p2d o
7,,] 1,J
s TR IO M ey
Jj=p2d+1 k=p1d+1
pad pad , (3.23)
<§ch+ Z 1+ Z k1 cij +&fit
j=pad+1 k=p1d+1
P2d p2d
2¢; (1-—
+ (210 +w1) p2)d ZZ lk—k—i-l
J 1 k=541

On la desigualtat és degut al fet que, per la definicié de [ tenim que 2¢;; + y; <
2¢; 5 +yj < 2¢;; + 2y; quan j < pod. Sigui ara

p2d

1
=1
€=t > g
k=p1d+1
p2d  p2d

0=(—p2) = de ) lk—k+1

j=1k=j+1

Per tant, podem reescriure la desigualtat 3.23 com:

p2d
Z“k <D gei+ Z eig+&fi+0(2¢ii+y)d (3.24)
k=1 J=1 Jj=p2d+1
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I podem aproximar &, ¢, d:

1o p2(1 —p1)
= los <(P2 —p1)(1 —Pz)) +o)

1 —pi
"=1+1 < >+01
3 |1, (1)

1 1—
5:<Q—p2—p210g< P2 )—log< p1>>
2 P2 — D1 1—po

Considerem v = max{¢,£’}. Veiem que si trobéssim p,ps tals que 6 < 0, haurfem
demostrat que I’algorisme de Jain Mahdia i Saberi és un ~-algorisme d’aproximacio:

d p2d d
S <y Dt Y. i+ fi| 62 +uy)d=
k=1 j=1 j=pad+1
d
=7 Z Cij+ f, -+ 5(26“ + yl)d < (3'25)
=1

d
< (y+0(1)) (fi " zvk>
k=1

Aix{ doncs, només cal resoldre el problema d’optimitzacié min {max{{,&’'} : 6 < 0},
per tal d’aconseguir la cota més inferior possible de v. Resolent 1’equacié & = £ veiem
que s’assoleix quan p; = %pg. Aleshores la solucié que busquem s’obté substituint a
I’equaci6é § = 0 i resolent-la numericament obtenim que ps & 0.695. Per tant, p; ~ 0.439.

Finalment, doncs, podem concloure que v < 1.61. ([

També pot ser interessant obtenir una cota d’aproximacié diferent pels costos cp as-
sociat a l’obertura de les fabriques i cg als costos dels serveis. Per fer-ho considerarem

el factor-revealing LP segiient per yp > 1 i d € N que, com abans, es podria reformular
com un programa lineal:

.
v; <wvjp1 1<7<d
Tj,kZ""j,k:—&-l 1§j</€<d
d v < T e 1<j<k<d
k STkt CigtCik S)<KES
Zvj_'VFfi I I ’
j=1 G
max d "D ;>0 VieF
> Cij i=1
=t k—1 d
Zmax{rj,k —¢i 5,0} + Zmax{vk -, 0 <fi 1<k<d
j=1 I—k
\ Ujaci,jafivrj,k‘zo 1§]§k§d

(3.26)
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Teorema 3.30. Considerem vyp > 1 1 sigui vs el suprem dels valors optims del programa
d’optimitzacio anterior entre els d € N. Suposem una instancia del problema no capacitat
de localitzacio de les fabriques i sigui X+ C F una solucid qualsevol. Aleshores el cost de
la solucid de l'algorisme en aquesta instancia és, com a molt, ypcp(X*) + yscs(x*).

Demostracié. L’algorisme retorna nombres v; que podem suposar sense perdua de gener-
alitat amb v; < vy i per tant, de forma implicita, 7, per j,k € D. Per a cada estrella
(i, D), els nombres f;, ¢; j,v;, vj i satisfan com hem vist abans les condicions del programa

d
d’optimitzacié 3.26 a menys que ) ¢; ; = 0.
j=1
d
> vi—yrfi

j=1

Aixi doncs, < s ja que aquest és el valor optim.

d

> Ciyj
j=1

Escollim o : D — X tal que c,4(;); = min ¢; ; i sumant al llarg de totes les parelles

)i 1€ X*
(i,{j € D:0ox(j)=1i}) amb i € Xx, obtenim:

Z Vj < YF Z fz + Vs Z cU*(j),j = ’)/FCF(X*) + ’YSCS(X*)
jeD 1€X* jeD

O

Aix0 ens permet trobar diferents cotes de I'algorisme d’aproximacié segons el valor de
vr, fet que ens resultara 1til posteriorment, quan busquem algorismes per a problemes
similars a aquest.

Teorema 3.31. Considerem el problema d’optimitzacio 3.26 per algun d € N.

1. Per vg =1, el valor optim és, com a molt, 2.
2. Per yp = 1.61, el valor optim és, com a molt, 1.61.

3. Per yr = 1.11, el valor optim és, com a molt, 1.78.

Demostracio. El segon cas es correspon a ’optim, i ja ha estat demostrat. Per altra
banda, el tercer no es demostrara. Veiem el cas en que vp = 1.
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d
rj,k+ka ZZ Vg — Cij — clk—l—ka =

k=1 j=1
d
Per tant, d ) v; < dfi + Y ¢;j(2d — 1) < df; +2d ) ¢; j, fet que implica que el cost
j=1 j=1 =1
d
z Vi fz

de la funcié optima és 5 < *=— < 2 O

3.3.5 Implementacié i comparativa

En aquesta seccié es fa un exemple a ’atzar i es compara els diversos algorisme primals-
duals estudiats. Mitjangant el programa en C “generador.c” es creen 100 ciutats i 40
fabriques semi a l'atzar (per tal de poder replicar ’experiment), es calculen les distancies
entre elles i s’assignen també a I’atzar els costos d’obertura de cada una de les fabriques.
Es programen aleshores els tres programes primals-duals: el de Jain i Vazirani a ”Jain-
Vazirani.c”, la seva millora a ”JVMillora.c” i el de Jain, Mahdian i Saberi a ”"JMS.c”.
Els quatre problemes es troben a ’annex.

En cada programa s’inicialitza totes les components de v a min{c;; : i € F, j € D},
jaquesiv <c¢,; Vi€ F,j€ Dno es pot produir cap esdeveniment i en cada iteraci6
s’augmenten les components que cal augmentar (en un inici totes elles) un 0.01, que és la
tolerancia que hem donat a c. Es consulta després si es compleix algun dels esdeveniments
i es segueixen simplement les indicacions de cada apartat. En la segona fase ’algorisme de
Jain Vazirini, consistent en trobar un conjunt maximal estable, s’ha escollit la primera de
les fabriques oberta per obrir definitivament, després la segiient que no tenia una ciutat
en comd, i segueix iterativament fins a trobar el conjunt maximal.

S’han tractat després les dades del resultat obtingut amb R per tal de crear les imatges
seglients i poder comparar els diversos metodes. El codi utilitzat en R també esta en els
annexos, amb el nom “grafics.R”.
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(a) Jain, Vazirani (b) Primera millora (¢) Jain, Mahdian, Saberi

En cada imatge es mostren les fabriques obertes en forma quadrada i les ciutats cir-
culars. No es mostren totes les fabriques, siné unicament les que s’obren. Per clarificar
les imatges, s’han pintat totes les ciutats del mateix color que la fabrica a la qual esta
enllacada. Amb les imatges es poden veure les diferéncies entre cada procés. En el primer,
es creen grans clusters i s’obra una fabrica en cada un d’ells. Cal tenir en compte que
el resultat final de ’algorisme depen significativament del conjunt estable maximal escol-
lit. Aixi, el segon i tercer algorisme sén els que, com calia esperar, tenen resultats més
similars. S’obren gairebé les mateixes fabriques, pero en canvi algunes d’elles no tenen
assignats els mateixos consumidors, ja que es permet canviar de fabrica quan aixo redueixi
els costos de servei d’una ciutat.

Els costos de la funcid objectiu sén 2396.68, 1119.89 1 1112.62 respectivament. Per altra
banda, dividint cada resultat entre el factor d’aproximacié corresponent podem veure que
el cost optim és, com a minim, 601.76 i per tant, en el pitjor cas possible la diferencia
entre els resultats obtinguts i 'optim és significativa.

3.4 Cota a la ratio d’aproximacié i augmentacié vorag

Al llarg d’aquest capitol s’han explicat diversos algorismes d’aproximacié intentant sempre
reduir al maxim el valor del factor d’aproximacié. En aquesta seccié es dona la millor
cota possible al factor d’aproximacié en el cas que els costos de servei estiguin entre 11 3
mitjancant 'augmentacié vorag, un algorisme que, donada una solucié en troba de noves
amb menor cost de forma iterativa.

Donada una solucié, X C F, 'augmentaci6 vorag considera

9x (1) = ¢s(X) — cs(X U {i}) (3.27)

f() fins que Vi € F gx (i) <
fi- Trobarem ara dos resultats sobre I'augmentacié vorag que s’utilitzaran posteriorment
per trobar la cota del factor d’aproximacié.

Proposicié 3.32. Sigui X # 0 i X* C F, aleshores Y. gx(i) > cs(X) — ¢s(X*)
iEX*

Demostracié. Considerem j € D i definim o(j) € X tal que ¢,(;); = min{c;; : i € X} i

0*(j) € X* tal que c,v(jy; = min{c;j :i € X*}.
Ara, per a tot i € X*, gx (i) = cs(X) —cs(X U{i}) = >, (co(j); — cij)- Sumant
J€Do*(j)=i
obtenim el resultat. g
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Aquest lema ens indica que en cada cas existeix i € X™* que maximitzi g)}, , justificant
T
d’aquesta manera l'algorisme. Trobem primer una cota inferior al factor:

Proposicié 3.33. Considerem X, X* # (0, X, X* C F i Y C X resultat de l’algorisme
d’augmentacio vorag. Aleshores,

cs(X) — es(X¥)
CF(X*)

er(V) + ex(Y) < ep(X) + ep(X*) log (max {1, }) T ep(X7) + ey(X7)

Demostracio. Si cs(X) < cp(X*) + ¢s(X*), aleshores Y = X i per tant la desigualtat
es manté. Altrament, suposem que ¢s(X) > cp(X*) + Cs(X™) i definim Xy,..., Xy la
successié de conjunts obtinguts amb 'augmentacié vorag fins a la iteracio k, la primera
tal que c5(Xg) < cp(X™) + ¢s(X™*). Reindexem els indexs de F de manera que en cada
iteraci6 afegim {i}, és a dir, X; N~ X;_1 = {i} peri=1,... k.

cs(Xi—1)—cs(X5) > cs(Xi—1)—cs(X*)

Per la proposicié anterior, per i = 1,--- k. Aixi

fi = cp(X*)
doncs,
o Cs(Xiz1) — cs( X
< ep(X
fi < er( ) (X) — (X7
Ara,

Cs Xz 1 (Xz)
es(Xi) CS(X*) + crp(X) (3.28)

Mw

cr(Xg) + cs(Xi) < cs(Xg) +cr(X
2:1

Observem la part esquerra de la desigualtat. Aquesta augmenta quan augmentem
Cs(Xk) — Cs(kal)fcz(X*)ch(X*) > 0 ’a
e (K1) —s(X7) e (Xi—1)—es(X) .

que hem assumit que cs(X;) > ¢s(X*) + cp(X™) 1 cs(Xi—1) > ¢s(X™*). Podem assumir
que és el maxim, és a dir, que ¢s5(Xi) = cp(X™*) + ¢cs(X*). Utilitzant aquest fet i que
x—1>In(X) Vx> 0,

cs(Xk), ja que la seva derivada és 1 —

er(X5)  es(Xe) < o (X) +er(X) D cC:(Xill))— (X) =

i=1

k
=c c c * . cs(Xi) — cs(X7)
= cs(Xg) + cp(X) + cp(X ); <1 cs(Xi—1) —Cs(X*)> =

k
< cs(Xp) + ep(X) — ep(X ZlOg < X Xk) :;S(())((*))> <

k *
< CS(X*) +CF _ CF Z]og (cs Xi};(;XCS)(X*)> +CF(X*) —

X) — S(X*)
CF(X*)

=cp(X) + cp(X™)log <CS( ) +cp(X7™) + cs(XT)

42



Aquest algorisme es pot utilitzar juntament amb altres algorismes per obtenir un
factor d’aproximacié millor. Per exemple. 1’algorisme consistent en escalar tots els costos
d’obertura de les fabriques, multiplicant-los per 1.504, aplicar I'algorisme de Jain Mahdian
i Saberi, tornar al cost original els costos d’obertura i aplicar ’augmentacié vora¢ té un
factor d’aproximacié de 1.52.

Estudiem ara el millor factor d’aproximacié. Considerem « la solucié de I'equacié o +
1= log (2) Per tant, a = a+1 log( ) = max {§+1 log ( ) tE> O},, ja que la derivada

de €+1 log ( ) (£+1)2 log ( > — Eﬁ’ que s’anul-la en un maxim quan £+1 log ( > = 1.
Es pot veure amb meétodes numerics que « ~ 0.4631.

Veurem primer que 1+ « és un factor d’aproximacié en el cas que els costos de servei
estan entre [1, 3] i posteriorment que no existeix cap cota millor.

Proposicié 3.34. El problema de localitzacid métric no capacitat amb ¢; j € [1,3] Vi €
F, je€Dtéun (14 a+ e€)-algorisme d’aproximacié per a tot € > 0

Demostracidé. Fixem e > 01k = [1]. Considerem totes les solucions X C F de fabriques
que obrim amb |X| < k.

Calculem una nova solucié Y obrint la fabrica ¢ que tingui cost d’obertura f; minim i
aplicant ’augmentacié vorag. Veurem que la millor solucié obtinguda amb aquest metode
costa, com a molt, (1 + a + €) cops el cost Optim.

Sigui zeta = Ccf(())g)) i X* una solucié optima. Si | X*| < k, ja hauriem trobat X*, per

tant podem suposar que |X*| > k. Aleshores, cp({i}) < 1cp(X*) i, com que els costos
de servei estan entre 01 3, tenim que c4(i) < 3|D| < 3es(XF).

Utilitzant la proposicié 3.33, el cost 'Y és, com a molt,

cr(Y)+cs(Y) < ep(X) + cp(X¥) log <max {1,

) a0}

cp(X*)
< %CF(X*) + Cr(X*)log (max{l, Zg;}) b ep(X*) 4+ e (X7) =
= ¢5(X™) (i + &log (max{l, z}> +&+ 1) <
<o) (Fratgatert)—ate) (Q+90+a+) <
< (XY (1 +a+ (1 +8) = (1+a+e)(es(X7) + ep(X)

O

Per altra banda, per veure que (1 + «) és el millor factor d’aproximacié possible
considerem el contrari, és a dir, que existeix un (1 + « — €)-algorisme d’aproximacié per
algun € > 0 i es planteja un problema que es demostra que és N P-complex. Per altra
banda, pero, es pot construir un algorisme polinomic que resol el problema i que utilitza
com a subrutina l'algorisme d’aproximacié que hem suposat que existeix. Per tant, si
existeix un algorisme d’aproximacié amb aquest factor d’aproximacié tenim P = N P.
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3.5 Variacions del problema

En aquest capitol es treballa el problema de localitzacié no capacitat i s’han elaborat
algorismes per tal d’aproximar la solucié. Existeixen, pero, variacions del problema que
es poden resoldre amb técniques similars a les estudiades.

3.5.1 k-problema de localitzacié

Aquest problema és una modificacié del problema no capacitat, afegint la restriccié de
que no es pot escollir més de k fabriques. Com en el problema no capacitat, podem
considerar també el cas metric. El segiient teorema implica 'existéncia d’un 4-algorisme
d’aproximacié pel cas metric.

Teorema 3.35. Suposem que ezisteix vs € R i un algorisme polinomic A tal que per a
tota entrada del problema métric no capacitat troba una solucié tal que cp(X) + cs(X) <
cr(X™) +vscs(X*). Aleshores existeir un 2vs-algorisme d’aproximacio del k-problema de
localitzacio métric

En particular, pel teorema 3.31 podem concloure que utilitzant l'algorisme de Jain
Mahdian i Saberi s’obté un 4-algorisme d’aproximacio.

3.5.2 k-problema de mediana

Si considerem el k-problema de localitzacié meétric amb costos d’obertura nuls, estarem
minimitzant la mediana, i tindrem el k-problema de mediana. Aquest s’acostuma a resol-
dre mitjancant la cerca local, consistent en escollir inicialment una solucié factible qual-
sevol, i en cada iteracié millorar-la mitjancant intercanvis. D’aquesta manera es pot
obtenir un algorisme aproximatiu de factor 5.

3.5.3 Problema capacitat debil

En aquesta variacié del problema no capacitat s’introdueix la capacitat de cada fabrica.
Aixi, per cada fabrica ¢ € F tindrem una capacitat u;. Per minimitzar els costos podem
tractar el problema com si fos el no capacitat i obrir P%—‘ copies de la fabrica i, on D C D
sén les ciutats que estan assignades a i. Aleshores es pot demostrar que amb ’algorisme
de Jain Madian Saberi podem obtenir un 2.89-algorisme d’aproximacio:

Teorema 3.36. Suposem que tenim un algorisme aproximatiu A tal que cp(X)+cs(X) <
VPO R (X*)+vscs(X*). Aleshores tenim un (yp+s)-algorisme d’aprozimacid pel problema
capacitat débil.

Demostracié. Suposem I = (F,D, f,u,c) una entrada del problema capacitat debil i
considerem [" = (F,D, f,c') on ¢;; = cij + % per a tot i« € F, j € D. Apliquem

lalgorisme A a ’entrada I’ i trobem una solucié6 X C Fio:D — X. Sigui X*i0* la
solucié optima. Aleshores es compleix:
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je€D:o(j)=1
0o 3 (BRI 5
ieX ’ jeD
< Zfz + ZCIO-(j)vj < /VFZfz + Vs ZC,U(j)aj <
i€X j€D % j€D

PUED:U*U)—Z’}W

<(yp+7s) Y

iEX*
< (vF +795) (er(XT) 4+ ¢s (X))

Jit s ) e <

w
* jeD

Aixi doncs, utilitzant el teorema 3.31, trobem un 2.89-algorisme d’aproximacio.

3.5.4 Problema de localitzacié capacitat

Aquest problema es pot considerar una ampliacié de 'anterior, on també es té en compte la
demanda de cada ciutat, d;. El millor algorisme aproximatiu que s’ha trobat per a aquests
problemes és la cerca local, pero n’existeixen altres, com per exemple una modificacié de
I’algorisme de Shmoys, Tardos i Aardal.
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