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La recerca sobre la natura lesa no s'ha de realitzar

seguint axlomes I legislaclons vanes, sino d'acord
amb els fets. Perqué la nostra vida no té necessltat
ni de bogeries ni de suposicions vanes, sino d'esco-
lar-se tranquil.iament, i en tots els problemes s'obté
ia máxima serenitat si els resoiem segons el métode
de Íes múltiples expiicacions basades en els fenó-
mens, admetent aquelles que siguin versemblants.
Pero quan s'accepta una explicado I se'n refusa una
altra que está d'acord amb /'experiencia, aieshores
és evident que hem abandonat els iímits de ia cien¬
cia de ia naturalesa i hem caigut en ia mitología.

(Fragment de Lletra a PitoclesJ

Epicur



 



PRESENTACIÓ

És una ¡dea plenament acceptada que els processos de construcció i elaborado deis
conelxements, tal com han esdevingut hlstórlcament, constltuelxen una informado in¬
substituible sobre les característiques propies d'aquests coneixements. La historia de la
ciéncia es veu, amb aquesta perspectiva, com una disciplina que ultrapassa els ámbits de
l'erudició, i fins i tot de la cultura general, per esdevenir una eina fonamental per a refle¬
xionar sobre qué és el coneixement i com es constitueix. Aquest és el pressupósit general
que ens ha fet aparellar en aqüestes pagines, ja des del títol, la historia i l'ensenyament de
l'álgebra simbólica.

Darrera de l'orientació que donem al nostre ensenyament sempre h¡ ha una concep-

ció, una ¡dea feta, d'alló que estem ensenyant i de com s'arriba a aprendre. Aixó no deixa
de ser una veritat general, per molt que no tothom s'hagi parat a reflexionar sobre la seva
visió particular deis coneixements que transmet, o per molt que no tothom sigui conscient
que les seves classes están així condicionades. En aquests casos no succeeix sino que la
influéncia deis factors citats sobre la práctica professional és del tot incontrolable.

La filosofía de les matemátiques que informa, i que destil.len, gairebé tots els ma-
nuals i llibres de text avui en circulado entre nosaltres, interpreta aquesta ciéncia com una

cosa immutable, en qué no cal sino seguir el fret fil del raonament deductiu que va col.lo-
cant peca a pega, totxo a totxo, els diferents resultáis matemátics. En surten unes mate¬
mátiques que semblen tancades, que no resolen altres problemes que els que elles mateixes
creen, d'una manera que no pot semblar sino artificial. En alguns períodes de la historia
de les matemátiques ha predominat l'esperit organizador, sistemátic i rigorista, n'han
estat els fruits més notables els Elements d'Euclides i les modernes síntesis formalistes de
N. Bourbaki i els seus epígons. En d'altres períodes ha predominat l'esperit innovador,
creatiu i heurístic, menys preocupat peí rigor que per aprofitar el potencial de nous con-
ceptes i métodes, és el cas del desenvolupament del cálcul infinitesimal durant el segle
XVIII. La filosofía avui més estesa, com déiem abans, es fonamenta en el desconeixement
o la subvalorado deis métodes propis d'aquests períodes innovadors i poc sistemátics.
Així queda potenciada i reforcada una visió de les matemátiques essencialment lineal: les
matemátiques son la cadena de resultats obtinguts a partir d'uns axiomes segons una

seqüéncia d'inferéncies lógiques.
Una de les f i nal itats d'aquest treball és fer veure, estudiant un període historie

concret, fins a quin punt es parcial aquesta concepció. Sovint hi ha hagut múltiples i molt
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estranys camins per a elaborar una teoría matemática,- hi ha hagut dificultáis que han que-
dat ocultes quan els resultáis s'estructuren axiomáticament; hi ha hagut diferents metodo-
logies que s'han enfrontat; existien problemes-clau, molt específics, que guiaven el procés
de descobriment; línies que unien subterrániament diferents teories matemátiques que
acabarien convergint en un tronc comú. Així és la historia viva de les matemátiques, i
d'aixó están fetes elles mateixes.

D'aquella concepció lineal de les matemátiques en surt un ensenyament també li¬
neal. En esséncia, es tractará d'explicitar, rigorosament, els axiomes de partida i de demos¬
trar, rigorosament, els successius resultáis que se'n deriven. Aixó, que és una traído a
l'esperit real del treball matemátic, és, alhora, una barbaritat pedagógica. No podem re-
duir l'aprenentatge de les matemátiques, especialment ais nivelIs básic I mitjá, a la memo-
rització acumulativa de resultats i de demostracions que han quedat, moltes vegades, buits
de contingut a forpa de formalització i de rigor.

Enfront d'aquesta concepció lineal de l'ensenyament, volem reivindicar l'aprenen-
tatge com a redescobriment. Enfront de la metodología formalitzant i deductivista que

acompanya aquella concepció, fem nostres les ¡mplicacions metodológiques del principi
genétic. Com es sabut, aquest principi proclama que el desenvolupament inteI.lectuaI d'un
individu, i, conseqiientment, el procés individual d'adquisició de coneixements, repro-
dueix grosso modo els diferents estadis histories d'evolució del coneixement humá. Peí
que fa a les matemátiques, la vlrtualitat d'aquesta idea i la necessltat d'aplicar-la seriosa-
ment a l'ensenyament han estat proclamades per personalltats com H. Poincaré I F. Klein,
i, al nostre país, per J. Rey Pastor i P. Puig Adam.

Aixó atorga una fundo didáctica molt precisa al coneixement de la historia de les
matemátiques. El procés historie de constitució d'uns coneixements sovint ha estat la ma¬

nera més fácil com aquests coneixements podien arribarse a constituir. Aquest procés
sempre informa d'alló que va ser més difícil de superar abans d'arribar a un resultat satis-
factor i; també informa de quines van ser les motivacions per a arribar a superar el marc
anterior. La historia de les matemátiques proporciona així, idees que són directament
utilitzables com a idees didáctiques. Idees que permetran bastir un ensenyament sobre les
provatures, les intuicions, els tempteigs,...; un ensenyament més a prop de transmetre la
il.lusió de crear que no pas de provocar l'avorriment deis espectacles incomprensibles.

# * *

La formació de I'álgebra simbólica es produeix en un període d'uns 150 anys, des
de fináis del segle XV fins a la publicado de La Geometría cartesiana (1637), la primera
obra que utilitza el llenguatge algébrale modern. L'embalum que ha anat prenent el mate¬
rial recolI¡t que hi fa referencia, així com les característiques del compromís adqulrit amb
l'I.C.E. de la Universitat de Barcelona, ens han portat a no esperar més i a publicar la part
del nostre treball corresponent a la primera meitat del període esmentat. Esperem publi¬
car rápidament la segona part de la nostra análisi.

Aquest llibre téquatre parts. La primera conté una aproximado histórica ais orígens
de l'álgebra simbólica i a algunes obres importants del període conslderat. SI alguna cosa
té d'orlginal l'orlentació que hem donat a aquesta part, és la preocupado per analitzar,
directament deis origináis, obres que són unánimement considerades fonamentals per a
la historia de les matemátiques.

Amb aixó perseguíem poder disposar d'elements de primera má per a analitzar com
han aparagut ¡ s'han desenvolupat certs conceptes essencials de l'álgebra. Aquesta análisi
está continguda a la part II.
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La tercera part conté l'explotació didáctica del material recolIit a les dues primeres,
aplicada a alguns temes.

La part IV és una col.lecció de problemes, seleccionada de les obres d'aritmética i
d'álgebra medievals i renaixentistes estudiades. Principalment, hem agafat problemes amb
un enunciat tal que, o bé podien teñir un interés historie, o bé ens han semblats suscepti¬
bles de ser útilitzats a classe.

Les referéncies a la Bibliografía es fan peí nom de l'autor, acompanyant-lo de la
data de publicado de l'obra, si se'n cita més d'una.

El fet que uns pocs autors espanyols haguessin estudiat la historia de la ciencia, i en

particular la historia de la nostra ciencia, ha estat un ajut tant més remarcable que petit
era el seu nombre. No volem deixar de dir quant important ha estat per a nosaltres el punt
de partida que aquests estudiosos, gairebé des de l'anonimat (almenys peí que fa al seu
reconeixement universitari i institucional), ens han proporcionat. En cert sentit, podem
dir que aquesta obra ha estat possible grades a J.A. Sánchez Pérez, F. Vera, J. Millás Valíi-
crosa, J. Rey Pastor i P. Puig Adam i ais seus rars contlnuadors. A tots elIs, grácies.

Agrai'm a l'I.C.E. de la Universitat de Barcelona el suport que h¡ hem trobat, i les
facilitáis de tota mena que hem rebut en la realització d'aquest treball. Volem agrair, par-

ticularment, la col.laborado de la Srta. Ma Lluisa Martín. Sense el seu ajut eficient per a
enfrentar-nos amb les rovellades estructures burocrático-admlnistratives de biblioteques i
altres institucions, el nostre treball hagués estat molt més lent i dificultós.
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Els capítols d'aquesta part contenen la historia de la primera época de I'álgebra re¬

nacentista, l'época que va des del moment de l'aparició deis primers llibres impresos de
matemátiques fins a mitjan segle XVI. Les dates que utilitzem per enquadrar el període
estudiat, 1478 i 1545, són, com totes les dates que hom utilitza per subdividir la historia,
referéncies absolutament convencionals. La historia particular d'aquestes dues és la se-

güent: el 1478 va ser impresa a Europa la primera de les aritmétiques mercantils, les obres
que generarien l'álgebra sincopada renaixentista. El 1545 fou publicada I'Ars Magna de
Cardano, la primera obra on l'álgebra apareix com una branca diferenciada de les matemá¬
tiques: la que fa l'estudi general de les equacions.

La nostra analisi d'aquest període ha estat dirigida segons dues direccions principáis,
la que porta a establir Vorigen de l'álgebra simbólica, i la que permet descobrir la metodo¬
logía propia d'aquells treballs primitius. Aixó potser explicará l'estructura no estándard
que hem donat a les nostres págines. Els dos primers capítols contenen els antecedents
medievals árabs i europeus del nostre període. Després estudiem les aritmétiques comer¬

ciáis, uns llibres sovint oblidats a les histories generáis de les matemátiques, sense els quals
és incomprensible la formado de l'álgebra. Ens entretenim, a continuado, a estudiar el
context historie i cultural del període en qüestió, situant d'una manera general les obres i
autors més interessants. Els tres capítols següents están dedicats, respectivament, a Chu-
quet, Tartaglia i Cardano, amb la pretensió d'explicitar fins on és possible els trets més
importants de les seves obres respectives. El darrer capítol, específicament dedicat a

Espanya, no conté cap informació essencial per a la historia general de les matemátiques.
Aixó no obstant, en teñir a les mans un material adient, localitzat gairebé sense proposar-
nos-ho quan regirávem els fons d'algunes biblioteques, ens va semblar convenient posar a
l'abast del públic algunes dades d'interés sobre la nostra pobra historia científica.
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CAPÍTOL 1:

LA TRADICIÓ ARITMÉTICA I ALGEBRAICA DELS ÁRABS

Tots els autors d'hlstórles generáis de les matemátlques s'han preocupat de subratllar
l'lmportant paper jugat pels árabs en el desenvolupament de l'álgebra I la trigonometría. A
les limas que seguelxen ¡ntentarem fer un resum de les principáis aportaclons arltmétlco-
algebralques tetes pels árabs, aportaclons que tan declslves esdevlndrlen per a preparar el
terreny de la futura eclosló de la matemática a l'Europa renacentista.

El punt de partida de l'arltmétlca árab es troba fonamentalment en l'heréncla deis
últlms matemátlcs grecs, com Dlofant, I en la Influencia procedent de les técnlques deis
matemátlcs hlndús.

L'obre de Dlofant (S. III?) passá ais árabs a través de la tradúcelo que en va fer la
matemática Hypatias (s. IV d.C.), qui afegí comentarls propls a l'obra, sent posslble que
llavors tlngués Iloe la pérdua deis lllbres de l'Arltmétlca de Dlofant que falten (n'han res-
tat 6, d'un total de 13). El saquelg I ¡ncendi de la Biblioteca d'Alexandrla abona la hipóte¬
si que en aquest esdevenlment s'acabessin de perdre els pocs exemplars que h¡ havla de
l'obra de Dlofant. Tot sembla indicar, segons l'estudl fet per Paul Tannery1 (les notes es
troben al final del capítol), que els dlferents manuscrlts exlstents sobre l'obra de Dlofant
deriven, tots ells, de la tradúcelo realltzada per Hypatias.

L'altra font deis árabs és l'obra matemática realltzada pels hlndús. Aquests van

abordar una quantltat considerable de problemes varlats, per ais quals temen certes regles
de resolucló; unes regles que, malgrat que eren sense demostrado, van anar-se convertint
amb el temps en l'entramat sobre el qual es construí l'álgebra retórica deis árabs, que a les
portes del Renaixement acabá passant a Europa. De la matemática hindú assenyalarem
tan sois que en l'obra d'Aryabhata (s. VI) es troben ja les formules per a sumar progres-
slons arltmétlques, la resolucló d'equaclons de segon grau I d'equaclons lineáis ¡ndeterml-
nades amb dues ¡ncógnites, I que sovlnt utllltza les fracclons continúes.

La matemática hindú vlu la seva época d'or al segle Vil, amb l'obra de Bramagupta.
Aquest matemátlc enuncia les regles algebralques de les operaclons amb negatlus, i utllit-
za abrevlatures per a cada una de les dlferents ¡ncógnites que ¡ntervenen en un problema.
Fa servir símbols slmllars per representar quadrats o bé arrels quadrades. Dlstlngelx els
nombres negatlus mltjanpant un punt, i les fracclons ja les eserlu com nosaltres, pero sense

3la ratlla de separado (v. gr. Per últim, cal dlr que dona la soludo entera completa de
l'equacló: ax ± by = c, amb a, b, c enters, i arriba a discutir les soluclons de l'equacló in¬
determinada: ax2 + I = y2 (sempre amb coeflcients concrets).
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L'element essencial ¡ntroduít pels hindús, ¡ que revoluciona les bases del cálcul arlt-
métlc, correspon, sense cap mena de dubte, a l'ús del sistema decimal de poslcló emprat
per a descrlure els nombres2. No es pot precisar en quina data exactament s'adoptá aquest
crlterl de numerado, pero podem dlr que al segle VIII ja era d'ús generalltzat ais escrits
matemátics. El document més antlc en qué aparelx el zero junt ais altres numeráis és de
l'any 738. És difícil d'avaluar la trascendencia d'una Innovado d'aquestes característl-
ques, I fins I tot plantejar-nos per on haguessln transcorregut els descobrlments matemá¬
tics sense aquesta aportado hindú. El cas és que la matemática grega fou ¡ncapac de supe¬
rar aquest hándlcap, i tota la rlquesa deis problemes de computado quedá en estat em-
brlonari.

La Florado Cultural Árab

Després de l'época de decadencia de la cultura hel.lénlca i de la desapandó de l'úl-
tim gran centre cultural, que fou Alexandrla, el saber deis grecs aná reconstrulnt-se lenta-
ment a partir de traducclons anteriorment fetes al voltant de les obres d'ArlstótlI, Hipó¬
crates I Euclldes. La dlpositár¡a fonamental d'aquest saber era Siria, I els monjos d'aquest
país van ser els qul es preocuparen d'anar recomponent els manuscrlts salvats del desastre.

L'any 762, el califa Almansur establí la seva cort a Bagdad, transformant aquesta
clutat en un gran empórlum cultural. Durant una época molt dilatada aquesta clutat es
convertirá en el principal centre protagonista de prodúcelo científica, ¡ d'una reconstruc-
cló considerable del saber deis antlcs grecs. Tanmatelx, per la situado geográfica privilegia¬
da de Bagdad, aquesta clutat s'allmentá deis corrents de pensament matemátic procedents
de l'lndla, alxí com del saber dlspersat de la cultura hel.lénlca.

El primer matemátic arltmétlc destacat fou Muhammad ¡bn Musá al-Hwarlzml, (m.
850), que després d'un vlatge a l'lndla retorné a Bagdad (830) I escrlgué el famós tractat
d'álgebra tltulat Hisáb al-jabr wal-muqqábala, del títol del qual derivará Tactual denomi¬
nado "álgebra". En aquest lllbre al-Hwarlzmi exposa, ais sis prlmers capítols, la forma
de resoldre els sis tipus d'equaclons de segon grau, a saber: ax2 = bx (no considera com
solucló l'arrel nul.la); ax2 = c; bx = c; ax2 + bx = c; ax2 + c = bx; bx + c = ax2. Les
arrels negatlves tampoc no són acceptades, I tan sois es consideren dues soluclons quan
aqüestes són posltlves.

El llenguatge algébrale emprat és, a tots els passatges de l'obra, de tipus retórlc, ca¬
racterística que es mantlndrá al llarg deis anys pels matemátics árabs, perdent-se els pocs

vestlgls de caire slmbóllc que es troben a l'obra de Dlofant o en l'obra deis hindús.
Peí que respecta a la solucló de les equaclons de segon grau, es ¡mportant fer notar

que al-Hwarlzml recolza la prova de la fórmula de resolucló mltjanpant una construccló
geométrica, qüestló aquesta que és susceptible d'lnterpretar-se com una ¡nfluéncia directa
deis métodes exposats ais lllbres d'Euclldes, que esdevlngueren una referéncla constant a
totes les obres árabs.

Alxí podem observar la construccló geométrica que presenta al-Hwarlzml per justi¬
ficar la resolucló de l'equacló x2 + 10x = 39. Trapar un quadrat de costat x I completar-

1
lo amb quatre rectangles de costats 2 — I x, tal com s'aprecla a la figura. L'área de cada un

¿
1

deis altres quadrats que resten fins a completar el quadrat gran és de 6 — .
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La Margada 2 deis quatre rectangles

correspon a 1/4 del coeficient de x. La
suma de totes les árees és:

<2+4 2yx+4 4- x2 +10x + 25

i com que x2 + 10x = 39, en total el qua-
drat gran té área 39 + 25 = 64, ¡ en con-

seqüéncla el seu costat és 8. Alxí dones,

el costat x buscat és 8 — 2 4 3.

Per ais altres tipus d'equaclons de
segon grau també s'inclouen construcclons
geométrlques aproplades a cada cas.

Els restants capítols de l'álgebra d'al-Hwarizmí tracten sobre regles d'operacions
aplicades a expresslons binomials de la forma: (a + b) (a — b); (a + b) (a — c), ... ¡ tota
una serie de problemes variats procedents directament d'autors grecs.

L'altre Ilibre ¡mportant d'al-Hwarizmi porta com a títol de la traducció llatina: "De
numero Indorum", I, com el seu mateix nom indica, versa sobe l'exposició de la forma de
numerado hindú, així com les diferents regles per a procedir al cálcul de les quatre opera-
cions elementáis d'aritmética; aqüestes regles, en el transcurs del temps, s'anomenarien
"algorismes", mot que s'ha conservat fins els nostres dies.

Al-Hwarizmi, al próleg del Ilibre d'álgebra que composá a instáncies del califa Alma-
mún, expressa la ¡ntencionalitat de l'obra així:
"... per facilitar les operacions que es presenten en afrontar les necessitats de la vida, sense

cap altre f¡ superior" (citat per Vera (1947), p. 31). Davant d'aquesta modesta intenció,
no deixa d'astorar-nos que aquest llibre fos el punt de referencia fonamental de tots els
matemátics que es proposaren desenvolupar l'aritmética i l'álgebra, i que conservés plena
vigencia fins al segle XVI, quan a Europa se supera l'estadi d'elaboració del llibre3 de
l'autor árab.

Un altre matemátic de primera fila que dedicá bons esforqos a l'álgebra fou Tábit
ibn Qurra (aprox. 835-901). Aquest matemátic esmerpá una gran part de la seva activitat a
les traduccions del grec a l'árab, i al mateix temps realitzá una gran tasca universal d'investi-
gació. Les seves contribucions a l'aritmética son nombroses, destacantuna fórmula nota¬
ble que ve a dir, en llenguatge modern: "si a, b, c són nombres primers i si a = 3.2n —1,
b — 3 2n 1 _1 ¡ c = 32 . 22n“1—1, llavors 2nab i 2nc són nombres amigables (recordem
que dos nombres són amigables si la suma deis divisors de cada un és igual al valor de
l'altre).

Tábit fou el primer matemátic que va resoldre les equacions de grau tercer; ho va fer
per consideracions purament geométriques, que no condui'en a valors numérics explícits.

A partir del segle X, la ciencia árab oriental comenpá a enderrocar-se, ¡ tan sois desta¬
quen com a matemátics árabs sorgits de l'Orient les figures de Aboül-Wafá (933-998) i
Abenyunus (979-1008).

Aboül-Wafá s'encarregá de traduir l'aritmética de Diofant, comenté l'obra del seu
antecessor al-Hwarizmi, i deixá una escola de comentaristes de Diofant, que abordaren
una gran diversitat de problemes diofántics. Les seves altres aportacions importants corres-
ponen a la trigonometría.

Al-Karhi (aprox. 1020), successor de Aboül-Wafá, prosseguí els treballs algebraics,
sent el primer que abordé equacions resolubles de grau superior al segon, com les de la
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forma: ax2n + bxn = c, on considera només les solucions positives. Aquest mateix tipus
d'equació el veurem altre cop tractat exhaustivament a l'obra de Nicolás Chuquet (1484).
Al-Karh¡ abandona en aquest tipus de problema, de forma explícita, la restricció de
Diofant de no considerar com a solucions més que aquelles que corresponen a nombres
racionáis.

Un altre matemátic árab que no podem deixar de mencionar és Ornar Khayyam
(10501122 aprox.). La seva obra té característiques universals. Escrigué, a més d'altres
llibres, un tractat d'álgebra4, en el qual s'aborda, entre altres qüestions, la resolució
d'equacions de tercer grau a partir de complicáis artilugis que impliquen la útilització de
dos tipus diferents de cóniques. Tots aquests intents posen de manifest les dificultáis
¡nherents a la recerca de la resolució algebraica de les equacions de tercer grau.

Es interessant la profunditat de pensament d'Omar Khayyam, que ve a dir: l'álge-
bra correspon a fets geométrics, que són provats per les proposicions 5 i 6 del Ilibre 11 deis
Elements, encara que la geometría i l'álgebra difereixen aparentment i que l'álgebra no ha
de ser concebuda com un “truc" per a obtenir solucions de les incógnites. (cf. Collette,
vol. 1, p. 126). Diem que aquesta afirmado té un punt de mira de gran abast, perqué en¬
cara que estem molt lluny de la fusió entre la geometría i l'álgebra, que no es donará fins
a l'obra de Descartes, sí que ja entreveiem l'explotació de problemes geométrics mitjan-
pant l'álgebra, cosa que obrirá el pas a un fort desenvolupament de la trigonometría.

Per concloure aquest petit resum historie direm que a la segona meitat del segle X,
sota el mandat d'Abderramán III, comenpa a floréixer un nou gran centre cultural: la
ciutat de Córdova. L'extraordinari desenvolupament comercial que experimentá aquesta
ciutat, així com l'esperit emprenedor i savi del califa, van fer possible la creació d'un gran
empori, on es concentrá el més ampli saber universal anterior al Renaixement. El fill
d'Abderramán III, Alháquem II, es dedicá a protegir la cultura i a ampliar la biblioteca del
palau, convertida en taller de copistes, enquadernadors i miniaturistes. Es diu que la bi¬
blioteca arribá a tener 400.000 volums.

La quantitat de matemátics árabs que en aquest període treballaren a Espanya és
molt gran. No farem una análisi deis seus treballs, sino que tan sois direm que molts d'ells
contribuiren a trasvasar els coneixements matemátics árabs a l'Occident, tant a través de
l'Escola de traductors de Toledo, com deis monjos del Monestir de Ripoll, pero al mateix
temps realitzaren treballs de contribució, sobretot en el terreny de la trigonometría i as¬
tronomía. Entre els treballs de Maslama5 de Madrid (m. ca. 1007), destaca el resum de les
Taules d'Albatenio sobre les equacions deis planetes i una edició millorada de l'obra d'al-
Hwarizmi; també editá un llibre d'Aritmética mercantil i realitzá una edició comentada
del Planisferi de Ptolomeu. Azarquiel, (ca. 1029-1087) amb la seva gran obra mestra “£/
tractat de l'azafea", doná un impuls decisiu ais treballs de trigonometría i astronomía.

El Tractament deis Nombres en els Árabs

Es evident que una part essencial de la matemática árab gira al voltant del cómput.
L'extraordinari desenvolupament comercial que van experimentar certesciutats árabs, com

Bagdad, i més endavant Córdova, va propiciar que la matemática del cálcul jugués un pa-
per social de primer ordre per tal d'assegurar el regular intercanvi de mercaderies. Es per
aixó que els nombres van ésser consideráis en primer lloc com a eines de cálcul, i no tant
com a expressions darrera les quals, per combinacions mágiques, es trobés I'explicació del
Univers. L'opció elegida de desenvolupar el cálcul els conduí a cercar els algorismes més
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apropiáis per a cada una de les quatre regles elementáis aplicades al sistema de numerado
hindú.

L'addició era realitzada de la mateixa forma com ho fem a l'actualitat, encara que
acostumaven a escrlure sota la suma les unitats d'ordre superior resultants de la suma de
cada columna de nombres.

La prova que feien per detectar algún possible error consistía a pendre restes de mó-
dul nou i veure si el resultat encaixava, advertint que la prova no era contundent.

La subtraccló ve a ser essencialment igual que a l'actualitat, i la prova segueix sent la
deis nous.

54986
3521

58507
11

Prova
52
7

54986
3521

51465

5
2
3

Per multiplicar empraven la taula del producte deis 9 prlmers dígits, pero no com¬
pleta, sino tan sois la meitat, com s'observa al quadre adjunt. Per realitzar el producte de
dos nombres d'un dígit, n'hl ha prou de cercar el més petit a la diagonal i el més gran a la
columna de la dreta; el resultat del producte apareix a la columna del nombre més petit
(el de la diagonal) i a Palpada del nombre més gran (cercat a la columna de la dreta).

2 1

3 4 2

4 9 6 3

5 16 12 8 4

6 25 20 15 10 5

7 36 30 24 18 12 6

8 49 42 35 28 21 14 7

9 64 56 48 40 32 24 16 8

81 72 63 54 45 36 27 18 9

Com podem observar, no es menciona que el producte éscommutatiu, perós'utilitza
aquest fet des del primer moment en qué s'ensenya a multiplicar, com la cosa més evident
del món.
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S'expliquen a continuado tota una serie de recursos per a multiplicar per certs nom¬

bres determináis, com el 5, el 9, el 15. Exemple nx 15^ nx10 + —, s'afegeix a n un

zero a la darrera xifra, i a continuado al nombre obtingut se li suma la meitat d'ell mateix.
Els métodes emprats per a multiplicar nombres de més d'una xifra entre si, són molt

variats: métode de la xarxa, del quadriláter, d'Abenezra o de la copa, del castell, i de
l'escac.

Exposarem tan sois el métode de la xarxa, que és el més corrent, i el dit de la copa.
En el métode de la xarxa es disposen els nombres ais marges d'un rectangle, i els pro-

ductes, xifra per xifra, al quadre interior corresponent, tenintcompte de posar la xifra de
les desenes a la part de dalt del quadre i la de les unitats a sota. Finalment, se suma en dia¬
gonal, i al marge inferior del rectangle s'obté el nombre resultant del producte:

Exemple: 248 x 864

2

2 4 8

Métode de la copa: Exemple 864 x 248

864

2 4 8

1<f 864

2 4 8

■í f?'/2¡Í8}
“

2x8 = 16
2x6=12

2x4 = 8
La disposició de cada producte

8 6 4 4x8 = 32
parcial ve determinada segons
convencional de col.locar-lo tan

la regla
amunt i

2 4 8’ 4x6 = 24 tan a l'esquerra com es pugui.
1 6 2 8 :6¡ 4x4= 16

1

$SX¡
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3er 8 6 4 8x8 = 64
2 4 8 8x6 = 48

1 6 2 8 6(2; 8x4 = 32
1 2 4 Í8)} ¡
3 2 1pV

Í6"A¡\
— :zy;

4art 8 6 4

2 4 8

16 2 8 6 2
12 4 8

<y>\3 2 1 3
\\6 4 /2XX^/T/
\ 2/

L'algorisme de la divisió era bastant lent; per fer-nos-en una ¡dea, exposem l'exem-
ple que dona Sánchez Pérez a la p. 147 de La aritmética en Roma, en India y en Arabia,
I que és tret de l'obra d'Alamulí, on es presenta la forma més primitiva de divisió; aquesta
forma evoluciona paulatinament, flns a assemblar-se més a la nostra divisió actual. La part
del quadre on dlu "Aclaraciones" correspon a I'afegitó de Sánchez Pérez, per tal de fer
inteligibles les operacions intermedies.

El resultat final s'obté sumant totes

les columnes, comenpant per la dreta. El
producte és el nombre disposat en forma
de ve baixa.

Aclaraciones División

Cociente 1 8 4 1 0

Dividendo 9 7 5 7 4 1

1 X 53 5 3
Primer resto 4 4

8 X 5 del 53 4 0

Parte del resto 4

8X3 del 53 2 4

Segundo resto 2 1

4 X 5 del 53 2 0
Parte del resto 1
4 X 3 del 53 1 2
Tercer resto 5

1 X53 5 3

Resto final 1 1

Quinto divisor 5 3

Cuarto divisor 5 3
Tercer divisor 5 3

Segundo divisor 5 3
Primer divisor 5 3
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Un altre apartat de tractament numéric molt exhaustiu és el corresponent ais nom¬
bres trencats ¡ a les quatre operacions entre ells, aixi' com a la regla de tres ¡ ais métodes
de proporcional¡tat. Les regles d'una i dues falses posiclons van ésser propicies per a abor¬
dar tots aquests tipus de problema. Molts deis problemes que es plantejaren tenen una
forma similar a aquest que reproduím:

"Zaid té 22 dinars, Omar en té 19 i Bakr en té 7. Reuneixen el diner i fan negoci, de manera
que guanyan 12 dinars. Com se'ls han de repartir?". (Sánchez Pérez (1949), p. 166).

Un altre tipus de problemes está, directament relacionat amb qüestions d'heréncia,
ja que la jurisprudencia árab, regida per l'Alcorá, obliga a certs repartiments proporcionáis,
en alguns casos molt complicáis, segons la descendencia i l'ascendéncia de la persona mor¬
ía. De fet, els encarregats de discernir entre els repartiments d'una heréncia eren membres
d'una classe especial d'aritmétics, i el seu treball constituía una auténtica professió, s'ano-
menaven "faradís", i estaven ensinistrats per a resoldre tot tipus de repartiment propor¬
cional, per complicat que pogués ser.

Els capftols de les aritmétiques árabs dedicats a la radicació acostumen a ser com-

plets. Ensenyen a multiplicar i a dividir arrels, incloent-hi els casos en qué les arrels són
d'índex diferent. Es plantegen fins i tot el problema de sumar i restar arrels quadrades.

qüestió que resolen de la següent manera: \/-a-± \Z~tT = \f a 4- b ± 2 \/ab teninten
compte que l'arrel que apareix dins de l'altra arrel, en cas que no siguí exacta, l'aproximen
per un nombre fraccionan. Coneixen els mecanismes formáis de treure factors fora de
l'arrel, o bé d'entrar-los dins de l'arrel.

Les relacions numériques corresponents ais quadrats mágics, nombres perfectes,
abundants,..., que tant de predicament van teñir a l'Occident cristiá, van jugar un paper
secundari a la matemática árab. En aquesta, en canvi, ocupá un Iloe important, el proble¬
ma de la divisibilitat deis nombres naturals. Varen trobar els criteris de divisibilitat de la
divisió per 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 i 11, segons la forma que s'explica actualment a les es¬
coles. S'ha de destacar que fins i tot presentaren 2 criteris de divisibilitat per 7, un d'ells
poc útil i basat en les restes de dividir les poténcies de 10 per 7, i un altre prou senzill que
descriu Benalbana i que és així: si d'un nombre de diverses xifres es multiplica la primera
de l'esquerra per 3, se l¡ afegeix la segona, el resultat es torna a multiplicar per 3 ¡ se li afa-
geix la tercera xifra, i així successivament fins a acabar les xifres del nombre donat, el
nombre així obtingut i el proposat donen la mateixa resta en ser dividits per 7 (citat per
Sánchez Pérez (1949), pág. 161).

Per acabar aquest apartat, cal dir que tant les progressions aritmétiques com les
geométriques tenen un tractament complet a les aritmétiques árabs. La fórmula aue pre-

3l "f" 3n m
senten per a sumar les progressions aritmétiques es l actúa!: SN = • . Fan
observar que l'addició deis primers senars genera la successió deis quadrats deis nombres
naturals. Es plantegen i resolen, sense métode explicatiu, la suma deis primers quadrats i
la deis primers cubs segons les expressions:

N

2
¡= i

i 2 =
N(N+ 1) (2N+ 1)

N

2 ¡3
¡ = I

Totes aqüestes formules no eren expressades sino retóricament.
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La Trigonometría. Una Motivació per al Desenvolupament de l'Álgebra

Els árabs foren uns entusiastes cultivadors de l'astronomia, i l'estudi de les evolu-
cions deis astres els portaren a plantejar-se gran quantitat de problemes, problemes que

generarien la trigonometría. En efecte, una primera qüestió que van haver de resoldre fou
la mesura deis angles I, en conseqüéncia, l'elaboració precisa de taules de raons trigonomé-
triques. L'heréncia de qué disposaven eren les taules que deixá Ptolomeu de mig en mig
grau, relatlves a la mesure de les cordes que agafen cada un deis angles consideráis. Al
mateix temps disposaven de les taules que elabora l'hindú Aryabhata corresponents ais
sinus deis angles compresos entre 0o i 90°, pujant de 3°45' en 3°45'. Aquest, d'una ma¬
niera molt enginyosa, utilitzá una fórmula recorrent per al cálcul d'aquesta taula (cf. Gui-
tel, p. 587)

sin (m + I) a — sin (ma) = sin (ma) — sin (m-l) a — [^!a-
sin (a)

(cal teñir present que l'expressió deis sinus que utilitzava representava el producte del
"sinus actual" peí radi). Aquesta fórmula, com és fácil de comprovar, sois és válida si es
verifica la relacló: 2 R (sin a). (1 — cosa) = 1. Prenent, com va fer Aryabhata, R = 3.438 =
nombre de minuts d'una semicircumferéncia dividit per ít, resulta ser a = 229'. Per aixó
és fácil d'entendre per qué construí' la taula comenpant per i'angle de 3°45', que equival a
225'. L'error que en resulta ais cálculs que presenta és més petit que una cincmil.lésima.

Amb aquests precedents, els árabs es van plantejar l'elaboració de taules més "afina-
des", o sigue d'interval d'angle més petit, i esteses a altres raons, com els cosinus i les tan-
gents (que elIs anomenaven "ombra invertida").

La construcció d'una taula de sinus no és tasca gens fácil, sobretot si hom no dispo¬
sa de computadores i no es pot fer ús deis més moderns desenvolupaments en série, que
els árabs estaven molt lluny de poder utilltzar. Els problemes de cómput de les taules de
les raons trigonométriques van comportar una gran rlquesa de treballs paral.lels, de natu-
ralesa algebraica. En efecte, el cómput práctic d'una taula exlgeix básicament dues coses:
cercar la raó trigonométrica de I'angle més petit possible i trobar una fórmula recurrent
per a calcular les raons deis altres angles, ¡gualment espaciáis, a partir de les raons del més
petit. Aquesta doble labor és la que es proposaren els matemátics árabs.

La recerca de les relacions entre les diferents raons trigonométriques esdevingué,
d'aquesta manera, una font constant d'expressions i relacions algebraiques. Van trobar les
expressions corresponents ais sinus i cosinus de la suma d'angles, qüestió que resolia el
problema de fer algorísmica la confecció de les taules a partir de conéixer les raons trigo¬
nométriques de I'angle més petit. I aquest darrer fou el problema més difícil que van
haver de resoldre. La qüestió era poder determinar el valor del sinus d'un grau amb la
máxima precisió possible. Hem de dir que tal labor els portá a descobrir una gran quanti¬
tat de relacions algebraiques, algunes molt útils i que van subsistir, i d'altres menys afor-
tunades que s'han quedat per sempre més en els manuscrits de l'época. Les formules
més ¡nteressants que coneixien corresponen a: sin2x + cos2x = 1; sin2x = 2sinxcosx;
cos2x = eos2 x-s¡n2x; eos (A+ B) = cosAcosB—sinAsInB; sin (A+ B) = sinAcosB+ cosA

escrites naturalment en versió moderna.
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Una reconstrucció moderna del procés que els porté a calcular el valor de s¡n1° pot
ser el següent (probablement els árabs van procedlr mitjangant construccions geométri-
ques):

Conelxlen el valor exacte del sin30° a partir de la construccló geométrica del trian-
gle equiláter. El valor del sln18° es pot trobar així: sln72° = 2s¡n36°cos36°; sln72° =
cosí 8o; emprant les expressions deis slnus I coslnus deis angles dobles:

cosí8o = 2.(2sm18°cos18°) (eos218°-sin218o)

I slmpllflcant per cosí 8o queda:

1 = 4s¡n18° (1-2s¡n218) = 4s¡n18°-8sin318.

La qual cosa és equlvalent a resoldre la equació de tercer grau: 8x3—4x +1=0 que té
l'arrel senzllla 1/2. Dividint ara el pollnoml per x-1/2 en resulta el pollnoml de segon grau:

—1± \Á5
8x2 + 4x—2 = 0, que té per arrels . Com que sln18° no pot ser 1/2, que és el

de 30°, el valor que li ha de correspondre és el de
— 1 + v^

= 0,309017.

Conelxent el valor de sin30°, I a partir de la fórmula del slnus de l'angle meitat, es
pot trobar el valor de s¡n15°; a partir del conelxement deis slnus de 15° i 18° es pot cal¬
cular el valor del sin3°. I aquí contenga el veritable problema, que conslstelx a trobar el
sin1° a partir del sln3°. Els matemátlcs árabs ja sablen que per a resoldre aquest problema
(que no és sino el problema de la trisseccló de l'angle) era necessari trobar les soluclons

., ,
„ _ , sin3 3d una equacio de tercer grau: x3 + —-— = ——x.

4 4

La resolucló algebraica de les equaclons de tercer grau, com ja hem dit en apartats
anteriors, no va ser abordada feligment pels árabs, i no es va aconseguir fins a la primera
meitat del s. XVI per Tartaglia ¡ Cardano. No obstant, és digne de menció el procediment
que va utilitzar el matemátic Olug-Beg per trobar una solució aproximada de l'equació
anterior7. El seu procediment consistía en la recerca de solucions cada cop més aproxlma-
des, operant així:

Per a solucions molt properes al zero, com és el cas anterior, una primera aproxima¬

se
ció de la solució x és igual al quocient:

sin3

de
sin3 3/4

ja que x3 es pot negligir. El valor

el calcuiem fins a un quocient Q i una resta R tal que R siguí de l'ordre de Q3.
A continuació posem x — Q + y, i ara calcuiem y per aproximar nos a la solució del poli-

4 R
nomi Q + y — — (Q + y)3 + Q + —; com que les poténcies de y es poden negligir, i R

és del mateix ordre de magnitud que Q3, resulta:

4Q3 + R ...

y = ~ , i així es reitera el procediment.

Encara que el métode de resolució és analític, per a portar-lo a terme és necessária
una bona base de cálcul algebraic.
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Olug-Beg publica un llibre de Taules astronómiques, tradui't per L.A. Sedillot (Edl-
ció 1839 ■ París).

Sota els pressupostos anteriors, no deixa de ser una gran proesa que Abenyunus
arribés a designar el valor de sin1° per: 1p2'49"43"' 28lv que dlferelx tan sois del venta-
ble valor en 16lv. De forma similar Aboül-Wafá (940-997), partint de subtlls relacions i
desigualtats trigonométriques, trobá el valor de sin 30' = 0P31'24"'54lv55v, que dlfe¬
relx del real en menys d'1v, és a dlr, en menys de 0,000000001 del radl. Mitjanpant
aquest valor, i peí procedlment abans ¡ndlcat, construí una taula de sinus de 10 en 10
mlnuts.

Aquesta íntima relacló entre l'álgebra I la geometría deis angles la retrobarla 600
anys més tard el matemátlc francés Vieta, en plantejar-se aquest matelx tlpus de proble-
mes. Vieta arriba més lluny en adonar-se que, de fet, el problema de la divlslód'un angle
en n parts iguals anava assoclat al problema de trobar les arrels d'un determinat pollnoml
de grau n, de coeflclents depenents tan sois de rr, aquesta qüestló li permeté resoldre en
un moment un problema proposat per A. van Roomen, que consistía a trobar les solu-
clons d'una equacló polinómlca de grau 45, ja que va aconseguir fácllment la solucló a

partir d'una taula trigonométrica. L'aprofundiment d'aquest problema el conduí a trobar
el que avul s'anomenen les formules de Moivre.

Com podem apreciar una vegada més, els precedents d'alló que serla la ciencia mo¬
derna cal trobar-los ais treballs desenvolupats pels árabs. El camí de recerca matemática
que van elegir era corréete, i elIs van assentar les bases fonamentals del cálcul, tant arltmé-
tic com algébrale. Sois resta pendent el pas declslu de la slmbolltzacló algebraica, el qual,
per dlferents camins, es crearla al llarg del segle XVI a l'Europa Occidental, procés al que
dedlcarem l'atencló en capítols posterlors.

El Tractament Algebraic de les Equacions i les Seves Notacions

Ja hem dit abans que els árabs van desenvolupar l'álgebra retórica, entenentcom a
tal aquella que deserlu les operaclons que cal anar fent per trobar el valor de la Incógnita.
D'aquesta forma resolien tot tlpus d'equacions de primer i segon grau, sempre que tin-
guessln soluclons posltlves. Malgrat que no van donar el pas a l'álgebra simbólica, sí que
van expllcltar les regles per a operar les dlferents entitats matemátlques que aparelxien.

Els árabs anomenaven chai', mál I Káb, respectlvament, a la primera, segona i tercera
potencies de la Incógnita. Segons Cajón, la majorla d'autors expressaven les potencies
superlors segons el prlnclpl multiplicatlu (Kál-mál deslgnava x6; Káb-Káb, x9). D'altres
utllitzaren el prlnclpl addltlu (Káb-mál deslgnava x5; Káb-Káb, x6). Per més detalls sobre
les notacions árabs es pot consultar el capítol 12, dedicat a la formado del llenguatge al¬
gébrale.

Felen la següent aclarado de la notado útil¡tzada:

''La quantitat que es multiplica per ella mateixa s'anomena arrel en aritmética, costat en
geometría, i chai (cosa) en álgebra; el resultat se'n dlu llavors quadrat"

(extret de l'obra d'AI Aamoulí, en la Tradúcelo d'Arlstide Marre, p. 15). A la mateixa
obra, p. 36, podem veure el quadre que presenten per a realitzar els productes I divlsions
de les entitats matemátlques alxí construídes.
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Taule de productes i divisions, amb simbologia moderna:

MULTIPLICANT
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1 1
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Exposem a continuado la forma amb qué al-HwárizmT introdueix la suma i el pro-
ducte de les diferents potencies de la incógnita (cf. Marre (1864), p. 70).

Pren com a punt de partida dos exemples numérics en qué ¡ntervenen expressions
radicáis:

(20 - V 200 ) + (V 200 - 10)

(20 - V 200 ) - (V 200 - 10)

Fa veure, amb ajuda d'una senzilla construcció geométrica, que la primera expressió és
igual a 10, i que la segona és 30 — \/ 800. Fet aixó passa a demostrar les dues igualtats se-
güents:

(100 + x2 — 20 x) + (50 + 10 x- 2 x2)= 150 —x2 - 10 x

(100 + x2 - 20 x) - (50 + 10 x - 2 x2) = 50 + 3 x2 - 30 x

La demostració d'aquestes igualtats no la basa ja en una construcció geométrica, si¬
no en la transposició de termes i simplificado deis que són iguals ais dos membres, inaugu-
rant aixi' l'art del "cheber i almucábala", que seria la regla d'or de I'álgebra.

Ensenya com, només es poden sumar potencies de la mateixa "especie": "4 vegades
mál i 2 vegades mal fan 6 vegades mál, pero 2 vegades mal i 3 vegades Káb no es pot posar
d'altra manera" (Marre (1864), p. 71).
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Ensenya a multiplicar, I acaba dlent:
"SI un factor posltiu ¡ un altre negatiu, com "chal'positlu" ¡ "chai'negatlu", es tro-

ben en una multipllcació, dona sempre un factor negatlu. Guardeu aquesta regla a la vos-
tre memoria". (Marre (1864), p. 73).

En un altre passatge aclarelx la forma de procedir en les operaclons:

"Si l'exemple és "deu i chai" per "chai menys deu". Dieu dones: chai' multiplicat per chal és
un mal positiu; 10 per chai és 1 0 chai' positius; i menys 10 per chai’ és 10 chai' negatius. Ara
cancel.leu els positius pels negatius i resta tan sois 1 mal: menys deu per deu que són cent a
restar del mal. En fi, tota l'operació dona un mal menys 100 dirhems". (Marre (1864),
p. 72).

Aqüestes regles per a I'álgebra retórica eren apllcades a dlferents tipus de problemes,
que a l'actualltat anomenem de plantelg, com aquest extret de l'obra d'AI Aamouli:

"Si et diuen: Es compren 3 mesures de blat per deu unitats; es compren no se sap
quantes mesures d'ordl per 12 unitats; es ven cada mesura de blat peí valor de cada mesu¬
ra d'ordi; es ven cada mesura d'ordi peí valor de cada mesura de blat, i h¡ ha un excedent
de 4 unitats. Quina quantitat d'ordi es compra?" (p. 56).

Quant el tractament de les equacions de segon grau, ja hem dit abans que els árabs
no acceptaven les solucions negatives, i que sois consideraven les dues solucions quan

aqüestes eren positives. En canvi, van saber adonar-se de les regles operatóries que regien
els productes de les diferencies indicades. Així, trobem sovlnt l'aplicacló correcta d'igual-
tats del tipus:

(a + b) (a - b) = a2 - b2

(a - b)2 = a2 +b2 - 2ab

És probable que aquest coneixement es recolzés, en primera instancia, en construc-
cions geométriques, a I'igual com al-Hwárizml justificava les expressions corresponents a
la resolució de les equacions de segon grau.

És interessant calibrar la Mista d'identitats algebraiques contingudes al Tractat de
Geometría del jueu Abraham Bar Hiyya, conegut també per Savasorda (s. XII), tractat
dedicat a la práctica deis agrimensors. Obra comentada ámpliament per Millas Vallicrosa i
traduida al catalá al Vol. III de la Biblioteca Hebraico-catalana. Any 1931. Al capítol pri¬
mer d'aquesta obra s'exposen diverses identitats algebraiques, de les quals en mostrem
algunes en notació simbólica moderna:

a +- b)2 = a2 + 2 ab + b2

,b+ 'a-b'2 /a+b'2

(a+ b) b + l'-r-l = ( -£- + b

(a + b)2 + a2 = 2a (a + b) + b2

(a2 + b)2 = 2 [ -?4r^')2 + 2 (a a 4- b i2
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(a + x)2 + X2 = 2 a_
2

2 2

-1+2 x

Com comenta Vallicrosa, és el fet que els agrimensors, entre els seus ¡nstruments de
mesura, no disposessin de goniómetres o quelcom semblant, el que fa que en aquesta obra
es demostrln els principáis teoremes de la geometría sense utllltzar en cap moment el valor
deis angles, sino a partir de les longltuds; la qual cosa obliga a desenvolupar una quantltat
considerable d'ldentltats algebralques, que la fan molt interessant.

Per últlm dlrem que la traducció 11atina d'aquesta obra, amb el títol de Líber emba-
dorum (feta per Plato de Tívoll, l'any 1145) coincidí amb la primera versló Ilatina de
I'álgebra de al-Hwarlzml (feta per Robert de Chester). Ambdues obres representaven la
primera irrupcló de la ciencia árab a l'OccIdent.

Totes dues obres van ser directament utilltzades per Leonardo da Pisa, que es con¬
vertí en el primer algebrista de l'Europa medieval.

Breu Comentan al Compendi d'Álgebra d'Abenbeder

Després d'haver exposat una panorámica general deis treballs d'arltmétlca I álgebra
abordats pels árabs, crelem d'lnterés referir-nos a una petita obra que podría ésser conside¬
rada com prototlpus d'una álgebra elemental árab. Ens referlm al Compendio de álgebra
de Abenbeder, que es troba manuscrlt a l'Escorlal, I que felípment ha estat traduít al cas-
tellá per José Augusto Sánchez Pérez (Madrld-1916). Aquest manuscrlt árab és presuml-
blement del s. XII o s. XI11, I en ell están exposats de forma molt didáctica els principáis
conelxements algébrales que poseren els árabs. L'exposlcló de l'índex pot donar-nos una
¡dea de l'orlentacló global de l'obra:

Cap. I al VI. Equaclons de primer I segon grau.

Vil al XII. Operaclons amb arrels.
XIII. Multlpllcaclons de poténcles i regla deis signes.
XIII bis. Problemes de l'apartat anterior.
XIV I XIV bis. Suma I resta de poténcles.
XV. Dlvlsló de poténcles.
XVI. Regla deis signes (2a part del cap. XIII).
XVII. Chéber I almocábala.

La segona part del IUbre está dedicada excluslvament a la resolució práctica de pro¬
blemes.

Crelem de molt Interés els capítols dedlcats a la radicado, per l'extraordlnárla clare-
dat amb qué están exposades les regles del cálcul radical. És ¡mportant destacar la nova

concepcló que permet ais árabs considerar una arrel un nombre com qualsevol altre, així
com apllcar-los les quatre operaclons arltmétlques. És ¡mportant d'assenyalar l'obsessló
per "tancar" la suma I la resta entre arrels, és a dIr, per trobar la forma com la suma o la
resta d'una arrel amb una altra es puguln expressar com una única arrel. Recordem que
aquesta qüestló'la trobem constantment reproduida en el procés d'aprenentatge de qual¬
sevol alumne que s'enfronta per primera vegada amb el matelx problema, amb la diferen¬
cia que aquest, ¡nstlntlvament, tendelx a pensar que la suma de dues arrels és l'arrel de la
suma.
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Una altra qüestió que és ¡nteressant destacar a l'obra és el passatge en qué es fa refe¬
rencia al cálcul deis productes de les potencies de la Incógnita. És ciar el coneixement de
la correspondencia entre el producte de poténcles de la Incógnita ¡ la suma deis exponents,
I que tot el problema es reduelx a posseir una bona anotado que fací mecánica l'operació,
I pugui ésser recluida a un pur cálcul formal. Reproduim a continuado un parágraf en qué
s'expressa alxí la qüestió:

"SI se't dlu: multiplica vlnt cubs per vlnt cubs, et resultaran quatre-cents, després
suma l'exponent d'un cub, que és tres, amb l'exponent del altre cub, que és tres; et resul¬
tará sis, dirás ara: la categoría sis és el cub-cub, i si vols pots dir quadrat-quadrat-quadrat,
perqué cada quadrat té dos exponents, segons abans hem dlt, mentre que cada cub en té
tres. Així és que dirás: el resultat és de quatre-cents cubs-cubs, o de quatre-cents quadrats-
quadrats-quadrats." (pp. 19-20).

NOTES AL CAPÍTOL DE LA TRADICIÓ MATEMÁTICA ÁRAB

1. Paul Tannery estudia a fons els diversos manuscrits existents deis sis llibres d'aritmética de Diofant,
i contribuí a una certa clarificado de la seva procedéncia en base a sis manuscrits fonamentals, a
partir deis quals derivaven tots els altres. Al mateix temps restaura gran part deis mots origináis,
que en el transcurs deis anys havien sofert profundes alteracions, portant a termini un auténtic tre-
ball de filología. Les conclusions deis seus estudis sobre Diofant poden trobar-se a les seves Mémoi-
res Scientifiques (París, 1912-24), alsarticles del vol. II.
''Etudes sur Diophante" (pp. 367-399).
"Les manuscrits de Diophante á l'Escorial" (pp. 418-432).
"Sur une épigramme attribuée a Diophante" (pp. 433-439).

2. A l'obra de Sánchez Pérez La aritmética en Roma, en India y en Arabia es troba una descripció
exhaustiva de la introducció deis guarismes hindús, així com l'evolució que van experimentar fins a
assolir la forma actual. També hi són descrits ámpliament els diferents algorismes emprats per a
cada una de les operacions elementáis.

3. L'obra aritmético-algebraica d'al-Hwarizmi arribé a l'Occident cristiá relativament aviat, a partir de
diverses traduccions Matines. Un autor que prengué com a punt de referencia l'obra d'al-Hwarizmi
fou Leonardo da Pisa, el qual exercí una gran influencia a l'etapa pre-renaixentista.

4. Existeixen diverses traduccions de l'obra d'Omar Khayyam, una al francés per Woepcke, L'algébre
d"Ornar al-Khayyam (París, 1 851), i una altra a l'anglés, editada per D.S. Kasir, l'any 1931, amb el
títol: The Algebra of Ornar Khayyam, New-Vork, Columbia Univ. Press, 1951.

5. Joan Vernet fa un estudi molt complet de l'obra de Maslama al Ilibre: Las obras matemáticas de
Maslama de Madrid.

6. Per més detalls sobre l'elaboració de la taula de sinus d'Aryabhata es pot consultar el Ilibre de
G. Gu itel: Histoire comparée des numerations écrites. 1975.

7. Segons Florian Cajón, tal resolució és atribuida al matemátic árab Atabeddin Jamshid (A Hist. of
math. pp. 110). Segons l'article dedicat a la ciéncia árab de la Historia General de la Ciéncia dirigida
per R. Tatón, firmat per A.P. Youschkevitx i altres, la resolució analítica de l'equació de tercer
grau es deu al matemátic al-Kash¡, el qual, segons aquests autors, dona el valor per al sinus de 1o de
0,017452406437283571 (expressat en sistema decimal), en el qual totes les xifres són exactes, i
afegeixen que al-Kashi realitzá els seus cálculs amb fraccions sexagesimals.
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CAPÍTOL 2:

LA TRADICIÓ ARITMÉTICA MEDIEVAL A EUROPA

Un tret interessant del Renaixement és la progressiva desvinculacló del desenvolu-
pament clenti'flc de les Universitats, centres on es trobava ¡nstltuclonalment el saber. Aixó
respon a dos fenómens complementaris: al costat de l'estancament deis métodes i deis
temes que centraven la reflexló escolástica, s'havien produít uns canvls sociológics impor-
tants, i havien aparegut sectors I grups soclals d'un extraordinarl dinamisme, amb Interes-
sos culturáis I técn ¡es d'un nou tipus.

És sabut que dlns del mane de l'aristotellsme es feren aportacions farpa ¡nteressants
a la Física durant el segle XIII i comenpaments del XIV, peri'ode que coincideix amb
l'época de plenitud de la Universitat medieval (Cf. Crombie, especialment el capítol I del
vol. 2, on es troba una descripció extensa i entusiasta de la ciencia medieval). Aquest pri¬
mer renaixement cultural i cienti'fic será efímer, i ja a la segona meitat del tres-cents s'ini-
cia l'anomenada era deis manuals, i amb ella la definitiva decadencia de les escoles medie-
vals: els millors copien textualment d'uns, els pitjors d'altres, pero tots no fan sino mou-
re's dins d'una problemática esgotada. La descomposició de la cultura escolástica durant
el segle XV no ha estat descrita tan sois per autors que valoren sobremanera el hiatus cul¬
tural existent entre l'Edat Mitjana i el Renaixement (en aquest sentit, Cf. Garin, especial¬
ment pp. 243-270), sino que fins i tot un autor com Crombie, que tant ha fet per reva-
loritzar la cultura cienti'fica deis escolástics i la seva contribució a la Révolució Científi¬
ca del segle XVII, reconeix que

"de hecho, ellas [/a ciencia medieval i la ciéncia de Galileo i Newton] no estuvieron conec¬
tadas por una continuidad Ininterrumpida de desarrollo histórico. Hacia finales del siglo XIV
llegó a su te'rmino el brillante periodo de la originalidad escolástica. Durante el siglo y medio
siguiente, todo lo que París y Oxford produjeron sobre Astronomía, Física, Medicina o
Lógica fueron monótonos epítomes de obras anteriores. En el siglo XV aparecieron en
Alemania uno o dos autores originales, Nicolás de Cusa y Regiomontano. En Italia las cosas
fueron mejor, pero más con el nuevo grupo d.e "artistas-ingenieros", como Leonardo da
V¡nc¡, que en las universidades." (vol. 2, p. 104).

Ha estat remarcat moltes vegades que la ciéncia medieval era una ciéncia sense apli-
cacions, o dit més exactament, les aplicacions de la qual notenien un estatus comparable
al de la propia ciéncia, i es desenvolupaven fora de la Universitat. Aixó no deixa de sor-
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prendre vist amb ulls d'avui, peró, fent-ho així, oblidem tant els ¡nteressos com el context
cultural i teóric de l'época. Utilitzant una vegada més les paraules de Cromble:

"Pero los grandes problemas cienti'flcos y cosmológicos que abordaron eran raras veces enfo¬
cados por ellos en cuanto estrictamente científicos. El mayor problema de todos era el de la
relación de la cosmología de la teología cristiana basada en la revelación y la de la cosmolo¬
gía de la ciencia racional dominada por la filosofía de Aristóteles. (...) Fue dentro de una es¬
tructura de Filosofía relacionada estrechamente con la Teología, y en particular con el sis¬
tema de los estudios universitarios dirigidos por clérigos, donde tuvo lugar el desarrollo cen¬
tral de la ciencia medieval.'1 (vol. 2, pp. 108-9).

No podríem dir que les cultures científiques pre ¡ postnewtonianes es distingeixen
peí fet que aquesta ofereix models quantitatius del món físic ¡ aquella no. L'A/magest és
un acceptable, per no dir un bon model astronómic quantitatiu, capap de predir amb un

marge d'error menyspreable per a les necessitats de l'época. Es la desconnexió entre un sa¬
ber explicatiu propi de filósofs, i un saber descriptiu-predictiu propi de navegants, astró-
legs ¡ confeccionadors de calendaris, alió que constitueix una de les característiques dife¬
renciáis entre la ciéncia moderna i el coneixement clássic i medieval. Dues classes de saber,
el que explicava i el que predeia, que no es diferenciaven tan sois peí seu objecte, sino
primerament per la diferent categoría que els atorgava la perspectiva epistemológica lla-
vors dominant. Com ha assenyalat Hanson, és la desconnexió esmentada la que permet
comprendre les dificultats que calia vencer per a endegar la Revolució Científica:

"Una de las maneras de estimar la estatura de Copérnico (...) consiste en constatar que era a
la vez lo suficientemente buen filósofo y lo suficientemente buen matema'tico como para
buscar un Unico conjunto de explican tía integrados capaces de suministrar por su parte (1) al
menos tanta precisión descriptiva y predictiva como las técnicas ptolemaicas al uso y (2)
también de insertarlas en una explicación cosmológica de los cielos filosóficamente satisfac¬
toria." (p. 194).

Les Matemátiques a la Universitat Medieval

El que acabem de dir explica que l'ensenyament de les matemátiques dins de la
Universitat medieval no tingués sinó una funció preparatória i complementaria, marginal
en qualsevol cas. Els estudis escolástics havien recollit la matemática grega de manera tor¬
ga incompleta. La geometría i l'astronomia que s'ensenyaven només eren introduccions
elementáis a Euclides i Ptolomeu. Peí que fa a la part que ens ¡nteressa més directament,
cal recordar que l'aritmética ja havia estat la germana pobra de les matemátiques gregues,
on consistía en l'estudi d'algunes propietats deis nombres enters positius. El saber aritmé-
tic de les escoles medievals derivava d'aquesta tradició, pero en la seva versió més pobra, la
numerologia pitagórica, que posava l'accent en les infinites categories de nombres (qua-
drats, cubs, superficials, sólids, perfectes, abundants, triangulare, tetragonals, piramidals,...)
necessáries dins d'una metafísica que en feia la clau explicativa de l'Univers. Aquest sa¬
ber havia estat transmés per Boecio, Isidoro de Sevilla, Alcuino i uns pocs més pares de
l'Església, els quals l'havien recollit deis escrits deis neopitagórics, el més famós deis quals
era Nicomaco de Gerasa (fináis del segle I).

En el marc teóric de l'aristotelisme medieval, incapap de connectar la reflexió cien¬
tífica amb la quantificació, els coneixements aritmétics servien gairebé exclusivament per
a no deixar escapar cap de les subtileses de les especulacions pitagóriques i platóniques.
Aquests coneixements eren unes nocions elementáis sobre proporcions i proporcionalitat,
i unes versions més o menys desenrotllades de la teoría pitagórica de nombres.
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a) Jordanus Nemorarius (m. 1237?)

Donarem una idea més precisa de l'orientació i del contingut de les obres que reco-
II i en aquests coneixements, citant alguns parágrafs d'un deis textos encara utilltzats a la
Sorbona a comengaments del segle XVI, VAríthmetica de Jordanus Nemorarius, un esco-
lástlc del primer terg del segle XIII. Que l'obra de Nemorarius fos vigent 300 anys després
d'haver estat escrita no diu tant sobre la Sorbona, él centre cultural europeu de la Baixa
Edat Mitjana, com sobre el lloc marginal ocupat per les matemátiques dins de la cultura
medieval i sobre el procés de fossilització que aquesta cultura va conéixer. Els següents
són extractes del Llibre Primer de l'esmentada obra de Nemorarius:

"Proposició
Quarta

Si fos el pri¬
mer del segon
la mateixa part
que el tercer
del quart, serán
el primer i el
tercer la ma¬

teixa part del
segon i del
quart que el
primer del se¬

gon."

El dibuix que acompanya l'enunciat e's una reproducció exacta del que apareix a

l'original citat. És ¡nteressant observar l'abséncia de mots especi'fics per a designar opera-

cions; a la suma, en particular, s'hi al.ludeix per la conjunció copulativa /.

L'enunciat anterior pot fer pensar que es tracta de demostrar

_a_ _ _c_ a + c _ a_
b d b + d b

pero la demostració fa veure que no és pas exactament aquest, el significat de l'enunciat:

"Siguí a el primer nombre, b el segon, c el tercer i deI quart. Ja que a és la mateixa part de b
que c ho és de d. concebo b i d dividits en les mateixes parts. I ja que la primera d’un amb la
primera de l'altre és igual que ac [es pot observar l'ús simbóHc de la ¡uxtaposició per a indi¬
car l'addició]; i semblantment la segona part amb la segona. I aquesta reunid \de parts] tan-
tes vegades pot ser feta com el primer [es] dins del segon. Tantes vegades, per tant, el nom¬
bre igual ac podrá ser pres dins bd com a [és] dins b. Per la qual cosa ac, simultaniament pri¬
mer i tercer per definició, serán igual a la mateixa part del segon i del quart que el primer del
segon. Com estava proposat." (f. 2v)

Cal dir que l'ús de lletres per a representar un nombre qualsevol és un deis trets que
fan históricament significativa VAríthmetica de Nemorarius. Pero aquest primer i tfmid
pas cap a la simbolització no va teñir seguidors ni conseqüéncies; quan Vieta, gairebé 400
anys més tard, va utilitzar sistemáticament lletres per a representar quantitats que podien
ser conegudes, introduint aixf els parámetres, ho va fer dins del procés de creació del llen-
guatge simbólic algebraic, on havia esdevingut necessária la seva ¡ntroducció, i sense que el
llunyá precedent medieval li servís de res.
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f/ff. 3. Página de Parltmétlca de Nemorarius que correspon al fragment citat al text. (Exemplar de la
Biblioteca de Catalunya, Barcelona!.
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A la demostració que acabem de transcriure s'utilitza que els nombres b i d són
iguals, respectivament, a k vegades els nombres a ¡ c, ¡ s'arriba a la conclusló que b + dés
igual a k vegades el nombre a + c. Com veurem ara mateix, aixó no vol dir <*je la proposi-
ció quarta demostri que

==> b + d = k . (a + c)

"Proposició setena

Si totes les vegades que la unltat [es] dins del primer, altres tantes el segon [és] dins del
tercer, totes les vegades que la unitat [es] dins del segon hi será el primer dins del tercer."

Si pensem aquest enunciat modernament, i el traduim al nostre llenguatge simbó-
lic, resulta la següent bajanada

c — a . b

Per tal que la proposició setena no esdevingui aquesta trivialitat incomprensible, cal
introduir una distancia considerable entre l'enunciat original i el nostre enunciat semi-
formalitzat.

Encara que més endavant tornarem a analitzar aquesta qüestió, quedi ciar per ara
que els problemes de notació que cal resoldre per passar d'una expressió com "dos és tres
vegades dins de sis" a "6 = 2 . 3" tenen una component conceptual considerable, malgrat
que la manera usual de plantejar-los sigui en termes de "economía simbólica" o de "grafis-
mes acceptats per convenció".

L'Arithmetica de Jordanus conté resultats teórics tais com que un múltiple d'un
nombre perfecte o abundant és abundant, o que un divisor d'un nombre perfecte és defi-
cient (un nombre és perfecte si és igual a la suma deis seus divisors altres que ell mateix;
abundant si és més petit que aquesta suma, i deficient si és més gran).

Per situar correctament Jordanus Nemorarius potser cal afegir que ha estat conside-
rat per alguns autors el fundador de Pescóla medieval de mecánica (Cf. Boyer, p. 283). Ell
i els seus deixebles, a partir de les obres menors d'Arqui'medes, estudiaren el problema de
la balanca i el moviment de caiguda segons una trajectória obliqua. El resultat més relle-
vant que assoliren fou la correcta resolució del problema de la caiguda per un pía inclinat.
Leonardo da Vinci va fer servir aquests resultats que, segons Crombie, es convertiren en el
punt de partida d'alguns deis progressos més espectaculars de la mecánica ais segles XVI i
XVII (Cf. vol. 1, p. 109). Diguem finalment que Jordanus Nemorarius és també l'autor
d'una obra de matemátiques més próxima a l'orientació algebraica del árabs. De numeris
datis, on dona una col.lecció de regles amb les quals troba, a partir d'un nombre donat, al¬
tres nombres relacionáis amb ell per certes condicions, odemostra que un nombre que sa-
tisfá certes condicions está determinat. El següent exemple és extret del Ilibre de Boyer.
Per demostrar que si un nombre donat es divideix en dues parís tais que esconeix el pro-
ducte de les dues, llavors les dues parts están determinades, Jordanus diu:

"Sigui abe el nombre donat i siguin ab i c les dues parts en qué está dividit, i sigui d el pro-
ducte conegut de les parts ab i c. Sigui e el quadrat de abe i sigui f quatre vegades d, i sigui g
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el resultat de treure 1 de e. Llavors g és el quadrat de la diferéncia entre ab ¡ c. Siguí h l'ar-
rel quadrada de g. Llavors h és la diferéncia entre ab i c. Des que h és conegut,c i ab están
determináis". (p. 284).

b) Thomas Bradwardine (1290? - 1349)

La contribució més original de l'escolástica a les matemátiques va venir de la má de
la física aristotélica. El Doctor profundis d'Oxford, i mes tard arquebisbe de Canterbury,
Thomas Bradwardine, va formular de manera original el sistema de relacions que Aristótil
havia donat com a base de la dinámica (la velocitat augmenta amb la forpa i disminueix
amb la resisténcia). En el Tractatus Proportionum (1328) Bradwardine afirmava que la llei
d'Aristótil calia entendre-la així: si una proporció F/R produeix una velocitat v, Der a ob-
tenir una velocitat doble, 2v, no cal 2F/R, sinó (F/R)2, ¡ per a obtenir cal \/ F/R.

Així, argumentava Fautor, quan F = R la velocitat és necessáriament zero. La seva equació
fou acceptada a Oxford i a París, i era tinguda per molts com "l'auténtica" llei aristotélica
del moviment. Segons J. Vernet, la font d'inspiració de Bradwardine haurien estat els
Aphorismi del catalá Arnau de Vilanova, on es trobava la doble progressió aritmética i
geométrica de l'árab al-Kindi. Segons Crombie. el treball es basava en el teorema del Ilibre

V d'Euclides on es demostra que si = —, llavors — = (—) (i no cita cap més pos-
sible font).

Bradwardine és encara Fautor d'una Aríthmetica, d'orientació no llunyana a la ja
comentada de Nemorarius, i també impresa a París el 1495.

c) Nicolás Oresme (1323-1382)

Nicolás Oresme, un escolástic de París que va acabar de bisbe a Lisieux, és un pen¬
sador d'una gran originalitat a tots els terrenys on va treballar. Amb ell, la matemática es¬
colástica arriba a un deis punts més alts que podien ser assolits dins d'aquells planteja-
ments.

Per nosaltres té molt d'interés un deis aspectes més coneguts de la seva obra: la pri¬
mera insinuació deis exponents fraccionaris. Els métodes de Bradwardine varen influir en
els autors més importants que vingueren després d'ell. Oresme, generalitzant la teoría de
proporcions de Bradwardine, va escriure De proportionibusproportionum (ca. 1360) i Al¬
gorismus proportionum, on arribava a utilitzar, sense enunciar-les, regles equivalents a les
nostre5*xm.xn = xm+n i (xm)n = xm'n . Per exemple, Oresme escriu:

"... es proposa una proporció que siguí dos tercos de la quddrupla; i ja que dos és el numera¬
dor, la mateixa sera" un tere de la qua'drupla duplicada, o bé sisdecuplicada." (Cajori
(1928),p.91).

2_ 1_ J_
text que sempre s'ha entés que significa 43 = (42 )3 = 163 .

El fragment oh apareixen els exponents fraccionaris citats per tothom és el següent:

"Una mitja [proporció] ha d'escriure's aixf 4- una terca així' -j- i dues terces aixf
aixf les altres. I el nombre que és sobre la barra és dit numerador, i el que és sota la barra és
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permitir invito fmctt íacobt ad fftiat

Fig. 4. Primera página de /'Aritmética ae tSradwardine, edició de 15Ui>, a París. lExemplar de la
Biblioteca de Catalunya, Barcelona).
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dit denominador. La proporció dupla és escrita d'aquesta manera 21a, i la tripla d'aquesta
manera 31a ; i aixi' lesaltres. La proporció sesquiáltera aixi' és escrita

. La proporció una i dues terceres parís és escrita aixi'ELI
1 3

quartes parís ds escrita aixi'

és escrita aixi'
1 -P
2 , 2

p2
2~4

P.2
1~~5,

El-
1 2. , i la sesquiterpa

és escrita aixf 1.P.1
4,2.2

. La proporció dupla i dues

; i aixf les altres. La parí mitja de la dupla (medletas duple)
, la part quarta de la dupla sesquiáltera (quarta pars duple sesqulaltere)

; i aixf les altres.” (Cajori (1928), vol. 1, pp. 91 -92).

Oresme es va limitar a operar sempre amb proporcions. Fins i tot al text anterior és
patent la distinció entre els nombres que figuren al numerador i denominador i les pro¬
porcions 2:1 (dupla), 3:1 (tripla),... que representa per 21a, 31a,... Els que han estat
anomenats exponents fraccionaris d'Oresme apareixen a les ultimes Ifnies, on expressa

11 . p| |1 . p . 1|
, respectivament. Les fraccions 1/2 i 1/4 que designenS7¡ t/íT-i per

2.2 4.2 . 2l
radicado apareixen a l'esquerra de les proporcions afectades.

Podem conjecturar que Oresme es va limitar a operar amb proporcions perqué en te¬
nia prou amb elles per a resoldre el problema ffsic que el preocupava, pero també perqué
només amb proporcions podien ser expressades les variacions continúes própies de l'espe-
culació ffsica. Els nombres, tal com havien estat heretats deis grecs, eren la mesura de les
magnituds discretes. Les magnituds continúes, i més encara si sobre elles calia fer divi-
sions i radicacions, no podien ser sinó proporcions geométriques.

Al segle XIV va sorgir un métode geométric gráfic per a expressar les relacions fun¬
cionáis primitives que els escolástics comengaven a manejar. Un tal Dumbleton, per exem-

ple, fou un deis primers a emprar aquest métode, aplicant-lo al problema de la variació de
la intensitat o forpa de l'acció de la llum en fundó de la distancia a la fontemissora (Cf.
Crombie, vol. 2, p. 88). A París, fou aplicat a problemes cinemátics per diversos autors,
peró qui va fer progressos més notables fou Oresme. El métode emprat per aquests esco¬
lástics perseguía relacionar la "intensitat” o "latitud" d'una "forma" (una "forma" era
qualsevol quantitat o qualitat variable: el moviment, la llum, la calor,...) amb una "forma"
invariable coneguda (generalment, la distancia o el temps) que era anomenada l'"exten-
sió" o "longitud". L'extensio es representava per una li'nia recta horitzontal, sobre la qual
s'aixecaven perpendiculars proporcionáis a la ¡ntensio. Oresme va assolir el seu éxit més
gran en utilitzar aquests gráfics per representar el moviment uniformement accelerat o,
com deien els escolástics, uniformement disform. Un moviment d'aquest tipus es repre¬

sentaría per un triangleen qué la base cor¬

respondía a l'interval de temps, i les velo-
citats, que augmenten linealment, serien
les perpendiculars a la base. L'área del tri-
angle representaría la distancia recorregu-
da.

Una mica abans de 1335 ha-

via estat demostrat a Oxford, arit-
méticament, l'anomenat teorema de
la velocitat mitjana del Merton Co-
Hege (el Merton era on ensenyaven els

autors de les primeres demostracions d'aquest resultat). El teorema diu que la distáncia
recorreguda per un eos uniformement accelerat durant un ¡nterval de temps és igual a la
recorreguda en el mateix temps per un eos que es mou a una velocitat constant igual a la
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que porta el primer eos a l'instant ¡ntermedi de l'interval de temps. Amb la seva repre-
sentació, Oresme va proporcionar una prova geométrica d'aquest resultat al De configura-
tionibus Intensionum. Com ja ha estat observat, alió que e's interessant d'aquesta análisi és
que condueix a la llei galileana del moviment uniformement accelerat. Del diagrama resul¬
ta ciar que l'a'rea corresponent a la primera meitat del temps e's, proporcionalment a la se-
gona meitat, com 1 és a 3. Si l'interval se subdivideix en tres parts iguals, les distancies

corresponents estarán en la proporció
1:3:5. En general, com Galileu va observar,
les distancies són unes a les altres com els
nombres senars, i ja que la suma deis n

primers senars és el quadrat de n, la dis¬
tancia total recorreguda és proporcional
al quadrat del temps. (Els textos claus so¬

bre el teorema del Merton i la generalització de Galileu es troben a Wartofsky, pp. 533-601).
La tercera faceta original d'Oresme ja no está estrictament Migada a la historia de les

matemátiques, si bé no deixarem de mencionar-la per tal de donar una idea de quines eren
les motivacions i preocupacions generáis deis nostres autors, i del context en qué treballa-
ven. L'any 1377 Oresme va escriure el Livre du ciel et du monde, un comentan en francés
al De cáelo d'Aristótil fet per encárrec del reí Caries V de Franpa, un rei amant de la cul¬
tura, per encárrec del qual també va traduir al francés VÉtica, la Política i I'Economía aris-
totéliques, que quedaven aixf més a l'abast, entenia el rei, deis membres de la seva cort.

Al Livre du ciel..., Oresme estudiava la hipótesi de la rotado diaria de la Terra. Va
estar, en aquest sentit, el precedent més ¡mportant de l'obra copernicana, llevat de les pro¬

postes heliocéntriques fetesa la Grecia clássica. Oresme comengava rebatent les objeccions
derivades de l'experiéncia o de l'observació: Contra l'argument que veiem efectivament els
cels moure's al voltant de l'eix polar, citava la Perspectiva de Witelo; només hi ha un mo¬
viment observable, que és el relatiu. Contra el vent que hauria de notar se en sentit contra-
ri al de rotació, argüía que l'aigua i Taire partidpaven de la rotació de la Terra. Contra
l'objecció que les fletxes o les pedres disparades verticalment no caurien al mateix Iloe
d'on haurien sortit, deia que lafletxa es veuria portada per la massa d'aire quees mou solidá-
riament amb la Terra, i per aixó tornaría al lloc de partida. Després d'aixó, Oresme analit-
zava les objeccions de "raó", que provenien del principi aristotélic que un eos elemental
havia de teñir un sol moviment natural, i que per a la Terra aquest moviment era rectil i ni i cap
avall (un argument que encara fou utilitzat perTycho Brahecontra Copérnic). Oresme con-
testava convertínt en natural la rotació circular de la Terra i els objectes en repos damunt
d'ella. Observava, a més, que peí que feia a les observacions, totes les taules i els cómputs
serien els mateixos que els d'abans, si s'arribés a acceptar la rotació de la Terra. Finalment,
Oresme proporcionava una série d'arguments a favor d'aquest moviment, tots ells fona-
mentats en el fet que és més senzilla i perfecta la rotació terrestre que la deis cels; tots els
moviments aparents tindrien lloc en el mateix sentit, caldria imaginar menys mecanismes
explicatius, i en particular, la novena esfera delsestels ja no seria necessária. Oresme, que
era bisbe, s'enfrontá decididament amb l'objecció derivada de la interpretado literal de la
Bi'blia, i ho féu amb arguments semblants ais que Galileu utilitzá 300 anys més tard: la Sa¬
grada Escriptura no sempre pot ser presa al peu de la Metra, com quan diu que Déu es po¬
sa coléric, o s'arrepenteix,...

De tot aixó no és la cosa menys interessant que Oresme, després de raonar tot el
que hem explicat, acabi defensant decididament la cosmología aristotélica, indicant que
els arguments a favor del moviment de la Terra són persuasius, pero no proven res. Sens
dubte, Crombie té raó quan resumeix l'actitud d'Oresme dient que sotmetia ¡ncondicio-
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nalment la raó a la revelado, alhora que —ell mateix ho deixa endevlnar— feia servir la raó
per confondre la raó, disminuint la confianza que se li podía teñir com a eina cri'tica con¬
tra la Teologia.

El tractat d'Oresme mai no fou imprés, i s'ignora si Copérnic arriba a conéixer-lo. Es
¡nteressant, tanmateix, que molts deis arguments manejats per Oresme a favor i en contra
del moviment de la Terra varen reaparéixer, fil per randa, a l'época de Copérnic i Galileu.

El naixement de l'álgebra es produf lluny del món académic, dins del corrent reno¬
vador provocat i representat per les aritmétiques mercantils. Pero abans de parlar d'aques-
tes obres hem de mencionar els treballs de Leonardo da Pisa, (Leonardo Fibonacci), un
contemporani de Nemorarius que és l'auténtic predecessor medieval de l'álgebra renacen¬
tista, tot i que mai no va ensenyar a cap Universitat, ni els seus Ilibres no van ser gaire co-
neguts a les escoles.

Leonardo Da Pisa (ca. 1180-1250)

Fibonacci (fill de Bonaccio) era el filI d'una mena de cónsul comercial de la ciu-
tat de Pisa a ciutats del sudest de la Mediterránia, sobre la principal ruta mercantil de
l'época entre Xina i Europa. Sembla que des de jove Leonardo fou ensinistrat en les
técniques de cálcul mercantil deis árabs, molt més avenpades que les europeas. Féu exten¬
sos viatges per Egipte, Si'ria i Grecia, i va reco11ir prou coneixements matemátics per a
elaborar una obra que ultrapassava de molt la capacitat d'absorció i reelaboració del
context social, cultural i científic de l'Europa medieval. Ja ha estat descrita la producció
matemática més ¡mportant deis 300 anys que van de Fibonacci fins al 1500. Com ara

veurem, aquesta producció no té res a veure amb la línia que assenyalava Fibonacci i
que era la que tenia futur, la que acabaría generant l'álgebra a través de les aritméti¬
ques mercantils.

Leonardo da Pisa va escriure quatre obres, la més importantde les quals és el Líber
abbaci, on condensa els coneixements aritmétics i algebraics árabs i orientáis. L'obra,
editada per primera vegada el 1202 i revisada el 1228, comenpa amb la descripció deis
numeráis indo-arábics i és, si no el primer, sí el més ¡mportant deis treballs que divulgaren
el nou sistema de numerado a Europa. Cal teñir present, pero, que el nou sistema trigá
molt a ser utilitzat de forma corrent. A més de la inercia que afavoria la utilització de les
xifres romanes, hi havia factors com les variacions en les formes de les noves xifres —no es
van fixar definidvament fins l'arribada de la impremía— que induíen a confusió, i que
podien ser utilitzades fraudulentament pels mercaders (de fet, les xifres indo-arábigues
van arribar a estar prohibides ais documents mercantils d'algunes ciutats italianes a causa
d'aquest inconvenient).

El Líber abbaci contenia, a més de la descripció del sistema de numeració posicio-
nal decimal, els algorismes de cálcul amb enters i fraccions més perfectes llavors cone-
guts. Explicava com calcular, numéricament, arrels quadrades i cúbiques, sent la primera
veggda que apareixia a l'Occident cristiá un algorisme peí al cálcul d'aquestes últimes (Cf.
Cajón (1980), p. 123). Ensenyava a resoldre equacions de primer i segon grau; plantejava
problemes, determinats o indeterminats, ais quals aplicava els métodes d'una o dues fal-
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ses posicions, així com els própiament algebraics. Acceptava dues solucions per a les
equacions de segon grau, sempre que no fossin negatives o imagináries. Els algorismes de
cálcul ¡ les equacions eren aplicats a la resolució de nombrosos problemes comerciáis,
i en particular ais de canvis monetaris. El llibre conté una famosa col.lecció de pro¬
blemes, extreta de fonts árabs i orientáis. D'un d'ells surt la famosa successió de Fibo-
nacci: 1, 2, 3, 5, 8 an,..., sent an - an_t + an_2. El problema és el següent: Quantes
parelles de conills es produiran en un any, comenqant amb una única parella, si cada mes
cada parella produeix una nova parella productiva a partir del segon més?

De l'any 1220 és la Practica geometriae, potser la seva obra menys ¡nteressant.
Segons Boyer, es basaría en una versió árab d'un llibre d'Euclides avui perdut, la Divisió
de figures, encara que en ell és visible la tendéncia deis árabs a utilitzar l'álgebra per
resoldre problemes geométrics.

El Flos, de l'any 1225, conté problemes indeterminats que recorden els de Diofant:
Tres homes posseeixen en comú una quantitat desconeguda de diners t; la part del primer
és f/2, la del segon f/3 i la del tercer f/6. Cadascun en pren a l'atzar una certa quantitat. El
primer en pren x i en torna x/2, el segon en pren y i en torna y/3, el tercer en pren z i en
torna z/6. De la quantitat tornada, cadascun ha de rebre exactament una tercera part per
tal de teñir la seva part de la suma total. Leonardo demostré que el problema és indeter-
minat i va donar la solució t = 47, x = 33, y = 13, z = 1. Pero potser el que és més
¡nteressant d'aquesta obra és el tractament d'una cúbica: x3 + 2x2 + 10x = 20, sobre la
qual Fibonacci va provar la impossibilitat que tingues una arrel racional o una arrel de la
forma a + \/ó7 amb a i b racionáis. Leonardo da Pisa trobá un valor aproximat de l'arrel
positiva, pero no explica per quin métode. El valor expressat en fraccions sexagesimals és
1; 22, 7, 42, 33, 4, 40. Aquesta és l'aproximació més bona a una arrel irracional d'una
equació algebraica mai no trobada a Europa fins a aquell moment, i fins tres-cents anys
més tard.

També del 1225 és el Líber quadratorum, del qual existeix una traducció francesa
a carree de Paul Ver Eecke (1951) i una altra en castellá feta a partir de l'anterior per
José Babini.

El llibre consta de 20 proposicions que versen sobre problemes relatius a la teo¬
ría de nombres, i en els quals intervenen relacions entre nombres quadrats. Els métodes de
resolució tenen el seu punt de recolzament en la interpretació geométrica deis nombres
a partir de segments. La forma concreta de resoldre els problemes proposats correspon a
un raonament aritmétic, ajudat per un esquema geométric i descrit en llenguatge retóric.

La motivació que impulsa Leonardo da Pisa a escriure aquesta obra fou el problema
que li proposá un tal Juan de Palermo, que consistía a trobar un nombre quadrat tal que,
en sumar-l¡ o restar-li cinc, donés un altre nombre quadrat. Problema que, en paraules de
Fibonacci, pertany tant a la geometría com ais nombres. El resultat de la recerca al vol-
tant d'aquest problema dona Iloe a aqüestes 20 proposicions, i la solució al problema que
origina el llibre es troba a la proposició XIV.

L'estil de resolució d'alguns problemes recorda el métode emprat per Diofant,
encara que Fibonacci no podía conéixer la seva obra sino, en tot cas, mitjanpant una
versió indirecta deis árabs. Per tal de veure la forma de procedir, exposem un parágraf
extret de la proposició I, en la qual es planteja la descomposició d'un quadrat en suma
d'altres dos.

"Si volem fer una demostració geométrica, disposarem conjuntament una quantitat
qualsevol de nombres senars, en ordre creixent, a partir de la unitat, fins que el darrer
nombre siguí un quadrat. Siguin AB, 1; BC, 3;CD, 5; DE, 7; EF, 9. D'aquí que, com que
EF és un nombre quadrat i AE és el nombre quadrat 16 provenent del conjunt ordenat
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deis nombres senars AB, BC, CD, i DE, el nombre total AF és, de la matelxa forma, un
nombre quadrat. El nombre quadrat AF está així format pels dos nombres quadrats
AE i EF" (p. 30).

Tot el f¡I argumental precedent a aquest parágraf, així com el que segueix, té per
base resquema geométric com és fácil de constatar.

A les línies precedents havia posat de manifest que la suma de nombres senars con-

secutius, comenpant sempre per 1, dona un quadrat, fet que es pot esquematitzar mitjan-
pant l'esquema conegut ja pels grecs. Llavors la proposició es redueix a trobar aquelIs se¬
nars que, sent quadrats, permeten descomposar el quadrat gran en un altre de costat una
unitat menys, més l'altre tros que es treu format per dos costats, i que també és quadrat
per haver-lo escollit així.

1, 3, 5, 7, 9

Des del punt de vista notacional, la major part de l'obra de Fibonacci és retorica. Fa
servir els mots res i radix per designar la incógnita, el mot census per al quadrat de la
incógnita, i cubus per al cub. Els mots res i census havien aparegut a la traducció 11atina de
I'Álgebra d'al-Hwárizmi atribuida a Gerardo de Cremona; res, i també radix, apareixen a
la versió llatina de la mateixa obra feta per Robert de Chester, el qual va proposar el mot
substantia per al quadrat de la incógnita. Com veurem, els mots cosa, traducció italiana
del llatí res, census i cubus constituirán la base de les primeres notacions de l'álgebra quan
deixará de ser retórica. Leonardo da Pisa expressa les potencies superiors de la incógnita
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utilitzant el principi additiu: x6 és cubuscubus o bé censuscensuscensus. Les equacions
son tractades a la manera retórica. Per exemple, l'equació 2x2 + 10x = 30 apareix així:
"dos censos ¡ deu radices equivalen a 30 denaris," (citat a Cajori (1928), p. 90). En la
Practica geometriae apareix per primera vegada l'abreviació "R" ó "R" per radix.

Valoració de Conjunt

Sense que es pugui parlar d'una exclusió radical entre la tradició escolástica i
la tradició mercantil, es pot mantenir que aqüestes dues tradicions gaudien d'una entitat
plenament diferenciada. La zona comuna a totes dues correspondria ais Ilibres de cálcul
amb xifres arábigues, o Ilibres d'algorlsmes, segons el nom que rebien aleshores. Pels es-
colástics, la finalitat principal d'aquestes petites obres era la simplificado de les taules i
cálculs astronómics. Pels mercaders, l'agilització deis cálculs mercantils. L'ensenyament
de les noves técniques de cálcul no ocupava cap Iloe especial dins del currículum universi-
tari, que continuá sempre dominat per la geometría i l'aritmética especulatives. Les
técniques d'algorisme s'aprenien per mitjá d'opuscles escrits pels mateixos que ensenyaven
les matemátiques serioses (Sacrobosco, Peuerbach,...)

Es desconeix la influencia real exercida entre els seus contemporanis per les obres
de Leonardo da Pisa. Segons Loria, la seva fama no sembla haver-se difós gaire, fora de
Pisa. Uns pocs autors menors continuaren la tradició de Fibonacci durant els segles XIII,
XIV i XV. En aquests mateixos segles comencem a trobar senyals que anuncien els
profunds canvis socio-económics que s'estaven produint a Europa. La irresistible ascensió
de la burgesia, directament Migada a l'evolució deis gremis d'artesans més poderosos,
queda reflectida en l'aparició de manuscrits d'aritmética i álgebra en Mengua vernacla. Els
filis d'aquests manuscrits, i hereus directes de Fibonacci, serán les aritmétiques comer¬
ciáis impreses a fináis del s. XV (els treballs de Santcliment, de Borgi, de Widman,...)
així com els primers tractats impresos d'aritmética i álgebra (el de Lúea Pacioli, el de
Rudolff, etc...).

El fet historie que és ¡mportant destacar és que els coneixements aritmétics de
la Universitat medieval, perfectament emmarcats dins deis esquemes culturáis cada cop
més obsolets de l'escolástica, mai no van superar les limitacions inherents a la matemática
grega. Els problemes que preocupaven els matemátics escolástics continuaven sent la qua-
dratura del cercle, la problemática numerológica, la irracionalitat de determinades lon-
gituds,... El respecte a la metodología euclídia, tan en consonáncia amb el respecte ra¬
dical atorgat a la lógica aristotélica, forposament havia de teñir un efecte destructiu
sobre l'esperit creador.

Si és discutible la importáncia que van teñir especulacions escolástiques com les que
més amunt hem esquematitzat en la evolució de la Física i en la génesi de la Revolució
Científica, no ho és que la tradició aritmética medieval es va morir per comsumpció i
estérilment. No cal citar la quadratura del cercle d'Alberto de Sajónia (si el cercle es pot
quadrar, l'esfera es pot "cubar", i recíprocament; transvasant dins un cub l'aigua contin-
guda en una esfera, es veu que el segon problema és resoluble, per tant la mateixa cosa ha
de dir-se del primer. Loria, vol. 1, p. 427) per comprendre que alguna cosa molt ¡mportant
havia deixat de funcionar dins deis esquemes clássico-medievals. Durant els segles XV i
XVI unes poques Universitats, especialment alemanyes, foren els centres d'un nou saber
lligat a l'astronomia i a la trigonometría, pero l'aritmética escolástica, atrapada en la
pobresa deis seus recursos ¡ntel.lectuals i metodológics, enfront de les figures de Tartaglia,
Cardano i Stifel no podía sino oferir P. Sánchez Ciruelo o Oronci Finne, editors, el
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primer, d'obrers de matemátlcs escolástics medievals (París, 1945 ¡ 1505), ¡ autor, el
segon, d'una Arithmetica practica (París, 1535) d'importáncia menyspreable al costat
deis treballs d'álgebra que eren realitzats contemporániament.

ORONTII

ARITHMETICA
Pra¿hca,iibrísquatuor abíblu*
ta,ómnibus quí Mathernaticas
¿pías traCíare voiunt perutiÜs,
admodumquc neeeííar¡a:Re*
cens ab Authorc caftigata, au*
¿ta, & recognita.hoceft, in na-
tiuu íplédorcm(qticm priorum
¿mprcíTorúm amiícrat incuria)
íumma fidclitatc rcftituta.

P ARISIIS
Exoffkina SimonisColineti,

Cum gracia & priuilcgio(¡fcfi*
ftiamíTimi Fraiwoi^jm regís,

Fig. 5. Primera pagina de /'ArithmBtica practica d'Oronci Finné (París, 1535). Exempiar de la Biblio¬
teca de Catalunya.
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CAPÍTOL 3:

LES ARITMÉTIQUES MERCANTILS

El primer Ilibre d'aritmética que s'imprimí va ser un tractat de matemática comer¬

cial, anónim, publicat a Treviso, Italia, l'any 1478, Segons el Catalogue of Books Prln-
ted ¡n the Fifteenth Century (Part X, p. xxiv, i Pgrt IX, p. x 1), de la trentena de Ilibres
d'aritmética impresos abans del 1500, 14 ho foren a Italia, 11 a Alemanya, 2 a Franpa,
1 a Espanya i un altre ais Paísos Baixos; gairebé tots aquests Ilibres eren aritmétiques mer-
cantils.

La Suma de la art de Arismetica, escrita per un tal Francesc de Sanctcliment, és
l'aritmética comercial impresa a Espanya abans del 1500. És un Ilibre molt notable, per
diferents raons. Fou publicat a Barcelona, el 1482, escrit en catalá; del seu autor, malgrat
les recerques que hem fet, ha estat impossible esbrinar-ne res. A més de ser l'únic incuna¬
ble de matemátiques, no sois d'aritmética, imprés a la península Ibérica, és, segons les
nostres referéncies, l'aritmética comercial més antiga que es conserva, després de la de
Treviso. L'aritmética de Santcliment és del mateix any que la publicada a Bamberg
(Baviera) per un tal Ulrico Wagner, de la qual no es conserven sino una desena de futís
esparsos. L'any següent, a la mateixa ciutat de Bamberg, aparegué una aritmética comer¬
cial anónima de la que sí que es conserva un exemplar complet.

Els 136 fulls en 4rt de la Suma poden competir dignament, tant en quantitat com
en qualitat de continguts, amb els 62 de l'aritmética de Treviso, amb els 77 de la de Bam¬
berg, i fins i totamb els 118, també en 4rt, d'una de les aritmétiques més famoses d'aquest
període, la veneciana de Pietro Borgi, apareguda el 1484 ("the first great commercial
Arithmetic" titulava D.E. Smith l'article que li dedica a Isis, t. VIII, 1926). A falta d'una
comparació acurada i minuciosa entre els texts de les diferents obres que acabem de
mencionar, sens dubte les més ¡mportants dins d'aquest corrent, podem aventurar sense
arriscar gaire en la conjectura que l'obra del nostre compatriota fou una de les més
¡mportants aritmétiques comerciáis escrites a Europa abans del 1500, i que només l'estat
misérrim de la nostra historiografía científica ha impedit que fos valorada pels més
¡I.lustres historiadors de les matemátiques de la mateixa manera que ho han estat la de
Treviso, les de Bamberg i la de Borgi. Que Francesc de Sanctcliment no siguí avui un

desconegut es déu a L.C. Karpinski, el qual el recuperá per a la historia a partir d'un
catáleg d'incunables catalans i en publicá un estudi a Osirls, l'any 1936. Amb motiu del
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p20greííios/ epzopotfíds .©elcs quaís
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<0,e nombrar e conejccr les figures.

Nombrares lo nombre ppcpofat en al /
gunesftgurce comunes oc paraula per/
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but perhgures comunes biftbíeinentre/
pjefenrar. tiéz bas oc fabenque no fon
mes oc.io. cbifres. Car aja com lo nom bí
tx.io.es lo primer nombre copíít: lo qual
con te cu fttots los nombres: que palien

Fig. 6. Primera pagina de la Suma de la art de arismetica de Sanctcliment, Barcelona, 1482. (Exem-
piar de la Biblioteca de Catalunya, Barcelona).

500 aniversari de la impressió de la Suma... de Sanctcliment, vem descriure i analltzar
aquesta obra en articles publicáis a les revistes L'Aveng ¡ (Ciencia).

Per veure imprés un altre Ilibre de matemátiques a Espanya cal esperar fins al
1503, quan s'editen a Valéncia VArithmetica i la Geometría de Bradwardine (Cf. Rey Pas¬
tor, p. 155). I no en torna a aparéixer cap altre fins a la primera versió del Tratado Subti-
lissimo de Arismetica y de Geometría (León, 1512), també una aritmética comercial,
I'autor de la qual és el frare Juan de Ortega (o Hortega).

Que la majoria d'aquesta mena de llibres apareguessin a ciutats que eren centres co¬
merciáis ¡mportants, amb nuclis de burgesla prou consistents, reflecteix una vinculació
obvia entre aquelles obres i el seu públic natural. Elles constituyen una eina de treball
amb algunes de les funcions de les calculadores de butxaca d'avui: incloien taules d'equi-
valéncies de monedes I mesures, ensenyaven els algorismes més rápids per a fer canvis de
monedes, ensenyaven regles de tres i repartiments proporcionáis.
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pánomi vnaltro co
fipmtcgrocomo
prutropoiucr

fi modi.

Fig. 7. Pagina amb el títol del capítol dedicat ais canvis de monedes a /'Aritmética d'Ortega (f.41R.,
edició de Roma, 1515; exemplar de la Biblioteca Universitaria de Barcelona).

La producció matemática, d'una certa matemática almenys, va quedar així Hígada a
les ciutats més riques i económicament desenvolupades, les d'Alemanya i les del Nord
d'ltália, ciutats on treballaren els autors més importants d'aquest període. El següent
quadre cronológic dona idea de les edicions de les principáis obres i de llur localitza-
ció:

ANY CIUTAT AUTOR LLIBRE NACIÓ
1478 Treviso Anónim Tractat d'aritmética ITALIA
1482 Bamberg Ulrico Wagner Llibre de cálculs ALEMANYA
1482 Barcelona Francesc

Sanctcliment
Suma de la art de

Arismetica
CATALUNYA

1484 Venezia Pietro Borgi Arithmetica ITALIA
1484 Lyon Nicolás Chuquet Le Triparty en la science

des nombres
FRANCA

1489 Leipzig J. Widman Tractat de cálcul ALEMANYA
1490 Florenpa F. Calandri Aritmética ITALIA
1494 Venezia Lúea Pacioli Summa de arithmetica ITALIA
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L'obra de N. Chuquet només circula manuscrita. Uns anys més tard, el 1520,
se n'editá un mal plagi. La citem, tanmateix, perqué es tracta de l'obra més innovadora de
tot el període que estem considerant. Més endavant l'analitzarem amb tota la cura que es
mereix.

El contingut de les aritmétiques mercantils

A totes aqüestes obres trobem uns continguts semblants: Descripció del sistema
de numerado posicional de base deu, algorismes de les quatre operacions amb nombres
enters positius, descripció deis nombres trencats i de les operacions amb ells, regles de
tres, progressions i resolució de problemes (deis quals acostumaven a incloure'n una con¬
siderable col.lecció, molts d'ells d'aplicació directa a situacions comerciáis). Les obres més
avenpades contemen algorismes per a l'extracció d'arrels quadrades i cúbiques. La figura 8
reprodueix un fragmentde l'lndex del Tratado... d'Ortega.

És interessant subratllar que aquests llibres foren els principáis i gairebé únics
difusors de les xifres indo-arábigues. Ja hem dit que aquests guarismes eren coneguts a

Europa des del segle XII, pero que durant l'Edat Mitjana mai no van ser utilitzats cor-
rentment. L'extensió de l'activitat mercantil i la importancia creixent deis mercaders
—quantitativament i qualitativament— promocionaren el nou sistema de numerado i les
técniques annexes de calcul; durant el segle XVI, pero no abans, els ábacs varen desapa-
réixer prácticament de l'Europa occidental.

El capítol de la subtracció acostuma a anar precedit d'una explicació sobre la
manera de distingir quina és la més gran de dues quantitats. Com diu Sanctcliment, "Sos-
traure es leuar un nombre de un altre: que sia maior". (f. 10v). A continuado, sota el
títol ''Per coneixer de qui se fa la sustracció'', dedica dues cares de foli a explicar com
reconéixer el nombre més gran.

La dificultat considerable que l'algorisme de la multiplicació comportava, relacio-
nat amb l'esforp necessari per a memoritzar les taules de la multiplicació per una xifra,
quedava reflectida tant en el gran nombre de pagines que totes aqüestes obres dedicaven a
donar nombrosos exemples de multiplicacions, com en els diferents algorismes que desen-
volupaven, com també en les nombroses regles mnemotécniques, clarament dirigides a
estalviar haver d'aprendre de memoria totes les taules completes. Quant al tractament
deis algorismes i de les regles citades, la continuitat amb la tradició árab és absoluta
(cf. pp. 16-19). Aqüestes regles no eren demostrades, com tampoc no ho eren, d'altra
banda, els algorismes de les quatre operacions.

La forma de divisió a l'Occident és essencialment la mateixa que la deis árabs (cf.
p. 19). La dlferéncia més ¡mportant rau en el fet que els algorismes més utilitzats a
Europa a partir deis s. XV eliminen les restes parcials, que es fan de memoria, amb la qual
cosa el nombre de xifres a manejar disminueix, en comparació amb els algorismes árabs.

Els resultats no exactes de la divisió i de la radicació eren expressats amb frac-
cions; per exemple, Ortega calcula l'arrel quadrada de 55.702 i dona com a resultat
236 + 6/273 (f. 22v; totes les cites de l'obra d'Ortega fan referéncia a l'edició de 1534).

Els quatre ,capitols dedicáis a cadascuna de les operacions amb enters acaben
insistint sobre la manera d'operar correctament amb quantitats mixtes. Diu Sanctcli¬
ment, per exemple, després d'explicar l'algorisme de la suma: "arans resta a posar algunes
aiustacions [sumes] de carregues e de quintars de liures de onzes e de quarts" (f. 8v). En
cap d'aquests capitols, ni tampoc en parlar de les operacions amb trencats, no es fa
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Fig. 8. L'índex del Tratado Subtilissimo... d'Ortega. Ocupava /'última página de l'edlció de 1552.
ÍExemp/ar de la Biblioteca de Catalunya).

menció de propietats de les operacions, tipus conmutatlvltat, distributivitat,..., malgrat
que al cálcul ¡ ais problemes s'utllitzen ámpliament.

Els nombres trencats, una de les grans novetats conceptuáis d'aquestes arltmétl-
ques, son ¡ntrodults sense cap mena de definido, si entenem aquest mot en el sentlt
habitual dlns l'argot matemátlc. Tota la definido que dona Sanctcliment deis nombres
trencats és:

"E sapies: que en tot nom trencat ha 2 nombres, lo un sescriu debaix/ laltre dalt ab una bar¬
ra en/m¡g. E aquell de dalt se nomena nonbrador. ?oes que conpte les parts trencades. E
aquell de baix se appella denominador: que denomina e demostra les parts trencades quines
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fotta délo numero S la decena defotta déla decena i K la centena

Fig. 9. Taules de multiplicar de les aritmétiques de Sanctcliment Idreta) i Ortega ledlcló de 1515).

son poes si son mitats ho terpos ho quarts ho quints e axi deis altres parís segons lo denomi¬
nador: qui les denomina.'' (f. 54r i v).

A falta de definicions, l'accent está posat en el significat deis nombres i de les
operaclons. Tots aquests autors s'entretenen a explicar com pot ser expressat, amb un¡-
tats més petltes, per exemple, el valor d'un terp d'una lliura, o de 1/5 de 1/4 d'un quin¬
tar,...

L'orientacló ¡ el contingut de les aritmétiques comerciáis són quasi ¡déntics ais
deis seus antecedents més directes, les algebres árabs ¡ el Líber abbaci de Fibonacci. La
dlferéncia més essenclal rau en l'abséncla de métodes propiament algébrales en el plan-
tejament I resolucló de problemes.
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El tractament deis problemes a les aritmétiques mercantils

Ja hem dit que aqüestes obres contenien una gran quantitat de problemes, la
majoria d'ells directament relacionats amb necessitats reais del mercader d'aquella época:
problemes sobre el cálcul del valor real d'una mercadería permutada (els problemes de
barates), el cálcul deis ¡mpostos deis peatges (que es pagava en mercaderies), els problemes
d'aliatges, la transformació d'unítats de mesura,... Cadascun d'aquests típus era tractat
separadament, donant-ne una recepta. La mateíxa cosa es feia amb altres típus de proble¬
mes que ho admetíen, com els de velocitats. Vegem, per exemple, com ensenyava a
resoldre aquests problemes VAritmética de Treviso (Fig. 10):
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Fig. 10.
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"La regla de les dues coses que es perseguelxen I després s’ajunten es aquesta:
que cal multiplicar els dos nombres [vn, v2 de passos recorreguts en un mateix temps] peí
nombre de les passes avanpades [d, la distancia inicial] i partir [els dos nombres dv-^, dv2
així obtinguts] per la diferéncia que hi hagi entre la grandor d'aquells dos nombres —

dv dv
v2 és a dir, que els espais recorreguts en el moment d'a/untar-se són 1 ¡ £— ]

Exemple:

Una liebre és al davant d'un ca, el qual l'ericalpa; és 150 passes al davant d'ell i mentre la
liebre fa 6 passes, el ca he fa 10. Demano: quantes passes haurá fet el ca quan atrapará
la liebre? La diferéncia entre 6 i 10 és 4, que és el partidor. Segons la regla 150 x 10 =
1500 [i 1500/4 = 375], I 375 passes haurá fet el ca quan haurá atrapat la liebre. (...)"
(Boncompagni, p. 575).

Evldentment, l'obra inclou una regla diferent, explicada amb el mateix estil, per
a poder resoldre els altres problemes de velocitats, els problemes en que els móbils avan¬
cen un cap a l'altre (Cf. Boncompagni, p. 570).

Difícilment será ultravalorat el paper jugat per la resolució de tota aquesta mena
de problemes com a element generador del llenguatge i de les técniques básiques algebrai-
ques de resolució d'equacions. Aplarirem aixó amb un exemple extret de Sanctcllment
(Fig. 11).

f. 93v "si 57 ducats 3 sous 5 diners valen 39 alfonsins 7 sous 9 diners: que val
94r ra 1 alfonsi?

Deus primerament fer deis 47 ducats 3 sous 5 diners de tot diners. e acó per tant com la me¬
nor quantitat en la rao son diners. E quan los dits ducats hauras tornats a diners: ajustaras
los 3 sous 5 diners ais diners: que son exits deis du/cats. E quan la aiustacio sera feta levaras
de la dita suma deis diners los 7 sous 9 diners deis alfonsins. e los diners quant serán resstats:
partir los has per 39 alfonsins. e tant quant te exira de la partió: se/ra la valor del alfonsi.

94v La pratica affigurada

57 ducats I 1371
24 SOUS Zlk

/ 228
114 /
1368 sous

sous

diners
2742 /

1371 /
16457 diners

Sostracció-

resta

116457
I 93

16364

diners
diners

0

1

32
040

04773
16364 diners
419 diners
3999

33

E aixi en la pratica damunt affigurada: que valra quada
alfonsi 419 diners e de les 39 parts de 1 diner les 23 parís.
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1
Fig. 11. El problema del valor de íalfonsí en ducats ffolis 93v. a 95r.). A la li'nia 23 del foli 93v.
(p. esquerra superior) comenta l'enunciat: "Altra rao de cambis. Si .57. ducats .3. sous...". La reso-
lució del problema descrita retóricament apareix a partir de ia Unía 10 del f. 94r. (p. dreta superior);
“La pratica de ia rao damuntdita. Deus primerament fer deis .57. ducats...''. El primer text deeprés
de les operacions del f. 94v. (p. esquerra inferior) conté ia solució: “E axi appar en la pratica damunt
affigurada: Es interessant observar l'algorisme primitiu utilitzat per a la divisió. En la transcripció
d'aquestes operacions, inclosa en el text, hem indicat on apareixen la resta, ei quocient, etc. (Exemplar
de la Biblioteca de Catalunya, Barcelona).
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Les operacions ¡ntel.lectuals anteriorment descrites no són sino el pas previ a l'álge-
bra simbólica que regirá la resolució d'equacions. A més, són presents en la resolució
del problema les dues regles que ja els árabs havien identiflcat com alió essencial ais
raonaments algebraics. Aixó encara será més patent si representem taquigráficament les
operacions anteriors:

57 duc + 3 sous + 5 diners = 39 alf + 7 sous + 9 din
164 57 din = 39 alf + 93 din

16364 din =39 alf

1 alf = din = 419 din + -||-d¡n
A més deis tipus de problemes ja esmentats, es dedicaven capi'tols específics a les

múltiples aplicacions de la regla de tres (i, en general, de la proporcionalitat). Aqüestes
obres acostumaven a acabar explicant els métodes d'una i dues falses posicions, amb els
quals es podien resoldre problemes (expressables en forma d'equacions) de primer grau.
Aquests métodes els aplicaven a resoldre problemes "d'edats" ("Un fill té la meitat d'anys
que son pare..."), de compra i revenda ("Un mercader compra drap a 5 diners la cana, i el
revén...") i altres per l'estil. La importáncia que tenia la resolució de problemes en aquest
context es posa de manifest en el fet de que el tros específicament dedicat a llur resolució
mai no baixa del 60-70°/o de l'extensió del Ilibre. Es aquesta una de les coses que millor
pot caracteritzar aqüestes obres, totes el les impregnades d'esperit utilitari i didáctic.

Potser cal dir que els métodes d'una i dues falses posicions ja es troben dins de
la tradició árab, i que probablement llur origen cal buscar lo en la matemática hindú
del segle 5 ó 6. En qualsevol cas, foren les aritmétiques mercantils del segle XV les que
els aplicaren exhaustivament, conduint-los fins a les mateixes portes de l'álgebra. Dit en
el nostre llenguatge, el métode d'una falsa posició consisteix en el següent: Per resol¬
dre l'equació ax = b, es prova amb un nombre x1 (la falsa posició) generalment escollit

X1
de manera que els calculs no esdevinguin llargs. Si dona ax! = b1( llavors x = —— ,b.

bi
El métode de dues falses posicions consisteix en el següent: per resoldre l'equació ax
+ b = 0, es prova amb dos nombres x-| i x2 (les dues falses posicions), escollits com

x2 Yi -X! y2 b
abans. Si ax, + b = y, i ax2 + b = y2, llavors = = x. Per a

Yi — y2 a
acabar amb aquest apartat, podem veure com utilitza Juan de Ortega la falsa posició per
resoldre un problema de geometría (Fig. 12):

f. 229v Un hombre tiene vna tierra quadrada: la qual tiene por cada un quadrangulo 10 varas: es¬
te hombre quiere trocar esta tierra quadrada a otra redonda: demando que quantas varas ter¬
na por circuito la tal tierra redonda: faras assi: multiplica por si las 10 varas que tiene la tie¬
rra quadrada por cada quadarangulo y montaran 100 y tantas varas diras que tiene la tierra
quadrada: pues busca un numero que quitándole sus tres catorcenes queden 100:"

Ortega sempre utilitza el valor aproximat de n, 3 + 1/7. Agafant com a incógnita el

diámetre del cercle, es veuria conduit a l'equació 100 = = — d2 quecurio-
3 7 4 14

sament planteja així 100 = d2 — — d2.
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Fig. 1Z

"el qual hallaras en esta manera como por vna falsa posición que buscaras vn numero que

quitándole su séptima parte: la tal parte sea 10 el qual numero hallaras que son 70. pues to-
f. 230r ma la séptima parte que son 10 y después toma la mitad destos 10 que son 5 y pon los con

los mesmos 10 y serán 15 y estos 15 son los 3/14 porque 3 catorzenes son un setabo y me¬
dio: pues quita estos 15 de los 70 y quedaran 55 después di por regla de tres si 55 son resta¬
dos de 70 de quien restaran 100 multiplica y parte como te he enseñado por regla de 3 y fa-

3
liaras que restaran de 127 — y este es el numero que quitándole un setabo y medio: o 3

catorzenes que todo es uno restaran 100. Pues quita la rayz quadrada que son 11 y dos seta-
bos a causa del roto: y tantas varas terna el diámetro. ...”
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La metodología de les aritmétíques mercantils

L'axiomatització ¡ el carácter deductiu de l'exposició deis conelxements és un
tret característic de l'aritmética grega del tot absent deis llibres d'arltmética ¡ d'álge-
bra del primer Renaixement. Les obres d'aritmétlca clásslca que van passar a l'Occident
cristiá, com les de geometría o qualsevol altre saber que pels grecs hagués tingut categoría
filosófica, contenien els resultáis assolits durant el període creatiu (uns quants segles) de
tot un cicle cultural acabat. Aqüestes obres no pretenien sino organitzar sistemáticament
un saber conegut. Contrastant amb aixó, les aritmétiques del segle XV i comenpaments
del XVI dediquen moltes més pagines ais problemes i a les aplicacions que a alió que
podríem anomenar teoria, tot i que, com ara veurem, cal devaluar molt aquest mot en el
context de les aritmétiques comerciáis.

Les definicions són útilitáries i descriptives, sense cap mena de preocupació per
la generalitat o el rigor. Ja hem cítat anteríorment la definició que dona Sanctcliment deis
nombres trencats (pág. 57). Un exemple tret d'Ortega és la següent def inició de les pro-

gressions:

f. 25r "Síguese que cosa sea progression natural.
La progression natural es aquella que comlenga en vno: y va creciendo siempre vn punto en
cada letra solamente assl como las figuras siguientes 1 2 3 4 5 6 7 8 9 en las quales puedes
ver claramente que no suben mas de u n punto.

Que cosa sea progression en parte natural/y en parte no natural.
La progression en parte natural: y en parte no natural es aquella que va subiendo solamente
vn punto: y puede comengar en qualquler numero que querrás sin que comience en vn pun¬
to como si comengasses en las siguientes figuras: 8 9 10 11 12 13 y 6."

La def inició descriptiva gairebé sempre va acompanyada d'una explicació sobre el
significat del terme o del concepte introduit, o sobre l'ús que normalment se'n fa.

Deis diferents algorismes, regles i métodes de resolució de problemes, mai no se'n
dona la justificació teórica. D'altra part, és difícil d'imaginar com podía ser posada
a l'abast del matemátic no professional la justif¡cació teórica de l'algorisme de la di-
visió, o de la regla de les falses posicions, sense disposar de simbolismes algebraics ni
conceptes adequats; seria una empresa tan impossible com ho seria avui pretendre en-
senyar tota la tecnología que hi ha dins d'una calculadora de butxaca a qualsevol que hagi
d'utilitzar-les. La manera d'introduir els métodes de cálcul i de resolució és absolu-
tament práctica: per mitjá d'exemples concrets.

Un altre tret que destacarem és l'abséncia de simplificacions per generalizado.

A l'hora d'introduir les operacions amb trencats, per exemple, un cas com — + p mai no

és considerat un cas particular de —+ , i tots dos s'expliquen, sempre a base d'exem¬

ples concrets, per separat. Quan Juan de Ortega ensenya a sumar progressions també
tracta per separat els diferents tipus en que les ha dividides, i explica com sumar-les a
través d'uns quants exemples i sense donar, ni tan sois retóricament, una fórmula o el
seu equivalent. Aqüestes obres exploten sistemáticament el principi d'anar deis casos par¬
ticular al cas general.

Aquest estil, que contrasta tant amb el nostre i amb els deis grecs, té al darrera
els següents'factors. Aquests llibres s'adrepaven a un públic sense cultura clássica, no
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acostumat ni a la retórica ni a les subtileses lógiques. Era un públic que podía més aviat
menysprear que no pas apreciar qualsevol cosa que pogués recordar ¡'escolástica, la gran
demodée de l'época. D'altra banda, la teoría de tot alió que s'explicava estava per fer
(i ho havia d'estar durant molt de temps). Per qui estava interessat fonamentalment per la
capacltat instrumental de l'aritmética, que eren la majoria deis qui l'estudiaven en aquella
época, hagués estat un contrasentit oferir-li, d'existir, definicions lógiques que res no li
aportaven, com ho hagués estat la introducció de simplificacions com les que hem citat
abans, que no sois no simplificaven els cálculs, sino que moltes vegades els feien més
llargs.

Aquests Ilibres no pretenien organitzar uns coneixements valuosos en si mateixos,
sino que pretenien ensenyar ais comerciants a utilitzar unes eines. Potser la diferéncia
d'objectius és alió que més aclareix la contraposició metodológica entre l'aritmética grega
i la del segle XV, i alió que millor fa entendre els trets d'ambdues. Des d'aquesta perspec¬

tiva, és evident que els dos tipus d'obres que hem analitzat van reeixir. El saber aritmétic
grec es va conservar i va poder ser utilitzat en el seu moment. El nou saber aritmétic
es va difondre i va generar I'álgebra, l'eina que li permetria finalment tornar ais orígens.
Contra el que molts deixen entendre, només la historia dirá si aquesta tornada és definiti¬
va.
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CAPÍTOL 4:

LES PRIMERES ÁLGEBRES RENAIXENTISTES

El Context i les Motivacions

Le Triparty en la Science des nombres (1484), de N. Chuquet, i la Summa di aritmé¬
tica, geometría, proporzioni e proporzionaiita (1494), de Lúea Pacioli, són consideráis els
primers trebails módems própiament algébrales escrits a Europa. Es oplnió indlscutlda
que són elIs els qu¡ Inicien el desenvolupament de la Ifnia i de l'esperlt de treball que,
passant per Vieta ¡ per Descartes, determina completament l'aspecte de les matemátlques
posterlors. Aqüestes dues obres no aparéixen aíllades; ais 40 primers anys del segle
XVI van ser edltats uns quants Ilibres més de característlques semblants ais esmentats.
Comengarem per Intentar-nos explicar les necessitats que satlsfeien aqüestes obres ¡ qul
eren els seus autors.

L'Europa occidental de fináis del segle XV ¡ comengaments del XVI era una regló
en plena expansló económica. Per raons que no es conelxen prou bé, es va produlr un

augment demográflc notable, el volum del tráflc comercial es dispara I la quantltat de
productes manufacturats es va multiplicar. Perlpécles I aventures com la circunnavegado
d'Afrlca, o la travessla de ('Atlantic, no eren sino el reflex d'una demanda comercial
qualltatlvament nova que havla convertlt en obsoletes les caravanes terrestres per a
intercanvlar mercaderes amb Orlent.

D'altra banda, durant l'Edat Mltjana s'havien produit una serle de troballes técnl-
ques revolucionarles (el molí i les seves dlferents apllcaclons, la manivela, la biela,...);
cap al 1500 el procés de mecanltzacló estava endegat del tot. No es van produlr més ¡nno-
vaclons técnlques ¡mportants, pero sí la dlfusló amplísslma de les que ja exlstlen. Sar-
ton ha subratllat l'explosió de noves necessitats matemátlques que es produelx en aques¬
ta época (cf. per exemple, Sarton (1965), p. 38). L'astronomia I la cartografía, asso-
clades ais descobriments geográflcs, la minería I la metal.lúrgla per a produlr canons,
('arquitectura del nou tlpus de fortificado adaptada a i'artlllerla, són les més noves
d'una sérle d'activltats que configuren un context on la mesura pren una Importancia
crelxent. Es el context que genera la coma i les xlfres declmals, que es dlfondran —rápida-
ment— ais anys 80 del segle XVI, reemplagant ais altres métodes flns llavors útilitzats per
a expressar aproxlmacions: les fracclons ordináries en les arltmétlques comerciáis, I les
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fraccions sexagesimal en l'astronomia i les taules trigonométriques. Són aquests, evident-
ment, factors lligats de forma ¡ndissoluble a l'ampliació del concepte de nombre, plena-
ment assumida per les aritmétlques comerciáis de l'época. Struik ha explicat clarament
totes les repercussions económiques que podía teñir el nou saber:

"La posibilidad de obtener grandes beneficios en el nuevo sistema capitalista condujo a los
comerciantes, asi" como a algunos de los principes, a cultivar la navegación y la astronomía.
En las ciudades florecieron la aritmética, el álgebra y el nuevo arte de la teneduría de libros.
La posibilidad de emplear máquinas con fines productivos estimuló la inventiva. El uso cre¬
ciente de estas máquinas condujo al estudio de la meca'nica, y ésta, a su vez, a la investiga¬
ción de nuevos métodos en la matemática." (La matemática, sus on'genes..., pp. 20-21).

És sabut que la reforma humanista del segle XV —Migada a una nova visió de l'home—
es va desenvolupar enfrontant-se en profunditat a una visió filosófica de la fundó de la
lógica i del saber: "se trata [amb la reforma humanista] de refutar el reduccionismo
de todas las artes y ciencias, y de toda la filosofía a dialéctica". (Garin p. 59). Aquest nou
clima cultural actúa sobre la reflexió científica demolint el marc de referencia aristotélic,
tant des del punt de vista conceptual com metodológic. La revolució copernicana i els
inicis de la Revolució Científica —treballs de Galileu inclosos— són incomprensibles fora
d'aquest moviment de rebuig, fora d'aquest clima ¡ntel.lectual anti-aristotélic, i predisposat
a moure's per camins heterodoxos. La cultura del Renaixement mira cap enrera, pero no
indiscriminadament, recupera Plato contra Aristótil, de la mateixa manera i amb els
mateixos matisos que Arquímedes i Diofant contra Euclides.

Que l'Humanisme liquidés la pretensió d'identificar la Veritat amb aquella parce-
I.la de la cultura clássica que ¡'escolástica remenava amb tant de gust, que represen-
tés el final de l'obsessió per les argumentacions i llurs subtileses, que capgirés els valors i
els interessos culturáis, i que posés a l'abast del nou públic característic del Renaixement
textos nous i capitals del saber clássic, malgrat que expliquen en gran part la manera com
es va produir la génesi de I'álgebra i la forma que va adoptar, no són sino algunes de les
línies de forpa que enquadren aquesta génesi. Ni tan sois la revalorització de la idea
platónica que l'Univers está estructurat matemáticament —una component clau del nou
clima científic— es pot considerar l'antecedent directe del desplapament de les matemáti-
ques, i molt particularment de l'aritmética, de les funcions merament auxiliars i propedéu-
tiques, que li havien estat assignades fins aleshores. Sempre que en aquesta época s'intenta
matematitzar un problema físic o mecánic, es va a parar a la geometría deis Elements
d'Euclides (tant peí que fa al tractament, com peí que fa ais continguts utilitzats). És dins
d'aquest marc que se sitúa el Leonardo da Vinci enginyer que troba, per exemple, el
centre de gravetat de la pirámide —una de les seves contribucions origináis a les matemáti-
ques. Quan Tartaglia escrigui la Nova scientia amb la pretensió de matematitzar la balísti¬
ca, comenpará "por dar una serie de definiciones, a las que siguen suposiciones (axiomas)
y juicios comunes de los que finalmente deduce las proposiciones de la ciencia nueva".
(Koyré, p. 104; els subratllats són de l'autor).

La Summa di aritmética,... será probablement una de les poques obres d'álgebra que
ocupi un lloc destacat alhora dins de la historia de les matemátiques i dins de la histo¬
ria de l'economia. Segons els historiadors económics, les millores en el nivell de conei-
xements generáis aritmétics, i en particular de la comptabilitat comercial jugaren un pa-
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Fig. 13. Primera pagina de la Nova scientia de N. Tartaglia, Venezia, 1537. Exempiar de la Biblioteca
Universitaria. Barcelona.

per ¡mportant a fináis del segle XV I comengaments del XVI; utilitzant les paraules d'un
d'ells:

"Se ha puesto particular acento en señalar la importancia del sistema de contabilidad por
partida doble como factor del funcionamiento interno de los negocios; se habi'a desarrollado
en Italia en tiempos medievales y pasó al otro lado de los Alpes antes de 1500, en 1494 para
ser exactos, cuando Lúea Pacioli lo describió, prácticamente por primera vez, en su obra teó¬
rica Summa diarithmetica.'' (Cipolla, p. 183).

Els prlmers tractats d'álgebra no són, báslcament, sino arltmétiques avengades del
tipus comercial. Es diferencien de les obres que hem analitzat al capítol anterior per
l'extensió i l'aprofundiment amb qué és tractat el cálcul amb radicáis, i per ¡ncloure una
part específicament dedicada al maneig de ¡ncógnites i al plantejament i resolució d'equa-
cions. Tota la resta: capítols dedicats a la numerado, ais trencats, ais problemes,..., ¡nclosa
la metodología, és idéntica. Comparades amb les árabs, aqüestes primeres algebres euro-
pees es diferencian d'elles peí fet de contenir formallsmes algebraics en estat embrionari.
La descripció de les obres estudiades ais capítols següents donará una ¡dea concreta del
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contingut de les primeres algebres, aix í com de la manera primitiva de tractar i representar
els conceptes algebraics.

L'álgebra neix com un complement de les aritmétiques comerciáis, de les aritméti-
ques calculístiques; apareix com un ¡nstrument, complex i poderos, necessari per a la
resolució de problemes. El desenvolupament deis métodes algebraics és impensable sense
el brou de cultiu format per una infinitat de problemes diversos, exigint cadascun d'ells
una recepta particular, que cal tractar numéricament, i per ais quals el model geométric
no és gens adequat. Peí que ja hem explicat de les aritmétiques mercantils, es pot entendre
la simplificació notable que aportaven els métodes algebraics, així com el camp que
obrien a la resolució de nous tipus de problemes. Amb els anys, es va fer palés tot alió
que tenien de fructíferes aqüestes eines, i un interés cada cop més gran li fou concedit a
l'estudi de I’art de la cosa en si mateix (la cosa, recordem-ho, era el mot italiá que desig¬
nava la incógnita). A partir del 1545, data de la primera edició de I’Ars Magna, de Car-
dano, es pot considerar que l'álgebra, entesa com a la teoría de la resolució d'equacions,
constitueix una branca autónoma de les matemátiques. El procés va ser análeg al que
s'ha produit al segle present a partir del primers ordinadors. Una eina de cálcul com¬

plexa i prenyada de possibilitats ha generat la Informática: l'estudi del processament
electrónic de dades, en si mateix, ha esdevingut una ciéncia.

Aqüestes primeres algebres, com totes les aritmétiques comerciáis, són editades en
llengua vernacla, i no pas en llatí, malgrat que aquest era, i encara ho fou durant 150
anys, la llengua indiscutida de l'alta cultura. Les ciutats on tais obres apareixen són les
capitals comerciáis, i no pas les capitals polítiques, ni les seus de prestigioses universitats:
a Lyon, pero no a París, a Florenzia i Venezia pero no a Roma, a Nuremberg i a Leipzig, a
Londres pero no a Oxford. Eren obres adregades a un públic molt diferent del que podien
teñir Nemorarius, Oresme o els calculistes del Merton College. Un públic que majoritária-
ment no sabia llatí, les pautes culturáis del qual no eren les clássiques, ¡ amb una escala de
valors i unes preocupacions que tenien poc a veure amb l'Edat Mitjana o l'época clássica.

Els autors d'aquestes obres, si no tots la majoria, apareixen nítidament diferen¬
ciáis de I'él¡te intel.lectual hereua de la cultura medieval, i d'una forma o altra vincu¬
láis a les forces socials protagonistes de la transformado económica i cultural. No cal
pensar en el cas límit de G. Cardano (1501-1576), místic heterodox, astróleg (la magia és
una de les modes més ¡mportants del Renaixement), jugador, vanitós, genial, que va dedi¬
car I'Ars Magna a A. Osiander (un deis caparronets del luteranisme), i que tothom reco-
neix com una figura paradigmática del taranná renacentista. Lúea Pacioli (1445-1514,
també anomenat Lúea del Burgo Sancti Sepulchri), va treballar de tutor deis filis d'un
¡mportant mercader veneciá; el seu amic Leonardo da Vinci li féu els gravats per al Ilibre
de geometría De divina proportione. J. Widman (n. 1460), l'autor del primer Ilibre on
apareixen impresos els signes " + " ¡ ", segons tots els indicis no va fer més que incor¬
porar a I aritmética una simbologia utilitzada a la práctica mercantil (veure més endavant,
p. 66); la seva obra es titula Cálcul rápid i elegant per a tots els futurs comerclants
(Behéde vnd Rechnug auff alien Kauffmanschafft). Tartaglia (1500?-1557), el primer a
publicar un tractat sobre balística, és el geni autodidacta, fill d'una familia que no li pot
pagar estudis i a qui, en la disputa amb Cardano i Ferrari, aquests intenten humilíar
adregant-se-li en llatí, perqué saben que no el coneix prou per a contestar en la mateixa
llengja. M. Stifel (1487-1567), Fautor del Ilibre d'álgebra més ¡mportant escrita Alemanya
durant el segle XVI (del qual féu una versió didáctica en alemany), era un antic monjo
catóIic convertit en predicador militant del luteranisme. Un altre propagandista actiu del
protestantisme fou R. Recordé (1510-1558), l'introductor de l'aritmética mercantil a
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Fig. 14. Primera página de i'Ars Magna de Cardano (edició de les Obras completes, Lyon, 1663).
L'obra comenga amb una dedicatória a A. Osiander. (Exemplar de ia Biblioteca Universitaria, Barce¬
lona).

Anglaterra i el primer a proposar ¡ utilitzar el sfmbol va treballar acollit al mecenatge
d'una Companyia comercial, a la qual dedica moltes de les seves obres.

Hem assenyalat precedentment que l'aritmética comercial no va ser ais seus orígens
la vulgarització d'un saber aritmétic de més algada, elaborat a la Universitat, sino un
auténtic saber alternatiu, resposta a unes noves necessitats i elaborat, óbviament, per
gent identificada amb les noves preocupacions. Contemporániament a la Summa... de L.
Pacioli, el 1495, s'editaven a París VArithmetica de Nemorarius i la de Bradwardine.
L'edició de les obres estava feta per un espanyol, Pedro Ciruelo, (ca. 1470-1560) que en
la apassionada polémica sobre la ciéncia espanyola fou citat moltes vegades, pels apolo-
gistes de la dita ciéncia, com a exemple de la fecunditat matemática de la rapa. Deia Me-
néndez Pelayo:

"mucho más conocido e importante es el libro de Pedro Ciruelo, egregio matemático y filó¬
sofo, autor del primer curso de ciencias exactas que poseyó España, y lumbrera de las Uni¬
versidades de París y Alcalá: hombre de espíritu claro y limpio de preocupaciones, a la vez
que de natural cándido y de piedad sincera y acrisolada. Su obra se titula Reprobación de las
supersticiones y hechicerías,..." (Historia de los Heterodoxos españoles, IV,p. 356).
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L'obra que cita D. Marcelino és la particular contribució de l'autor a la lluita con¬
tra la magia i l'astrologia, un deis fenómens característics de la mentalitat renacen¬
tista. Ciruelo, efectivament, fou un escolástic que ensenyá a la Sorbona i a Alcalá, que
edita les obres matemátiques importants que havia produít l'escolástica, i que va escriu-
re, entre altres coses, un quadrivium: Cursus quattuor mathematicarum artium liberalium,
Alcalá, 1516 (Cf. Rey Pastor, p. 155). Pero tot aixo, aleshores, volia dir estar marginat
del procés historie en marxa.

L'álgebra fou el fruit més refinat d'una nova concepció característica del segle XVI,
la de que les matemátiques són imprescindibles per a manejar aspectes fonamentals de la
vida social. És la concepció que hom pot reconéixer en el fet que esdevingués comuna i fa¬
miliar la ¡dea de combatre utilitzant la geometría (Hill, p. 82), o en l'enumeració que
feia un famós tractat de les qualitats del perfecte comerciant: "Tenía que ser buen
calígrafo, aritmético y contable, debía conocer bien las medidas, pesos y monedas de los
países extranjeros, las aduanas, peajes, impuestos, tipos de cambio y fletes y debía saber
de construcción y reparación de barcos y de navegación..." (Cipolla, p. 405). Pero, per
aixó mateix, les matemátiques no eren considerades un saber académic, sino més aviat
próxim a les habilitáis mecániques própies de mercaders, navegants, arquitectes, construc¬
tor de vaixells i fabricants de canons. Entre els estudiants que s'adrepaven a les Universi-
tats, les matemátiques eren el patrimoni deis que semblaven massa obtusos per a reeixir en
estudis de filosofía i teología. Tanmateix, les matemátiques ocupaven el llocd'honor deis
nous centres d'ensenyament: les escoles deis gremis, els tallers deis artistes-artesans (com
el que va ser l'escola de Leonardo da Vinci), i els cursos finanpats per les cada cops més
poderoses companyies comerciáis.

En resum, ais 70 anys que van de 1480 a 1550, l'álgebra es constitueix en una
nova branca de les matemátiques, i la seva constitució, per les motivacions que té al dar-
rera, pels qui la protagonicen i per la manera com es realitza, és clarament la primera
manifestado d'aquells poderos corrent d'idees que cristal.litzá en la Revolució Científica.

Autors i Obres Més Importants

Ja hem dit a l'apartat precedent que, peí que fa al pensament matemátic, la historia
moderna europea s'inaugura amb Le Tríparty..., manuscrit de Nicolás Chuquet aparegut a
Lyon l'any 1484. Que l'obra no s'imprimís no pot ser valorat amb criteris actuáis, ja que
en aquells primers anys de la impremía encara existien tallers de copistes i eren nom-
brosos els Ilibres que només circulaven manuscrits. Tanmateix, les importants innovacions
notacionals que Le Tríparty contenia foren prácticament ignorades, i seria difícil, avui,
establir la seva importáncia exacta per al desenvolupament general de l'álgebra. Aixó no
obstant, l'obra en si mateixa és sens dubte el treball de matemátiques més important es-
crit a Europa des del Líber abacá de Fibonacci fins VArs Magna de Cardano. El capítol
següent conté l'análisi d'aquesta obra.

L 'escola italiana

La Summa di aritmética, proporzlonl e proporzlonalltá (1494, 2a edició el 1523)
de Lúea Paccioli va ser el tractat d'álgebra més popular i conegut a Europa durant gaire-
bé tota la primera meitat del segle XVI, així com l'obra que més va contribuir a difon-
dre els nous temes que preocupaven ais matemátics. Per aixó mateix, va ser l'obra que va
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determinar en gran part les notacions emprades a Italia, i ais pai'sos que culturalment en
depenien, fins prácticament al 1600. L'obra está dividida en quatre parts: aritmética,
álgebra, geometría i comptabilitat, sent aquesta última la que conté la descripció del
sistema de comptabilitat per partida doble esmentada a l'apartat anterior. La Sum-
ma era una mena de recull enciclopédic deis coneixements d'aritmética i álgebra contin-
guts al Líber Abacá, a les aritmétiques mercantils i a les fonts orientáis usades pels mer-
caders italians. La seva gran influéncia no és ¡ndependent del fet de ser la primera obra
impresa, completa i sistemática, que apareixia des que Fibonacci va escriure la seva.
Des del punt de vista de l'originalitat, el tractat de Lúea Paccioli ofereix molt poca
cosa. La part d'álgebra inclou els métodes de resolució de les equacions de primer grau i
de segon grau, i si bé els acompanya de demostracions geométriques —una novetat respec¬
te al tractament de N. Chuquet— les principáis álgebres árabs ja contemen aqüestes
demostracions. El Ilibre d'álgebra de Paccioli acaba amb l'afirmació que la resolució de les
equacions cúbiques "és tan impossible en el present estat de la ciéncia com la quadratura
del cercle" (Cajori, 1980, p. 133).

La contribució més ¡mportant de la Summa cal buscar-la en les notacions. Malgrat
que no són tan evolucionades com les de Chuquet, a l'obra de Paccioli es dona un pas

endavant important, des de la simple i pesada retórica deis árabs i del mateix Fibo¬
nacci, cap a una simbologia específica de les relacions algebraiques. (Per una descripció
extensa de l'obra de Paccioli, cf. Loria, vol. 1, pp. 469-486).

Un algebrista italiá del qual parlarem en estudiar l'evolució del llenguatge algebraic
és Francesco Ghaligai. La seva Practica d'aríthmetica és del 1521 i fou reimpresa el 1548 i
1552 (Cajori, 1928, p. 112).

Dos autors deis quals no han quedat sino referéncies ¡ndirectes són Scipione del
Ferro (ca. 1465-1526) i Ludovico Ferrari (1522-1565). Malgrat que van jugar un paper

important en el descobriment deis primers métodes coneguts per a resoldre per radicáis les
equacions de tercer grau (Ferro) i de quart grau (Ferrari), no es conserva cap publicado
d'ells. Tot el que sabem deis seus treballs és el que en diuen —i és ben poc— Tartaglia i
Cardano, els dos grans autors matemátics italians de la primera meitat del segle XVI.

Tartaglia és l'autor deis Quesiti et ¡nventíoní diverse (Venezia 1546), una obra
només parcialment dedicada a les matemátiques, en la qual determinades qüestions d'álge¬
bra i geometría, i en particular la resolució de les equacions cúbiques que no tenen terme
en x2, són tractades de forma molt poc sistemática. Aquesta és una de les principáis
fonts de referéncia sobre el conflicte entre Tartaglia, d'una banda, i Cardano i el seu
deixeble Ferrari, de l'altra, sobre el métode de resolució de les equacions cúbiques.
Tant els Quesiti com els aspectes matemátics del famós enfrontament són analitzats al
capítol sisé. Tartaglia va morir deixant ¡nacabat el General Trattato di numeri, et mi-
suri (Venezia, 1556-1560), que havia de ser un compendi deis coneixements algebraics de
l'época. Segons Hofmann, en aquesta obra es resolen alguns problemes de máxims i
mínims, i en particular "se busca el máximo de x (a2 — x2), el cual se determina en forma
de receta" (Vol. 1, p. 101). La intenció de Fautor era culminar l'obra amb la teoría de
les cúbiques, pero, encara que Tartaglia hagués tingut temps d'acabar l'obra, ja no hauria
publicat cap resultat original, tota vegada que Cardano se li havia avengat amb VArs
Magna des del 1545.

L'Ars Magna' es pot considerar el primer tractat sistemátic de teoría d'equacions
de la historia de les matemátiques. Tant per l'amplitud de concepció, com per la perspec¬
tiva que obre, es pot considerar que assenyala nítidament una frontera, la que separa
l'álgebra práctica vinculada a les necessitats mercantils, de l'especulació algebraica supe¬
rior. L'obra e's analitzada al seté capítol.

65



Cardano també és l'autor d'una obra més elemental, en l'estil i les notacions de
Lúea Pacioll, la Practica arithmeticaegeneralis, publicada a Mllá el 1539.

L'Escola alemánya

Els Ilibres d'álgebra que apareixen a Alemanya durant la primera meitat del segle
XVI són molt més nombrosos que els italians. Les diferéncies entre les produccions res-
pectives són notables. Els alemanys no arribaran a elaborar resultáis nous comparables
a la resolució de les cubiques i de les equacions de quart grau, ni assolirán el grau de
desenvolupamentteóricglobal que hom pot trobara I'Ars Magna. La contribució alemanya
no és per aixó menys valuosa, tota vegada que són ells els qui proporcionen l'impuls de-
cisiu per a la creació deis simbolismes algebraics módems.

F. Cajori ha estudiat acuradament l'origen deis símbols " + " i ", i aquí resumi-
rem les seves conclusions (Cf. Cajori (1928), pp. 230-235). Com ja hem dit, el primer a
utilitzar aquests signes en un Ilibre imprés fou J. Widman. Hi ha constancia que aquest
autor va estudiar uns manuscrits sobre álgebra, avui conserváis a la Biblioteca de Dresde,
on els signes esmentats ja eren útilitzats. Des del punt de vista paleográfic, sembla impossi-
ble assegurar quin és l'origen de la forma peí que fa a " + ", sembla incontestable
que deriva d'alguna de les formes ornamentáis de et ais manuscrits llatins (es coneixen
més de 100 abreviatures diferents d'aquesta conjunció). Els manuscrits estudiáis per
Widman fan servir el signe " + " com a signe d'operació, pero també de vegades en
substitució de et a llocs on aquest mot no significa addició, sino que fa de conjunció. El
mateix Widman no restringeix l'ús deis símbols " + "i " ais significats purament
aritmétics: el "+" també el fa servir de conjunció, substituint \'et, i el " el fa servir
com a signe de puntuació. És opinió bastant general que Widman va utilitzar dos signes
que ja eren ámpliament coneguts pels seus lectors (no dona cap mena d'explicació especial
del seu significat) perqué eren d'ús corrent dins de la práctica mercantil.

El fet és que les aritmétiques i álgebres alemanyes els contenen sistemáticament,
i que ja a fináis del segle XVI han desplagat prácticament els símbols p (ó algún derivat
com p,p., abreviado de piu o plus), i m (abreaviació demeno o mlnus) que havien utilitzat
tots els algebristes italians.

També és d'origen alemany el símbol per a la radicado V~~. si bé la fixació de la
forma definitiva i la victoria final sobre la R emprada pels. italians fou més lenta. També
son degudes ais alemanys diferents temptatives interessants, pero infructuoses, d'elaborar
una bona notació per a la successió de poténcies de la incógnita. Tractarem més detalla-
dament totes aqüestes qüestions al capítol XI.

Malgrat que són molts els autors i obres alemanyes que caldria citar, comengant per
les álgebres anónimes manuscrites que van constituir el fonament deis primers llibres
impresos (Cf. Hofman, vol. 1 p. 110 i Cajori (1928), p. 231 i 234), nosaltres citarem
quatre noms: Christoff Rudolff (ca. 1500-ca. 1545), autor d'una álgebra (Behend vund
Hubsch Rechnung durch die kunstreichen regehn Algebre so gemeincküch die Coss genent
werden) escrita en alemany i apareguda a Strasburg el 1525, és el primer autor d'un
llibre imprés que fa servir una cosa semblant al nostre símbol \f

Adam Riese (1492-1559) és l'autor que, segons Boyer (p. 309), més va influir
perqué l'antic métode de calcular, l'ábac, fos reemplapat peí nou, el llapis i les xifres ¡n-
do-arábigues. També l¡ pertany un Coss que mai no va ser imprés a l'época.

L'autor més notable d'aquest període és sens dubte Michel Stifel (ca. 1487-1567).
La seva Arlthmetlca integra (Nuremberg, 1544) és considerada per tothom el llibre d'álge-
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bra més ¡mportant escrit a Alemanya en totel segle XVI. L'obra té un esquema conegut:
una part dedicada a l'aritmética deis enters i les fraccions, una segona dedicada al cálcul
amb radicáis i una tercera dedicada a l'álgebra. Un deis aspectes més citats de l'obra de
Stifel és la comparació entre les poténcies 1, 2, 4, 8,... de dos i el que avui en diem els
exponents 0, 1, 2, 3,... Aquest resultat, aixi'com el comentari que la suma d'exponents
correspon al producte de les poténcies era un fet conegut i citat per tots els algebristes de
l'época, els quals s'hi veien portats per la necessitat d'explicar el producte i la divisió de
poténcies de la incógnita. Alió que és excepcional a l'obra de Stifel és que estengui la
comparació a les poténcies corresponents a exponents negatius, relacionant 1/2, 1/4,
1/8,... amb —1, —2, —3,... i que assenyali explícitament que la divisió en la progressió
aritmética correspon a la radicado en la progressió geométrica:

"Additio in arithmeticis progressionibus, respondet multiplicationi ¡n geometricis... Subs-
tractio in arithmeticis, respondet in geometricis divisioni... Multiplicado simplex (id numeri
in numerom) quae fit in arithmeticis, respondet multiplicationi in se quae fit in geometricis...
Divisió in arithmeticis progressionibus, respondet extractionibus radicum in progressionibus
geometricis. Et dimidiatio in arithmeticis, respondet extractioni quadratae in geometricis"
ícitat per A. Mieli, vol. V, p. 89).

Un tal Simón Jacob (m. 1564) va reproduir gairebé literalment l'exposició de Sti¬
fel, i és en aquest Ilibre que Bürgi, com així ho manifesta ell mateix, es va inspirar per
ais seus treballs sobre logaritmes (comentat per Mieli, vol. V. p. 89). Aquesta és la base on
tots els historiadors de les matemátiques es recolzen per a afirmar que a l'obra de Stifel s'hi
troba el germen del cálcul logarítmic. Ens sembla molt important subratllar el paper que

juga el context en el desenvolupament d'aquestes ¡dees. Les observacions de Stifel tenen
poca volada quan queden restringides a progressions geométriques de base 2, 3,... L'exis¬
tencia deis logaritmes es basa en la confecció d'una taula que permeti expressar tot
nombre de 5 ó 6 xifres com una poténcia d'una base donada. Nomésun nombre N molt
proper á 1 podía donar una progressió geométrica 1, N, N2, N3,... de termes suficient-
ment próxims entre si per tal de "cobrir" amb la continuítat adequada l'interval deis
100.000 primers nombres naturals; per aixó les primeres bases foren 0'9999999 (la de
Napier) i 1'0001 (la de BürgiI). Aquesta més endavant fou modificada a (1'0001)10000,
una excel.lent aproximació del nombre e (cf. Klein, vol. 1, p. 218-219).

Un altre tret interessant de VArithmetica és la útilització de coeficients negatius
dins de les equacions, cosa que permet a Stifel reduir els casos x2 + bx = a; x2 + a =
bx,... a un de sol. Encara que Stifel considera els nombres negatius com absurds, i no els
accepta com a arrels d'equacions, tenia una concepció prou clara del seu significat per a
parlar d'ells com a "nombres ficticis que están per dessota de zero", i que sorgeixen quan
"nombres reais que están per sobre de zero són sostrets de zero" (Cajori 1980, p. 141).

Stifel va publicar, el 1553, una edició revisada del Coss de Rudolff, en la qual
incloia la resolució de les cúbiques publicada per Cardano, i proposava certes innovacions
notacionals. Ja a VArithmetica, Stifel havia trencat amb la práctica, fins llavors habitual,
de representar una segona incógnita per la Metra q (abreviado de quantitas), i va utilitzar
en el seu lloc la simbologia: A, B, C,...

Un seguidor de Stifel fou Johannes Scheubel (1494-1580). És autor d'una aritméti¬
ca (1545) i d'una edició deis sis primers llibres deis Elements d'Euclides (Basilea, 1550),
que conté com a introducció una seixantena de págines sobre álgebra. La importáncia
d'aquesta obra rau en el fet que fou reimpresa a París el 1551, amb el ti'tol d'Algebrae
compendiosa faclllsque descriptio, i que aquesta és la primera aparició a Franpa deis
símbols " + " i " i els altres símbols alemanys.
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Altres autors

Hem de parlar, finalment, d'alguns autors de Franga ¡ Anglaterra que, aprofitant el
camí obert per alemanys ¡ italians, feren algunes aportacions menors cap a la meitat del
segle. Els treballs d'álgebra contemporanis escrits en espanyol són estudiáis al capf-
tol 9.

Citarem en primer lloc l'autor anglés Robert Recordé (1510-1558), al qual devem
Tactual signe Recordé és autor, entre moltes obres de divulgació, d'una aritmética
comercial Grounde of Arts (Londres, 1541), i d'un Ilibre d'álgebra, The Whetstone of
Witte (Londres, 1557), on adopta Tessencial de les notacions germániques, amb la innova-
ció d'un símbol específic per a representar la ¡gualtat. El símbol, que era més llarg que
Tactual, triga més d'un segle a ser adoptat i preferit a d'altres notacions.

Deis francesos J. Peletier (1517-1582) i J. Buteon (o Borrel, 1492-1572) podem
transcriure el tractament d'uns sistemes d'equacions lineáis 3 x 3. El primer exemple,
citat per Itard (p. 21) pertany a \'Algebra de Peletier (Lyon, 1554), i permet de comparar
el plantejament i resolució de Peletier amb els d'un problema análeg tractat per Chuquet
(cf. p. 76). Els avantatges de Tautomatisme associat a una bona notació ressurten imme-
diatament de la comparació. En particular, el raonament aritmétic de Chuquet no és
utilitzable en el problema més general de Peletier, que no té idéntics els termes indepen-
dents. L'enunciat del problema és el següent: "Tres homes tenen un nombre d'Escuts
cada u: El primer, amb la 1/2 deis dos altres, en té 32: El segon, amb la 1/3 part deis dos
altres, en té 28: El tercer, amb la 1/4 del dos altres, en té 31: Quants en té cada u?".
Peletier, emprant les notacions de Stifel per a les incógnites, planteja les equacions amb
les lletres F^, A i B, treu denominadors, i resol el sistema de la manera que permet veure el
següent fragment:

"Disposem dones les nostres tres equacions d'aquesta manera
I. 2F^p. IAp. IB, ¡guals a 64
II. IF(.p. 3Ap. IB, ¡guals a 84
III. IF^, p. lAp. 4B, ¡guals a 124. Ajuntem la segona ¡ la tercera: serán, per a la quarta
Equació,
lili. 2F^ p. 4Ap. 5B, ¡guals a 208. Per tant, comparant-la amb la primera Equació, peí fet
que 2F^ són tant d'una part com de l'altra: la diferéncia de 64 a 208 (que és 144) será igual a
la diferéncia de lAp. IB a 4Ap. 5B. Per tant, traient lAp. IB de 4Ap. 5B: tindrem, per la
cinquena Equació,
V. 3Ap. 4B, iguals a 144. Ajuntem la primera i la segona: tindrem, per a la sisena Equació,
VI. 3F^ p.4Ap. 3B, ¡guals a 148. Ajuntem la primera i la tercera: tindrem, per a la setena
Equació,
Vil. 3F^, p. 2Ap. 5B, ¡guals a 188...." (Itard, p. 22. fig. 1).

Per acabar amb la descripció deis treballs corresponents a aquesta etapa, citem
el plantejament d'un problema semblant, idéntic al ja esmentat de Chuquet, tal com apa-
reix al llibre del francés Buteon (Logística quae et Arlthmetica vulgo dicltur, Lyon,
1559). Segons Itard, és un problema antic, que es remunta almenys a Diofant, tractat per
tots els algebristes deis segles XVI i XVII. L'enunciat és el següent (Itard, p. 25): "Do¬
nada una suma qualsevol, trobar tres nombres, deis quals el primer amb la meitat, el se¬
gon amb el terg, el tercer amb el quart deis altres constitueixin cada u aquesta suma".
El plantejament fa veure el sistema notacional d'aquest autor, on destaquen el signe
d'igualtat "[" i Taddició expressada per juxtaposició; Buteon útilitzava generalment una P,
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pero la suprimía en casos com aquest que no Involucren sino termes posltius. Més detalls
sobre les notacions es donen al cap. 11.

"Siguí 17 la suma donada \hom pot observar com un problema general és tractat per a un
cas particular], Poseu que el primer nombre demanat siguí IA, el segon IB, el tercer IC. Sera’

11 11 1
per tant IA, — B, — C [17 [nosaltres posariem A+ — B + — C = 17} I també IB, — A,
1 7 7 1 i Z Z J
— C [17. I també IC, — A, — B [17. I per segona equació teniu, com jo les ordeno, les tres

equacions

2A . IB . IC [34
IA . 3B . IC [51
IA . IB . 4C [68

A part de linteres que puguln teñir les notacions, res de nou no h¡ havia ais Ili¬
bres d'álgebra que hem esmentat en aquest apartat que no es trobés a les obres deis autors
citats anteriorment. Només assenyalarem que Peletier no rebutja els nombres negatius
amb la virulencia propia de l'época: "vous voyez —diu— les nombres felncts au dessous de
rien, n'estre sans usage; car par eux se fait la preuve des exemples et se montre la verifica¬
ron des reigles" (citat per Loria, vol. 2, p. 103). Sense útilitzar sistemáticament la ¡dea,
escriu algunes equacions emprant coeficlents negatius, reduint un deis membres de
l'equació a zero.
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CAPÍTOL 5:

LE TRIPARTY EN LA SCIENCE DES NOMBRES DE
NICOLAS CHUQUET

Algunes dades sobre l'obra i l'autor

L'obra de Nicolás Chuquet és sense cap mena de dubte, la composició més original i
més audap que s'arribá a elaborar des de l'época d'or grega. Un simple cop d'ull a aquesta
obra ens revela que una nova manera de fer matemátiques s'ha inaugurat. Amb Nicolás
Chuquet la renaixenga matemática está endegada. Poc sabem de la vida d'aquest perso-
natge, exceptuant que era de París, i Batxiller en Medicina, i que la seva obra mestra fou
escrita i acabada a Lyon l'any 1484.

El conjunt de l'obra és una anticipació deis problemes básics i de les pautes que se
seguirien per a resoldre'ls, i que constituirien a fináis del segle XVI la bastida del llenguat-
ge algebraic. Són tantes les innovacions simbóliques i metodológiques que hi podem
trobar, que creiem de la máxima impoVtáncia fer-ne un resum comentat.

Malauradament, l'obra de Chuquet no va conéixer cap impressió, i les copies que en
podien haver circulat difícilment haurien estat assimilades per altres autors, tota vegada
que la profunditat de la seva concepció superava de molt el marc de l'época. Una de les
copies que arribá a mans del matemátic Etienne de la Roche, serví perqué aquest en tra-
gués bon profit, editant per compte propi un Ilibre titulat L'arísmetique nouvellement
composée, imprés a Lyon l'any 1520.

Etienne de la Roche copiá una petita part de l'obra de Chuquet, donant a conéixer
el simbolisme de les poténcies de la incógnita sobre la base deis exponents. Malgrat tot,
l'obra de Chuquet conté una riquesa infinitament més gran que la recollida per Etienne de
la Roche, riquesa que fou ignorada durant molts anys; en particular, el famós historiador
de matemátiques Montucla no l'esmenta en la seva voluminosa obra. No va ser fins a l'any
1881 que Aristide Marre l'editá al Bulletino de B. Boncompagni (T. XIV 1881). A
aquesta edició cal referir lés cites que fem al nostre estudi. M. Cantor és el primer autor
que en una historia general tracta amb cert detall el contingut de l'obra de Chuquet, a la
que dedica les pp. 347-64, vcl. 2, de la seva Vorlesunge über Geschichte der Mathematik.

L'obra de Chuquet consta de dues grans parts. La primera, anomenada própiament
Triparty en la science des nombres", i la segona, titulada "Les Applications des Rigles du
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Triparty". Aquesta segona part consta d'una Mista molt extensa de problemes aplicats a
situacions comerciáis, així com alguns problemes d'entreteniments matemátics. La majoria
d'ells són resolts a partir de métodes específicament algébrales.

El Triparty, com el mot indica, está dividit en tres parts. L'índex resumitde l'obra
és el següent:

Ia Part:

Cap. 1.
Cap. 2.

Cap. 3.

Cap. 4.

Tractament deis nombres enters. Les quatre operacions.
Tractament deis nombres trencats. (Regla general pera reduir nombres
trencats. Estil i forma d'abreujar els trencats. Les quatre operacions
amb trencats).
Progressions. Nombres perfectes. Nombres proporcionáis i les seves
propietats.
Regles de tres, d'una posició, de dues posicions, i d'oposició i remoció.
Regla deis nombres intermedis.

2a Part:

Cap. 1. Reducció de dues o més arrels d'índex diferents a un mateix índex.
Cap. 2. Com les arrels es poden calcular i abreujar.
Cap. 3 i 4. Com les arrels es poden sumar i restar.
Cap. 5 i 6. Multiplicado i divisió d'arrels.

I)

II)

III)

3a Part:

Cap. 1. Les diferents classes de potencies de la incógnita.
Cap. 2 i 3. Com se sumen o resten dues o més expressions construides a partir de

les diferents potencies.
Cap. 4 i 5. Producte i divisió de les potencies.
Cap. 1. Com s'ha de fer per trobar la incógnita d'una equació. Forma d'igualar

els dos membres d'una equació.
Cap. 2. Les quatre regles a seguir per resoldre les equacions.
Aplicació práctica de les regles i casos d'infinites solucions i d'altres que són "impos-
sibles de resoldre".

L'índex ja ens pot donar una ¡dea de l'envergadura de l'obra i la seva completesa en
el tractament de l'aritmética i I'álgebra. Un examen seu acurat ens revelará a més una pro-
funditat de pensament difícil de trobar entre altres autors de la mateixa época.

Procedim a continuació a una analisi deis aspectes més importants d'aquesta obra.

L'aritmética deis nombres enters i trencats

El tractament de les operacions entre nombres naturals correspon al mateix camí
que van seguir els árabs. A l'igual que ells, ensenya a multiplicar partint del coneixement

6043
502

12086
302150
3033586

de la meitat de la Taula Pitagórica (la qual reproduim aquí,
amb les instruccions que l'acompanyem, p. 596) introduint ja
la forma algorísmica actual de realitzar el producte.

Mostra la forma de multiplicar per potencies de deu,
mitjanpant la col.locado de zeros a la dreta de i'altre nombre.
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les rieles et statuz mys ou cliapitre de addilion ainsi et par la forme et ma¬
niere que cy apres seu> Cestasf que si par la multiplicación dunc figure par

També exposa la forma de multiplicar a partir de la disposicló deis nombres en
rectangle, segons havlen fet els árabs.

64 1 1 9 2 7 9 31 8 4 3 Ó 5 4 6 0 6 7 5
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Ensenya a dividir de la mateixa forma que ja es feia a l'Occident europeu, i subratlla
que la resta final de la divisió ha d'ésser més petit que el divisor, i que en cas contrari
será signe evident d'equivocació.

n

_5
17405

La definido que dóna de nombres trencats és aquesta (p. 604):

“Un nombre trencat és una part o més de 1, i ve designat per dos nombres, l'un si-
tuat sota l'altre i separats per una ratlla". Afegeix que el denominador ha d'ésser més gran
que el numerador, perqué si no ja tindria una part entera. I encara diu que els enters
poden ser consideráis com si tinguessin denominador 1, amb mires a operar amb ells jun-
tament amb trencats.

Després d'exposar els algorismes de les operacions amb trencats, mostra molts
exemples concrets de com operar amb ells, com aquest que reproduim:

"2/3 i 1/2 d'un ter?, quina part és d'1? Resposta: Suma 2/3 amb 1/6, que és la 1/2 d'un
terp, i tindrás 5/6. Ara parteix 5/6 per 1,que són els 5/6 d'1". (p. 616).

Defineix les progressions aritmétiques i ensenya a sumar els termes seguits, sense
aportar cap novetat respecte a les altres aritmétiques de l'época.

Quant al capítol destinat a tractar sobre la classificació de les diferents categories
de nombres, que a totes les obres de matemátiques deis escolástics constituía el nucli
central, al manuscrit de Chuquet ocupa un parell de pagines, a les quals tracta molt
breument deis nombres primers, deis perfectes, abundants i defectuosos, deis nombres
amigables.

La teoría de proporcions entre nombres té un tractament exhaustiu, i una orientació
exclusivament práctica, la de resoldre tot tipus de problemes en qué intervinguin diferents
proporcions. A la p. 635 podem llegir un apartat titulat:

“Com, per la regla de tres, tot nombre pot serdlvldlt en diverses parts deslguals, constituídes
en la proporció que es desltgl".

Els exemples que trobem en aquest apartat són del tipus (p. 635):

"Vull dividir 100 en dues parts, en tal proporció com ho són 7 I 9. I per alxó fer, convé ajun¬
tar 7 i 9, que fan 16, com a partidor comú. Després multiplica 100 per 7, que són 700 i dlvl-

3delx-los per 16, i tindrás 43 com la part corresponent a 7. Multlpllcant 100 per 9 I dlvi-

dlnt per 16 tindrás 56 ~ com la part corresponent a 9.
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Segueix la resolució de problemes mitjangant la regla d'una falsa posicló (que ell
anomena d'una posició). En aquest tlpus de resolució de problemes existelx una total
continuitat entre la tradició árab ¡ les obres del renalxement matemátic europeu.

Chuquet exposa, com a exemple d'apllcació de la regla, el següent:

p. 638 "Vull trobar un nombre tal que, quan se li haurá afegit el seu igual i encara 1/2, 1/3 ¡ 1/4
d'ell matelx, tot sumat fací 17. Per aixó fer, poso un nombre escollit a voluntat com 1 2. Al
qual II afegeixo 12, que és el seu igual, i encara 6, 4 ¡ 3 que son la meitat, el terg i el quart de
12; tots junts fan 37, ¡ jo no vull que facln més que 17; per tant dic, segons la regla de tres:s¡
37 em procedelx de 12, de quant em procedirá 17. Després multiplico I partelxo, tal com

A continuado es presenten problemes d'equaclons lineáis bastant més difícils, pro¬
blemes que són abordats felipment, sota un estil aritmétic digne d'encomiar si tenim en

compte que són resolts sense l'auxili d'un simbolisme algebraic.
Creiem que és interessant reproduir un exemple on es posa de manifest com és possi-

ble desenvolupar un raonament aritmétic capag de resoldre problemes no trivials sense
mecanitzar les operacions intermédies, és a dir, prescindint de l'auxili de l'álgebra sim¬
bólica. I a continuació deixarem plantejada la qüestió de si no será un greu error didáctic
presentar prematurament a l'ensenyament la resolució d'aquest tipus de problemes a

partir deis recursos algebraico-simbólics, on els aspectes del cálcul formal están molt
per damunt de la línia de pensament aritmétic, que al final acabará per atrofiarse.

Reproduim l'exemple:

p. 640 "Vull trobar 3 nombres de tal forma que el primer, junt a 1/2 deis altres dos, fací 30. I el se-
gon, amb 1/3 deis altres dos, fací 30. I el tercer, amb 1/4 deis altres dos, fací també 30. I per
alxó fer, preñe a voluntat 12.
Després, sobre 12 em fa falta trobar tres altres nombres tais que, quan del primer se'n
treurá la 1/2, resten 12. I del segon qul en treurá el 1/3 resten 12. I del tercer qul en treurá
el 1 /4 resten 12 ... I trobarás {que aquests nombres són) 24, 28 I 16; que sumats fan 58, que
cal dividir per un menys que el nombre deis nombres (que el nombre d'incógnites) que hom
vol trobar. Ara bé, com que jo vull trobar tres nombres, em cal partir 58 per 2 I me'n vénen
29, deis quals em cal sostreure la posicló, que és 12, I també els altres nombres trobats a
partir de 12, que són 24, 18, 16 I em queda per al primer 17, I deis altres tres em queda 5,
11, 13. Els quals tres nombres són de tal naturalesa que 5, junt a la meitat deis altres dos, fa
17, I 11 sumat amb el 1/3 deis altres dos fa 17, I 13 amb el 1/4 deis altres fa semblantment
17. I jo volla teñir 30, per la qual cosa acudelxo a la regla de tres dlent: si 17 me vénen de 5,

de quant me vlndran 30... (I troba els 3 nombres buscats: 8 jy ; 19 yy , 22 yy )".

A continuació exposarem el raonament que s'ha seguit per resoldre el problema a
partir de la transformado del sistema d'equacions inicial:

1 1
x+-¿-y +7T 2 = 302 2

1/3 x+ y+ 1/3z = 30

1/4 x+ 1/4 y + z = 30

En IIoc de 30 m'és igual re-
soldre-ho per a un nombre
qualsevol, i després per propor-
ció trobaré els valors adequats
per a les incógnites. Reordenant
les sumes deis nombres incógni-
tes convenientment, es pot ob¬
servar que les quantitats parcials
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j x+y+z -

j (v + z>

\ x+y+z - f <* + «

Ix+y+z - | (X + y)

que hi ha dins el rectangle han
d'ésser iguals ¡ poso a voluntat
que totes facin 12, amb la
finalitat d'obtenir quantitats en¬
teres per a la suma dues a dues de
les incógnites.

y (y + z) = 12

j(x+ Z)= 12

y- (x + y) = 12

y + z = 24
x + z = 18
x + y = 16

2 (x + y + z) = 58

x + y + z = 29
[x = 29-24 = 5

Si x + y+z = 29<y = 29-18= 11
[z= 29-16= 13

A més 29 — 12 = K
K= 17

Els resultáis d'aquestes su¬
mes són 24, 18 i 16. La suma

d'aquestes quantitats correspon
a sumar dues vegades totes les in¬
cógnites. Pot observar-se al text
de Chuquet el perqué diu que cal
dividir peí nombre d'incógnites
menys una, demostrant un co-
neixement profund cfaquest fet,
que apunta a una generalització.

Després d'aixó ja és fácil
afilar el valor de cada incógnita i
el valor que s'obté per a la K. La
solució final s'acaba d'obtenir

per una simple regla de tres.

Amb aquest tipus de problemes es posa clarament de manifest que el raonament
aritmétic havia arribat al límit de les seves possibilitats, i que en endavant cap més progrés
no era possible en aquesta direcció sense emprar métodes algebraics.

Chuquet acaba la primera part de l'obra exposant una forma original de trobar
trencats situats entre altres dos, amb la finalitat de resoldre per aproximació certs proble-
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mes del cálcul. El sistema de trobar trencats ¡ntermedis el basa en les següents desigual-
tats:

>T>T>-4 5

Si
h

llavors a_ a + c _c
b b + d d

Aquest procediment l'aplica al problema de resoldre l'equació de segop grau:

13
x2 + x = 39

81

El métode emprat per a resoldre l'equació no és altre que el basat eq l'anomenat
Teorema de Bolzano, o sia que en tota fundó continua, entre dos valors de "x" per ais
quals s'obtenen valors de la funció, un de positiu i un de negatiu, hi ha entremig d'aquells
dos valors de la "x" un zero. L'aproximació cap a aquest zero la fará Chuquet a partir del
métode anterior.

Chuquet procedeix així per cercar la solució (p. 654):

4

4
4

X2 + X

X2 + X

13

39
81

30 dóna menys que 39 —— , i ho indica posant m
81

42 dóna més, i ho indica posant pl.

dóna Fn

dóna m

dóna m

dóna pl

3 4
Aleshores el nombre buscat está situat entre 5 —i 5— . Prenent el nombre inter-

4 5
7

medí que resulta de sumar numeradors, i denominadors obtenim 5— que substituit a

13 ^
i'equació fa exactament 39 — , i així resulta ser la solució.

8 l

Es sorprenent trobar a les pagines d'un manuscrit de l'any 1484 un coneixement
tan profund de les equacions polinómiques, encara que de grau dos, coneixement en el
qual, ¡mplícitament es juga amb la idea de funció, continuitat, recurrencia d'un cálcul,...
Fet i fet, Chuquet presenta un algorisme per trobar les arrels de qualsevol polinomi, que
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encara que no és el de convergéncia més rápida, no difereix, quant a procés de recurrén-
cia, de les técniques que s'apliquen avui día per calcular les arrels d'un polinomi amb
l'ajuda d'un ordinador.

El cálcul amb radicáis

La segona part del Triparty és dedicada a l'estudi de les arrels i nombres composats
de diferents arrels. Comenpa definint les arrels.

p. 654: "Arrel d'un nombre és un altre que multiplicat per ell mateix una vegada o més, segons
l'exigéncia i la naturalesa [/ncfex] de l'arrel, dona exactament el nombre del qual és arrel".

Chuquet afegeix que h¡ ha arrels segones, terceres, quartes, i així indefinidament.
Assenyala que l'arrel primera d'un nombre és ell mateix, i que es pot indicar aixf: R1 12
és 12; R1 9 és9.

Per a l'arrel segona utilitza la següent notació:

R2 1 6 és 4, i afegeix "tais arrels pels antics, són denomlnades arrels quadrades". (p. 655)

Pot observar-se, per la forma de notació i per l'abandó de l'antiga nomenclatura
(quadrades, cubiques) deis antics, com Chuquet ja apunta a una teoría d'arrels d'índex
qualsevol, independizada de tota interpretació geométrica, i analitzada sota I'óptica del
cálcul i de les regles d'operativitat aritmétiques. En conseqüéncia, encerta un tipus de
notació molt útil i eficap, que a Europa encara tardaría molt a ¡mposar-se. Aixf, genera¬
liza la notació de les diferents classes d'arrels de la forma més natural'.

"R3 64 és 4" [ja que 4 per 4 per 4 fan 64]
"R5 32 és 2", I alxí successivament (p. 655)

Més endavant introdueix les arrels compostes, com

"14 més R2 180, que té per arrel segona 3 p R2 5 [on p designa el mot "plus", més]"
(p. 655)
La forma que utilitza per Indicar arrel quadrada de 14 més R2 180 será aquesta:
R2 14p R2 180 (p. 655).

Podem observar que el subratllat de Chuquet correspon a una especie de paréntesi,
i indica tota l'expressió que és afectada per l'arrel quadrada de l'esquerra. És el que avui
posaríem així:

\/l4 + vAlSÓ”

Es important resaltar que apareix en aquesta obra un simbolisme molt eficap, que
facilitará extraordináriament les diferents operacions del cálcul, altrament impossibles
de fer sense algún tipus de notació simbólica. L'ús d'aquesta forma de paréntesi és perfec-
tament rigorós i exempt d'ambigüitat, i com a notació el tornarem a trobar a l'obra de
Rafael Bombelli, 70 anys més tard. Seria il.lusori pensar que aquest tipus de notació sim¬
bólica nasqué a l'obra de Chuquet com a fruit d'una "idea felip", ans al contrari, el seu
ús va venir forpat per la necessitat de treballar de forma habitual amb expressions compos-
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tes de diverses arrels, ¡ aquesta perspectiva s'inscriu en el marc de recerca d'una teoría
completa deis nombres radicáis.

Chuquet ensenya com reduir arrels a índex comú:
Pren l'exemple de reduir les arrels R26 i R3 7, agafant com a índex comú el 6 i

transformant-les en: R6 216 i R6 49, i especificant que els valors de les arrels no han
sofert variació per aquest canvi d'índex.

Per a la reducció a índex comú d'arrels compostes procedeix de la mateixa forma,
mostrant l'exemple:

R2 5p R2 3 i R3 4 p R2 6 transformades en:

R6 170p R2 7.500p R2 2.352 i R6 22p R2 384

A continuado ensenya les regles formáis per a obtenir arrels d'arrels, procedint a

multiplicar l'ordre de les arrels:

R2 R3 13 és R6 13 ; R3 R2 R5 12 és R30 12

La part dedicada al cálcul de les arrels d'índex diferent ocupa diverses pagines, i
aquí torna a exposar un métode original per al cálcul d'arrels quadrades, basat en l'apro-
ximació a partir deis nombres trencats intermedis, que en apartat anterior ja havia exposat.
Així, per trabar una bona aproximació d'arrel de sis, procedeix de la següent forma (p.
697):

Per a

Per a

Per a

Pera

Per a

Per a

Per a

Per a

Pera

Per a

plus (vol dir que excedeix de 6, en )

5 5
moins — (vol dir que manquen — per a arribar a 6)

y y

m

m

25

_5_
49

/v 2

rv 3
m 77T7

121
(sic!) El menys m ha d'ésser més: pl.

Pl' 400

/v 5
m

841

m

m

2401

5

4761
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Per a 2

Per a 2

40 A/ 2

89 7921

49
pl.

3

109 11881

89
Pl-

1

198 39204

"I qu¡ vulgui continuar més endavant trobará per a
881
1960 [un excés de\ pl.

1
3841600

Per al cálcul d'arrels quadrades de nombres compostos, procedeix així (hem simpli¬
fica!: certes expressions i operacions, pero mantenim la retorica original):

Qu¡ vulgui extreure l'arrel quadrada de 14 pl R2 180 ho pot fer d'aquesta manera: Prenem la
meitat de 14 p R2 180, que és 7 p R2 45; 7 per 7 són 49;49 menys 45 fan 4; l'arrel quadra¬
da de 4 és 2; 7 més 2 són 9 i 7 menys 2 són 5, i prenent les seves arrels ens resta 3 i R25, i
en conseqüéncia l'arrel que vol íem calcular: R2 14 pl 180 és 3 pl R2 5. (p. 709).

Observem l'extraordinária base de cálcul i el coneixement d'ooeracions formáis con-

tinguts en la forma de reconduir aquest problema. Presentem resquema que h¡ ha implícit,
en termes de cálcul literal:

a ± yj b es vol reconduir a s/~c~ + V^r

a ± V~b = (\/~c" ± V~d)2 c + d ± 2 Ved c + d = a

4 c d = b

Chuquet afegeix que aixó sois es pot fer quan
/a \ 2 b

——te arrel racional exacta, i

que en cas contrari cal deixar l'expresió R2 a p R2 b.
Al capi'tol següent es planteja la possibiIitat de sumar dues arrels quadrades per

obtenir una altra arrel quadrada; qüestió aquesta que és abordada seguint la tradició árab,
i que correspon al recíproc del camí seguit a l'apartat anterior. La ¡dea es redueix a ¡'equi¬

valencia de les dues expressions: Va"+Vb" = Va + b + 2 \fato i el resultat es pot deixar
en forma d'una única arrel sempre i quan ab correspongui al quadrat exacte d'un racional.
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Pero abans d'explicar aquest métode exposa el que avui anomenem quadratd'un binomi.
I ho fa expressant-se així:

"Si al doble de la multiplicado d'un nombre per un altre li són afegits els dos quadrats
d’aquells nombres, [//airors] l'arrel de tot el que en resulta és igual a la suma d'aquells dos
nombres", (p. 712).

I a continuado diu que és aquesta proposició la que ens permet sumar dues arrels I
obtenlr una arrel única.

"Per sumar R2 2 amb R2 18 multiplicáis, i obtens R2 36, que s'ha de doblar i fan R2 144,
que són 12, que sumats a 2 i a 18 (...) fan R2 32". (p. 712-713).

D'igual forma: R2 3 p R2 5 és R2 3p 5p R2 60 que és R2 8¡5 R2 60.
I encara exposa un altre métode per a aconseguir "tancar" l'operació de sumar

arrels, i que es basa en la identitat:

a + b = a ( 1 + — )
a

y/T + V^Í8 = y/2 ( 1 +^M) = >/T(1 + y/1) = s/Y. 4= >/32
V ¿

El métode l'extén a altres arrels d'índex superior:

$~6 + ^48 = $T6 (1 + V?, = ^6 (1 + 2) = 3^~6 = ^T626

I encara l'aplica a suma d'arrels compostes:

yflT + V 175 + = J1 + s/~5 ( 1 + 7175 + ) =7 + V 5

= J7 + \f~b (1 + V^25) = 6 Jl + sJY

Després enuncia les regles deis signes, quan es tracta de sumar expressions compos¬
tes per radicáis:

"Mes i més, menys i menys, sumem
Mes i menys, restem". (p. 715).

Una gran quantitat d'exemples ¡Ilustren l'aplicació de la regla (ais següents tres
exemples hem simplificat certes expressions i operacions):

La suma de R2 12 ffl R2 7 m 10 amb R2 5 p 3 m R2 2.
Segons alió dit sobre la regla deis signes dona R2 5 p 3 m R2 2 p R2 1 2 ín R2 7 rrt 10 que

abreujadament, sumant més 3 i m 10 fan rH 7. I aixi' s'obté, finalment:
R25mR22pR212mR27m7.(p.716).
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A continuado exposa les regles deis signes, quan es tracta de restar expressions com¬

postes de radicáis, aixi'com les regles per al producte i la divisió:

Qui vulgui multiplicar R2 7 m R2 2 per R2 5 plus R2 3. Convé primer multiplicar R2 7 m
R2 2 per R2 5 que fan R2 35 rñ R2 10; després cal multiplicar R2 7 m R2 2 per p R^3 i fan
p R2 21 m R2 6. Resulta en total, per a aquest producte: R2 35 m R2 10 p R2 21 m R2 6.
(p. 722).

Ensenya a dividir expressions compostes, segons el métode actual de racionalitzar la
fracció.

R2 108 m R2 21 dividit per 6 m R2 7 és R2 108 m R2 21 per 6 p R2 7 i tot dividit per 36
menys 7, o siguí per 29, quedant: R23888 m R2 147 dividit per 29,que abreujat és R22523
dividit per 29, quedant en total R2 3. (p. 732).

Les regles de l'álgebra

L'última part del Ilibre és dedicada a l'estudi de les equacions, i el seu tractament ja
és específicament algebraic. Porta el títol: "La tercera i última part d'aquest Ilibre, que
tracta de la regla deis Primers".

En aquesta part és on podem veure nítidament el carácter de robra de Chuquet. Es
evident per ell, i així ho constata des del primer capítol, la gran importancia d'emprar un
simbolisme etica? per denotar les distintes potencies de la incógnita.

Presenta el que avui diem "monomis" de la següent forma:
Cada nombre pot ésser considerat com a quantitat estricta, i per així assenyalar-ho,

diu Chuquet, es pot afegir un zero a la part superior del nombre, com perexemple 12°,
13°. Pero cada nombre pot ésser considerat nombre primer d'una quantitat continua,
que altrament es diu nombre lineal, i s'indica així: 121, 131,...; o bé nombre superficial
'quadrat: 122, 132,... i així successivament fins ais ordres que es vulgui (12° vol dir 12;
121 vol dir 12x; 122 vol dir 12x2;etc...).

"Els antics han dit coses ai que jo denomino primer, i la figura utilitzada ha estat p. Ais
segons els han dit quadrats (champs), amb el signe TI. Els tercers son anomenats cubs, dis-
tingits amb □ . I ais quarts els anomenaven quadrat-quadrat (champs de champ) amb el
carácter 7r 7r (...) aqüestes denominacions no són suficients per a considerar totes les classes
de nombres diferents, que són innumerables", (p. 737)

Podem observar, al mateix comenpament d'aquest capítol, l'abandó de la notació
tradicional per a designar les potencies de la incógnita, i l'ús per primera vegada deis nom¬
bres naturals per a expressar l'ordre de les potencies. Tal forma de procedir no la torna-
rem a trobar fins a l'obra de Bombelli, 70 anys més tard. Chuquet es despreocupa de la
notació clássica, molt Migada en els seus orígens a la interpretado geométrica, i centra el
seu esforg a crear un tipus de notació eficag des del punt de vista del cálcul. En certa ma¬
nera intueix l'extraordinária poténcia d'un cálcul automatitzat emprant signes conve-
nients. Es aquest canvi de perspectiva el que li permet arribar, almenys formalment, a
treballar amb potencies d'exponent negatiu.

Chuquet estableix un marc ampli d'operacions prenent com a base les potencies na¬
turals de la incógnita. I així diu:

"S'ha d'entendre que cada una de les classes deis nombres abans definits pot ésser
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arrel segona, tercera, (...) i pot anotar-se a¡xi': R2 121 (...) R4 135, (...)" (p. 738). Afegint,
.tot seguit, que qualsevol expressió d'aquestes sense res més significa comptat en positiu, i
si es vol fer comptat en negatiu, llavors cal afegir davant del símbol el mot "menys"; així:
m 12° 6 m 121 ó m R2 123. A continuado arriba a expressar la notado deis exponents
negatius, entenent per aixó el primer menys, el segon menys,... (121 m; 122™ diferents de
menys 12 primers o menys 12 segons, indicáis així: frí 121; fri 122).

Establerta una bona base notacional, passa a definir les operacions amb lesexpres-
sions anteriors a partir deis següents exemples:

61 amb 101 fan 161. I 82amb 1 22 fan 202
81 amb m 51 fan 31.
101 amb m 161 fan m 61-
S¡ els nombres son de diferents classes, per sumar-los es fa així:
51 amb 42 fan 5f p 42. (p. 738 739). I 5x més 4x2 = 5x + 4x2

6x+ 10x = 16x;8x2 + 12x2 = 20x2
8x — 5x = 3x

10x — 16x = —6x

Per a la subtracció segueix la mateixa pauta

Si de 131 restem 51 quedará 81; i si de 133 restem 203 quedará m 73; i si de m 84 restem
p 104 quedará m 184. Qui també eixirá m 16o de 122 obtindrá 1 22 mrn 16°, que val tant
com 122 p 16°. (p. 739).

Per introduir el producte dona la següent definido.

"Les regles del més i menys exposades a la segona part d'aquest llibre, al capítol de multipli¬
car les arrels han de ser recordades aquí. I amb elles, aixó que convé multiplicar nombre per
nombre i sumar denominado amb denominado", (p. 739)

Entre els exemples que exposa Chuquet, s'hi troba el següent.

"Qui multiplicará 123 per 105, ha de multiplicar primer 12 per 10, que fan 120, i després
sumar les denominacions, que són 3 i 5, que fan 8. Així la multiplicado fa 120?". (p. 740).

Per justificar que els exponents se sumen utilitza una taula de les primeres 20 poten¬
cies de 2, i repara que per multiplicar dos nombres d'aquest tipus n'hi ha prou de sumar
els seus exponents i cercar a la taula el nombre que correspon a aquest exponent. Alguns
historiadors de les matemátiques han cregut veure aquí el germen del cálcul logarítmic,
anterior a Stifel. La nostra opinió és que el naixement deis logaritmes es dona en un con-
text que no té res a veure amb aquest, i que l'essencial deis logaritmes no está tant en la
relació entre producte de nombres-suma d'exponents, sino en la concepció d'un cómput
estés a tots els nombres de forma continua, i que simplifiqui el temps d'efectuar produc-
tes i divisions. I el nucli de l'assumpte no és altre que el problema de confeccionar unes
taules "quasi continúes". No obstant, exposem integrament aquest apartat del llibre de
Chuquet, i el lector jutjará per ell mateix:

C Pour entendre la cause pour quoj denomTacioií de nombre se ndiouste
auec denomiacion et pour auoir cógnoissance de lordre des nombres dont a

r.st ». este faicté | mención ou.pmier cha pitre II conuient poser plufs nobres ppor-
cionalz comancans a -I- constituez en ordonnance coutinuee come .1. .5. 4. s.

ti- as- te. ou .t. 3- »• *7- te.
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C Maiulenant conuient scauoir que .1. represente et est ou lieu
des nombres dot le' deiioTa.” est .0. / t represente et est ou lieu
des premiers dont leur denonitacion est .1. / 4. tient le lieu des
secondz dont leur denomiacion est .1. Et .8. est ou lieu des tlers
.16. tient la place des quartz .31. repnte les quintz F.t ainsi dos
aults. C Or mainleñ qui multiplie .1. par .1. monte .1. et pour
tant que .1. multiplie par .1. ne se rarie j>oint nc aussi queleonque
nombre que ce soil multiplie par .1. nest augmente ne diminuc.
Et pour ceste ^sideración qui multiplie nombre par nombre II en
vient nombre dont sa denominación est .0. Et qui adiouste .0. aucc
.0. fait .0. ( En apres qui multiplie .s. qui est nombre pmicr
par .1. qui est nombre la multiplicación monte .1. puis aps qui
adiouste leurs denomlacions qui sont .0. ct .1. font .1. ainsi la
multiplicación mote .i.1 Et de ce vient quaut on multiplie nomr
bre par pmiers vel e?\ II en vient p'miers Aussi qui multiplie
.2.' par II en viet .4. qui est nombre secomí Ainsi mote la
multiplicación .4.* IT Car .1. multiplie par .s. font .4. et denu-
miacion adioustee cestas^ .1. auec .1. font .1. El de ce vient que
qui multiplie premiers par pmiers II en vient secondz. Pareilleriit
qui multiplie .1.' |>ar .4.* II en vient .8.3 Car .1. par .4. mul¬
tiplica et .t. auec .1. adiouslez font .8.* Et par ainsi qui mul¬
tiplie pmiers par secondz. II en viebt tiers. Aussi qui multiplie
.4.' par .4.* II en vient .10. qui est nombre quart et pour ceste
cause qui multiplie secondz par secondz II en vient quartz CSem-
'Klement qui multiplie .4. qui est nombre second par .s. qui est
nombre tiers montent .31. qui | est nombre quint Et par ainsi r.r

qui multiplie secondz par tiers vel ef*. II eu vient quintz Et tiers par quartz
II en vient .7.** et quartz par quartz Ij en vient .S.“ et ainsi d^s aults. (En
ceste consideración est raatfeste vng secret qui est es nombres pporcioualz. Cest
que qui multiplie vng nombre pporcional en soj II eo viít le nombre du dou-
ble de sa denomracion come qui mrtiplie .8. qui est tiers en soy II en vient
;S4. qui est six.* Et .16. qui est quart multiplie en soy. II en doit venir .isa.
qui est buyt.* Et qui multiplie .isa. *Iju¡ est le .7.* pporcional par .su. qui
est le S.* II en doit venir 65336. qui est le io\

2
B

m
a

. o
'3
a
o
c

o V

2 O

1 0

1 t

4 1

8 3

l« 4

31 8

64 8

IH 7

166 8 '

SU 0

1014 10

S048 11

4086 11

otn 13

>6384 14

32768 16

66636 16

<31071 17

.861144 10

6S4M0 10

1048676 M

A continuado ensenya a dividir expressions del tipus anterior, definint la regla de
restar els exponents i dividir els coeficients (p. 742):

72° dividit per 83 dona 93m

841 dividit per 71 m dona 122

843m dividit per 72™ dona 121 ™

72

8x3

84 x

7x-i

= 9x-3

= 12x2

84 x 3

7x-2'
12x-i
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Explica que aqüestes regles deis prlmers serveixen per a cercar la cosa que s'lgnora, a
saber: 11. I ensenya a resoldre les següents equacions que es plantegen:

41 m 6o igual a 31, afegint 6o a les dues parts tindrem
41 igual a 31 p 6o; restant 31 a les dues parts es té
11 igual a 6o. (p. 743)

4x — 6 = 3x
4x = 3x + 6
x = 6

Chuquet arriba a explicar, en alguns casos simples, com es resolen equacions plan-
tejades en forma de fracció algebraica:

"...Qu¡ voldria partir 30 m 11 per 12 me's 11, tindria (...) ^ ™ ]l • Ara pensem que aquesta
diferencia de nombre (sic) fos igual o semblant a 3o. Convindria multiplicar l'una i I'altra
parts per la manera mes amunt dita, i es tindrá 30 frí 11 d'una part, i 32 p 31 de l'altra. Des-
prés cal donar 11 a l'una i l'altra parts a causa de m 11 que és en una d'elles, i es tindrá 30°
d'una part i 32 p 41 de l'altra, que són ben ¡gualades i abreujades". (p. 745-746)

Explica la manera d'igualar i abreujar parts afectades per arrels, com el següent
exemple. Per abreujar R2 42 o 41 p 21 p 1 igual a 1 00, en primer Iloe treu 21 p 1 de cada
una de les parts, obtenint R2 42 p 41 d'una part i 99 m 21 de l'altra. Després multiplica
cada part per ella mateixa i obté, per una banda, 42 p 41, i per l'altra 9801 ffí 3961 p 42.
I abreujant,resta per una part 4001 i 9801 per l'altra. (p. 746)

Posa també l'exemple:

R2 ?2? m 12 p1 i R2 36 m 12 (multiplicant cada part per ella mateixa)

121 m 12 p R2 481 m 42 p 1 i 36 m 12 (sumant 12 a cada part)

121 p R2 481 m 42 p 1 i 36 (restant 1 de cada part)

121 pR2 481 ff) 42 i 35 (traient 121 de cada part)

R2 481 rh 42 i 35m121 (multiplicant cada part per ella mateixa)

481 rñ 42 i 1.225 m 8401 p 1442 (sumant 42 a les dues parts)

481 i 1.225 m 8401 p 1482 (sumant 8401 a les dues parts)

8881 i 1.225 p 1482. Fi de l'abreujament. (p. 747)

En llenguatge modern:

V 12 x - x2 + 1 = V36 - x2

12 x — x2 + \/ 48 x — 4 x2 + 1 = 36 - x2

12 x + V48 x - 4 x2 + 1 = 36

12 x + V 48 x - 4 x2 = 35
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V 48 x - 4 x2 = 35 - 12 x

48 x - 4 x2 = 1.225 - 840 x + 144 x2

48 x = 1.225 - 840 x + 148 x2

888 x= 1.225+ 148 x2

És perfectament constatable el domini de les operacions básiques que hi intervanen,
i la ¡dea de recondulr l'equacló a una expressló com més simplificada millor, amb la res-
tricció que cada part corresponent a la potencia de la incógnita resti amb coeficient
positiu.

Explica les regles de resolució de les equacions de primer grau ax = b, o del tipus
axN = bxN1; seguint la tradició árab, les diferents formes en qué apareixen les equacions
de segon grau són tractades una per una, quant a la forma de resoldre-les. També aborda
aquelles equacions del tipus: ax2N = bxN +c

Fa observar que quan ens trobem amb equacions del tipus 152 igual a 152, llavors
tots els nombres són solució, pero si arribem a una equació com 121 igual a 81, aixó signi¬
fica que la raó és impossible i que no hi ha solució.

Segueixen molts problemes que condueixen a equacions amb radicáis, com el que
transcrivim:

p. 782 "Vull trobar un nombre tal que, dividit per 5, la R4 del quocient siguí igual a R3 7”.

11 11
Forma de resolució: 11 dividit per 5 és — , i la seva arrel quarta R4 — que ha d'ésser

5
13 ° 13

igual a R3 7. Reduint els índexs de les dues arrels: R12 igual a R12 2.401;

igual a a 2.401; 13 igual a 300.125. I el nombre cercat és R3 300.125.
Exposem la forma de resoldre una equació que en notado moderna es:

x y/T + V 7 = V 20

Chuquet procedeix així:

11 per R2 5 és R2 52
R2 7 p R2 52 igual a R2 20 (Restem R2 7)

R2 52 igual a R2 20 m R2 7 (Multipliquem cada part per ella mateixa)
52 igual a 27 m R2 560

2 9
12 igual a 5 — m R2 22 —

5 5

11 igual a R2 5 -- m R2 22 ^ que abreujat és R2 4 m R2 1 —
o b_ 5

xx/ir + y/T = y/2O-

y/lT/l + y/T = y/~20
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V 5 x2 = y/~20~ — sT¡

5 x2 = 27 - yj 560

X y
A la p. 799 tracta la resolució d'una equacló on per primera vegada aparelxen dues

soluclons, considerant com a valides totes dues:

R2 62 p 12 igual a 24
R2 62 igual a 24 m 12
62 igual a 576 m 482 p 14
542 igual a 576 p 14; que aplicant la 4a regla de resolució (mitjá = precedent + con-

següent) dona les solucions:

R2 R2 153p 27 i R2 27m R2 153

y/ 6 x2 + x2 — 24

\/ 6 x2 = 24-x2

6 x2 = 576- 48 x2 + x4

54 x2 = 576 + x4

y/27 -Solucions: yfyj 1 53 + 27

A la p. 806 trobem un problema tal que el planteig de l'equació condueix a dues
solucions, i Chuquet és veu obligat a establir un criteri que decideixi la validesa de cada
una d'elles:

"Vull fer de 12 dues parts tais que l'una multiplicada per 12 siguí igual al quadrat de l'altra".

Chuquet posa que la part més petita sigui 11; l'altra será 12 m 11. La igualació de
les dues parts será

121 igual a 144 m 241 p 12
144 p 12 igual a 361

I aplicant la regla corresponent obté la solució 18 p R2 180 per a una de les parts
de 12, la qual cosa no pot ser. És per tant que, segons la regla de resolució, cal que de 18
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restem R2 180. Així, la més petita part de 12 que buscávem és 18 m R2 180; 1 l'altra
part será R2 180 m 6.

Aquí trobem un passatge molt curios, com a comentan de Chuquet:

p. 806 "Campano, que fou solemne geómetra ¡ comentador d'Euclides pensava que tais cálculs no
es podien fer per raó del nombre, aixi'com ho diu o comenta en bastants apartats, fins ¡ tot
al referent al lllbre 9 d’Euclides, al final de la proposicló 16".

A continuació exposa molts problemes on s'accepten com a valides les dues solu-
cions, comprovant sempre que efectivament ho són sense més que substituir els valors
trobats a l'equació, i veient que la ¡gualtat resulta certa.

Chuquet acaba el llibre amb les paraules següents:

p. 814 "Falta encara, per a perfeccionar i completar aquest lllbre, trabar regles I cánons generáis per
a tres diferencies [potencies diferents de la incógnita) de nombres ¡nigualment dlstants. I en¬
cara per a quatre o me's diferencies, slguln ¡gualment o no separades les unes de les altres. Les
quals (equacions) són delxades per a aquells qul més endavant h¡ voldran aprofundlr. I així,
a l'honor de la Gloriosa Trlnitat, és acabat aquest lllbre, el qual, per raó de les seves tres
parts generáis, titulo Trlparty. I per haver estat fet per Nicolás Chuquet, parlsenc, Batxlller
en Medicina, l'anomeno el "Trlparty de Nicolás en la sclence des nombres". El qual fou co-
mengat, desenvolupat i acabat a Lyon sus le Rosne, l'any 1484".

La resta del llibre és un ampli recull de problemes (f. 148-f. 324), deis quals A. Marre
tan sois publica fins al f. 210.

Potser és interessant d'assenyalar que una vintena d'aquests exercicis provenen
d'una aritmética en llengua d'oc que es conserva, manuscrita, a la Biblioteca Nacional de
París. El manuscrit és original de Pámies, Tactual Pamiers, una ciutat a prop de Foix, i es
pot datar de la meitat del s. XV. Marre va remarcar la concordanpa d'enunciats entre els
problemes de Chuquet i els del manuscrit de Pamiers, reproduint en la seva edició del
Trlparty els enunciáis de Pamiers utilitzats per Chuquet. Alguns deis problemes més
interessants els trabará el lector a la part final d'aquest llibre.

Per últim, volem deixar constáncia de la nostra estranyesa per la poca atenció que
encara rep la Trlparty, després de la seva publicado ara fa 100 anys. Pensem que no es
valora suficientment la creació d'un model de llenguatge algebraic, completament inde-
penditzat de la geometría i capag de funcionar per si sol en el tractament general del
cálcul radical i de les equacions (simbolització del paréntesi per a l'arrel, índex natural per
a l'arrel i la potencia de la incógnita, regles per a la transformado de les equacions,...), i
que al mateix temps dona la interpretado de solucions negatives en problemes de tipus
comercial. I en canvi es concedeix una importáncia fora de Iloe al fet que en alguna rara
ocasió apareixin nombres negatius aíllats en un membre d'una equació, quan aixó no seria
sino la conseqüéncia lógica d'haver desenvolupat formalment un cálcul algebraic de mane¬
ra prou extensa com perqué una "falla" d'aquest tipus no porti al final de tot a un resul-
tat fals.

Si bé les contribucions de Chuquet al camp de la resolució d'equacions són escasses,
mereix, per I'originalitat i audácia de la seva obra, figurar en un Iloe d'honor en el camp
de Telaboració del llenguatge i cálcul algebraics.
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CAPÍTOL 6:

L'OBRA MATEMÁTICA DE NICCOLÓ TARTAGLIA

Algunes dades biográfiques

La vida i obra de Tartaglia, al igual que la de Cardarlo, están indissolublement Higa-
des al Renaixement. Són, tots dos personatges productes característics d'una época pletó-
rica, en estat defervescencia i trastocament deis antics valors económics i socials, polítics
i culturáis, jurídics i científics. Un món nou pugnava per sortir de les cendres d'un passat
que es remunta a l'Alta Edat Mitjana, enmig d'un present que viu l'intercanvi d'idees i
mercaderies entre civilitzacions llunyanes geográficament les unes de les altres. Aquest
període historie, que porta a les entranyes la configurado que adquirirá el món modern
a l'Occident, es caracteritza per un extraordinari dinamisme social, per un vitalisme que
floreix a tots els ordres de la vida, i per una sed d'aventura que s'estén des de les árees
del comer? a les deis descobriments geográfics, des de la invenció d'artilugis mecánics a la
reputado deis descobridors científics. La competivitat entre els homes arriba a f¡tes molt
altes i així no és d'estranyar, en el marc d'aquesta societat, els desafiaments entre cientí¬
fics, per tal de veure qui sorgia triomfant d'una polémica entre doctes. El més famós
d'aquests duels sense espasa fou l'establert entre Tartaglia i Ferrari, al qual més endavant
ens referirem.

Niccoló Fontana, nasqué aproximadament a comenpaments del sede XVI i la seva
activitat omple la primera meitat d'aquest segle fins a la seva mort, que ocorregué l'any
1557. Segons explica ell mateix ais Quesiti et inventioni diverse, nasqué de familia molt
humil, i fou ferit de petit, l'any 1512, quan les tropes que comandava Gastó de Foix
entraren a Brescia; resultat de les ferides fou que mai més no va poder parlar de forma
normal, peí que li va quedar el malnom de Tartaglia (Quec). Cal dir, potser, que mai no

s'avergonyí d'aquest mot, i que fins i tot l'adoptá com a sobrenom, amb el qual signava
les seves obres. Tingué una educación autodidacta, peí seu propi esforg, fora de les escoles
d'aprenentatge, cosa que explica que no aprengués a escriure en llatí i que sempre útilitzés
l'italiá vulgar. Es dedica a l'ensenyament i fou professor a Verana (1521-23), a Mantua
(1526), a Venezia (1534), a Brescia (1548) i finalment a Venezia on morí.
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>LO TARTAGLI

/ D I

Fig. 15. Efigie de Tartaglia segons el
grava t de /a primera pagina deis Que¬
siti, ed. de 1554. Exempiar de ia
Biblioteca Universitaria, Barcelona.

Di NOVO RESTAMPATI CON V N A
GIONT A A L S8STO LIBRO, N B L L A

quitlt fi moflr4 duoi rnoii di rtdur utu Citú inrftugrubilc.
LA DIVISIONB BT CON TINBNTÍA OI TVTTA

l’opra n«l fígucme foglto fi trouara notsua,
CON PRIVILEGIO

A P p R B S S O D B L*A V T T O B M
M D h í 1 l I.

Els Quesiti (1546)

La primera obra que escrigué fou Nouva scientia (1537), on ¡ntentava establir els
principis de la balística. En l'estudi de la trajectória d'un projectil arriba, per raonaments
geométrics, (no h¡ ha equacions al llarg de l'obra ni res que s'hi assembli), a determinar
l'angle d'allargada máxima corresponent a 45°. Aquesta obra está molt ben considerada a
l'article ja citat de Koiré "La dinámica de Niccoló Tartaglia". Posteriorment Tartaglia, ais
Quesiti, va corregir certs errors de plantejament deis problemes de balística. Pero anem
a la part de l'obra matemática que més ens interessa d'analitzar: les contribucions i estudis
de carácter algebraic vinculáis a la polémica historia de la resolució de les equacions de
tercer grau.

L'obra que hem consultat i que més informació aporta al respecte és el Quesiti et
inventioni diverse (Venezia 1554; la primera edició és del 1546) material que consta de
9 Ilibres. Els tres primers són dedicáis a la balística i a l'artilleria. Al quart es plantegen les
diferents formes d'ordenar un exércit. El cinqué és dedicat a Topografía. El 6®, 7e i 8e a
fortificacions i qüestions d'estática i el nové a problemes d'aritmética, geometría i álgebra.
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És precisament al nové llibre on trobem variats comentaris de tipus historie que permeten
seguir el fil del descobriment de les solucions de les equacions de tercer grau. Tartaglia
explica a l'índex el contingut i objecte del nové llibre:

"Al nové llibre es dona la regla i la manera de saber resoldre variats i diversos casos
sobre qüestions d'Aritmética, de geometría i de la Práctica especulativa de l'art magna,
dita álgebra i almucábala, vulgarment anomenada la Regla de la cosa, i fins i tot es tracta
de la Regla de cosa i cub igual a nombre, retrobada peí present Autor, i semblantment
de quadrat i cub, i deis seus altres associats, coses que els savis jutjaven impossibles [de
resoldre]".

LIBRO NONO D E L L I
aVESITl, ET INVEHTION! D1VERU,

DE NICOLO TARTAGLIA.

Sepra U feítntk Arithmetiea,Geométrica, ff mU Pratita Speculatiua
de Aíge&rd.er AlmueataU, uolgarmtntt delta Regola 4t

U eofa.ouer Arle maggicre, cr mafiimt iella
'maenttone de Opifo/i Je Ccfj,e Cubo

tejual i numero, cr altri fuoi
eiertnrí.et itptnknti,

Btflmelmente it cenfl.e cubi equal a numero, crfuoi
dtpendenli.quali dxíh Sapient i fono ¡tati

giuiicatiimpofiibili.

aVESITO PRIMO FATTQ DA MAESTRO
fraxtefio Feliciano l'í!tno.t;ii.'m Vtrona.

j A ESTRO FRANCESCO. Iocomprai m pefee perlin| tmtidmrt topagai U tBm,fauo,tb'tram-
j libre,che luí ptfsM. Dcmtniaijume Inepeii il dttto pifie.
n.LiiipiliHre.ip.étkittutri.ip.UUrámnUrkdmrUfíu

j cbefarww.fao cr ianarit.cioelirt. uf.tq. itntri.t.cbt iA
’ propofíto,& térugienteUrifóla! mqueüc utoio. lo tthcoil

SV¡8S£&NB%ÚdcttQprccte,eiotltn.t.f.toJait'ri.UuttoütAaiim,el>tfirii*
3 ieneri.idt.erdiquefli djaurtfdtne emola fia redice,x¡m¡¿. ip. criante tire

peíoil dato pifie,come iifepridifií,¡b é fuelle.
l •'

. 'i > 'fj.V ' ■

aVESITO SBCONDO FATTO DA VN FRA
Kúphuth it.S.lorzi it V«roM,r<mito.ifi4.

F'RA RAPHAEU.E. Vitopadretealejuannfiglaoli,crfutrjitmrjo,cr fia le tllrt cofebuuniqudniiu it iucuimlina cufia, cr dude ietti daturi
un incito alfuo primo figltuoto,cr anchora ¡a altana parte del rimautnU.cr di fi‘
«¡rtogli iaiucíti. i.rrla ottaua parte delrimánenle,cal terzp glida ducati. f-el
purUottauaparudil/m nniMcntc.eyco/iuaprocíitndo,®- teerefeeni» contal
ordineicaJauncdtUialtrifigliuoU.eccttloiliAtmo, alqualgU dette tutti quetli,ebe gli eruto rejhti.cr finalmente tunti ducati ¡i trono tuno¡come laltro. Hor utait
mando<¡Kan(¡ ducati bateíta m tafiaAdtttopadre,& flmtlmentcipiir.Hfigltuohba
nena. N. u4empairibaut*a4ae.$9.mta¡fa,0’baucua.7-figltuoli F.R. SteS’
•beregolttitrciuali¡timi.4.yMcaii,zr,7>figkuoli. N. ¡ocuuoquelUwiita che
t/oprala migóla di e¡utiío.$.cbe da i caiaimo .diqitel.». eb'ciifiuo de'Aa
iettimr¿oU,v nmM.,.^ lamí flgimtlconcbiudo.ckc tul baueua, ¡! UV¡‘pea
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Fig. 16. Comengament del nové
llibre deis Quesitl. A sota mateix
del tito! exposa genérlcament els
contlnguts de qué tractará. Pot
observarse /'estructura amb qué
apareixen els diferents QUESITI,
on fa constar la procedéncia deis
problemes i l'any.

Segons les dades extretes d'aquest llibre, tot sembla indicar que Scipione del Ferro,
professor de matemátiques a Bolonya, trobá (l'any 1506, segons Tartaglia, o l'any 1515,
en opinió de Cardano) una manera de resoldre l'equació cúbica del tipus: x3 + px = q.
No publica la forma de resolució, trobada per elI, sino que la mostré al seu deixeble Anto¬
nio María Fiore. Els papers de Scipione del Ferro foren heretats més tard peí seu cunyat i
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successor Annibale della Nave, que ensenyá a Bolonya fins a 1550. Tant Fiore com Della
Nave es despreocuparen de fer pública tal descoberta. Els papers de del Ferro no han estat
trobat fins ara.

Segons ens referelx Tartaglia al Quesito XIV del Ilibre 9edels Quesiti, un tal Zuanne
de Coi, professor de Bréscia, l¡ va proposar l'any 1530, de resoldre dues qüestions que
conduien a respectives equacions cubiques.

"Mestre Zuanne: Trobeu un nombre, el qual, multiplicat per la seva arrel més 3,
em faci tot plegat 5. Altrament, trobeu-me 3 nombres amb la condició que el segon sigui
dos més que el primer, i que el tercer sigui també dos més que el segon, i que multiplicáis
el primer peí segon i aquest producte peí tercer faci 1.000. Niccolo Tartaglia: vós m'heu
enviat aquests dos problemes, com a cosa impossible de resoldre, o bé ignorada per vós
mateix, perqué procedint per l'álgebra el primer condueix a qui opera a un cub més tres
quadrats igual a 5 [x3 + 3x2 = 5] i el segon a un cub més 6 quadrats més 8 coses igual a
1.000 [x3 + 6x2 + 8x = 1.000], els quals capitols, fins ais temps actuáis, han estat jut-
jats per Fra Lúea i d'altres com impossibles de resoldre mitjanpant una Regla general...", i
Tartaglia segueix més endavant:

f. 101 v.: "I per a mostrar-vos que d'aixó n'estic segur, m'ofereixo a dipositar 10
ducats contra 5 a que vós no sabríeu resoldre aquests dos casos que m'heu proposat a par¬
tir d'una Regla general...".

I encara Tartaglia afegeix:
"Jo no dic que tais casos siguin impossibles, encara que el primer, aquell del cub i

del quadrat igual al nombre, estic convenput d'haver trobat la seva Regla general mes per
ara la vull callar prudentment; i del segon, aquell del cub i quadrat i cosa igual a nombre,
confesso no haver pogut, fins a aquest moment, trobar una regla general, pero amb aixó
no dic ni vull dir que sigui impossible de trobar, malgrat que fins ara no hagi estat traba¬
da".

Al Quesito XXV, Tartaglia diu que un tal Antonio del Fiore, assabentat que Tar¬
taglia havia afirmat resoldre certes equacions cubiques de forma general, el qualifica d'im-
postor, replicant Tartaglia estar en possesió de la forma de resolució de les cubiques:
x3 + px = q, i x3 = px + q. A. Fiore desafia Tartaglia, sota el compromís de dipositar
tots dos una certa quantitat de diners en preséncia d'un notari; aquesta quantitat se
l'emportaria aquell qui resolgués bé més problemes d'un total de 30 que cadascú propos-
saria a l'altre, en un termini máxim de 40 dies. Tartaglia els resolgué tots en menys de
dues hores, i Fiore a penes va aconseguir donar alguna resposta correcta.

Tartaglia rememora el desafiament comentant els problemes que es van proposar
l'un a l'altre:

"El primer deis 30 problemes que li valg proposar diu:
Trobar una quantitat que sigui irracional, i que multiplicada per la seva arrel més 40 faci un
nombre racional i discret".

Els quatre primers problemes conduien a les següents equacions:

1o) x3 +-40x2 = p 2o) 30x2 = x3 + p
3o) x3 + 4x = 13 4o) x = 3x3 + 10

Un any després del desafiament entre Tartaglia i Fiore i amb data 12-9-1535,
Zuanne de Coi torna a enviar a Tartaglia tres problemes, un deis quals consisteix a des-
composar 20 en tres parís en proporció geométrica, i tais que el producte deis dos primers
faci 8, problema que Lluis Ferrari, deixeble de Cardano, havia aconseguit resoldre.
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En agost de 1536 un tal Vincenti proposá a Tartaglia el problema de trobar un
nombre que, multiplicat per la seva arrel quadrada augmentada en 6, donés 100, problema
¡déntlc a un deis proposats per Coi l'any 1530.

Al Quesito XXXI trobem el text d'una carta que Cardano envía a Tartaglia (2-1-39),
per mitjá d'un llibreter, on li diu que, sent coneixedor de la disputa establerta entre
Tartaglia i Fiore, i estant a punt de publicar una obra, voldria incloure-hi la regla per a
resoldre la equació de tercer grau —deixant constancia del nom del seu descobridor—; per
tant, li demana la ¡nformació precisa de tal qüestió, i al mateix temps li sol.licita els enun¬
ciáis deis famosos 30 problemes de la contesa. Cardano acaba la carta demanant-li si pot
resoldre una llista de 8 problemes, entre els quals hi ha aquests:

1er) Partir 10 en quatre parts continúes proporcionáis, i que la primera part sia 2.
4rt) Problema que condueix a resoldre l'equació: 2x2 + 2x3 = 10.
8e) Trobar un nombre que multiplicat per la seva arrel més 3 fací 21.

Tartaglia contesta a Cardano dient-li que aqüestes qüestions provenen de Zuanne de
Coi i que corresponen a equacions del tipus x3 + px2 = q, que Zuanne no sap resoldre,
pero que ell té la regla particular de resolució de tais qüestions. En la mateixa carta a Car¬
dano, li exposa la llista deis 30 problemes que li foren proposats per Fiore, entre els quals
hi trobem els següents enunciats:

1er) Trobar un nombre tal que, ajuntant-li la seva arrel cúbica, faci 6. [Problema
d'equació x + = 6, equivalent ax3 + x = 6].

7e) Problema que condueix a l'equació x + 2 $~x = 13, equivalent a resoldre
x3 + 2x = 13.

8e) Problema consistent a resoldre x( 13—x) = x4 que es redueix a: x3 +x = 13.

La resta deis problemes es redueixen a resoldre equacions del tipus: x3 + px = q,
peí que no és d'estranyar que Tartaglia, coneixedor de la fórmula de resolució, els resol-
gués en menys de dues hores.

Al Quesito XXXII s'exposen diverses cartes creuades entre Cardano i Tartaglia.
Al Quesito XXXIII trobem una carta de Cardano a Tartaglia (13-3-39) on s'invita

a aquest últim a anar M¡la per visitar el marqués de Vasto, que és un conegut protector
de pensadors i científics.

Al Quesito XXXIV Tartaglia explica el resultat de la seva visita a Milá, on s'allotjá
a casa de Cardano, i que aquest li va pregar que li comuniques el secret de la resolució
de l'equació de tercer grau, arribant-li a dir: "Us juro sobre els Sants Evangells que, si em

comuniqueu els vostres descobriments, no els publicaré, i els anotaré sois per a mi, i en

clau, a f¡ que ningú no pugui comprendeos fins després de la meva mort". Tartaglia va
cedir a tais precs, i va comunicar a Cardano la forma de resoldre les cubiques, continguda
ais famosos versos que expliquen les successives operacions que cal efectuar.
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Una versió lliure deis versos de Tartaglia és la següent:

L ! B R Q.>

tbmitfi, perche eglie bormai tre giorni eb’iofon qua, o* mertmreffc lo affettart.
tmto,ntornato che¡U ui prometen iimaffrarui ¡lina». M.H, Dapcichehauctii
delibéralo da ¡tolere ti ogni modo dudare ptr fina i Veptume.dal S. ALarcbefe, ti
uo%bo Air uot lettera At Air ¿ fu* E cc<Uent¡a,accio che qucUa ftppia,cbt uoi feti, rna
nantiche ut parttti.uoglioche mimofbrati ti regola Ai qutfU uoári copitoli, carne che
mebauetiproMejfo. N. lofonconUnto,maKogliocbefapgiaH,cheperpotermiarl
cordire m ogni mu improuifa occorrtntk tul modo operuiiuo, io l’bo reda!lo i» uno
capéenlo m rima,perche fe io non htueffc uftlo queña ciuleSt ¡j>'¡Jo meftrii ufcito di
mente,crqMiiiunquc té mío dire m mui non ¡Umolto terfononmi bocuraco^eru.
cUembiüichemifinia ártdurmcin memoria tal regola ogfliuoltt, chao lUua.il
qual apilólo ut lo uogtio feriutre de mu mano, aceioebt fiad ¡¡otro, ebwi.Aulal
menuont g¡ufia, er bmiu.

Qiumio chd cubo conté cofe íppreflb
Sí agguaglia aquaUbc numero difireto
Troutndui tltri Aiffertnti m effo.

Dapoi temí quilla per confucto
Cbe’l lor proiutto fimprefia egtale
At terzo cubo debe cofe neto,

E/ rejiduo poifúo generóle
Debí lor tai cubi ben fottratli
Vtm ti lúa cofa primipile.

In elfeconio Ae cotefttaui
Ojiando cbe’l cubo reflaffe luí foto
Tu ojfcruarai quefl ’altri contrallé,

Del numer faraidue tdpart’a uolo
Che fuña iu filtra f¡ producá /chimo
llterzocubo Afile cofcm floto

titbequtl poi,per communprecetto
Torra ti tai cutí infierne gionti
E t cotalfomma fira il tuo concetto.

El terzo poide queflinofíriconli
Se fotue col fecondo fe ben purit
Che per natura fon quaflcongionti.

Qtttfh irouitv non con pafU lardi
Nel nube cmqueccnlc, qtatroe ¡renta
Confondanentiben fald’i gagliardi

N<Ü4 cita iil mar'imorno cena,

ll qutlapttolo parla tanto cbiaro.cbe fenz’altro effempio credo chejtaflra Peal
ftntiaentenderátltutto, M.H. Come felomtendero,e fho quafltutefo tur finad
prefente,andan pur,che,come fareti ritornelo, ue faro pot uedere fe l baltíkj uuefo,
N. Hor uoflra Bcctllentia fe aricordi mo d non mancar deba promeffa fiit fpcrcbt

Je per mala forte queUa me mancajp, uoc che me Aeffefuora qutflt capitoli, o fia tu

Quan el cub (x3) més
les coses (px) s'igualen a qual-
sevol nombre (q), troba'n dos
que es diferencian en alxó
(u — v = q), I que el seu pro-
ducte sempre siguí igual al
cub del terp de les coses

^uv = ( -^-p)^. La diferencia
entre les seves arrels cubiques
valdrá la cosa

En el segon (cas), quan
el cub restl sol (I.e., si x3 =

px + q), del nombre en farás
dues parts (q = u + v) que
una per l'altra siguí el cub del
terp de les coses; d'aquestes
parts trobarás les arrels cubi¬
ques, I llur suma será la Incóg¬
nita.

El tercer (x3 -4- q = px)
es resol amb el segon, ja que
per naturalesa són quasl con-
junts.

Alxó valg trobar el mil
cinc-cents trenta-quatre, a la
ciutat del mar entorn guarda¬
da (Venézla).

Fig. 17. FoH 120v. deis Quesiti, on apareixen els famosos
versos de Tartaglia amb la regla per a resoldre les cubiques.

Al Quesito XXXV, Tartaglia explica que Cardano II demana per carta més acla-
racions sobre la resolucló de l'equacló cúbica, després de la seva entrevista a Mllá, sol.li-
citant tot segult la solucló de l'equació: x3 + 3x = 10. Tartaglia contesta exposant-li la
forma exacta de resoldre-ho, i al final II diu que el bon resultat es deriva de la mateixa
confianza que dona l'experléncia, pero que al mateix temps és fácil de veure la regla a
partir d'una construccló geométrica, sense exposar-la en cap moment.
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L'intercanvi de cartes entre Cardano ¡ Tartaglia segueix durant un any: 12 ¡ 27 de
Maig (Ques. XXXVI); 10 i 19 de juliol (Ques. XXXVII); 4 ¡ 7 d'agost (Ques. XXXVIII) i
18 d'Octubre del 39. L'última carta de Cardano, del 5 de gener de 1540, queda ja sense

resposta, després d'haver-se refredat considerablement la relació entre ells.

La disputa entre Tartaglia i Ferrari (1547-1548)

La primera vegada que es publica la resolució de l'equació cúbica fou l'any 1545,
dins de l'obra d'álgebra Ars Magna de Cardano. Tartaglia, molt enfadat per tal fet, i con-
siderant que Cardano havia trencat el jurament que li va fer, desafia Cardano, pero aquest
refusá, i en canvi instiga Ferrari a enviar a Tartaglia un "cartello di sfida" (12-2-1547),
disposant-se a dipositar 200 escuts, destináis al vencedor del torneig. Tartaglia contesta
acceptant, pero amb la condició que Cardano prengués part en la disputa matemática.

[1] [Tartaglia, Terza Risposta] ,71

Se TERZA RISPOSTA S¿
DATA DA N1COLO TARTALEA BR.ISCIANO

Ai Eccelkote M, Hieroaimo Cardano Medico Mikaefc}Se
Lettor Publico la Pauia,

Fig. 18. Primera página del 3er
contra-cartello que Tartaglia
envié a Cardano i Ferrari (p. 71
de l'edició facsímil, Brescia,
19741.

Et il Ecctliente meffer Lo do trico Ferraro delle Marhemaíice
Lector publico in Mclano’,Con la refo!utione,ouer

Rifpoffa de, j i .QgefitijOuer qutfticni da
quelli aiJuf propofti.

Se

ECediente m.Heronlmo,8e voi melfcr Lodouico alll-ii,diApriíevi dedi rifolutarifpoíla alio voftro fecondo Carcdlo, Et con queila ví
indrirji Q_uefitl,ouer QqeíUoni.} i .con offerta che fe voi ambiduf

Infierne con che altro vi parefle, roe li rtfolueuatt in termine de giorni, i /.
dapoi la prefentadone di quellijche mi contentaua di p erdere ducarti, i /. de
dañar!,Je la mita delü mei reíhnti libri che tanto ve infeílano, (per narrar in
qudlila pura Verica ;Iiqua!i danari Se libri afeendeuano alia forana de due,
i íOjEt che fe per forte voi non me fapeuate refoluere li detti Quefíti nel det
to termine,io non volcua che voi foíh tenutl a perderé cofa aloma, Et vi ferif
i? anchora che fe per forte voi non ií fapeuate rifoluerc cofi in gfornf. i/. vi
concedeua per manco volita infamia che foiucndoli anchor dapoi el dttto
termine,vn mefe,!e anchor dui.o futrí ,oucr parte de quelli,che potefH pubK
car le dette voftre folutioni ai mondo, La ¡uj mia rifpofta ,& Quefiri tumo
confignarialia S,de m.Ottauiano Saxto el primo di di maggiOjPrefenre m.
Dominico del q.Dona Cantor.Er adi, j .de) dttto melé trouai la Signcria di
m.Ottauiano Scotro.Jeb adimandai fe vi haueua mandato la detfa mia rt*
fpoib.Se quefiri.quel mi rifpofe < prefmte a dul hotxrini da bene ) che II giow
no auanti fe era partito il pottator di queliaythe Caria ifato adi. 2, di maggio,
taimente che tallando, j ,ouer,4.giomi al dttto ¡atore per venire da Venena
« Metano,facdocontochealii.í.ouer alpiualli.í.di maggio voi doucihrb
ceuere la derta mia rifpofta,Se qutíiti.Et perche motó mei amidme reprca»
deuavjo grandamei ite ogni giorno digando che io era Hato troppo largo, 8e
líbenle a fame a iambidui cofi largo partito,& mafffme con liberta d¡ potar
ai 6ragiutare anchora adaltri,& conofeendo che me díceuano il vero, fon
Hato per finí allí. í. di giugno aiquanto fufpefo dnhiundo che nota tai manda
fc'UreroludoOediquellineitermiuca voi affTgnato, Dicoper fin alibi di
íiugno.pqrche io vi iimitaua (come detto ) giomi. i /.per nfoiue» li dettj c¿

95



Hem consultat el contingut deis 6 cartelIs creuats entre Tartaglia ¡ Ferrari, ¡ la major
parí tracten menys de matemátiques que de conslderaclons generáis i provocacions. Totes
les pagines referidas ais Cartelli corresponen a l'edició facsímil (Brescia, 1974).

Un esquema resumit deis sis cartells, creuats, apart deis dos primers esmentats, és el
següent:

CARTELL 2on Abril-47. Ferrari insisteix a fixar els terminis de la disputa.
274-47. Tartaglia li contesta que sí, i li proposa ja la resolució de 31 problemes.

CARTELL 3er 24-5-47. Ferrari contesta a Tartaglia amb un "cartello" pie d'injúries, pro-
posant-l¡ la resolució d'uns altres 31 problemes molt més complicáis, i sembla ésser
que alguns d'ells excedint les possibiIitats de resolució de Ferrari.
23-6/9-7. Tartaglia contesta responént 23 deis problemes que li han proposat.

CARTELL 4art 10-8-47. Ferrari segueix polemitzant i ¡njuriant Tartaglia.
30-8-47. Tartaglia contesta les qüestions pendents de la Mista de problemes anterior.

CARTELL 5®. Octubre. Ferrari resol alguns deis problemes proposats per Tartaglia sis
mesos abans.

Tartaglia contesta demanant-li que es fixi d'una vegada la data del desafiament ver¬
bal.

CARTELL 6®. 14-7-48. Ferrari contesta a Tartaglia elegint la data del 10-8-48 per a rea-
litzar el duel, a la cátedra Giordino deis frares recol.lectes de Milá.

Comentarem, com a part me's ¡nteressant deis "cartelli", alguns deis problemes que
es van proposar, i la forma concreta en qué es van resoldre.

Els 31 problemes plantejats per Tartaglia es distribueixen, segons matéries, de la se¬
güent forma:

17 Problemes de geometría plana
3 qüestions de geografía matemática
1 pregunta de geometría sólida

10 problemes d'aritmética i álgebra.

La majoria deis 17 problemes de geometría plana es refereixen a construccions geo-
métriques que utilitzen una sola obertura de compás, és a dir amb radi fix. Els precedents
d'aquests estudis es remunten a Abul Wáfa (940-998), A. Durero (1471-1528), Leonardo
da Vinci (1452-1529) i Scipione del Ferro (1465-1526).

Entre els problmes d'aritmética i álgebra trobem els següents:

Probl. 22-25. Proposa el cálcul d'arrels d'índex cinc, sis, set i onze.
22. Calcular l'arrel d'índex cinc del nombre 9999999999, amb una regla general que

permeti aproximar el resultat cada cop més, segons es vulgui, i tal que amb la

25. El mateix que els anteriors, amb regla general de ia Radice terza relata propinqua de
9999999999, i finalment de 8/7 i de 177148-^-. (Es refereix al cálcul de l'arrel
onzena aproximada).

26. Esbrinar si la quantitat "7 piu RR 63.000 piu RR 10.240 piu R 360" té arrel
d'arrel o no, demanant que en cas afirmatiu siguí calculada mitjangant regla general,
i aplicable a tot quatrinomi.

96



[Tartaglia, Seconda Risposta] (.20]

equÜatere3Sí & lato, di cadauna di dctte bafe e *4.adornando Tarta coreo*

'falW^dcbreb;-*^^^" '
11, Ve adimando anchora che cÓ lególa gñale me ritrouati3ouer cauati la
radice relata propinqua de.$,j«>^$£j>,9j>.rioc con la regola genérale de
formar vn rotto del refiduo che auanzara di fopra a tal eftrattione 3 iaqual
regola fia la fuá propcia38f genérale Iaqual ferui non folamenre nelle eílrat
tioni delle dette radice propinquenelli numeri fani3ma anchora nclli rctti3
Sí nelli fant fie rotti effempi grada con la medefima regola cauatimc ancho*
rala Radice relata propinqua de -y 8c fimelmente de 141-A-,
13, Anchora ve adimando che có la fuá propria regola genérale come def
to di fop me cauati la radice cuba quadra propinqua de 99999999 99,de
fimelmente de Seanchora de 72 g-f.4
14* Anchora adimando cheme fia anata con regola generaleCccme detro
di fopra ) la Radice propinqua Jieconda relata de 9999999999,de fimd
nientede,
xj* Anchora ve adimando che me auati con regola genérale la Radice
tersa relata propinqua de $99999999999* & fimelmente de -f-& fímeí
mente de 1771481*
16«Anchora ve adimando fequefta quantita Cdoe.7.piu 59.63000.pia
59 10240 piu 9*360) ha radice de radice3ouer non 3& haucndola ve
adunandoche rae la auari con regola genera!e,che ne ferui in turti li qua*
drinomijouerquinqué nomi che hanno 99.
17.Anchora ve adimando fequefta quantita (cioc.7, piu Radice relata
40311 JO,piu 9relata íooooooo.piu 9relata i jsooo piu 9 relata jeo*
ooooo)ha9relata3ouerno3&hau<ndola ve adimando che me la canati
con regola gcnerale3qualne ferua in tutti li quinqué nomi3oucr. 6,nomi efi
hanno 9 relata*
x 8* Anchora veadimádo che me fia paftito. 10.p 9,relata. j.píu. 9,qua
dra,3*doe trouando eifuo recifo come fapeti,
1 $,Anchora paritrime 1 o.per 9,relata, j.piu 9 cuba.3 .cioe trouádo pur
prima el fuo redfo.
3o. Anchor partidme. 1 o.per. ^relata. j.piu 99,3 .come detto doe tro*
uarido el fuo recifo, -k.

31.lomitrouo.27.cucu.piu.36 pnmirelatipiu.j4. fecódirelari piu. s*
cubi equal a 1000 ve domando fe quefto capitoIó.(3c altri fimili) e folubi*
le p regola gñale,ouer no3Sc effendo folubile ve adornado efi valle la cofa.

Dapoi feritta vi fazzo intenderc che fe per forte voi non fapefti rifoluc
re li foprafcritti mei afi cofi nel detto termine de. 1 j.gtomi dapoi la pre*
fetitacione de quelli vi concedo ( per manco voftra infamia) che foluendo
li anchor dapoi el detto termine vn mefe3& anchor dui o tutti3 ouer partí
che pofliati publicarle dette voftre folutioni,intendendo pero fensa alai!
mij ínremíTo di precio nc di honore. FINIS.

Fig. 19. Reprodúcelo deis 10 últíms problemes deis 31 que Tartaglia va proposar a Ferrari al segon
oontra-cartello. Es fací! d'observar ais enunciáis precedents /'exigencia de trobar regles generáis per a
resoldre, tant els problemes aritmétics plantejats, com els algébrales La majorla d'aquests problemes
no eren exercicis d'una teoría feta, sino que corresponien a una etapa d'elaboracib d'aquesta teoría, on
mtervenien, cada cop més, ¡dentitats algebraiques d'enunciat general (p. 58 de l'edlció facsímil. Brea¬
da, 1974).
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La tradició d'aquest tipus de problema, pero menys general, está en els árabs, que

utilitzaven l'expressió: \/T+ VrET= y a + b + \/ 4ab.
Tartaglia planteja la resolució de la qüestió 26 a partir de la identltat algebraica:

(<$/T+ </¥ )4 = a 4- b + $ 256 a3b + $ 256 ab3 + V 36 ab

d'on l'arrel quarta que es demana resulta ser: -^"a" + '$rtT .

Ais problemes 28-30 planteja racionalitzar les fraccions:

10
. 10 10

%/ir+\[T' ^r5“+sf3_ yir+ y~r

técnica que es basa en l'aplicació de la identitat algebraica:

a5 + b5 = (a + b) (a4 - a3b + a2 b2 - ab3 + b4)

1
_ a4 - a3 b + a2 b2 — ab3 + b4

a + b a5 + b5

de manera que desapareix l'arrel cinquena del denominador, i ja sois queda una arrel qua-
drada fácil de racionalitzar.

El problema 31 és el mes especi'ficament algébrale, i diu:

31. "Tenim 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 secondi relati piu 8 cubi equali a 1.000; es
demana si aixó és resoluble per regla general o no, I en cas d'ésser resoluble es demana
quant val la'cosa" (p. 58; la cursiva és nostra, per a conservar l'expressió original de l'equa-
ció).

El problema correspon a una equació de grau nové:
27 x9 + 36 x9 + 54 x7 + 8 x3 = 1.000 que és reduible a una cúbica mitjancant l'extrac-
ció d'una arrel cúbica: 3 x3 + 2 x = 10.

Ferrari, al cinqué cartello, contesta la majoria d'aquests problemes utilitzant, és ciar,
el coneixemerit d'identitats algebraiques i les regles de la resolució d'equacions cúbiques.

La resposta al problema 31 ve referida al 5e cartello en aquests termes:

Ferrari: "Jo dic que aquest capítol i d'altres similars, que com aquest tenen arrel cúbica, són
resolubles de forma general, i en faig la prova dient: si 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 se¬
condi relati piu 8 cubi són iguals a 1000, llavors l'arrel cúbica d'aquesta composició, la qual
és 3 cu piu 2 co„ será igual a R cuba de 1.000, que és 10. Llavors 1 cu piu dos terqos co serán
iguals a tres i un terc.Seguint el capítol de trobar la cosa, valdrá R V cu R 2 Qy 575 (V vol
dir universal, i juga el paper d'indicar que l'arrel primera comprén tota l'expressió) fent aixó
vint-i-nou, menys un i dos cinquens".

Els 31 enuriciats de Ferrari es troben al tercer "cartello", i els tipus de problemes es
distribueixen així:

7 Problemes d'álgebra
13 de geometría

7 d'A^stronomia
1 d'Arquitectura

3 qüestions de filosofía.
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[7] [Ferrari, Terzo Cartello]

9, Txfcr'mttt trt porriom di ríraU mrgatli, le «[Baü tutte f tre intmmdao i»
«n pumo, vr finfceno fopra una linea retía, cr fianofeguenti, e quefio ds
modo cbe ti dci ffiatij da efe ü la linea retta contmti, fimo eguati o>
fieme'.

¡o. Vkruuio, A libro nono eapitolo nono, infegna doi borologt aneporiá , trenas»
da Ctefibh per conofcer Vborc’ úfate' da Remaní fenza jóle', Adámand»
Vijfiofuione íiuelligibúe tuchiara di quelli.

H, D4ÍO che fia un fectcre, ir im circolo maggicre di quello dc'í Jettore .Taglia.
temí fuor di detro circolo una fuperjiae , centenuta da due linee* retur %g
equidiñanti cr da dci arebi del circolo ,qual fuperfdefu egualeal fettarc.

12, Propoñe due linee' ineguAi , Vdrtitemi dafama in due1 tal partí, cbe le minar
perfi futro fpiu!i, e la maggior parte de ¡la minor fia media proportiaad
fra le partí aeüa maggicre.

JJ. Addimando la dimoibattene' geométrica che' nelli aflrclabi il Zodiaco faeda
l'effetto che nella Jfikrra.

J4. Propcílo che fia un trúncelo c3 un punfo difucri.tiratcm da queí punto mí
linea che taglia un terzo del trungolo uerfo la ponta.

If, Trcuatemi dci numeri, che g:unn infierne facciano qumto il cubo del mame
ecn la multiplicatione del triplo fuo nel quadrato del maggiore t O il cubo
del maggiore eon il triplo fuo nel quadrato del minore faccia ,6 4. pñ ¿3
aggreguo di detti doi numeri.

[tí, Addimando che eon ü minor numero di jfibertf che’ fiapojlihik,le quali fot*
amo defama ü fuo moto perfetto fopra i foi poli, mí faluate il moro dríí’a*
taua ffiherafecondo Alfalfo ,non partendofi da i prindpi dell'Ajlrologbi.

1 7. Tatemi di ctto due tal partí, che'l prodotto dell'una nel abra mobiplictto teña
la lar diferenza, faeda ptu cbe poJJibi! ftajimcjlranda il rato,

18, Dimoüratemi la feña del primo d'Eudíde oftenfmámente.
19, Vi propongo un triangolo cheba doi latí qualigiunti fanno.20 , UbaJeetU

Ptu del catheto, u una delle partí é. f. ui addimando quanto é la bafe.
20, Addimando la Jimoftraticnc geométrica perche neííí añrolabi ¡i Amicantaná

cofi fignati, fanno l’ejfetto che fanno nella ffihéra.
2 i. Trcuatemi fei quar.titd continué proportionali ¿aH’unita , tS tali, che’l ioppa

della feconda con il triplo della terza fia eguale alia radice della feña.
22, Quanto appartiene alia matbematicha, Addimando l’iffiofitione di que! ¡uogodA-

Timro di Platone ,quale al latino incominda . Fule autem taik illa p+rtkts.
fin a quelite parole. PeíIquam igitur fecunium creatorú. ere.

* J, Eigli ¿ un cubo , che 1i fot (dri 17 fuperfiác giunti infierne , fono eguaü aBd .
qaantita propertíonale fra il d«ío cabo cr una de’dc'futJuperfidc »toé»
manda la quinina d’efo abo,

Fig. 20. Reproduccio parcial de la llista de 31 problemes que Ferrari proposé a Tar taglia al tercer Cas-
tello. Un cop d'ul ais enunciats permet veure la diversitat de problemes que es plantegen. Alguns
d'el/s, aparentment geométrics, com el N° 19, acaben resolent-se per métodes algébrales. D'altres, com
el N° 15, fan intervenir identitats algebraiques, com la que resulta de desenvolupar el cub de la diferen¬
cia de dos nombres, cosa que permet reduir el problema a resoldre una equacib cúbica. En llenguatge
modern serla:

*+ / — *•?+ 3x y2, 64+ x + y = y3+ 3 y x2 ■ 64 = (y - x)3, y - x =4 ; y = x+ 4
2 x + 4 =x3 + 3 x (x + 4)3. La so/ució de la cúbica dona un deis nombres (p. 67 de l'edició facsí¬

mil, Brescla, 1974).
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Hi ha 3 problemes d'álgebra que condueixen a equacions de tercer grau, ¡ que Tarta-
glia contesta correctament. Altres 3 d'álgebra es redueixen a resoldre equacions de quart
grau, i Tartaglia els reserva per a discutir-los al duel verbal.

Com a exemple d'aquests problemes exposarem:

Problema 26. "Trobeu-me sis quantitats continúes proporcionáis, tais que la primera i sisena
juntes facin 6, i la segona i tercera juntes facin 2" (p. 68).

Problema 1 7. "Feu-me de 8 dues parís, tais que el producte d'una per l'altra, multiplicat per
la seva diferéncia, fací el máxim possible, demostrant-ho tot". (p. 67).

Tartaglia contesta aquest problema, al tercer "cartello", alxf:

"Us contesto [al vostre Quesito 17] que la major part fará 4 piu R 5 -jj- ¡ la part més petita
1 2 '*17

4 menys R 5-3” , el producte és lO-^-, que per la diferéncia, que és R 21 ,fa R 2.423 i
i afegeix Tartaglia que aquest és un deis resultats que ell ja coneixia, i amb els quals els altres
pensaven sorprendre'l. (p. 91).

Algunes característiques de la matemática de l'época

Al marge de la histórica disputa entre Tartaglia i Ferrari, i de l'agitació que acom-
panyá el descobrlment de la resolució de les equacionsde tercer grau,creiem que és impor-
tant comentar certs aspectes d'aquest perTode de la matemática renaixentista italiana.

Una primera característica a destacar en aquest període correspon al procés de ma¬
durado deis métodes algebraics, concebuts cada cop més com eines per a la resolució ge¬
neral de problemes. La tradúcelo deis problemes de planteig al llenguatge algebraic, on
s'aplicaran regles automátiques de resolució, s'aferma en detriment de les regles particu¬
lar de resolució, corresponents ais métodes árabs d'una falsa posició i dues falses posi-
cions. Malgrat que no se superés l'estadi de I'álgebra sincopada, i no aparegués un simbo-
lisme més eficap, és ciar que en aquest període germinen I es desenvolupen un ventall molt
ampli de relacions i identitats algebraiques, que s'utilitzen en un marc variat de problemes.
En efecte, el desenvolupament del cálcul formal i de l'álgebra porta directamente al des-
cobriment d'identitats com a5 + b3 = (a + b) (a4 — a3 b + a2 b2 — ab3 + b4). Tant
l'expressió d'aquestes identitats, com la justificació que es fa d'elles, vénen referides en
llenguatge retóric, i sempre apllcades a nombres concrets, i en cap moment no apareix una
simbologia identificable a una fórmula matemática moderna. Aqüestes identitats són d¡-
rectament utilitzades per a resoldre problemes diversos, com el de racionalitzar fraccions

del tipus: K,— ,—^5 + vT
Identitats que no són justificades a partir de construccions geométriques, sino a par¬

tir de les liéis del cálcul formal, com es posa de relleu en l'explicació que fa Ferrari de
per qué es verifica sempre la ¡gualtat: (a + b) (a4 — a3 b + a2 b2 — ab3 + b4) = a5 + b5.

Ferrari diu: "Aixó esdevé aixf perqué, a causa de la proporcionalitat, tots els altres
factors resultants de la multiplicado s'abateixen els uns amb els altres (restant només els
deis extrems)".

La segona característica a destacar és l'algebrització deis clássics problemes de geo¬
metría plana. L'aplicació sistemática deis métodes algebraics ais problemes de geometría
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permet resoldre'n alguns que d'altra forma no podien ésser resolts. Aixf, per exemple, tro-
bem ais Quesiti la segiient qüestló:

"Ques. XVII. Problema fet peí Mestre Alessandro Venetiano l’any 1523 a Verona, el qual
era del parer que no es podía resoldre.
... Siguí un tríangle de tres costats desíguals, la base del qual és 10, ¡ la seva perpendicular 8, ¡
els altres dos costats junts fan 20. Es demana quant fa cada un deis dos costats per separat.".

La solució que proposa Tartaglia conslstelx a aprofitar dues proposlcions extretes
deis lllbres d'Euclides, proposiclons que permeten establlr les següents ¡gualtats:

La primera d'elles és equivalent a la més moderna del Teorema deis coslnus, ¡ la se-

gona correspon al Teorema de Pltágores. Plantejades les dues ¡gualtats, I dlent al costat
més petltx, l'altre costat será 20-x, i al problema es reduelx a resoldre les equaclons:

x2 - (20- x)2 + 1Q2
2.10

2x - 15

(2 x - 15)2 + 82 = X2

D'on aparelxen les soluclons corresponents al costat més petlt ¡ al més gran.
Entre la Mista de problemes que es plantegen ais desaflaments, n'hl ha molts de geo¬

metría que corresponen a resoldre equaclons de segon I tercer grau.
La tercera característica matemática d'aquest període és la perspectiva d'utllltzar

l'álgebra, no per resoldre problemes específlcs, sino unlversals. H¡ ha plena consciencia
que és posslble un tractament general de certs problemes, un tractament que superl l'en-
glny original per a cada problema particular. És per alxó que quan es proposen problemes
els uns ais altres, no sois es demanen de resoldre'ls, sino a més de trobar la regla general
per a poder resoldre qualsevol problema d'aquell matelx tlpus. En definitiva, els métodes
generáis esdevenen elIs matelxos un problema d'lmportáncla excepcional a resoldre.

En conseqüéncla, h¡ ha un esforp de tots els matemátlcs per a Intentar slntetltzar de
forma ordenada els dlstlnts coneixements de carácter algébrale, amb mires a establlr un

marc de teoría general que englobl les dlferents regles algebralques descobertes. Aquest
esforp el culminará Cardano a la seva obra Ars Magna, publicada l'any 1545. Paral.lela-
ment, Tartaglia té al cap també l'elaboracló d'una gran obra enciclopédica que,continuant
l'estll de Lúea Paccloll, ¡nclogul els darrers descobriments algébrales. El titoI d'aquesta
obra seria General trattato di numen e misura, de la qual, en vida de Tartaglia, només
es van poder publicar els dos prlmers volums (Venezla, 1556), que són els que tracten de
la práctica de totes les operaclons, sense descuidar les practiques mercantlls, progresslons,
arrels, proporclons I quantitats ¡rraclonals. Els altres quatre volums foren publicáis, demane¬
ra postuma, l'any 1 560,1 tracten, el III i IV, de geometría, el V déla resolucló de problemes
amb una sola obertura de compás, I el VI d'álgebra, redactat per un altre matemátlc de
l'época a partir deis apunts delxats per Tartaglia. Cal dlr que él volum d'álgebra, llastlmo-
sament, no exposa la teoría I resolucló de les equaclons de tercer grau.
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El General Trattato fou tradui't al francés per Guillaume Gosselin, París, 1578.
Si algún lector vol aprofundir sobre el contingut ¡ carácter de l'obra de Tartaglia,

pot acudir directament al treball de Ettore Bortolotti, / contñbuti del Tartaglia, del Car-
dano, del Ferrari, e della scuola matemática bolognese alia teoría algebraica delle equazio-
n¡ cubiche. Imola, 1926. Resums del qual han estat publicats ais Vol. 5, 6, 8 del Periódico
di Matemática (1925, 1926, 1928).
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CAPÍTOL 7:

L'ARS MAGNA DE GEROLAMO CARDANO

Algunes dades sobre l'obra i l'autor

Gerolamo Cardano (Pavía, 1501-Roma, 1576) fou en vida un metge prestigios; la
seva reputado era tan gran que fins i tot fou cridat a Escocia per a atendré una perso-
nalitat. Tanmateix, la figura de Cardano és difícilment assimilable dins deis esquemes avui
convencionals. Era un home d'interessos múltiples, que va escriure sobre una infinitat de
temes i que va viure agitadament. Si bé al final de la seva vida, a Roma, era un membre
destacat del Col.legi de metges, i cobrava una pensió del Papa, altres períodes de la se¬
va biografía —com quan va estar empresonat per deutes— són menys edificants. Existeix
una versió anglesa de ¡'autobiografía de Cardano, The Book of My Ufe (New York,
1930), i l'estudi biografié més recent del personatge segons les referéncies de Witmer (p.
xvii), seria d'O. Ore: Cardano, the Gambling Scholar (Princeton, 1953).

S'han perdut alguns deis treballs que Cardano deixá manuscrits, i en particular
alguns sobre matemátiques. Alió que ha estat conservat i editat, I'Opera omnia (Lyon,
1663), ocupa 10 volums, on s'hi pot trobar des d'una crítica a la física aristotélica escolás¬
tica fins a disquisicions teológico-filosófiques (herétiques, no caldria sino), passant per
una autobiografía, obres de matemátiques, medicina, astrologia,... Peí que fa específica-
ment a les matemátiques, sens dubte el llibre més ¡mportant deis que va escriure Cardano
es la Artís Magnae, sive de regulis algebraicis. (L 'Art Magna, o les regles de /'álgebra). Tam¬
bé és l'autor de la Practica Arithmeticae (1539), de I’Ars Magna Arithmeticae (possible-
ment escrita després de VArs Magna i abans del 1554), d'un petit llibre sobre jocs d'atzar
(del qual existeix versió anglesa: The Book of Games of Chance, New York, 1961),
del De Regula Aliza (1570), i d'un parell més d'obres menors sobre proporcions i propie-
tats deis nombres.

La primera edició de VArs Magna, el 1545, es féu a Nuremberg. Una segona apare-
gué a Basilea el 1570. La tercera i última és la que apareix al volum IV de I'Opera Omnia.
El text que nosaltres hem manejat, al qual cal referir totes les cites que farem, és la ver¬
sió anglesa editada i traduida per T.R. Witmer, que segueix l'edició de 1545, tot asse-
nyalant les modificacions, mfnimes, contingudes a la segona i tercera edicions.
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Deis 40 capítols que constitueixen \'Ars Magna, els més ben coneguts són els
corresponents a la resolucló de les cubiques, del XI al XXIII, ¡ a la de les biquadrades, el
XXXIX. Cal delxar dlt que, contrárlament al que han escrit alguns hlstoriadors (per
exemple, Bell, p. 126, i Turnbull, p. 47) Cardano nova fer passar per seves les contribu-
clons de Tartaglia ¡ de Ferrari. Encara que Cardano sempre puntualiza que Tartaglia mai
no II va comunicar la demostrado del seu resultat, en dos llocs dlferents aclareix que

aquest autor l¡ va donar la regla per a resoldre les cubiques quan ell la h¡ va demanar (pp.
8 i 9 i p. 96). A la p. 237, quan Cardano explica que existeix una regla general per a resol¬
dre equacions de 4rt grau, precisa que el seu autor, Lodovico Ferrari, la hi va transmetre;
també aquí subratlla, pero, que una demostració geométrica, que constitueix la part més
delicada i teórica del métode, fou elaborada per ell mateix.

El contingut de l'Ars Magna

Els quatre primers capítols tenen un carácter general i ¡ntroductori. El primer és
un capítol realment sorprenent, que contrasta amb el restant contingut de l'obra. Hi
són citats, sense demostració, resultats teórics de gran interés sobre els lligams entre
arrels i coeficients. L'análisi detallada d'aquesta qüestió será feta a l'apartat següent.
En aquests primers capítols, Cardano fa una mena de repás de totes les regles que explica¬
rá, entenent per regla (fórmula diríem avui) cadascun deis conjunts d'operacions que cal
emprar per resoldre els 22 casos diferents d'equacions quadrátiques i cúbiques que cita i
els dos casos deriváis que associa a cadascun deis anteriors; aquests no són sino els que
resulten de considerar equacions que, dit amb el nostre llenguatge, es poden reduir
a equacions de 2on i 3er grau fent els canvis x = y2 ó x = y3 .

En aquesta primera part introductoria també s'explica com es poden utilizar les
equacions per resoldre problemes, i com cal plantejar-les a partir deis enunciats. S'in-
sisteix en el fet que les equacions han de simplificar-se sempre tant com es pugui; en
particular, si una potencia de la incógnita és present a tots els termes, cal suprimir-la
de tots ells. Cardano acaba assenyalant que les equacions sempre han d'escriure's amb
tots els coeficients positius, canviant els negatius de costat si n'hi ha, i dividint tots
els coeficients peí de la potencia més gran de la incógnita.

El capítol V és dedicat a les equacions de segon grau. Inclou una demostració geo¬
métrica per a cada una de les regles corresponents ais casos x2 + ax = b, x2 + b =
ax i x2 = ax + b. Després de les demostracions apareixen nombrosos exemples d'apli-
cació.

Els capítols VI i Vil preparen el tractament de les equacions cúbiques. Al VI, Car¬
dano comenta que una declaració de Tartaglia sobre la demostració geométrica que hom
podia donar a la regla per a resoldre les equacions de 3er grau l¡ va fer pensar que aquest
era el cami' quecaliaseguir (p. 52). Per poder seguir aquest cami'demostra, sempre geométri-
cament, les identitats algebraiques corresponents ais desenvolupaments de (a + b)3 ¡
(a — b)3, aquesta última tractada en dos casos separats segons que a—b sigui una quantitat
positiva o negativa. Al capítol Vil, titulat Sobre la transformado d'equacions, s'hi troba
una demostració llarguíssima i absolutament geométrica del canvi x = A/y, que permet
transformar, conservant la N constant, x3 + ax2 = N en y3 = by + N, x3 = áx2 + N
en y3 + by = N, i així 12 casos de transformado, fins a la de x5 + N = ax3 en y5 + N
= by2. No cal dir que Cardano escriu els dotze casos i no dona cap formulació general del
resultat. El cálcul del nou coeficient de l'equació, un cop transformada, aixf com el cálcul
de l'arrel de la primera equació a partir d'una arrel de la transformada (x-, = A/y-,), están
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Cap.II. De Numero omn.capit. 11
Numerus arqualis cubo 8c ro¬

bas.
Nueras 3c res sctjualia cu

bis.

7 Numerus «quaií» quad. & eubusquadt.
8 Numerus arqualis crJb. 8c cubo cubi.
9 Numerus & quadritom aequalia cubo quad.
jo Numerus 8c cubus arqualia cubo cubi.

Numerus Se cubas arqualia re- J r i Numerus Sí cubus quad. «qualia quad. cqirtt. p.'
1,uí s inario prima. / m Num. 8c cub. cubi «qualta cubo «quicio prima.

Numerus & cubas a-qualu re- 5 «3 Num. 8c cubus quad- arquíiia quad. srquat. fccu»
bus zcjüatio fecunda.

8 Numerus xquaíis qUadttto 8¡
cubo. ' 1 '. f' ■'

9 Numerus 8í quadramm acqua*
lia cubo.

ro Numerus 8c cubos arqualia
quadrato arquario prima.

ii Numerus Se cubus arqualia
qaadrato arquatio fecunda.

¡4Num. & cub. cubi arqualia cubo xquatso fecunda
i j Numerus xqnaUs quad. quad. & cub. quadraú.
16 Numerus arqualis cubo quadratí & cubo cubi
¡f Num. 8fqu»áratíírts qteads arqualia cubo quadratí.
18 Num. & cubus quadratí «squaHa cubo cubi.
r p Num. & cub. quad. arqualia quad. qd. equ.it.prim
ic Num. 8c cub. cubi arqualia cubo quad. arqu. prima,
n Num. & cubi quad.arqu. quad, quad. arquas. iec.

_ ii Num. & cub. cubi «quid. cu. quad. equat. fecum
11 Numerus xqúalis robus qua- \ i j Nunusqualis quid. & quadrat-quad. 9c cub. quad.

drato $C cubo. ‘ 14 NuB»erus*quaUs cubo 8c cub. quad. 6c cub. cubi.
11 Numerus 8c tes xqualiaquadra- 1 * Num. 3c quad, arqualia quad. quad. 8c cnb. quad.

to 8c cubo. ¡ 16 Num. Sí cubus arqualia cuboqoadrati 8c cub. cub-
14 Numarus 8c res 8e quadraturo {" ixNum. 8c quad. Se quad. quad. eqoaiia cubo quadr.

arqualia cubo. / zS Num. 3c cubusSe cuba*quadr. arqualia cubo cubi.
t f Numeras 8c quad. arqualia re-J *9 Nu. 8< quad. quad. seqialqd. & cu.quad.arquat.p»

bus 6c cub- ¡equino prima, jo Num. & cw- quad. aequal. cub. Se cub, sequat. pr»¿
1 ú Numerus te quadr. arqualia re-' í {1 Num. Be quid. quad. «btí qdL& tu. qd. «quatriec.

bus 8c cubo arqatio fecunda.! ¡ j 1 Num,& cub. quad. aequal cub. Se cu. cu- aequ. fec.
[17 Numerus & cubusarqualia ce?- > f j Num. Srcub. qus'd. *qual. quad, qd.«quat,prim,

94 Num. Se cub.cu.«quat. cu. Se cub. quad. *qo.pri.
i} Nu. Se ce. quad- *q. quad, 8c quad. qd. arqoat. lee.
t6 Nu. 8c¿U. cú. squai cu. & cu. quad. acuario féc,
?7 No. 6c quad. 8i cu. quad. arqoal. quad. qd. arqu.ptj
j8 Nu. 3r cub. & cub. cu arqual. cu» quad. sequat. pri.
19 Nu.& qaad.& cu. quad, «equal qd. qd. aequat-fec,
40 Nu. & cu. 6c cu.' cu. SrCual. cu. quad. arquatio fec.
41 Nu. Se quad.qd. Se cub. qd. arqaul. qd. actuar n
L 1 Nu. 3c cu. quad. &r cu. cu. «qua!. cu. a-quitio :
4 ¡ Nu. 8c quad- qd. 8c cu. quad. .tqu.i' qd quá.i

’ ¡ Su. &-cu «uad. Sr cu cu .f'nr.ri c-.:

bus 3c quad. arquatio prima. ’
1S Numerus 8c cubus ssqualia re- ‘

bits Sí qtiad. xquit. fecunda.
15 Numerus Se tes 8c cubus ¡equa-

lia quadr. arquatio prima.
■ o Numerus 8c reí & cubusxqua-

Ics quadr. arquatio fecunda.
Numerus quad.8c cubosxqua-

Fig. 21. Els 22 tipus d'equacions, segons la classificació de Cardano (pp. 226-227 del vot. IV de /'Ope¬
ra Omnia. Exemp/ar de la Biblioteca Universitaria de Barcelona).
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donats en forma de recepta, ¡ les demostracions que les acompanyen no tenen res a veure
amb el cálcul formal que avui faríem.

Els capítols IX ¡ X están dedicats ais sistemes de dues equaclons amb dues incógni-
tes. La primera incógnita és anomenada positío o res, i la segona quantitas. El capi'tol
IX, Sobre una segona quantitat desconeguda, no multiplicada, és dedicat ais sistemes li¬
neáis. Cardano no fa cap estudi teóric, i es limita a resoldre problemes concrets que

sempre condueixen a sistemes 2x2 compatibles i determináis. Tanmateix, sí que queda
explicat de forma prou general, a través deis exemples, el métode de reducció per a
resoldre qualsevol d'aquests sistemes. El capítol X, Sobre una segona quantitat descone¬
guda, multiplicada, s'ocupa de sistemes 2x2 no lineáis. El constitueixen una tirallonga de
Demostracions, de les que extreu Regles com: si x2 = ax + by, i si x esconeix, llavors

y = --*-■■■■—■ regla que ell enuncia així: "Siguí* el que volgueu. Multipliqueu-lo per ell
b

mateix menys el coeficient dex i dividiu el producte peí coeficient de y. El quoclent és el
valor de y." (p. 76). Evidentment, Cardano distingeix entre x2 = ax + by i ax = x2 + by,
la qual cosa fa que hagi de donar 25 regles diferents. Algunes són complicades, com: si

x2 = axy + by, i si es coneix xy, aleshores x =x=y^v+yr^is-(!^ >3 +

+

2 v 2 3

(p. 87), pero la majoria són resultats com el
axy .3

2 v v 2 - < 3

primer esmentat, deis que avui anomenaríem trivials o evidents. Totes les demos¬
tracions que dona l'autor són exclusivament geométriques, i les regles que sintetitzen el
modus operandi en cada cas són exclusivament retóriques, com la que hem citat al comen-

pament. Subratllem, tot passant, el paper que havien de jugar expressions i regles com
aqüestes a l'hora de motivar una agilització de les notacions. El capítol acaba resolent,
com exemple d'utilització d'aquestes regles, quatre problemes del tipus: "Trobar dos
nombres tais que la suma de llurs quadrats siguí 100 i el producte d'un per l'altre siguí
igual al doble de llur suma" (p. 92).

Amb el capítol XI, Sobre el cub i la cosa Igual al nombre, comencen els 13 capítols
dedicats a la equació de 3er grau, un per cadascun deis casos (en aquest ordre):

1. xJ + ax = N2.x3 =ax + N
3. x3 + N = ax

4. x3 = ax2 + N

5. x3 + ax2 = N
6. x3 + N = ax2

7. x3 + ax2 + bx = N
8. x3 + bx = ax2 + N
9. x3 + ax2 = bx + N

10. x3 = ax2 + bx + N
11. x3 + N = ax2 + bx

= ax2
13. x3 + ax2 + N = bx
12. x3 + bx + N = ax

D'entrada, Cardano explica que Scipione del Ferro de Bolonya, trenta anysenrera,
havia descobert la regla corresponent a aquest capítol i l'havia transmesa a Antonio María
Fiore de Venezia, i que la disputa entre Tartaglia i Fiore va fer que el primer la des-
cobrís peí seu cantó. Disposant de l'ajuda que representava conéixer la regla, afegeix Car¬
dano, vaig trobar la demostrado, la qual cosa fou molt difícil (p. 98).
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Ve Cubo crreí/iu ¿auakvm Nuitiei

S xiij ah hiñe tiiginu ferrm captculum
íu:>c muenit, tradiJít vero Anthonío Ma¬
na* Fierkjo Venero, qttí cum íii'cmamm
cm Nicolao Tartalea IMtdleoíe alienan¬
do vmUfet, occjilont?! ckdií, vt Nicobus
muenttit & íufe , qcu - a-. qnbis regañe»-
bus tra didi¿lee , fupprdn» 4:t . tíkation?,
íreti hoc auxilio. <kt¿r«ífttAtionwin ausítuí-
mus, eárnqae m modos., q«od difSciiUfflmn
íaifc, redañam fie fubíiciatios;

í> « u o H S í R A t 1 O.

r exempls cauft cuks % h, Se
tí». Sí

a c laterit, ln

nám

: i. tema fcilícet mimar! rffrum
c b, «quslem c s , di-

rita faene, iineam a b reíiduwni,
g h, & ideo reí *fiiinatiot?em,

s g h htri fopponebarur, quodita ef-tbaaoí jginir per ¡modum primi fu,
polín

F/3. 22 Comengament de la demostrado
sobre les equacions cubiques transcripta al
text ÍOpera, vol. IV, p. 249).

Será ¡nteressant reproduir al menys una de les demostracions, per tal de veure'n
'estll. Aquesta és la del capítol XI (pp. 96 a 99):

“Per exemple, siguí GH3 més sis vegades el seu costat GH igual a 20 \Gh3 + 6 GH =20] , i
siguin AE ¡ CL dos cubs, la diferéncla entre els quals és 20 i tais que el producte del costat
AC i del costat CK és 2 \AE I CL representen dues quantltats u^ i tais que u^ — v3 = 201
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uv = 2; dues quantitats aixi'sempre es poden trobar, amb els coneixements finsara explicáis,
perqué les dues condicions sobre u i v conduelxen a una equació de la forma üu^ + ftu^ + y =
— O, pero Cardano no es preocupa d'explicltar aqüestes minücies], a saber, un terg del nom¬
bre de coses. Senyalant BC igual a CK dlc que, fet aixó, la Ii'nia restant AB és Igual a GH, ¡ és
per tant el valor de la cosa,

Completo els cossos DA, DC, DE ¡ DF, I així com DC representa BC3, alxi' DF representa
AB3, DA representa 3 vegades BC per AB2 i DE representa tres vegades AB per BC2 [Carda-
no esta utilitzant la descomposició de AC& = (AB + BC)3 =... que ha expllcaten un capí¬
tol precedent] . Per tant, tota vegada que AC per CK val 2, AC per tres vegades CK valdrá 6,
el nombre de coses; per tant AB per 3 vegades AC per CK fa 6 veggdes AB, (...). Ara, la dife¬
rencia entre AC3 i CK3 (...) és 20, i a partir de la primera proposició del capi'tol sisé és la su¬
ma deis cossos DA, DE i DF. Per tant aquests tres cossos valen 20.
Ara suposem que BC és negatiu,

AB3 = AC3 + 3AC . CB2 + (—BC)3 + 3(-BC . AC2)

segons aquella demos trac id. La diferéncia entre 3BC . AC2 i 3AC . BC2, peró, és [tres vegades]
el producte de AB, BC i AC. Per tant, com ha estatdemostrat,val 6AB;suma 6ABal producte
de 3AC . BC2, fent3BC . AC2. Peró tota vega da que BCés negatiu,ara ésclar que 3BC. AC2és
negatiu i el restant, que és igual a ell, és posifiu. Per tant 3CB . AC2 + 3AC . BC2 + 6AB =0
[val no res, facluntnihil, diu Cardano] . Esveurá, pertant, que la suma de

AC3 + 3AC . CB2 + 3(—CB . AC2) + (—BC3) + 6AB

val tant com valgui la diferéncia entre AC3 i BC3. Aquella [/a suma] és 20, (...). Per tant, to¬
ta vegada que

AB3 + 6AB = AC3 + 3AC . BC2 + 3(-BC . AC2) + (—BC3) + 6AB,

la.qual cosa val 20, com ha estat provat, ells \ab3 + 6AB] valdrán 20. Per tant, tota vegada
que

AB3 + 6AB =20

i que

GH3 + 6GH =20
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es veurá de seguida, ¡ a partir del que es diu a I, 35 i XI, 31 deis Elements \d'Eudides],cfjíe
GH sera' AB. (...) [¿.a proposició 35 del Ilibre / diu Paral.lelograms que están sobre la ma-
teixa base i dinsde les máteixes paral.leles són iguals"; i la 31 del XI diu: "Sólids paral.lelepi-
peds que són de bases iguals i de la mateixa alfada són iguals''] .

REGLA

Eleveu al cub un terp del nombre de coses; sumeu-l¡ el quadrat de la meitat del nombre, i pre-
neu l'arrel quadrada del tot. Fareu aixó dues vegades, i a un deis dos sumeu la meitat del
nombre que ja havi'eu elevat al quadrat, i de l'altre resteu la meitat del mateix. Tindreu lla-
vors un binomi i el seu epi'tome. Aleshores, restant l'arrel cúbica de Vapotome de l'arrel cú¬
bica del binomi, la resta que queda e's el valor de la cosa.” [esa dir, six^ + ax = N, la cosa

valdré tfy/(±j3 + (K~¡2+ ^ ( ± )3 + ( !±~¡2 - .

L'estil no és cap exemple de claredat ¡ concisió, malgrat que per abreujar el pará-
graf hem ¡ntroduít els símbols " + ", "=", la notació exponencial i hem indi-
cat el producte per juxtaposició. Cardano tot ho diu retóricament, sense utilitzar cap
d'aquests recursos.

El capi'tol acaba amb uns quants exemples. A propósit de l'equació x3 + 6x = 20,

troba el valor x = $ V 108"+ 10*— V 108 — 10, i assenyala que aixó és 2 "com és
perfectament ciar si se substitueix" (p. 100). A propósit de l'equació x3 + 3x = 10, que

dona x = v V 26 + 5 — \/V~26 — 5, fa la prova: eleva aquest valor al cub, li suma el seu
producte per 3 i comprova que dona 10. Part d'un cálcul semblant, expressat en el llen-
guatge retóric emprat per Cardano, és reproduit en la figura 23.

L'estructura deis dos capítols següents és la mateixa: una demostració geométrica,
una regla, i exemples. En el cas x3 =ax + N, per al qual obté

Cardano obvia una dificultat que coneix perfectament. Al capítol I ha explicat que aques-
N a

tes equacions, quan ( — )2 — ( — )3 < 0, tenen tres solucions diferents (cal sobreentendre,

evidentment, reais). Aquí, davant d'un a fórmula que en aquest cas no en dónacap, es limita

a dir: "(si < 0) aleshores consulteu el llibre De regula aliza, annex en— )2 - (
2 3

aquesta obra" (p. 103). En el cas x3 4- N = ax,afegeix una regla adicional per a calcular una
segonaarrel: si x-| és una solució, llavors l'altra solució és:

x2 =
~ (P-108).

Els tres capítols següents, dedicáis a Cub, Quadrat i Nombre, també són semblants
entre ells. Cardano demostra, sempre geométricament i sempre treballant sobre una

equació específica, que agafant una nova incógnita de la forma x ± -^-a (a és el coeficient
de x2), l'equació es transforma en una deis tres tipus anteriors, útilitzant aleshores les
regles corresponents.
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Fig. 23. Un célcul de Cardano amb radicáis (p. 255, Opera, vol. IV). L'equació "cubus & quadrata
3.aequentur 21." (x^+ 3x? = 21) és esmentada a la primera linia per sota de la menció “Exemplum"
que figura al marge; a continuado figura el valor de la incógnita

"R. V.cúbica 9 -j p. /J. 89 p. F^. v. cúbica 9 m . F^. 89 -~m I".
+ V"89\ + $9\- \Í89 7 j

A les línies restants, Cardano calcula el cub d'aquest trinomi i tres vegades el seu quadrat El resultat
de sumar aqüestes quantitats és 21.
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Els set capítols següents, dedicats ais 7 casos de la cúbica completa, també tenen

una estructura comuna. Es veu que fent x ± a (senta el coeficient dex2), l'equacló es

transforma, o bé en una deis tipus x3 = M, x3 = Mx, o bé en una deis tres tipus estudiáis
en primer lloc.

El capítol XXV, Sobre regles imperfectes i particulars, conté algunes receptes per
a resoldre equacions que només es poden utilitzar si, per tampteig, es troben certes des-
composicions deis coeficients o del terme ¡ndependent. Direm alguna cosa d'aquest
capítol més endavant, quan parlem de les relacions entre arrels i coeficients.

Els capítols XXIX a XXXVIII contenen la part més práctica de I’Ars Magna. Són
ells que fan paiesa la connexió d'aquesta obra, de plantejaments eminentment teórics,
amb els Ilibres d'álgebra que l'havien precedit. El capítol XXIX, Sobre la regla del méto¬
de, comenpa dient: “Aquesta regla del métode és anomenada així perqué ensenya el
métode per a elaborar tantes regles comerciáis com desitgeu" (p. 180). El métode al que
Cardano es refereix no és sino el plantejament d'equacions.

El capítol XXX, Sobre la regla áurea, conté un métode de cálcul de solucions apro-

ximades. Referides a una equació polinómica de la forma f(x) = k, les instruccions que
dona Cardano les expressaríem avui de la següent manera. Si hem trobat un enter a tal
que f(a) < k i f(a + 1) > k, aleshores cal calcular k-f(a) i f(a + 1) —f(a), i una segona

k - f(a)
aproximado (la primera sent a) és a + fía + 1) - fía)

que anomenarem b. Suposant que

f(b) > k, una tercera aproximado es trobaria calculant
k - f(a)

• (b—a), i sumant aquesta
f(b) - f(a)

fracció a a. Etc. Cardano no dona justificado de la seva regla, que redueix a una succesió
d'instruccions expressades retóricament, així com tampoc no es preocupa d'unificar les
diferentes regles que empra per a calcular aproximacions d'equacions com x2 + 20 =
10x, que no tenen la forma f(x) = k.

Les idees que hi ha darrera del métode de Cardano, expressades esquemáticament
en llenguatge modern, són les següents.

xD és la solució
ex acta.

111



La segona aproximado b es calcula substltuint la corba f per la secant que uneix
els punts d'abscissa a \ a + 1. Aixó equival, com fa veure la segona figura, a la condició

3 1
= ———— rr—r . La tercera aproximado c es calculará substituint la corba

k — f (a) f(a + 1) — f (a) K c_a

per la secant que uneix els punts d'abscissa a i b. Aixo equival a la condició ^
b 3

= ————— Etc. Potser és interessant recordar aquí' les paraules que Cajón va dedicar
f(b) - f(a)

a aquest métode: "El primer métode imprés d'aproximació a les arrels d'equacions és el
de Cardano, el qual el donava a I'Ars Magna, 1545, sota el títol de regula aurea. Estracta
d'una hábil aplicació de la regla de "falsa posició", i és aplicable a equacions de qualsevol
grau. Aquest modus d'aproximació era summament barroer, encara que aixó difícilment
explica per qué Clavius, Stevin i Vieta no van fer-ne referencia". (Cajón (1980), p. 136).

Els capítols següents, cadascun dedicat a un tipus especi'fic de problemes, fan veure
com cal escollir la incógnita per tal d'obtenir l'equació més simple possible, o quins
recursos poden utilitzar-se per simplificar les equacions. Es patent en tots ells el prag-
matisme de l'autor, i la preocupació per a completar la teoría que fins aleshores havia
explicat amb els recursos técnics adients per a la resolució efectiva de equacions con¬
cretes i especifiques.

El llibre acaba prácticament amb el tractament de les equacions de 4rt grau, con-

tingut al capítol XXXIX. Cardano contenga citant els 20 casos diferents que es poden pre¬

sentar, i quesón, en la nostra notació,

1. x4 = bx2 + ax + N
2. x4 = bx2 + ex3 + N

3. x4 = ex3 + N
4. x4 = ax + N
5. x4 + ex3 = bx2 + N
6. x4 + ax = bx2 + N

7. x4 + ex3 = N

8. x4 + ax = N9.x4 + bx2 = ex3 + N10.x4 + bx2 = ax + N

11.x4 + bx2 + ax = N12.x4 + bx2 + ex3 = N
13. x4 + bx2 + N = ex3
14. x4 + bx2 + N = ax

15. x4 + N = ex3 + bx216.x4 + N = ex317.x4 + N = ax + bx2
18. x4 + N = ax

19. x4 + ex3 + N = bx2
20. x4 + ax + N = bx2

L'autor assenyala la conveniencia de reduir sempre les equacions ambcubs a equa¬
cions que no en tinguin, donant per coneguts els procediments que cal utilitzar per fer
la reducció.

L'explicació del métode per a resoldre algebraicament les equacions de 4rt grau que¬
da condensada en els següents punts: Primer, hi ha una demostrado geométrica de la
possibilitat de completar sempre el quadrat del terme amb x4 de les equacions de la forma

a
x4 4- ax2 4- b = ex, o de la forma x4 + ax2 = ex + b, per mitjá de la identitat (x2
+ t)2 = x4 + ax2 + 2tx2 4- (-^-)2 + at 4- t2 ;després analitzarem com es tracta aquesta
qüestió. A continuado, s'explica retóricament que cal treure l'arrel quadrada deis dos
costats de l'equació, i que així, imposant que tots dos costats tinguin arrel quadrada,
quedará determinada la quantitat t que s'ha introduít en el primer pas. Fet aixó, es
podran extreure realment les arrels quadrades i l'equació s'haurá transformat en una de
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segon grau. Sense donar cap més desenvolupament ni cap fórmula, Cardano comenca a
resoldre exemples.

La demostració geométrica a qué abans hem fet referéncia utilitza una figura idénti¬
ca a la que reprodui'm. Cardano diu que el quadrat AD és x4, AB és x2 i BC és la meitat
del nombre de x2, o siguí a/2. Del dibuix, utilitzant proposicions d'Euclides, dedueix que

K N H

M F

D

A B C G

si a x4 + ax2 4- (-^-)2 (que equival a la superficie del quadrat AD, més la deis rectangles
ED i DC, més la del quadrat DF) se l¡ suma 2tx2 (els rectangles CL i KM, anomenant f a la
quantitat CG), aleshores, per completar el quadrat, encara s'han de sumar els nombres t2

(la superficie FH) i 2t ~ (els rectangles FL i MN).

Utilitzarem un deis exemples de Cardano, el problema VIII d'aquest capítol (pp.
246 a 248), per fer veure tots els detalls de la resolució d'una equació de 4r* grau:

x y
"Divldiu 6 en tres quantitats proporcionáis (I. e. — = —) tais que la suma deis quadrats de

la primera i de la segona és 4".

Anomenant x a la primera quantitat i transformant l'equació, per tal de simplifi¬
car-la, s'arriba a

x4 + 32x2 + 16 = 48x

Segons Cardano, la primer cosa que s'ha de fer és completar el quadrat equivalent al
AF de la figura anterior, és a dir, fer que x4 4- 32x2 + M = (x2 + 16)2. Conseqüent-
ment, transforma l'equació anterior sumant 240 ais dos costats, i li queda

x4 + 32x + 256 = 48x + 240

Després, recoltzant-se en la demostració geométrica anterior, suma els dos costats
2tx2 i t2 + 32t, i aleshores diu:

"La primera part \de l'equació] té necessáriament, per tant, una arrel, i ja que volem que la
segona, que és 2tx2 + 48x + t2 4-32t + 240, tambéen tingui, multipliquem la primera part
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Fig. 24. Comenpament de la demostrado geométrica
que és part essencial del tractament de les blquadra-
des (Opera Omnia, 1rol. IV, p. 294).
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■ "

del tnnomi per la tercera, i elevem al quadrat la meitat déla segó na [Cardano s'está referlntal
fet que un trlnoml Ax2 + Bx + C és un quadratperfecte de la forma (Ox + (i)2 si Bx és el

Bx
doble del primer pe! segon, és a dir si ( —— )2 = Ax2 c], ¡ aixó fa

576x2 = (2t3 + 64t2 + 480t)x2

de la qual cosa resulta

288 =t3 + 32t2 + 240t."
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Un cop aquí, remet al capítol corresponent per a resoldre equacions de 3er grau, ¡
acaba afeglnt:

"Aleshores tindrem x2 més 16 més aquesta solucití [/a que haurá estat trobada de l'equació
de 3er grau] en un costat, igual a x amb un coeficient igual a l'arrel quadrada del doble de la
solucló descoberta, més l'arrel quadrada de la suma del quadrat d'aquesta solucld amb ella
mateixa multiplicada per 32, més 240."

És a dir, s'haurá arrlbat a l'equació de 2on grau

x2 + 16+ t-, =VrzT¡ x + V t2 + 32tn + 240

on t-, és la solucló obtlnguda de la resolucló de la precedent equacló de 3er grau.
Cardano acaba el capítol plantejant exemples que ja no són de les formes x4 + ax2

+ b = ex ó x4 + ax2 = ex + b, sino que no tenen el terme en x2 al mateix costat que
x4. Sense cap de les seves demostracions, n¡ cap plantejament general, Cardano canvla
de costat els termes de l'equació, emprant coeficients negatius, i utilitza la mateixa
técnica que ha fet servir ais exemples anteriors.

Amb un especial sentit de la modestia, que cap historiador no ha deixat d'assenya-
lar, Cardano acaba la seva obra desitjant-li llarga vida:

"ESCRITA EN CINC ANYS, QUE PERDURI
NO MENYS MIL.LENIS"

Alguns temes importants dins de l'Ars Magna

a) Les relacions entre arrels i coeficients

El Ilibre s'obre amb un capítol de característiques excepcionals. En elI, després de
subratllar que un nombre positiu té dues arrels quadrades ("9 és derivable ¡gualment de
3 i de —3, ja que un menys per un menys produeix un més", p. 9), comenca un repás de
diferents tipus d'equacions, comentant el nombre de solucions que tenen. Les considera-
cions més Margues i acurades afecten les equacions cúbiques. Cadascun deis casos x3 + ax
= b, x3 + b = ax,... és tractat separadament, enunciant si pot haver-hi arrels positives
o negatives, i quantes de cada classe. Dona regles, que afecten els coeficients, per a esbri-
nar-ho. Per exemple, quan considera les equacions de la forma x3 + a = bx, Cardano
precisa que

(i) Si
2

k r~b— b V -T = a, aleshores l'equació té dues arrels, una positiva i l'altra

negativa, i la positiva és precisament V — . Afegeix que la solució ficticia (així anome-

na moltes vegades les solucions negatives) és la solució venadera (positiva) de l'equació
x3 = bx + a.

2 / ^
(¡i) Si — b V >a , aleshores l'equació té tres arrels, dues que són vertade-

res i una tercera de ficticia.

(iii) Si — b \J — < a , aleshores no h¡ haurá cap solució vertadera, pero n'hi3 3
haurá una de falsa, igual a la vertadera de l'equació x3 = bx + a.
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Cardano no dona cap demostrado d'aquests resultáis ni deis molts altres semblants
que omplen el capítol, ni cap Indicado de com els va trobar, ni menciona qué és el que
va fer que s'interessés per una elassificació d'aquestes.

Amb coneixements que Cardano no podía teñir, aquests resultáis es justifiquen
fácilment: si x3 — bx + a = y, sent a, b > 0, la corba y travessa l'eix Y peí punt d'or-

denada positiva a, és decreixent a l'interval (— \J — , + y — ), i creixent a les semi-
rectes restants.

(i) Si yí-Vyí.y ( +V^*) = 0, ales-
hores un deis extrems, que per la condició
a > 0 ha de ser forgosament el mínim, és
una arrel; l'equació x3 — bx + a = 0 té
dues úniques arrels, i la positiva és doble.

(¡i) Si y(— >/-|- )-V <+ \/y)<o, el
máxim i el mínim están per sobre i per

sota, respectivament, de l'eix X, ¡els punís
de contacte de la corba amb aquest eix
són tres, dos de positius i un de negatiu.

(iii) SI y(— \/-y ) y ( + \/ >0, els
dos extrems están situáis per damunt de
l'eix X i per tant l'equació té una única
arrel, i és negativa.
Un cálcul senzili dona

d'on resulten ¡mmediatament les condi-
cions de Cardano per a caracterizar les
possibilitats anteriores.
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Insistim en el fet que res, en el text de Cardano, no es pot Interpretar com una

justlf¡cacló deis resultáis que enumera, d'altra banda tan precisos. La temptacló de
pensar que aquests coneixements són d'orlgen empíric és forta, pero una serle de consl-
deraclons sobre les arrels ¡ els lllgams entre el les, que Cardano va fent aquí I allá, fan
sospltar que potser havla arrlbat a trobar, o almenys a comprendre, sense tenir-ne la
demostrado, certs resultats teórlcs que no va expllcitar. Alxí, quan enuncia la regla (¡i)
que hem citat precedentment, comenta el següent exemple:

"Per exemple, per x3 + 9 = 12x les solucions vertaderes són 3 ¡ \J5 — 1 ¡ la tercera o

falsa és la suma d'aquestes dues..." (p. 12)

Efectlvament, l'anul.lacló del coeflclent de x2 dona la relacló x-, + x2 + x3 = 0,
entre les arrels, relacló a la qual es referiex Cardano en aquesta cita (la mencló d'un
nombre negatiu peí seu valor absolut és una práctica corrent dins de I'Ars Magna). SI
aquest parágraf és ¡nteressant, encara ho són més les limes que el seguelxen:

"D'aquesta manera, la solució ficti'cia restant, de la qual hem parlat a l'altre exemple [s'esta
referint a l'equació x^ + 16 = 12x, que ha posat com exemple a l'apartat (I), corresponent a
equacions amb una arreI doble, i de la qual ha donat l'arrel negativa —4] e's la suma de les
dues vertaderes, pero tota vegada que les vertaderes són ¡guals una a l'altra, la ficti'cia és el
doble de la venadera".

Més endavant assenyala el paral.lellsme entre x3 + a = bx I x3 = bx + a, I comenta
sobre les darreres que la solucló vertadera és el doble de la ficticia, de la matelxa manera

que havia vist que la ficticia era el doble de la vertadera (p. 14).
A la página 17 hi trobem una altra acotado ¡nteressant:

"Sabeu, a més a més, que les solucions deis casos cub i quadrat igual a nombre, i de cub i
nombre igual a quadrat, són tais que la diferéncia entre la solució vertadera i les ficti'cies sem-
pre és el nombre de quadrats. Aixi, si x3 + 72 = 11x2, la solució falsa és \/40 — 4 [ésa
dir, — ( V 40 — 41] i les vertaderes són \/ 40 + 4 i 3. La diferéncia entre sj40 — 4 i 7 +\/40
és 11, el nombre de quadrats."

Ja al capi'tol V, el dedlcat a les equacions de 2on grau, la demostracló corresponent a
la regla per a resoldre les equacions de la forma x2 + b = ax utllltza el dibulx de la figura
adjunta. El quadrat GE és el que té per costat la meltat de la longitud AB, la qual repre¬

senta a, el nombre de coses; el rectangle FE re¬
presenta el nombre b (quan b no es pot f¡car dlns
del quadrat GE surten solucions ¡maginárles). GH
és l'arrel quadrada de la superficie

FB 1^/ (-^-)2 — bj. Cardano afirma que demos¬
trará que tant BH com AH són arrels de l'equa-
cló, ¡ afegelx: A B

"de la qual cosa se segueix que en aquest cas hi ha dues solucions vertaderes, i que llur suma
és igual al nombre de coses." (p. 34)
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Per acabar de citar totes les referéncies que es troben a VArs Magna sobre relacions
entre arrels i coeficients, cal parlar d'un deis capftols que seguelxen ¡mmediatament els
dedicáis a la resolució de les cubiques, el XXV, on l'autor adverteix que certes equacions
es poden resoldre per tempteig cada vegada que es constatin unes molt especifiques des-
composicions deis coeficients o del terme ¡ndependent de l'equació. És notable que

algunes d'aquestes regles són, prácticament, les relacions entre arrels i coeficients que es
verifiquen en els casos particulars considerats per Cardano. Aquest mai no indica com ha
arribat a aquests resultáis, ni moltes vegades no en dona la demostració, pero quan la
dona es tracta d'una comprovació geométrica que no permet mantenir cap sospita que
Cardano hagués ensumat l'existéncia de les relacions generáis entre arrels i coeficients. Per
exemple, dona sense demostració la següent regla: Si x3 = ax + N i si XY = N, i a més
X = V a 4- Y, aleshores X és un arrel (p. 160). Les relacions generáis entre les arrels x1f
x2, x3 de l'equació anterior i els seus coeficients són x-, + x2 4- x3 = 0, N = x1x2x3,
a = — (x-|X2 + x-,x3 4- x2x3). Fent x-, = —(x2 + x3) i substituint s'obté a = x^ —x^<3

(Xl = V a + x2X3> i N = x-, (x2x3). Es a dir, les condicions de Cardano per a aquesta
regla són haver trobat x-, i x2x3.

b) L ’ús de nombres negatius i imaginaris

La principal referéncia ais nombres negatius i imaginaris es troba al capítol XXXVII,
Sobre la regla de postular un negatiu, on es discuteix el paper que juguen els negatius
en la resolució de problemes. El capítol comenpa plantejant-ne alguns que comporten
solucions negatives, pero que "poden almenys ser verificades com positives" (p. 217),
amb la qual cosa es refereix a la solució d'una equació com x2 = 4x + 32, la solució nega¬
tiva de la qual és la positiva de x2 + 4x = 32. Segons Cardano, pot haver-hi problemes
vertaders (sic.; pero Cardano no dona cap mena d'explicacló del que ell entén per un

problema vertader) amb solucions negatives, com aquest: "La dot de la muller de Fran-
cesc val 100 monedes d'or més que el que té el mateix Francesc, i el quadrat de la dot val
400 més que el quadrat del que ell té. Trabar la dot i el que té", (p. 218). És curios
veure com aquests problemes Cardano sempre els planteja agafant una incógnita negativa
("Suposem que Francesc té —x,...") amb la qual cosa obté una equació de solució positi¬
va.

Cardano s'ocupa en segon lloc de les arrels quadrades de nombres negatius, l'ús de
les quals, sense cap mena d'altre preámbul, pretén il.lustrar amb el següent exemple:

"Si es digués: Divideix 10 en dues parts, el producte de les quals és 30 ó 40, és ciar que
aquest cas és impossible [pe/ que especifica a continuació, Cardano fa servir la identitat
a? - b? = (a + b) (a — b), aixt’com el fe t que agafant a = 10/2, (a + b) + (a — b) — 10, i
agafan t b de tal manera que b? — a? — c, els nombres a + b i a — b són dues parts de 10, el
producte de les quals val c; per aixó mateix, Cardano sap que el valor máxim d'un tal pro¬
ducte és 25, i que és impossible demanar que valgui 30 ó 40. Cardano continua dient:] Aixó
no obstant, farem així: Dividim 10 en dues parts iguals, fent cadascuna 5. Aquesta la qua-
drarem, fent 25. Resteu 40, si voleu, deis 25 així produíts, com us he ensenyat al capítol so¬
bre operacions del 6é Ilibre [Cardano fa aquí referéncia a una obra seva d'aritmética] ,

deixant una resta de —15, l'arrel quadrada de la qual, sumada o restada de 5, dóna les parts
el producte de les quals és 40. Aqüestes serán 5 +\/—15 i 5 — y/—15Í'' (p. 219).
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cubas meorum eft, iiSn aurei plus cubo
Francifci, ponatur 1. resrá. Francifco , ego
babeo n. áureos rá. 1. pofitione duc ad
cubum partes, fient i. cubas rá. fie 17 i 8. p-
5<5. quadratis rá. 4ja. rebus rá. i.ctibo, ÍC
betum d¡ft.-rentia, eft n6t. igitur 1. cu¬
bas m. p. 411. rebus p. H6i. arquabiiur

p jS. quadrach rá 1. cubo , abiiee
iñ. 1. cubum fie i i6r. ex.vtraque parce,
fient 4 $2. res atquaics jó. quadratis p.
^'7 quare 1. quadratum p.15 I, sequalia
u. lebas, igicur res eft t-~, &hoc habuit
"i- 1 rancheas» 6c ego 107- p. fie tot funt
auiet quaefiti.

Q_V Jt S T I O III.

1 t eodetn modo, fi dieam etiam fie, aurei
. ‘ r.p.quim illiFcanCifci. Et qua-

1 s ! > 11 mvomm eft 128. p. cubo aureo-
' rrancuct , dabtmtis tem vnam m.

■uiciU'o , ego yeto babeo ii. ámeos ni.
1 atum meorum cut 144 p. i»

í o. quars ños voiumus quadrapium totíftf
a b, igicur fiat a d, quadratum a c ,dímidij
ab , fie ex a d auferacur quadroplum a b,
abique numero, igitur refidui, íí aliquid
maneret, addita & detraía ex a c, oftende-
rec partes, ac quia cale refiduum eft minus,
ideo imaginabais 40 m. i j. id eft differen-
t« a d , & quadruplí a b , quam adde &
minué ex a c, & habebis qu*íftum , fcüi-
cet 5. p. 42. v. ij.rá. 40 & $. rá. 42. v. *5.
rá. 40. feu j. p. jji. rá. 15. Si j. m. jfi. m.
1 y. duc j. p. ?£. m. 1 j. in j. m. 4c. tn. 15.
dun irás mcruciatronibus, fit 15. m. ni. 1 j.
quod eft p. 15. igitur hoc ptoduCium eft
40. natura tamen a d, non eft eadem cum
natura 40. nec a b, quia fupctficies eft

f.p. 4:. rá. ij.
?. rá.*£. m 1 í.

a 5 >u. m. ¡ j. quad. eft 4..

remota á natura numeti, & lint*, ptoxír
mius tamen huic quamitati, quar vete eft
íophiftica, quoniam pet eam, non vt in pu¬
ro m. nec in aliis operationes exercete licet,
nec venati quid fit.Moduseft, vt addasqua-
dtatú medietatis numen numero producen-
do, & i ie. aggrs.gatt minuas ac addas di-
rtiidiuin diuidendi. Excmpium, in bocca-
!u , ditiidr 1. . ni duajt partes , producentes
40. addczs- quadratum dimidt) t. ad 4 c-.

Fig. 25. Pagina del capítol de I'Ars Magna dedlcat ais nombres negatius. A la columna esquena apa¬
renten les equacions del problema de la dot mencionat al text A la columna de la dreta aoareix el final
del problema que condueix a quantitats imaginarles. Sobressurt el célcul (5+ V — 15) (5— \J —15) = 40.
tápara, voL IV, p. 287).
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Cardano fa alguns comentaris interessants sobre aquest problema. Assenyala que el
producte de 5 + 15 per 5— \/ —15, deixant de banda alió que pugui haver-hi de tor-
tuós o incomprensible en aqüestes expresslons, fa 25—(—15), la qual cosa és 40. Afegelx
que tot alxó és verltablement sofisticat, tota vegada que aquí no es poden realitzar les
operacions que hom pot fer en el cas deis negatlus, referint-se, sens dubte, a la ¡mpos-
sibilltat de sumar, restar,... les expresslons Imaginarles a les reais. Només aparelx un
altre problema que conduelxl a soluclons Imaginarles; l'enunclat és ¡déntlc a l'ante-
rior, amb nombres canvlats, i l'autor es limita a donar les soluclons numérlques. Con-
trastant amb la lllbertat d'esperlt que palesa aquest desenvolupament, Cardano advertelx,
al capítol dedlcat a les equaclons de 2on grau:

"S¡ el nombre [í>] no pot ser sostret del quadrat de la meitat del nombre de coses [í -^- )2;
s'está referint a la fórmula x = -^-±\J ( )2 —ib] , el problema és en ell mateix fals, ¡ alió
que ha estat proposat no pot ser." (p. 39).

El tractament de Cardano de les quantltats negatlves I ¡maginárles és manlfesta-
ment aslstemátic I contradictor!. Tanmatelx, el fet d'estudlar-les conjuntament, en un

capítol que forma part d'una serle dedicada a tipus especiáis de problemes o d'equaclons
que admeten conslderaclons o recursos no estándards, ens ajuda a comprendre l'estatus
atorgat a aqüestes quantltats en aquell estadl concret del desenvolupament del pensa-
ment algébrale: encara no eren objectes matemátlcs dignes d'una reflexió teórica; eren,
essenclalment, recursos técnics I Instrumentáis esdevlnguts Imprescindibles en algunes
sltuaclons molt determlnades, sense que per alxó la seva naturalesa es conslderés homo-
logable a la deis restants conjunts numérlcs.

Entre les sltuaclons que forpaven la útil¡tzacló deis nombres negatlus, dlns de l'obra
de Cardano n'hl ha una d'un tipus nou. Aquelles conslstlen generalment en problemes la
solucló negativa deis quals podía teñir una Interpretado (com ara la d'un deute) cohe-
rent amb les relaclons i la situado donades a l'enunclat. En els autors anterlors a Car¬
dano es pot observar una actitud amblvalent, pero definida, sobre les soluclons negatl¬
ves: són acceptades quan els pot ser donada una Interpretado de les menclonades, I no ho
són quan aparelxen dlns d'un problema d'enunclat purament arltmétlc, com "Dlvldlu 10
en dues parts tais que...". Dlns de I’Ars Magna, la situado és molt més confusa: les so-
luclons negatlves de les equaclons sempre són tlngudes en compte, amb Independencia de
qualsevol Interpretado, malgrat ser anomenades falses i fictícies, I malgrat la preocupado
per considerar les soluclons negatlves d'una equació com les posltlves d'una equacló
assoclada. De fet, Cardano s'arrlba a plantejar el cálcul, I el realltza, del cub d'una quantl-
tat AB, que representa geométrlcament, pero que suposa negativa.

La situado de tipus nou que anunclávem abans es produelx assoclada a les técnl-
ques de transformado d'equaclons. Ja hem dit que una equacló de 3er grau amb ter-
me x2, el coeficient del qual slgui a, es transforma en una sense terme en x2 fent x =

y + y a. Cardano, a propóslt de x3 + 21x = 9x2 + 5, que transforma en y3 + 4 =
6y posant x = y + 3, dlu: "...h¡ ha tres soluclons per a aquesta equació: la primera
és 2, la segona %/T-1, i la tercera, que és falsa és —(\/3 4- 1). Suma aqüestes a 3, un tere
del nombre de quadrats, I tlndrás aqüestes soluclons vertaderes 5, 2 + \/~3I 2— (p.
133). Les soluclons negatlves de la equacló transformada II donen soluclons vertaderes de
l'equacló primitiva: des de dlntre mateix de l'estret esquema conceptual en que I'álgebra
s'estava movent, comengaven a sorglr arguments que felen ¡nconslstents les seves limlta-
clons.
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c) L'orientado i la metodología de /'obra

L'Ars Magna ja no és un llibre d'álgebra del tipus del de Lúea Pacloll, que, peí
fet d'anar directament i primordialment adrecat a un públic no savi, suposava en el lec¬
tor una absoluta ignorancia de les técnlques aritmétiques ¡ algebraiques elementáis,
alhora que privilegiava els aspectes Instrumentáis i calculístlcs. Contrárlament, aquesta
obra de Cardano ha de ser considerada el primer tractat avanpat de teoría d'equaclons.
Conelxements com la manipulado de radicáis i d'lncognltes (sumar-los, multlpllcar-los,
dlvidir-los,...), o com les ¡dentltats algebraiques báslques, es donen per coneguts, I ja
no h¡ són descrlts. Les regles aritmétiques d'lnterés específlcament mercantil, o bé ja
no h¡ són (és el cas de les més elementáis), o bé ja no ocupen el lloc principal que els
prlmers lllbres els atorgaven: per primera vegada apareixen amb l'estatus d'aplicadons.

Alxó no obstant, la connexló de I'Ars Magna amb les primeres algebres és manifesta.
Ja hem parlat deis 10 capítols dedlcats ais aspectes práctlcs de la resolucló de proble-
mes concrets, I de la menció explícita de les necessitats mercantlls que en ells es fa.
Tant o més slgnlflcatlu és encara que l'ámblt de la teoría d'equacions, malgrat que Car¬
dano ja en fa molta, continu'í dellmltat per una concepcló de la fundó de les equacions
matelxes més práctico-instrumental que no pas teórica: les equacions encara no són con-
cebudes sino com un métode per a resoldre problemes numérlcspartlculars. El lllgám es-
tret entre la resolucló d'equaclons I els problemes concrets ajuda a entendre que el zero
fos ¡gnorat —que no rebutjat— com una solució: és una solució tan trivial, que no té cap
mena d'lnterés per ais problemes que es plantejaven. Será acceptat en un estadl més de-
senvolupat de l'álgebra, més teórlc, quan de teñir en compte les solucions nul.les de-
penguln coses com, per exemple, que una equacló de grau n tlngul n solucions, etc.

El carácter d'obra translclonal és partlcularment visible a la metodología de I'Ars
Magna. Sense teñir una estructura axlomátlco-deductiva, h¡ és present la preocupacló per
fonamentar lóglcament els resultats enunciáis (malgrat que algunes demostraclons són
¡ncompletes des d'aquest punt de vista), alxí com la d'obtenlr resultats generáis. En
particular, h¡ trobem moltes vegades justificado deis passos que es van donant per trans¬
formar una equacló: "si hom resta dues quantitats iguals de coses ¡guals, tot quedará
Igual", etc... Aquesta preocupació peí rigor I la fonamentaclócoexlstelxtanmatelx, ambtrets
propls de la metodología didáctica I Instrumental de les aritmétiques comerciáis. Alguns
resultats, especlalment els que es donen ais 10 capítols ja mencionáis al parágraf anterior,
només són expllcats per mltjá d'exemples. Sense arribar a aquest cas límlt, tots els resul¬
tats generáis van sempre acompanyats d'exemples concrets il.lustratius. Els algorlsmes I
regles de cálcul sempre són descrlts en forma de recepta de fácil aplicado. Alguns d'ells no
están demostráis, I d'altres passen amb la demostrado d'un cas particular que s'apllca
tranquil.lament en general, com per exemple x6 + N = ax, que és pres com a representant
de totes les equacions de la forma xm + N= axn, n < m (p. 68). 68).

La importancia de l'Ars Magna

L'Ars Magna és una obra auténtlcament fonamental, pero no pas pels resultats espe-
cíf¡es sobre la cúbica i la blquadrada, com sovlnt ha estat dlt, sino per tot alió que aclarelx
sobre les bases de la teoría d'equaclons, i per tot alió que delxa entreveure.

La multlpllcitat de regles d'expressló complexa —com les que donen les solucions de
les cúblques— I la multipl¡citat de relaclons aritmétiques generáis. Imprescindibles dlns
de la teoría que elaborava Cardano, constltuíren una motivado fonamental per a la mlllo-
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ra de les notacions i per a la seva adaptado a una sintaxi fructífera. L'Ars Magna feia
evident l'absoluta necessitat de crear uns simbolismes algébrales eficients per tal de
continuar avanpant. Al mateix temps, va donar perspectives radicalment noves sobre els
nombres negatius i imaginaris. Finalment, va fer paleses les limitacions del model de-
mostratiu geométric, utlIitzant-lo fins gairebé al límit de les seves possibilitats. Les reía-
cions entre arrels i coeficients, el nombre d'arrels associades a cada equació i les arrels
dobles, foren resultáis només entrevistos per Cardano, pero enunciats amb prou nitidesa
per a indicar amb claredat el nou camí que havien d'emprendre les recerques algebraiques.
Són aquests trets els que fan de I'Ars Magna, amb tota justicia, l'obra que inaugura un
nou període.
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CAPÍTOL 8:

L'ARITMÉTICA I L'ÁLGEBRA A LA PENÍNSULA IBÉRICA AL SEGLE XVI

a) L 'A RITMÉTICA. JUAN DE ORTEGA

Durant la primera meitat del segle XVI h¡ ha una série de figures espanyoles que en-
senyen matemátiques a la Sorbona. Al costat de la ja esmentada de P. Ciruelo, sens dubte
la més ¡mportant, cal citar Juan Martínez Silíceo (ca. 1477-1557) (el segon cognom és la
versió Ilatínitzada i refinada del vertader, Guijarro, del qual el seu propietari pensava que
no era el més apropiat per a un doctor escolástic), i Gaspar Lax (ca. 1487-1560). Tots dos
publicaren obres a París, i més tard a Espanya, dins de la tradició escolástica.

La primera aritmética mercantil que es publica en espanyol, ¡ la millorde tot el pe-
ríode, és el ja esmentat Tratado subtílissimo de Arlsmetica y Geometría de Juan de Ortega.
Unes quantes obres més d'aquests tipus aparegueren a la península, sobretot a partir de
1535. Llevat de la d'Ortega, són obres menors; citarem, només per l'específic interés cul¬
tural que puguin teñir, les aritmétiques publicades en catalá per Joan Ventallol, el 1521, i
per Bernat Vila, el 1596.

El Tratado de Juan de Ortega.

Havent parlat en un capítol precedent del contingut de l'aritmética d'Ortega, aquí
intentarem explicar la seva importancia histórica. Del seu autor esconeixen molt poques
coses. Malgrat que Rey Pastor va fer un treball de recerca meticulós, tot el que va aconse¬
guir saber queda condensat així: "Palentino de origen y dominico adscrito a la provincia
de Aragón, enseñó Aritmética y Geometría en España e Italia durante muchos años, priva¬
da y públicamente." (Les principáis dades biográfiques i históriques que donem són extre-
tes del Ilibre Los matemáticos españoles del siglo XVI, pp. 67-81). La majoria d'historia-
dors el fan morir el 1567, data contestada a la font citada amb arguments forpaconvin-
cents que després comentarem. La Mista d'edicions del Tratado... pot donar una idea de la
¡mportáncia que va teñir a l'época: León 1512, Lyon 1515, Roma 151, Messina 1522,
Sevilla 1534, 1537, 1542, 1552 (publicada per Busto), Granada 1563 (publicada per La-
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garto) ¡ Cambray 1612. Utilitzant una referéncia de segona má (Morgan: Arithmetical
Books, London, 1847), Rey Pastor dóna la dada que la versió en francés apareguda a

Lyon seria la primera aritmética comercial publicada en aquesta llengua. Es tracta d'un fet
que cal posar entre paréntesi, tota vegada que abans del 1500, segons el Catalogue of
Books printed en the XVth Century, "una curta aritmética comercial, també en francés,
fou impresa per Balsarin a París" (p. xiv); les nostres recerques per a obtenir una referén¬
cia més precisa d'aquest incunable han estat ineficaces.

El Ilibre d'Ortega va protagonizar una polémica entre historiadors il.lustres que el
va fer famós. L'edició del 1534, que era una reelaboració de les anteriors, modificava els
valors aproximáis de les arrels quadrades que calia calcular en els problemes de geome¬
tría. Els nous valors reapareixien a les edicions del 1537 i del 1542, peró a la del 1552 el
Tratado...

, "ahora de nuevo emendado con mucha diligencia por Gonpalo Busto de mu¬
chos errores que avia en algunas impressiones passadas" —com assenyalava la portada de la
nova edició—, tornava a donar com a valors aproximáis de les arrels quadrades els que f¡-
guraven en les edicions de 1512 a 1522. Ignorem com es va arribar a parar esment en un
detall aparentment tan nimi; el fet és que les arrels quadrades de Juan de Ortega han inte-
ressat des de fa molts anys els historiadors de les matemátiques, i ja a la década de 1880
se n'ocupaven Perott i Tannery (Cf. Sánchez Pérez (1929), p. 219). Enestróm i Rey Pas¬
tor són els altres estudiosos que es van mirar amb lupa aqüestes arrels quadrades.

Els valors aproximáis que va donar Ortega a l'edició del 1534 són:

^128,11-Ef, 8+ £.^207 *17+^

\A300s17+||, \A375s 19 + ^y , VÜ5- 11 +~ , V^75 ^ 8 + ^
285 13 103

^27 + ^,V6ñ,24 + m, V23Í.1*+?60
2.079197 1

\^800 ~ 28 + — , V 4.100^64 +-1- , vr2X)00^ 44 + „- 693 - 32 v - 2.882

valors que són extraordinaris, perqué tots, menys dos, satisfan l'equació de Pell (i. e., si

V A ~— , aleshores —- —A = —— ), i per tant representen una aproximació óptima. Se-
-

y y2 y2
gons Rey Pastor, la resolució general de l'equació de Pell no hauria estat trobada abans de
Fermat.

Ais folis 29r.-31v. (edició del 1534), Ortega explica l'algorisme d'extracció de l'ar-
rel quadrada. En tots els detalls coincideix amb l'algorisme que encara avui figura ais Ili¬
bres de text de l'ensenyament básic. L'autor distingeix entre arrels quadrades exactes,
"rayz quadrada verdadera", i les que no ho són, "aquella que no se puede llamar verdade¬
ramente quadrada porque siempre sobra algo encima de aquella suma que quieres sacar la
rayz". Per completar aqüestes ultimes, si a2 < A < (a + 1)2, Ortega explica que cal pren-

dre el valor \f~A ~ a + ——f—- , sent r = A—a2 la resta apareguda al cálcul del valor a per2a + 1

mitjá de l'algorisme mencionat. Aquesta aproximació per defecte, així com l'aproximació

per excés obtinguda fent V^A s a + , eren conegudes des de l'antiguitat, i no tenen
Z3
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cap interés especial. Els valors aproximáis que apareixen a les primeres edicions estaven
calculats atenent-se estrictament a la regla precedent; aixf obtenía:

vTÍ28s 11 + ^ ,^^80^8 + ^ ,\A3Ó0s 17 , etc.
Aquests valors, que concordaven amb el métode descrital propi Ilibre, eren els que

van ser restablerts a l'edició de 1552 per Gonpalo Busto. Tota vegada que Ortega mai no
va explicitar el métode amb qué havia calculat les aproximacions excel.lents de 1534, no

podem ser massa rigorosos en jutjar Busto, un matemátic sens dubte bastant menyscom-
petent que Ortega. Els treballs deis historiadors abans mencionáis intentaven explicar-se
per quin camf havien estat trobats aquells valors que satisfeien sistemáticament l'equació
de Pell. Contra la primera opinió de Tannery, assumida per Cantor a la seva historia mo¬
numental, va prevaler la de Rey Pastor, el qual va fer veure que totes les aproximacions
podien ser obtingudes molt senzillament per mitjá de la intercalació additiva. Com ha as-

senyalat Rey Pastor, el referent europeu més important d'aquest métode es troba a la Tri-
party de Chuquet (cf. pp. 77 i 80-81).

El que hauria fet Ortega, segons aquesta conjectura, seria el següent. A partir, per

exemple.de 17 + 11/35Í 17 + 11/34, aproximacions per detecte i excés de \J 300,calcu¬

laría la fracció
11 + 11 22

69
compresa entre 11/35 i 11/34. Desprésde comprovar, ele-

22+11
35+ 34

vant al quadrat, que 17 + 22/69 és una arrel per detecte, calcularía la tracció
33

103

69 + 34
compresa entre 22/69 i 11/34. Aleshores elevaría al quadrat 17 + 33/103, etc.

D'aquesta manera calcularía les següentes traccions:

11 + 11 22 33 + 110 143

35 + 34 69 103 + 343 "
"

446

22 + 11 33 33 + 143 176
69 + 34 103 103 + 446

'

549

33 + 11 44 33 + 176 209

103 + 34 “ 137 103 + 549 652

33 + 44 77 33 + 209 242

103 + 137 240 103 + 652 755

33 + 77 110 33 + 242 275

103 + 240 343 103 + 755 858

sent 17 + 25/78 = 17,320512 , una aproximació de \J 300 = 17,320508 amb 5 xifres
decimals exactes. Falta per aclarir si Ortega es va guiar per algún criteri teóric en utilitzar
aquest métode, com ho fa creure que les aproximacions calculades satisfaguin l'equació de
Pell. D'aixó no en sabem res.

Hem de comentar finalment un parell de qüestions. La primera, ja anunciada, és que
cal dubtar de la data de la mort d'Ortega que donen ordináriament totes les tonts, l'any
1567, tota vegada que costa de creure que l'autor hagués acceptat, en vida, les esmenes
que li féu Goncalo Busto. La segona pretén aclarir i precisar la notfcia que del frare domi-
nic donen moltes de les obres que s'han ocupat de la história de la ciéncia espanyola en
aquest peri'ode (Cf., per exemple, Vernet 1975 6 López Piñero i altres 1976). Aqüestes
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obres diuen que el Tratado... contó un métode original d'aproximació d'arrels que pot ser
considerat una novetat teórica d'interés. El Ilibre d'Ortega no inclou, malauradament, cap
métode original ni cap novetat teórica d'interés sobre el cálcul d'arrels aproximades. No-
més inclou unes dades numériques dedifícil interpretació dins deis coneixementsde l'épo-
ca. En l'obra més recent de López Piñero (1983) aquest punt ja queda ben aclarit.

Per poguer valorar correctamentles obresd'aritmética mercantil de voltants del 1500,
i molt en particular la d'Ortega, cal subratllar la importancia excepcional que aqüestes
obres d'"intenció purament aplicada" tingueren per a l'evolució general de les matemáti-
ques. La intenció purament aplicada és una caracteri'stica comuna i essencial a tots els tre-
balls d'aritmética i álgebra contemporanis del Tratado, des del Triparty de Chuquet fins al
Coss de Rudolf. Com ja hem assenyalat, és anacrónic referir a l'época la contraposició
teoria-aplicacions; aixó només será possible després de I'Ars Magna de Cardano. Les
aritmétiques mercantils no eren la conseqüéncia d'uns coneixements teórics continguts a
d'altres IIoes: eren I'origen d'una teoría que es va explicitar a posteriori.

b) L'ÁLGEBRA. PEDRO NÚÑEZ y PÉREZ DE MOYA.

Sobre un fons constituid per escasses obres, mediocres i vicáries, tres són els autors
que mereixen ser esmentats.

Marco Aurel.

El primer llibre d'a’lgebra imprés a la península Ibérica, encara que no pas el primer
que s'hi escrivia, porta el següent títol: Despertador de ingenios. Libro primero, de Arith-
metica algebratica, en el quai se contiene el Arte mercantivoi, con otras muchas Regias del
Arte menor, y la regla de la cosa: sin ia qual no se podra entender el décimo de Euclides,
ni otros muchos primores, assi en Arithmetica como en Geometría, por Marco Aurel, na¬
tural Alemán. Del seu autor no sabem sino que era alemany, com ell mateix declara, i que
l'any 1541, quan va publicar una aritmética mercantil, ja residía i treballava com a mestre
d'aritmética a la ciutat de Valencia.

L'Arithmetica algebratica aparegué a la mateixa ciutat el 1552. El contingut del
llibre, segons Rey Pastor, és una versió, potser resumida pero amb seguretat mal paída,
de la Summa de PacióIi. Una cosa revela que Marco Aurel no era un matemátic de pri¬
mera ni de segona fila: per resoldre una equació del tipus ax2 + c = bx dóna la fórmula

—

, advertint que quan el nombre afectat per l'arrel no és positiu
a be

o zero, llavors la solució s'obté amb la mateixa fórmula posant ( )2 H !!. Pérez de2a a

Moya, del qual ara parlarem, va copiar a Marco Aurel l'error esmentat, juntament amb
moltes altres coses. El tret més interessant i positiu de VArithmetica algebratica rau en els
simbolismes que utilitza. El seu autor estava al corrent delssímbols propis de Leseóla ale-
ftianya, i amb ells escriu el llibre. Així el el " i els símbols de la radicació van apa-
réixer a Espanya relativament d'hora.
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Juan Pérez de Moya (n. 1513).

L'obra de Pérez de Moya és important peí que va representar des del punt de vista
de la divulgació. La seva obra més notable, VAritmética Practica y Especulativa (Salaman¬
ca, 1562), va conéixer no menys de 14 edicions en un peri'ode de 200 anys. Durant el se-
gle XVI, quan encara no havia quedat antiquada, arriba a ser apreciada i molt coneguda
tora d'Espanya per la seva part d'aritmética (Cf. Rey Pastor, p. 104).

L' obra es divideix en 9 parts o "libros", desigualment extenses i rellevants. La pri¬
mera i la segona són dedicades a les operacions amb enters i trencats, respectivament. La
tercera "Trata de la regla de tres, y compañías, y testamentos, o partijas, y finezas de oro,
y otras cosas tocantes al Arte, que dizen menor" (foli 66v.; les referéncies es fan a l'edició
de 1675, Madrid). Els métodes d'una i dues falses posicions encara s'expliquen en aquesta
part. El libro quarto "Trata de algunas reglas de Geometría, pratica necessaria para el me¬
dir de las heredades" (f. 89r.): tota la preocupado és posada en el cálcul d'árees. La cin-
quena part és una barrija-barreja, amb elements de la teoría pitagórica de nombres ("del
[número] superfluo, diminuto y perfecto" etc.), amb un capi'tol dedicat a "las consonan¬
cias y las dissonancias de música, y de sus definiciones" (f. 108v.), i amb un altre dedicat
a la proporcionalitat. En aquest contenga a manejar arrels, i amb elles apareixen algunes
síncopes. El capítol acaba proposant, i resolent amb receptes, problemes que condueixen
a sistemes 2x2 no lineáis. La part sisena 'Trata reglas para contar sin pluma, y de reduzir
unas monedas Castellanas en otras" (f. 114v.).

Al foli 128r contenga el "Libro séptimo. En que se pone un compendio de la regla
de la cosa, ó arte mayor". Tant per la seva extensió —60 folis sobre un total de 215, com

peí poema i el prefaci de dues personalitats que l'encapgalen, aquesta era manifestament
la part més important de l'obra en la intenció de l'autor. Pérez de Moya comenpa adver¬
tí nt que els símbols que introduirá per designar les poténcies de la incógnita "son inventa¬
dos por causa de brevedad: y es de saber, que no es de necessidad, que estos, y no otros
ayan de ser, porque cada uno puede usar de lo que quisiere, y inventar muchos mas,..."
(f. 129v.). Els símbols que segueixen no tenen res a veure amb els italians, pero tampoc
no són própiament els alemanys. En cap moment no menciona els "+", ", ni els sím¬
bols radicáis. Afegeix que el lector fará bé de serví r-se deis símbols esmentats "porque son
mas breves", peró que ell fará servir uns altres "caracteres”... "porque no avia otros en la
Imprenta", i déna la llista de les síncopes ita lian es:

n. per numero R . . . . . primero relato (x5

co . . . . cosa (x) cecu . . . censo y cubo (x6

ce . . . .censo (x2) RR . . . segundo relato (x7

cu . . . .cubo (x3) ccce . . . censo de censo de censo (x8

cce. . . . censo de censo (x4) ccu . . . cubo de cu bo (x9

r. "quiere dezir rayz quadrada"; es representa per rr., i ^~per rrr.
"p. quiere dezir mas", i "m. quiere dezir menos"... "el uno es copulativo, el otro

es disminutivo", "¡g. quiere dezir igual" (f. 131 r.).
Després d'ensenyar a manejar radicáis quadrats i cúbics, comenpa amb el que ano-

menem, avui, operacions amb polinomis. És interessant el capítol de la multiplicació. Per
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Fig. 27. Primera página de quatre, de les múltiples edicions de /'Aritmética prédica de Pérez de Moya,
la primera edició de la qual es remunta a l'any 1562. El pas deis anys es reflecteix perfectament en
l'evolució de /'ortografía. L'exemplar del 1675 pertany a la Biblioteca de Catalunya, i ets restants
a la Biblioteca Universitaria de Barcelona.
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saber quin és el resultat de multiplicar "co. por ce. ó otros cualesquiera caracteres”, dóna
les instruccions següents (f. 148v.):

"... se tendrá cuenta con la tabla siguiente.
0. 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
n. co. ce. cu. cce. r. cecu. rr. ccce. ccu.
Desta figura has de notar, que cuando multiplicares en qualesquiera destos caracteres por
otro,sumarás los numeras que los tales caracteres tuvieren sobre si, y loque montare, mira
sobre que carácter está otro tanto, porque aquel tal carácter será el producto de los dos mul¬
tiplicados."

El següent és un deis exemples que posa del producte de polinomis; no cal dir que
cap definició general o abstracta no n'és donada. L'algorisme és ¡l.lustrat amb exemples
explicáis pas a pas, producte de mononti per monomi.

4.cu. m. 2.co.
3.co. m. 5.n.

m.20.cu. p. 10.co.
12.cce. m. 6.ce.

m.20cu. p.12.cce.m.6.ce.p.10.co.

Mateixa operació expressada
amb sfmbols módems
4x3 — 2x
3x - 5

12x4-6x2
-20x3 + iQx

12x4 _ 20x3 _ 6x2 + 10x

A continuació, Pérez de Moya explica com manejar expressions de la forma (a i b
sempre són nombres especi'fics i positius) a + \f~b ¡ V~a~+ \/~b ("binomios”), i a— \J~b i

("disjuntos” o "residuos”). S'ocupa de sumar-les, restar-les, multiplicar-les i di-
vidir-les, i en particular ■ de la racionalització. Per exemple, utilitzant la identitat

Va~+ V"b = \J a + b + 2\Aab sense cap mena de justificació ni d'éxplicació, trobem,
al foli 136v:

"r. V. de 8.P.r.60 (...) sacando r. de este binomio (...) vendrá r. de 5.P.r. de 3.” (f. 136v)

Restituint les sincopes i tenint en compte que "P" és una abreviació de plus,
obtenim:

r(aitz) V (niversal) de 8 más r(aiz) de 60 (...) sacando r(ate) de este binomio (...) vendrá r(afz)
de 5 más r(afz) de 3

és a dir, -^8 + \f 60 = \/~5 + y/~3.

Ais capftols que dedica a les equacions, malgrat que en tractar les de segon grau que
poden teñir solucions imagináries comet el mateix error que Marco Aurel, podem assenya-
lar un principi de classificació general que supera alió que normalment oferien les álgebras
d'aquest tipus. Pérez de Moya diu explicitament que el métode pera trobar les solucions
de ax = b, ax2 = b, ax3 = b,..., ésaplicable a axm+ 1 = bxm, axm+ 2 = bxm, etc. La for¬
mulado és molt enfarfegada, perqué tot aixó és dit retóricament. La mateixa cosa passa
quan assenyala que la resolució de les equacions de 2on grau és aplicable a equacions de
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la forma ax4 + bx3 + ex3 = 0, ax3 + bx3 + ex4 = 0, etc. El nostre autor, com tots els
de l'época, sempre Ignora les solucions nul.les. Aquestcapítol acaba explicantcom es pot
aplicar el que ha estat dit anteriorment a equacions de la forma ax4 + bx2 + c = 0,
ax6 + bx3 + c = 0, etc. Poc abans de concloure aquesta part dedicada a l'álgebra, es parla
deis problemes que exigeixen més d'una incógnita, sent introduida "l.q", de "quantidad",
per a la resolució deis mateixos.

La vuitena part de l'obra "Trata de algunos caracteres de cuentas, monedas, y pesos
antiguos, juntamente con unas reglas para sacar las fiestas que dizen movibles" (f. 178v.).
D'un deis seus capítols, el XXX, dedicat al calendan i al temps, no volem deixar de donar
dues cites, malgrat que s'aparten del nostre tema. Al foli 188 s'hi diu: "contando desde la
creación del mundo, hasta el año 1588han passado (según opinión de Eusebio) 6.787 años.",
quantitat que l'autor dóna per bona. Una mica més endavant apareix la següent relació
d'unitats horades: "Momento es la dezima parte del punto, o quarentena parte de hora.

1
Uncía, o minuto, es una dezima parte del momento. Atóme es — de la uncía, y es lo que

no recibe división, asi como el punto en la linea" (f. 191 r.; el subratllat és nostre).
El "Libro nono", l'última part de l'obra, conté un diáleg entre dos estudiants. Anti¬

maco i Sofronio, defensant l'un la importancia de saber aritmética, i argumentant l'altre
que "no ay ninguno que no sepa contar, teniendo dineros".

Pedro Núñez (1502-1578).

El portugués Pedro Núñez és Túnica figura de talla present en el mediocre context
que hem dibuixat. Després d'estudiar Filosofía i Medicina a Lisboa, fou anomenat, el
1529, Cosmógraf reial a la cort portuguesa. Professor de matemátiques a Salamanca du-
rant 6 anys, i després a Coimbra des del 1544 al 1561, aquí tingué com a deixeble a
C. Clavius, el que després seria matemátic famós i personatge decisiu en la reforma grego¬
riana del calendari. Núñez es va ocupar del problema del crepuscle mínim; segons Sán¬
chez Pérez, "En ella [en l'obra De crepusculis, Lisboa, 1542] resuelve el problema del cre¬
púsculo mínimo presentado por Bernouilli dos siglos después, y en la misma obra aparece
propuesto el artificio del nonius, ..." (p. 215). Totes les obres de Núñez, llevat d'un
parell que tot seguit comentarem, van ser publicades en Nati, l'autor sent anomenat ales-
hores Petrus Nonius. D'aquí el nom de l'aparellet de mesura del qual Núñez va donarla
idea essencial.

La tercera contribució ¡mportant del portugués a la ciéncia són les loxodromes.
De les precises i acurades referéncies que dóna ErnstCrone, situant amb exactitud l'obra
de Stevin, extraurem una amplia cita que explica prou bé Torigen d'aquestes corbes i la
contribució del cosmógraf portugués:

"En resposta a qüestions que havien sorgit de la práctica de la navegacld, Pedro Nunes (...)
va procedlr a estudiar, el 1534, la li'nia de la superficie terrestre que és descrita pervalxells
que segueixen un rumb constant, (...). Dibulxant I Cnies aixT sobre un globus, va aconseguir
determinar llur forma. Trobá que eren de caracteri'stlques compllcades. Pocs anys més tard,
en el seu Tratado em defensam da carta de marear de 1537, va donar una deflnlcló I descrip-
ció d'aquestes ITn¡es, que anomená llnhas dos rumos. En la p. 143 afirma: "Les li'nles de
rumb no són cercles, slnó corbes irregulars que van fent angles ¡guals amb tots els merldians
pels quals passen". En aquest tractat l'autor subratlla la diferencia entre navegar sobre aques¬
ta Ifriia I fer-ho sobre un cercle mdxim. D'entrada, Nunes va pensar que aqüestes h'nles es
trobaven en el pol, pero me's tard es va desdlr d'aquesta aflrmacló.” (Stevin, vol. III, p. 491).
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Núñez demostrava, particularment, que la distancia mínima entre dos punts corres-

poma al cercle máxim, i no a la corba loxodrómica. Va desenvolupar la qüestió el 1566,
publicant en llatí una versió ampliada del Tratado em defensam... En ella descrivia el
quadrante esférico fiexivei, un estri que permetia dibuixar loxodromes sobre un glo-
bus. Mercator (1512-1594), el cartógraf i constructor de globus terraquis, mai no hau-
ria pogut idear la projecció que porta el seu nom —la que transforma loxodromes en

rectes—, sense els treballs previs de Núñez. Per aquesta i altres contribucions, en parti¬
cular al problema de la determinació de la longitud en alta mar, l'autor portugués és consí-
derat el fundador de la navegació científica.

Alio que més directament ens interessa de la seva producció, peí tema i per la vincu-
lació a la história espanyola, és el Libro de Algebra en Arithmetica y Geometría (Amberes,
1567). El Ilibre s'obre amb una dedicatória de l'autor al Cardenal-Infante D. Enrique, en
portugués i datada el 1564. Explica en ella que l'obra estava escrita des de feia 30 anys
—dada acceptada per tots els historiadors— i que, encara que l'original estava en portugués,
"considerando que ho bem quanto mais cómum & universal, tanto he mais excellente, &
porque a lingoa Castelhana he mais cómum em toda Espanha que a nosa, por esta causa
aquis trasladar em lingoa Castelhana,..." (f. aiii r.).

¡DE ALGEBRA
n \T A n r'-T-TT-V tr-'^r-.r^.EN ARITHMETICA;

Y GEOMET.RI A.

Fig. 29. Primera página
del Libro de Algebra de
Pedro Núñez (Amberes,
1567). Exemplar de la
Biblioteca Menéndez Pe-

layo de Santander.

■ ñez, Cofmographo Mayor deT Rey
de Po'rcugal, y Cached rauco Iubi-

¡ado en la Cathedra de Matlje-,
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Des del punt de vista deis continguts, el Libro de Algebra s'havia quedat antiquat en
la data de la seva publicació, pero des del punt de vista de l'orientació i de la metodología,
i per la manera de tractar punts delicats del nou saber algebraic, l'obra s'integra perfecta-
ment dins del context, conceptualment molt més desenvolupat, propi de l'últim terp del
segle XVI. Tant és així que Stevin, el gran algebrista del segle junt amb Vieta, cita Núñez
com un deis seus predecessors en la teoría d'equacions al costat de Cardano, Stifel i Bom-
belli (Stevin, vol. IIB, p. 474).

El Libro de Algebra es divideix en tres parts. La primera e's dedicada a les equacions
de 1er i 2on grau. La segona se subdivideix en tres altres parts: una dedicada a les opera-
cionsamb polinomis i fraccions algebraiques, una altra ais radicáis, i la tercera a les pro-
porcions. L'últi.na i tercera part principal de l'obra és dedicada ais problemes; és la més
extensa, omplint els folis 123 a 323 deis 341 que té l'obra. Una "Carta a los Lectores, la
qual es censura de la Algebra de Nicolao Tartalla, ...", redactada possiblement al moment
de la publicació, posa el punt final.

Un deis aspectes que reflecteix la valúa matemática de Núñez és la seva concepció
de l'álgebra. Ja hem dit que a l'época en qué va escriure el Ilibre, a comenpaments deis
anys 30, l'álgebra encara no tenia una entitat própia, apareixent merament com a un
apéndix de l'aritmética. La seva obra, en canvi, li atorga aquesta entitat, desenvolupant
una teoría de les equacions i una teoría de les operacions polinómiques, i situant clara-
ment a part, al final del Ilibre, les aplicacions de l'álgebra a la resolució de problemes. Ja
hem vist que calgué esperar a I'Ars Magna de Cardano, el 1545, per trobar la primera obra
impresa elaborada amb aquest criteri.

En la seva preocupació per fonamentar sólidament les regles algebraiques, Pedro Nú¬
ñez dóna les demostracions clássiques de les regles de resolució de les equacions de 1er i
2on grau, peró n'afegeix d'altres origináis, perqué troba que les primeres són poc rigoroses.
Les poténcies de la incógnita, que ell anomena dignidades, les introdueix així (f. 24r. i v.):

"La primera quantidad destas que llamamos dignidades, que assi van ordenadas en propor¬
ción, es la Cosa, y por essa causa le fue dada la unidad por denominación. La segunda es el
Censo, al qual cupo 2 por denominación. La tercera es el Cubo que tiene 3 por denomina¬
ción. La quarta es Censo de censo, que tiene 4 por denominación. La quinta se llama relato
primo, cuya denominación es 5. La sexta es Censo de cubo, o Cubo de censo, y su denomi¬
nación es 6. Por este modo proceden los Arithmeticos, y van criando las otras dignidades, y
tiene cada una dallas la denominación, que la orden leda. La qual nos dize quantas propor¬
ciones tiene cada una de las dichas quantidades comparada con la unidad, de aquellas que la
Cosa guarda con la misma unidad."

Les propietats de les operacions amb dignidades són deduides pas a pas i amb mol-
ta cura de les propietats d'una "progression de continua proporción". Així demostra, en
particular, que per multiplicar dignidades cal sumar les denominaciones. Les operacions
amb polinomis i fraccions algebraiques (aqüestes ¡ntroduídes a partir de la divi si ó de poli¬
nomis) són justificades de la mateixa manera.

A partir del problema de la simplificació de fraccions algebraiques, Núñez es va
preocupar per la recerca d'un métode que donés el més gran comú divisor de dos polino¬
mis, métode que ell no va trobar. El següent comentari de Stevin, el primer que va veure,
el 1585, que l'algorisme d'Euclides podía ser ¡gualment utilitzat per ais polinomis, deixa
ciar que les temptatives cóntrngudes al Libro de Algebra són el principal antecedent que
va teñir, i fa veure fins a quin punt aquesta era una obra avanzada el 1530:

"Petrus Nonius, al comengament de la tercera part de la seva Álgebra, estimava que llavors
aquest problema [e/ de la determlnacló del m.c.d.] no eslava ¡nventat per regla general, per
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ticio-

Fig. 30. Un exemple de divisiá de
polinomis al Libro de Algebra de
Nuñez (p. 32r).

la qual cosa ell en descrivia alguna manera per tempteig. Nosaltres descriurem la seva legiti¬
ma construccid, que sera semblant a l'operació de la ¡nvenció de la més gran comuna mesura

[e/ m.c.d.] de nombres Aritmétics enters ...” (Stevin, vol. IIB, p. 577).

Una altra mostra de la valúa del matemátic portugués rau en la conscléncia clara i
explícita deis problemes no resolts que afectaven l'ampliació del concepte de nombre. Ja
a la primera página del Ilibre adverteix que "Numero en esta Arte se dize cualquiera quan-
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tidad (...). Como quien dixiesse 8, 9, 10, — , -j-, 8 , 8 , Raiz de 8, (...) Raíz
<1 ¿ o 4 ¿ o

de 8 —"(el subratllat'és nostre). Quan comenca la part dedicada ais radicáis, i ha d'intro-
4

duir el concepte d'arrel quadrada, després d'assenyalar que no tots els enters tenen arrel
quadrada entera, afegeix "Y por nos fue demonstrado en otra parte que el numero que no
tiene raiz perfecta, y punctual, que sea numero, no la podra tener con quebrado, toma¬
mos agora numero en su verdadero ser, que es colection de unidades (...). Por lo qual
cuando a numero no quadrado communmente assinamos por raiz numero con quebrado,
essa tal raiz no puede ser perfecta y punctual, mas es propinqua. (...) y la diferencia es un
poco mas, o un poco menos. De suerte que siendo por si misma multiplicada, hara el nu¬
mero cuya raiz buscavamos, no precisamente, mas sera tan chica la diferencia, que para la
practica de lo que se trata bien se puede tomar por raiz, y teniendo aun en esso escrúpulo
poderemos tomar otra mas propinca entre los términos de mas y de menos. Pero aun que
el numero no quadrado considerado en su actual y verdadero ser, el qual consiste en uni¬
dades de cosas separadas o discontinuas, caresca de perfecta raiz quadrada, como avernos

dicho, considerándolo pero como continuo, en el qual esta en potencia todo numero, ter¬
na perfecta raiz quadrada." (f. 43v.-44r.). Posa com exemple un quadrat que mesuri 6
"pies quadrados". El seu costat, diu, és mitjana proporcional entre una li'nia que mesuri 6
peus de Margada i una altra que mesuri un peu. "A este lado quadrado que impropiamente
se dize raiz, llaman communmente los Arithmeticos raiz sorda de 6. La razón del nombre
deve ser, porque se puede dar en linea y mostrar a la vista, pero no se puede oyr lo que re¬
presenta, y por esso la llaman sorda" (f. 44r.)

Al Libro de Algebra es proposa una notació interessant per a les arrels, malgrat que
el 1567 ja no tenia virtualment possíbilitats de triomfar sobre l'alemanya. Les arrels qua-

drades, cübiques, quartes, ... són escrites aixi': 2R, 3R, 4R, 5R,... El gran problema de la
notació deis radicáis (amb els si'mbols italians o amb elsalemanys) sempre va ser la falta
del paréntesi, és a dir, la manera de distingir arrel de 3 més arrel de 5, d'arrel de (3 més ar¬
re! de 5). Un deis artificis més comuns va ser la "v" d'"universalis". Com diu Núñez

(f. 45v.).: "R.v.R.9.p.22 [ y/ \/9 + 22] cuyo valor sera 5 porque R.9 es 3 que junto con

22 hazen 25 cuya raiz es 5". Els problemes venien quan calia distingir yj \[~b +~3 + \J~2
de yj \f~b -fH” + \f2. L'artifici que proposa Núñez l'explicarem amb el mateix exemple
que ell utilitza. L'expressió L.R.9p.R.4.p.R.v.11.p.R.25 , a causa de la "L" del comenpa-

ment, que "liga" totes les arrels, significa y/H + yj~4 + y/~V\ + \/ 25. En canvi
"R.v.11.p.R.25.p.L.R.9.p.R.4 ya nos haria otro sentido, porque parece que la palabra
R.v. puesta en el principio alcanpa todo, (...) y su valor sera raiz de 21" (f. 46r.), és a dir

cjje l'expressió citada significa \J 11 + V 25 + n/IT+ \J~4.
Les operacions amb radicáis són tractades amb la cura que ja hem esmentat peí que

toca a les demostracions i justificacions. Totes el les acaben —o comencen— amb alguna
proposició deis Elements d'Euclides, especialment amb les referents a les proporcions,
que és alió a qué Núñez sempre refereix les quantitats que maneja. Aquesta és la rao, diu
explícitament, de dedicar tota una part de l'obra a reescriure la teoría de proporcions
(f. 66r.). Particularment interessant per a comprendre les limitacions del mane teóric ar-
caic en qué es movía l'álgebra, és el següent tractament d'una identitat algebraica. Després

d'ensenyar com es poden racionalitzar denominadors del tipus y/~a~+ y/~b, yja + y/~b,
y/T + y/~b + y/c i ffa + f/b (pero ell sempre maneja nombres concrets i positius), per
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acabar, s'enfronta amb la racionalització de $ 5 + -^3 (f. 64r.-65v.)- Eli explica que cal
multiplicar numerador i denominador per $ 25 — ^/"l5 + i que a sota quedará
5 + 3 = 8. Núñez tradueix al llenguatge de mitjans proporcionáis els termes ’§'^2É5, ^Íí>
i ^9, per poder demostrar que els productes creuats d'ells per <3^i ^3 s'el¡minaran en¬
tre si necessáriament, és a dir, independentment que els nombres en joc siguin 5 i 3. En
abséncia del llenguatge -§^52, ^3.5, etc., és notable que aquest recurs fos, si no l'üriic, sí
el que Núñez va trobar més adient per a establir la identitat.

A propósit hem deixat per al final un deis detalls més ¡nteressants que hom troba al

Libro de Algebra. Núñez es proposa racionalizar
\/ 4 + V2Í (f. 61v.; utilitzarem els

V 1 + \A~9~
sfmbols módems per agilitzar la transcripció), i multiplica a dalt i a baix per y 1 — %/lT
Al denominador li apareix V — 8, pero no en fa cap comentari, i continua operant:

= V4 + >/25- V 144- \Affl _

y/1 + vTVl -

/ 33
2 ^ + y/~3 . Un cop acabada la racionalització, fa observar1 _ / 25

2 V 64 ~
que el quocient que havia proposat conté "números quadrados", i es pot calcular efectiva-

• V4 + _ \Z~9~ _ 3

V1 +V~9 VT 2
ment: que el mateix resulta si s'opera a

, o si s'opera a la última arrel. I acaba

l'exemple puntualitzant:

"Pero a quien esto no quadrare, y tuviere escrúpulo en el partir por R.m.8. [ V—8J licencia
le queda para convertir R.v.1.p.R.9 [ >/1 + >/!)] en esta R.v.R.9.pl [ \/\/~9 + l]que
significa lo mismo, (...) y verna por partidor p.R.8. [ + y8] (...). Y quesimos obrar por
aquel modo, para que sepamos, que siempre viene lo mismo. Pero mas inteligible es, la
menor quantldad del reciso [de 1 — V^]ser declarada por menos." (f.62v.).

El tractament anterior d'una quantitat imaginaria és il.lustratiu de com aqüestes
quantitats no podien per menys que aparéixer en el transcurs de les cada vegada més com-
plexes manipulacions algebraiques. No sabem si aquest tractament ens ha de fer conside¬
rar Núñez un innovador. Possiblement sí, tota vegada que ell i Cardano són deis pocs que
s'atreveixen a mencionarles quantitats imagináries. En qualsevol cas, és interessant subrat-
llar el paral.lelisme entre les mencions que aquests autors en fan, i, molt particularment, el
fet que, en tots dos, la conservació de les regles algebraiques formáis, fins i totquan deixen
de teñir el sentit que habitualment els donem, sigui alió que fa manejables aqüestes quan¬
titats. També és interessant, pero, que en abséncia d'un bon referent, d'un model al
qual aplicar aqüestes quantitats, les mencions no ultrapassin el nivelI de la constatació
d'uns resultats curiosos i sorprenents.
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ADVERTENCIA

És sabut que la lógica deis processos histories coincideix rarament amb la lógica
que ordena els fruits d'aquests processos dins d'esquemes euclidis. És un fet, peí que
fa a la historia de les matemátiques, que s'expressa ¡ngénuament dient que el desenvolu-
pament historie no és lógic. Són dues les oposicions que h¡ ha al darrera d'aquesta con¬
frontado entre la historia i la lógica. D'una banda, la que deriva del fet que la seqüéncia
de resultats propia de la seva estructurado axiomático-deductiva és ¡ndependent de la
seqüéncia temporal. D'una altra, que aquí ens ¡nteressa específicament la que sorgeix
de l'análisi del procés de formado de teories a la llum del nostre sentit comú; análi-
si en qué les etapes d'aquest procés resulten difícilment comprensibles i explicables
des de la perspectiva que dona el procés acabat.

La lógica propia, real, del procés de constitució de l'álgebra simbólica, com la de
qualsevol altra doctrina, s'articula sobre motivacions i condicionaments de dues classes.
Els que poden ser més fácilment identificáis i estudiáis són els que depenen del context
social on és elaborada la doctrina. Aquí utilitzem context social en un sentit ampli, re-
ferint-nos a preocupacions, necessitats, suggeréncies,... que tenen a veure amb les condi-
cions sócio-económiques, el clima cultural i ideológic, el nivell técnic i el grau de desenvo-
lupament d'altres sabers teórics. En capítols precedents hem precisat fins on hem pogut
els factors d'aquesta mena presents en la génesi de l'álgebra simbólica. Pero és evident que
aquests factors no esgoten l'autonomia de l'elaboració teórica, que no són, per dir-ho amb
una imatge biológica, sino una mena de matriu que condiciona la constitució i fa possible
el desenvolupament del nou sistema conceptual. Les motivacions i condicionaments que
constitueixen aquest substrat els podem anomenar externs. Molt més difícils d'aillar i de
descriure són els condicionaments que provenen directament deis conceptes en joc i de
llurs relacions, i que fan que la constitució o el desenvolupament d'una teoría emprengui
un camí, o camins, i no pas d'altres. Són aquests factors ¡nterns els responsables deis
diferents graus de claredat o incomprensibilitat, d'evidéncia o de dificultat amb qué ens
apareixen els conceptes, en si mateixos i en llurs interrelacions.

Arribar a explicar completament com es va constituir l'álgebra simbólica cau del
tot fora del nostre abast. Aixó no obstant, després d'escoIIir quatre aspectes que hem
trobat prou significatius, hem gosat emprendre'n l'análisi amb la pretensió d'aconse-
guir, en primera aproximació si més no, un coneixement més profund i acurat de la géne¬
si de l'álgebra simbólica. Som conscients que el nostre intent d'interpretació de l'evolució
del concepte de nombre, de l'aparició deis negatius, de l'elaboració deis primers si'mbols
algébrales, i de l'evolució del concepte d'equació polinómica, que són els quatre temes
que analitzarem, ens conduirá a resultats provisional i incomplets. Fins i tot és possible
que algunes conclusions hagin de ser rectificades des de perspectives obertes per l'estudi
de la darrera fase de constitució de l'álgebra simbólica, la de Vieta i Descartes. Pero hem
preferit córrer el risc d'equivocar-nos a deixard'emprendre un cami' que creiem fructi'fer.
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CAPÍTOL 9:

L'EVOLUCIÓ DEL CONCEPTE DE NOMBRE

La concepció grega deis nombres está íntimament vinculada a la geometría. És un
problema de molta envergadura esbrlnar quines foren les causes que propiciaren un desen-
volupament de l'aritmética, circumscrita básicament ais enters, molt per sota de les con-
questes realitzades al camp de la geometría. Sia perque la perfecció ,del raonament
iógic desenvolupat pels grecs trobés a la geometría el seu millor aliat o model, sia perqué
els grecs no van disposar d'un sistema eficap de denominado deis nombres, un sistema que
facilités algorismes senzills per a resoldre els problemes del cómput, el cas és que l'aritmé-
tica del cálcul resta endarrerida en relació a l'avenp global efectuat en matemátiques.

Els grecs coneixien algunes relacions de caire algebraic entre certes operacions
numériques: (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ;

a2_ t)2 = (a + b) (a — b); (a + b + c)2 = a2 + b2 + c2 + 2ab + 2ac + 2bc.

Aquest coneixement naixia directament de la práctica empírica i de la constatado
geométrica, peró en cap cas no eren fruit d'un estudi algebraic realitzat dins del camp
numéric. Així és que les demostracions de les identitats anteriors eren de caire similar
a les figures aquí reproduídes:

ac ab a2

be ab

c2 be ac

c b a
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El model de demostrado, per a totes les ¡dentitats d'aquest tipus, es basa en la cons-
trucdó geométrica, a l'igual que la demostrado del Teorema de Pitágoras inclosa ais
Elements d'Euclides. És precisament aquest model de demostrado el que més gran
influencia exercirá, al Ilarg deis anys, entre les diferents civilitzacions.

Resulta obvi en aquest context que les primeres poténcies d'un nombre vinguessin
definides pels mots "quadrat" i "cub", associades a la figura geométrica corresponent,
i que les poténcies superiors es derivessin, per composició, d'aquestes.

Fins a l'última etapa del període grec no apareixerá la figura de Diofant, extraor-
dináriament brillant, pero afilada dins del marc d'elaboració de la matemática grega;
ell s'encarregerá d'edificar una nova aritmética, que apunta directament a l'aparició de
recursos algebraics o técniques aritmétiques que escapen al tractament geométric. De fet,
Diofant subministrará a la historia futura quelcom més que un Ilibre, ja que el seu lle-
gat més precios será un material de problemes aritmétics a resoldre que alimentará la
capacitat creativa deis matemátics fins ais temps de Fermat.

L'excepcional figura de Diofant requeriría una análisi més acurada, per tal de
veure fins a quin punt la seva obra representa una ruptura metodológica amb l'etapa an¬
terior. H¡ ha certes dades que fan decantar-se per la resposta afirmativa. En efecte, ex-
posarem algunes característiques especifiques de la metodología que trobem ais sis
Ilibres d'aritmética.

1) L'obra no es presenta des d'un punt de vista de proposicions ordenades deduc-
tivament. De fet no h¡ ha cap enunciat "teóric", sino que es presenten unes Mistes graduáis
de problemes de carácter algebraic, i a continuado la seva solució.

2) El fiI conductor del raonament no és basa ja en la construcció geométrica (l'obra
no conté cap dibuix, exceptuant el Ilibre seté, de les figures poligonals); contráriament,
pren eos definitiu l'entitat abastracte del nombre "desconegut" (incógnita), que Diofant
anomena "arithmos", i amb el qual opera de la mateixa forma que si es tractés d'un
nombre qualsevol conegut.

3) La notado simbólica comenpa a prendre certa existéncia, encara que més com
a taquigrafía, que no pas com a automatisme de cálcul, pero configurant de forma clara el
que més endavant s'entendria per una equació (la simbologia de Diofant és descrita a la
p. 160).

Diofant rebutja sistemáticament qualsevol solució numérica d'una equació si
aquesta solució apareix en forma de radical. No en dona cap explicació, sino que simple-
ment ho adopta com a un fet. El seu camp numéric és limita exclusivament a enters
positius i a fraccions positives. Potser no estaría de més dir aquí que el paper que juguen
els nombres trencats és similar al deis enters, sent aixi'que uns i altres poden interpretar se
com a quantitats exactes d'una determinada unitat de mesura, siguí aquesta la unitat o
una fracció de la mateixa. No seria aquesta una de les primeres ocasions en qué, dins d'un
Ilibre de matemátiques, els enters i els trencats apareixen com objectes funcionalment
equivalents (que poden desempenyar una mateixa fundó)?

En contrast amb la forma en que els grecs tracten i consideren els nombres, tro¬
bem que els árabs se serveixen deis nombres com a eina fonamental de cálcul. L'aritmética
del cómput experimentará un avenp sense precedents, fent-se indispensable en certes árees
de la vida social árab. En efecte, dins de la civilització árab apareix l'excepcional fi¬
gura de l'aritmétig professional (el faradís) encarregat d'assegurar la distribució de l'herén-
cia d'un difunt, segons el nombre i qualitat deis seus descendents i ascendents. La juris¬
prudencia musulmana, derivada de la interpretado de l'Alcorá, estipula uns repartiments
de tipus proporcional, pero molt complicats, segons els vineles del familiar mort. No és
d'estranyar que els servéis d'aquests primers matemátics professionals abonessin el terreny
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del desenvolupament estrictament aritmétic, de manera que van cristal.litzar diverses
metodologies per a la resolució de problemes, des de la regla de tres fins ais métodes d'una
falsa posició i dues falses posicions.

Per altra banda, cal considerar l'extensió que assolí el comerp arreu de l'lmperi
árab, amb la consegüent exigencia d'una bona comptabilitat mercantil, que trobava en el
sistema decimal la forma idónia per a realitzar les operacions aritmétiques elementáis que
intervenen en tota transacció comercial.

Aquest tipus de condicionaments socials i l'oportunitat d'haver.adoptat el sistema
decimal creat pels hindús (óptim per a abordar els problemes aritmétics abans esmentats)
féu que el centre de gravetat es traslladés de la concepció del nombre al problema del
cómput. La recerca deis algorismes més apropiats per a realitzar les distintes operacions
numériques dona aviat els seus primers fruits. Tanmateix, les aritmétiques árabs presen-

taven, si bé no de forma explícita, una classificació de les diferents categories de nombres
en funció deis algorismes de cálcul de cada una d'elles. D'aquesta forma tenien un tracta-
ment específic les següents classes de nombres:

Els nombres enters positius
Els nombres trencats

Els nombres mixtes (enters amb part trencada)
Els nombres radicáis
Els nombres composats de sumes radicáis
Si la preocupació per definir cada classe de nombres és ben nimia, no ho és en can-

vi l'extensió explicativa que es dedica al seu cálcul. Les propietats de les operacions
entre els nombres no mereixen cap tractament especial, tan sois se les utilitza quan
convé per a calcular, sense més explicacions.

En aquest marc, i amb aquesta óptica de treball, els árabs varen aconseguir sinteti¬
zar d'una manera diáfana el comportament deis nombres quan aquests eren sotmesos a les
diferents operacions numériques, establint regles d'operativitat perfectament definides,
com les deis signes més i menys quan h¡ intervenien productes. Aqüestes regles no aparei-
xien per a aprofundir dins els mecanismes de l'operativitat algebraica, sino, primer, com a

conseqüéncia natural de resoldre productes numérics, com 5 — y/~3 multiplicat per
7 — y/~5, i després productes dins del marc de les transformacions d'equacions, com:

(x + 2) (x - 1) = 3; x2 + 2x — x — 2 = 3

Aquests tipus de regles mai no són justificades, sino a través de la práctica empí¬
rica.

En aquesta aritmética operativa deis árabs, els tipies problemes de planteig tro-
ben el marc més natural de resolució, i el concepte de proporcionalitat és ámpliament
desenvolupat. Les proporcions deixen ja d'ésser raons entre segments per a convertir-se
en raons entre nombres, que expressen la comparanza entre els seus valors aritmétics.

El Renaixement de la matemática europea es nodrirá d'aquesta concepció del
nombre que permet qualsevol cálcul aritmétic, i com a puntde partida inqüestionable és
considerará, per sempre més, tant els nombres enters com els trencats, com els nombres
mixtes, com els radicáis, cada un d'ells susceptible d'ésser operat a través del seu algorisme
corresponent.

Per ser ben precisos hauríem de dir que els árabs fan ús d'una altra classe de nom¬
bres, les fraccions sexagesimal, que si no hem indos a la classificació anterior, no és per
altra raó que peí fet que gaudeixen d'un status especial; és a dir, no són exposats a les
aritmétiques árabs al costat deis altres nombres, sino que es fan servir per a parcel.les molt
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concretes de la investigado científica, com pot ser l'astronomia i les taules trigonométri-
ques (sin 1o = 1p2'49"43'"28lv, donat per Abenyunus) al marge de la resolució de
problemes arltmétics.

Alguns trets relatius ais nombres trencats

És ciar que els conceptes de nombres enters positius i trencats sorgeixen direc-
tament de l'activitat de mesurar, pesar, canviar una quantitat de diners d'una moneda
a una altra, etc... Tant el significat deis enters com el deis trencats és intuítiu, en lamesura
que són imprescindibles per a comptar.

Anem a examinar amb una mica de detall quina era la concepció que es tenia deis
nombres trencats, partint de la definició que es troba a l'aritmética mercantil de Francesc
de Santcliment i la que en dóna Chuquet al seu Triparty.

Transcrivim la manera d'introduir i definir els trencats de Francesc de Santcli¬
ment a l'obra Summa de la art de arísmetica:

"Per saber ¡ teñir coneixenpa del nombre trencat, el qual és necessarí moltes vegades per fer
qüestionsde mercadería i per altres coses".

"I has de saber que en tot nombre trencat hi ha dos nombres, un escrit a baix ¡ l'altre a dalt,
amb una barra enmig. I el de dalt es diu numerador, car compta les parís trencades. I el de
baix es diu denominador, que denomina i mostra les parts trencades quines són, és a dir si
són meitats o tergos o quarts o quints o d'altres parts, segons el denominador que les deno¬
mina".

La manera de fer intel.ligibles els trencats, tal com la veiem al parágraf anterior, no
és la d'una definició formalment ben feta, en el sentit de definir tots els termes que hi
intervenen, sino que més aviat parteix de la idea d'inculcar el seu significat més material, o
sigui la forma de servir-se d'uns nombres per comptar parts trencades. La definició no és
bona, pero la idea intuitiva és molt clara, i probablement la més útil des del punt de vista
d'extreure els mecanismes d'operativitat per a tais nombres L'esséncia del nombre trencat
queda reduida a la informado de la quantitat de vegades en qué dividim la unitat, i la
quantitat d'aquestes parts que agafem.

Exposarem a continuació la definició continguda al Triparty de Chuquet:

"Significat deis nombres trencats.
Nombre trencat es una part o més d'1, on hi ha dos nombres, un a dalt i l'altre a baix, amb

3
una I ínia entre els dos, com tres quarts, que s'ha de posar aixf —, on 3, que és el nombre de

dalt, es diu numerador, i 4, que és el de sota, es diu denominador, i convé sempre que el
numerador sigui més petit que el denominador, ja que si fos igual o més gran, representaría 1
enter i encara més, no corresponent a la definició abans dita. I convé que els nombres enters
no tinguin denominador, i tal vegada per conveniencia, i per a emprar Regles més generáis,
en tractar-los amb trencats se'ls pot donar, a tots els nombres enters, 1 per denominador, i
per aixó els nombres enters serán denomináis per 1, així com els trencats serán denomináis

12 13 20 1
per 2, 3, 4 i per tots els altres nombres, com —,—-, —,... per ais enters i —
3 111 2

—.... per ais trencats".
4

JL2..1
3 ’ 3' 4'

Podem aquí també observar que aquesta forma de definir els nombres trencats esta
íntimament vinculada a la idea del valor numéric. Els trencats sois apareixen per comple¬
tar la mesura entera, mai per ampliar els nombres enters en el sentit que aquests es puguin
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considerar com un cas particular deis trencats. Pels matemátics que elaboraven les aritmé-
tiques mercantils havia de ser molt ciar que era mes entenedora la quantitat de 44 m. de
tela i 2/13 de m., que no pas el que és la mateixa quantitat, pero expressada en la forma de
574/13 m. de tela. La primera forma té un contingut informatiu directe molt més gran
que la segona expressió, que no ens dóna directament una idea intu ítiva de la Margada que

representa.
És, en conseqüéncia, aquesta óptica de "valor numéric" i no de quantitat abs¬

tracta la que preval en el tractament deis trencats, i així, tant les dades iniciáis de tot
problema com els resultáis fináis eren expressats especificant la part entera del nombre i a

continuació la part trencada, sense cap signe que els separés: 44 — . I si s'introdueixen

nombres del tipus a/b, a>b, en el transcurs de la resolució d'un problema no és per altre
motiu, com expressa clarament Chuquet, que per facilitar les regles algorísmiques esta¬
bleces per ais trencats.

Hem dit abans que fer recaure la definició deis trencats en alió que aquests signi¬
fiquen fácilitava probablement la recerca deis algorismes operatius, la qual cosa es pot
posar de manifest en examinar la forma de dividir els trencats. Santcliment procedeix
a partir d'un raonament que podríem explicitar aixi':

La divisió aritmética de dos trencats correspon a esbrinar quantes vegades un d'ells
és més gran que l'altre, i per poder-los comparar cal reduir-los a una mateixa sub-unitat
de mesura, o siguí a un comú denominador; feta tal cosa n'hi haurá prou de comparar els
numeradors, i en conseqüéncia, l'operació de dividir es reduirá a la proporció de nume-
radors, previa reducció deis dos trencats a comú denominador. Els nombrosos exemples
clarifiquen de forma de procedir en concret: 3/4 dividit per 5/6 és equivalent a 9/12
dividit per 10/12, que dóna 9/10. La manera de procedir és molt més a prop deis signifi¬
cáis concrets deis trencats i de l'operació de dividir, que no pas l'algorisme que procedeix
a dividir a partir de l'invers del producte, la qual cosa pressuposa un coneixement de les
estructures operatives en un estadi molt més formal.

Alguns trets relatius ais nombres radicáis

Els nombres radicáis són tractats pels árabs a I'igual que els altres nombres, i en
conseqüéncia són admisibles com a solucions deis problemes, al mateix temps que es tro-
ba la forma concreta de poder operar amb expressions radicáis. Al-Hwarizmi ja exposa
les regles més importants per al seu cálcul:

K

Al Triparty de Chuquet s'exposa, per primera vegada de forma sistemática, una teo¬
ría completa del cálcul amb radicáis: la forma de reduir dues arrels a índex comú, la
manera de multiplicar i dividir dues arrels qualsevol, la forma de resoldre l'arrel d'una
arrel,... són les que actualment usem. I és precisament aquesta óptica de fer tan ampli com
es pugui el ventall d'operacions entre radicáis, la que el condueix a cercar la simbologia
mes apropiada per a indicar les arrels (ens remetem a l'exposició que es fa d'aquesta
simbologia al capítol 5 dedicat a Chuquet i a l'l 1, dedicat a les notacions).

Comentarem aquí un aspecte del cálcul amb radicáis que, si més no, és sorprenent
des de l'óptica moderna. Tant els árabs com Chuquet es preocupan de cercar la forma de
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sumar o restar dues arrels, i ho fan de la següent manera:

\f~a± \f~b = -\/a + b ± \/ 4ab

Chuquet fins ¡ tot exposa una altra forma de fer-ho que és aplicable a arrefs d'índex
qualsevol (veure la part d'hlstórla, el capi'tol dedicat a Chuquet). Crelem que la insis-
téncia.a aplicar aquest métode, aixi' com la via de la seva generalització, apareix avui
dia com un fet un tan arbitran o insolit que mereix algún comentan.

Examinarem alguns deis exemples que trobem:

(1) \/T+vrÍ8'= \^2 + 18+V 4.2. 18= \¡ 2 + 18+\A44 =

(2) v^+VT0= 10 + \/ 4.2. 10 = \J 2 + 10+^ = \/12 + \/lÍ0

Al primer cas la "regla" sembla justificada, ja que la suma de dues arrels ha condui't
a una altra arrel única, i llavors, des del punt de vista del cálcul efectiu per aproximació de
trencats, resulta mes fácil de "calcular" \f32 que no \J~2 i després \/T8. Convé dir
que en cap obra d'aquestes no s'utilitza treure factors fora de l'arrel i operar d'aquesta
forma: + \J 1 8 = \/~2 + 3\Z~~2 = 4 y/~2 = V 32. I que no apliquessin la regla de treu¬
re factors no vol dir que no la coneguessin, sino que només trobaven convenient aplicar-la
en el sentit invers, d'entrar factors dins de l'arrel.

La justificació d'emprar la regla al segon cas que hem exposar no és tan clara,
ja que els inconvenients del cálcul efectiu de y/~2 + V 10 són semblants ais del cálcul de

V 12 + V 80. Creiem que la insisténcia a fer reiteradament aquest tipus d'operació pot
obeir al següent:

Les operacions de sumar, restar, multiplicar i dividir entre nombres enters posi-
tius o trencats sempre condueixen a un resultat expressat en forma numérica, sense deixar
cap "operació indicada"; en canvi, al moment d'operar radicáis aixó no és possible,

malgrat que \Z~a. \/~b = V~ab i que V—- , i llavors s'inventa un métode per a
V b b

"tancar" d'una o altra forma la suma i resta d'arrels. I aixi'ja te un cert sentit dir que
"l'arrel de 2 mes l'arrel de 10 és l'arrel del nombre (12 més arrel de 80)". Seria el mateix
argument que faria intel.ligible el perqué preferien deixar un resultat en forma de V 32
que no 4 \f~2, sempre partint de la idea que és més definida l'arrel d'un nombre que no
pas 4 vegades l'arrel d'un altre nombre.

Observem que el punt de vista anterior és molt diferent, encara que aparentment
similar, al procés que té Iloe sota una concepció moderna d'ampliació del camp numéric
per a tancar una operació determinada. En efecte, la forma de procedir anteriorment
exposada no amplia el camp numéric per tal de tancar una operació, sino que busca un
procediment de modificar l'operació numérica de sumar, i obtenir al final una expressió
única en forma d'arrel i equivalent a les dues arrels que volíem sumar. La forma de
procedir está molt més a prop del desig de l'estudiant que, quan se li presenta la suma de
\[2 i \fW i se li diu que dona \T2 + \/~5, es pregunta, pero aixó quant és?, intentant
cercar el resultat com a arrel d'un altre nombre, la qual cosa el deixaria completament
satisfet. Desgraci^dament, la temptació d'acabar-los sumant de qualsevol manera és massa
gran en un primer estadi d'aprenentatge, i és molt freqüent trobar-se amb la invenció fatal

+ \fb = V a + b.
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¡ es transforma , es troba la resposta 6bvia de perqué és mes senzill de

L'altre aspeóte ¡nteressant a comentar deis radicáis serla la qüestió relacionada
amb la racionalització d'una fracció. A la pregunta de per qué s'ensenya a racionalitzar

1 ^2
y/~2 6n 2

calcular un valor aproximat decimal prenent la segona expressió. Pero a l'época que
tractem es desconeixien les expressions decimals deis nombres, de manera que la motiva¬
do no podía ésser aquesta, i en canvi es racionalitzaven les fraccions. La forma de proce-
dir era la mateixa que Tactual.

Es podría dir que a tots els Ilibres on apareix aquest tipus d'operació está en Taire la
idea que les operacions combinades entre diferents expressions radicáis es poden conduir
a la forma a >/b" ± c\^d”± ev/X on a, b, c, d, e, f són trencats, i a arrels d'expressions
d'aquest tipus. Tal qüestió no l'hem trobada en forma explícita a cap deis Ilibres consul¬
táis, pero per la forma de procedir a tots ells s'endevina que aquest és el fiI conductor de

moltes de les operacions que s'hi tracten. En aquest aspecte, el nombre
3 + y/2

s'ente-
5 — \f~2

nia com una divisió indicada, i la racionalització no ho era en el sentit que més tard
adquiriría, sino que constituía la forma concreta de realitzar la divisió per tal d'obtenir

17 g
una expressió de tipus més elemental: — + — \A2 . La forma de procedir, i fins i

a + b¡
tot el metode formal per a fer-ho, no era altre que el que emprem per resoldre —;——

c + di

dins del camp complex, per tal d'obtenir una expressió final en la forma: A + Bi.
L 'enginy per a racionalitzar-dividir certes expressions radicáis complicades va con¬

duir al desenvolupament d'interessants relacions algebraiques, com es posa de manifest
al Cartello (segona resposta) que Tartaglia envía a Ferrari en el famós duel entre els
dos. Entre els 31 problemes que Tartaglia proposá al seu adversan n'hi ha tres (N° 28, 29
i 30) que consisteixen a racionalitzar aqüestes fraccions:

10 10 10
yir+srz ^5+^3 ^5 + \/"3

El procediment que Ferrari segueix per a resoldre-les es basa en la identitat alge¬
braica: a5 + b5 = (a + b) (a4-a3b + a2b2 — ab3 + b4), d'on

1 a4— a3b + a2b2 — ab3 + b4 expressió radical
a + b a5 + b5 a5 + b6

que aplicat a: a = ; b = \/~3 dona lloc al denominador 5 + 9n/3T que ja permet
racionalitzar segons el procediment conegut.

El més interessant de tot és que la identitat algebraica primera (naturalment no
en lletres, sino en les expressions radicáis numériques), ja no es justifica a partir de cons-
truccions geométriques, com es feia garirebé sempre a l'época de Ferrari, sino que aquest
recorre a Texplicació que, en efectuar el producte numéric, els termes intermedis que van
apareixent es cancel.len Tun amb l'altre (segons la suma i resta de mateixes quantitats), i
sois queden els nombres extrems. Pensem que aquesta explicado per a justificar la identi-
tat és molt important, perqué permet posar de manifest de manera clara els inicis del que
serien amb el temps les propietats del cálcul formal, i la seva validesa com a eina demos¬
trativa.
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A la figura 31 reprodui'm aquest parágraf de Ferrari perqué el lector pugui jutjar
per ell mateix l'estadl concret d'elaboració matemática existent, on es barreja una álgebra
entre retórica i sincopada, pero on comencen a aparéixer certs recursos formáis de caire
elemental.

Lauigefmaottdua,Anchoraue dddimando che me fia partito.io.pcrp.reUdta c.púi
y¿,quddrd¿,cioe trucuaudo el [uo recifo come fdpcti,

Ver fdrequefiacperatbne,b trueno dietro a j*», quadraj, cr p, relata prima f.tre
guantúaconkrcontinuépropcrtionali, le q:'dli fono p.rcl.2f. partita per £¿.5. e?
pjeUtaaf.fdrtitaper$¿ $>.cr reí ¿2f.partita per27.Dapci dispogo tutte
cinguequefle quantitdfundperuiadelmen,& l’altraper uia del piu,di mcdocbc

jdcáanop.quadrayi'ñ yi.rcl prima f.pm^¿.rel.2p,partita per $.¿5.p:, rcl.¡2f*
partitaper p.p.piu p,reí,¿2f.partitaper fy.27.tirqueño ccmpofto ¡o l’addiman
dob primo recijo,b quale,a uolerlo multiplicare per ^¿.quadra,ypiu ps&prima f,
non decide afore abro,che d multiplicare p, quadra,y.in tg. quidra.y w relata
¿rima f.irt y¿,relata ¿ip.pirtitaper $1.27.? quejto aduwneperciochc, per cauja del
laproportwnalitdtutteledltremultiplicationi feabbateno VunaValtra. Si produce
adunquedi detta mubiplicaticne¿piu ^reljaf,partitaper $¡¿.27. e perche neceffa
riamente #2f,ba Up.relUqudleeSJtal prodotte e equiuabnte a,^piu partita
per¡pj.7¿qucftoc il medef¡moccn,j.piu y¿.repartira per pA27.1I recifo del qua»
\eé¿>men,y¿j.s,pdrtitdper $¿,27.e queíio addinumdo lofcondo recijo,b quale e
qudlo che multiplicato nel Juo binomio¿be in,i.piu,fy>i$,partita per $¿.27. produ*
ce bdiuifore d numero il qualefard Z.e due mntifetteftmúch’é il propcfito-Pcrcioche
non acude d far dltroche d multiplicare poí,10. per gli antedctti due recifi,cioe
primdper Vum.tff poi qucUcneubneper l’dltro, ex Vultimo ¿uenimento fi ha da
diuidereper Z.e due uintifettefimU quelb che da tal diwfione ne prcuicne e Id quino
tita cercati♦

1

10
Fig. 31. La racionalització de Ferrari. La justificado de la identitat algebraica utilit-

zada es troba a les iínies 10-12 (p. 169, edició facsímil, Brescia, 1974).

Com a reflexló final, potser serla convenlent subratllar el fet de la ¡mportáncia
que van teñir aqüestes manipulacions amb radicáis, que per forpa havien de col.laborar
favorablement al procés d'elaboració deis simbolismes algébrales i en la consolidació
del cálcul formal.

Conclusions sobre l'evolució del concepte de nombre

Alguns trets ¡nteressants de l'aritmética grega que deixaran de ser presents a l'arit-
mética propia del Renaixement i deis primers tractats d'álgebra europeus són els següents:
a) Els nombres enters positius són tots els nombres.
b) Els nombres ¡nteressen com a ens Individuáis que posseixen propletats; l'especulacló
aritmética grega se centra en aqüestes propietats.
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c) Les demostracions necessáries de resultats com (a + b)2 = a2 + 2ab + b2, a2 - b2 =

(a + b) (a-b), etc. tenen exdusivament una base geométrica. Només en una fase tardana
del desenvolupament algebraic apareixeran les demostracions formáis.

A les aritmétiques del Renaixement es pot constatar un fet de la máxima importan¬
cia: ja s'ha produit l'ampliació del concepte de nombre. Els enters positius han desapa-
regut com a marc de referencia privilegiat, i es distingeix de manera natural entre nombres

enters i nombres amb escaig. Tan nombre és 1, com 1 + -j- , com \¡~2, i qualsevol d'ells
pot ser utilitzat a l'hora de resoldre un problema.

En aqüestes obres, les propietats deis nombres ja no ¡nteressen, i la problemática
numerológica ha estat oblidada. Aquest aspecte de la transmissió cultural, l'oblit de
sabers i preocupacions, moltes vegades no és valorat adequadament. El desenvolupament
de l'aritmética en el Renaixement es va fer sense aprofitar coses valuoses que els grecs sa-

bien, per exemple l'anomenat algorisme d'Euclides per al cálcul del máxim comú divisor.
(Si bé l'enunciat clássic, les Proporcions I i II del Ilibre Vil deis Elements, no era algorís-
mic, adaptar el resultat ais algorismes del sistema de numeració decimal és una trivialitat.
Per qué aixo no es va fer és un ¡nterrogant, especialment si es pensa que el cálcul del
m.c.d. i del m.c.m. havia esdevingut necessari per a les operacions entre nombres trencats).
Pero juntament amb els resultats rellevants d'aquell eos de doctrina, s'havien oblidat les
preocupacions que l'havien inspirat i les limitacions sobre les que havia estat edificat. I
possiblement aquest oblit era una condició sine qua non per a poder endegar la revolució
aritmética que ara estem analitzant.

Per l'autor del segle XV, els nombres i les operacions ja tenen un significat, que
és funció del context en el qual apareixen i que cal saber utilitzar. Els nombres ja no
són ens abstractes, classificats per les seves propietats en piramidals, triangulars, perfec-
tes,... sino que són més aviat operadors polivalents, deis quals no es dona cap definició i
que, exdusivament a efectes de cálcul, es divideixen en enters, trencats, arrels no ente¬
res,...

Alió que ¡nteressa al mestre d'aritmética del Renaixement és com utilitzar cada
una d'aquestes classes de nombres per mesurar. Aquesta finalitat comuna sembla com si
fos un nou principi unificador d'ens matemátics que fins aleshores havien gaudit d'estatus,
consideracions, i tractaments forpa diferents. Siguí com siguí, les definicions deis nom¬
bres naturals, de les proporcions geométriques i de les arrels (també geométriques) ocu¬
pen una posició completament secundaria dins de l'aritmética del Renaixement. Tan se¬

cundaria, que la major part de vegades són completament ignorades, ja que fins i tot
aquells autors que se n'ocupen ho fan recordant els orígens deis conceptes en qüestió,
i concedint prioritat al tractament de les preocupacions aritmétiques d'ámbit prác¬
tico-mercantil. Ens ¡nteressa subratllar que, des del punt de vista axiomático-deductiu, les
aritmétiques del s. XV representen una ruptura amb les aritmétiques clássico-medievals.
Aquelles ens mostren, ficades dins d'un mateix sac i tractades de la mateixa manera, coses

que aqüestes distingien acuradament. Aquesta ruptura, també volem subratllar-ho, nova
sorgir del desenvolupament d'elucubracions sobre els nombres naturals, o sobre les pro¬
porcions geométriques, fetes respectant el marc teóric euclidi. Aquesta ruptura la van pro¬
tagonizar homes que van fer aritmética tot oblidant la que havien fet Euclides i els
seus epi'gons, i la van fer guiats per un context cultural i sociológic nou, aprofitant tant
com van poder les possibilitats extraordináries deis algorismes d'escriptura i cálcul que els
árabs havien transmés a Europa.

En aquesta evolució que estem descrivint cal reconéixer el paper jugat per les no¬
ves necessitats i motivacions sócio-económiques. Ja hem parlat de la importángia crei-
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xent que adquiriren les técnlques básiques mercantils, i de la nova relleváncia de la pre-
cisió en la mesura, propia d'una societat que coneixia un moviment expansiu de mecanit-
zació técnica (pp. 59-60). Aquests factors són determinants en la configuració d'un marc
extern que va estimular que es transformés la manera de concebre i de tractar els nom¬
bres.

Des del punt de vista de la dinámica interna d'aquesta transformació, pensem que la
revolució algorísmica associada a la introducció deis sistemes de numerado posicional
va jugar un paper molt important.

Les operacions, especialment la multiplicado i la divisió, queden transformades
peí fet de ser intensivament contemplades des de llur aspecte algorísmic. En particu¬
lar, qüestions com ara la commutativitat del producte —que, peí fet de ser manejada
aquesta operació en termes de "tantes vegades tal cosa", havien de ser demostrades
dins deis plantejaments clássics— esdevenien preocupacions incomprensibles en el marc
d'una aritmética que introduia el producte per una taula de multiplicar.

Disposar d'algorismes per a la divisió i la radicació, capapos de facilitar enormement
el cálcul de valors numérics aproximáis de les proporcions numériques i deis radicáis, ha
d'haver contribuid forpa a forjar una nova filosofía deis nombres i de llurs operacions,
filosofía que hom troba en pie desenvolupament a les aritmétiques comerciáis del segle
XV. En qualsevol cas, la possibilitat de manejar els nombres més formalment i menys

geométricament que abans no pot ser deslligada de la utilització d'un sistema de represen-
tació extraordináriament flexible i d'un sistema de cálcul del tot autosuficient.
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CAPÍTOL 10:

L'APARICIÓ DELS NOMBRES NEGATIUS

El primer coneixement historie que es té deis nombres negatius correspon a la cul¬
tura india. Els nombres negatius eren designáis posant un punt damunt del nombre.
No hem tingut a les mans prou material per a estudiar en quin context foren acceptats
aquests nombres, pero, en qualsevol cas, aquesta primera aparició de les quantltats ne-
gatives resta afilada, i no té Importancia des del punt de vista de la seva reaparició, al segle
XVI, en el procés de constitució de l'álgebra simbólica.

Els árabs van lograr slntetitzar d'una manera diáfana el comportament deis nombres
quan aquests se sometien a diferents operacions barrejades, establlnt regles perfecta-
ment definldes que actuaven com a fonament del cálcul aritmétlco-algebraic. Alxí trobem
enunclades les regles del més i el menys quan hi ha productes i divisions.

Al-Hwarizmi emprá amb soltura aqüestes regles, que li permetien operar expressions
radicáis compostes, com:

(20 - s^OÓ) (20 + V^OO) = 400 + 20 y/200 - 20 \^200 - 200 = 200

Si bé es cert que hi ha un coneixement adequat del comportament de l'operació
“resta", aquest saber no condueix per ell mateix a l'aparició del nombre negatiu. D'aques-
ta forma són rebutjades slstemátlcament les solucions derivades d'una equació de segon

grau quan aqüestes corresponen a un nombre no positlu. NI tan sois no es comenta la
posslbilitat d'una interpretacló diferent; de fet, no és que el nombre negatiu apareixi i
no s'acceptl, es que no arriba ni a aparéixer.

El tránsit cap a l'acceptacló deis nombres negatius el podem veure de forma molt
clara a la Triparty de Nicolás Chuquet. Analitzarem amb una mica de detall el tracta-
ment d'alguns problemes que condueixen a solucions negatives, per tal de treure'n cer-
tes conclusions.

A la página 762 de l'edició d'A. Marre trobem la següent afirmació, referida a la
resolució d'equacions de primer grau.

"Encara cal saber que, quan les parís d'una equació són ¡gualades i que el partidor és menys,
en aquest cas, aixó és senyal que tal raó és impossible".
"Exemple. Jo vull trabar un nombre tal que multiplicat per 20 i a la multiplicado sumant-hi
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7, i deixat a part. I després aquest mateix nombre multiplicat per 30 i del producte restant-h¡
9, el primer resultat i el segon estiguin en la proporció de 3 a 10”.

"Per trobar aquest nombre poso 11, que per 20 ¡ sumant-h¡ 7 fan 201p7 d'una part; després

multiplico 11 per 30 i en resto 9, que fan 301 m 9; d'on els 3/10 fan 91 m 2 semblant a
— 7 7

201 p 7. Abreujant les parís, afegint 2 — a totes dues, tindrem 201 p 9 — d'una part i 91
de l'altra. Restant 201 de cada part tindrem 9 Tq Per nombre a partir i m 111 per partidor. I
com que el partidor és menys, aixó és senyal que el cálcul és impossible".

Com podem constatar en aquest fragment, és evident que Chuquet no pren en
consideració una solució numérica negativa. El fragmentes extret del comengament de la
tercera part del Ilibre dedicat a la resolució d'equacions, i l'enunciat de l'exemple que
posa és el corresponent a una relació entre nombres abstractes; és en aquest context on no
és acceptada una solució negativa.

Altrament, al Ilibre d'aplicacions de les técniques algebraiques a problemes de
planteig, on les quantitats numériques tenen significáis perfectament definits, trobarem
més d'un problema en qué s'accepten solucions negatives. N'exposarem alguns, i el mateix
comentari de Chuquet ens en donará la interpretado.

"XXXV. Un comerciant ha comprat 15 peces de drap al preu de 160 escuts, de les quals n'hi
ha que costen 11 escuts la pega, i altres, 13 escuts. Quantes peces de cada preu ha comprat?”.

"Respota 17 peces i 1/2 del preu d' 11 escuts la pepa
i m 2 peces i 1/2 del preu de 13 escuts la pepa

Com podem apreciar a la resposta, les 15 peces en total están compostes per

17 -y d'una classe i —2 ~ de l'altra, i Chuquet a continuació fa un aclariment d'aquest
fet estrany:

"No obstant sembla, segons el sentit comd, que les raons com aquesta són impossibles. I la
rao és; perqué qui parteix 160 escuts per 15 peces, surt la mitjana per pepa a 10 escuts i 2/3.

2
Aixi", l'una per l'altra costen 10 escuts i 2/3. I com que 10 — no está entre 11 i 13,d'aquí

3
2

ve la impossibilitat, ja que en tais raons el preu comu, que és 10-^-, hauria d’ésser més gran
que 11 i més petit que 13. I qui voldrá fer possible el problema haurá de fer un deis preus

, 2
mes petit que 10 — i l'altre més gran. No obstant, segons el rigor de la regla deis primers, es

3
1 ^,1

troba possible en tant que hi ha 17 — del preu d'11 escuts la pepa i m 2 — de les del preu

de 13. Que es pot entendre aixi': que el comerciant ha comprat 17peces¡ 1/2 en dinerscomp-

tants i d'onze escuts la pepa, que pugen a 192 escuts. I 2 peces ¡ 112 les ha comprad es i pres

a crédit de les del preu de 13 escuts, que valen 32 escuts i 1/2. Aixi',aquest mercader no té
més que 15 peces de drap que siguin própiament seves i no té més que 160 escuts, havent

descomptat els 32 - escuts que ha de retornar (en forma de 2 peces i 1/2 de les del preu de

13 escuts)". L'afegitó entre paréntesis és nostre.

En aquest problema, seguint el rigor de les regles de l'álgebra (com diu Chuquet),
apareix per primera vegada un nombre negatiu com a solució, pero no un nombre negatiu
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abstráete, que encara seria impossible de concebre, sino un nombre negatiu de peces de
tela, que Chuquet accepta com a solució possible a partir de la ¡nterpretació més o menys
natural de "deure aquesta quantitat de peces de tela". Aquesta ¡nterpretació ve donada
després d'haver aprofundit i comprés el perqué no pot aparéixer una solució positiva,
com a conseqüéncia de les dades iniciáis del problema.

U57 XXXV. Vng marchant a acliette .15. picccs tlrap le pris de .160. escus Dont
II en ya qui ont coustc .11. escus. la |>iece et les ault’s .13. escus.
As^moult quantes L1 en ya de cliascun ps.

r 17 picrcs 5 <lu ps <le .11. escus la piecc 1
L et ni. 2. pieces | du ps de .13. escus la picee. I

« Toutesfoiz II semble se Ion lusaige común que fe/les raisons coinrne cesto.
» sont Impossibles. Et la raison si est cor qui partyt .160. escus par .15.
» pieces II vient a la part .10. escus .|. Ainsi tune portátil laultre ellos
» ont conste .10. escus ,|. Et pour tant <iue .in. ?. nest pas mojen entre
» .11. et .13. de ce vient limpossibilitc. car en telles raisons le p.v común
» qui est .10. |. deuroit estro plus de .H. et mnins de .13. Et pnurtant qui
» la vouldroit possibiliter II conuiendroit que lung des p.v fust moins de
>> .10. j. Et laultre plus. Neantmoins selon la rigueur de la rigle des pmiers
» elle se treuue possible en tant quil en ja .17. 7‘. du pris de .11. escus
» la piece et .íñ. 2. i. du pí. de .13. Que Ion peult ainsi entendre que cellui
» m9chant a achette .17. pieces .i. a argent contant et de .11. escus la piece
» qui montent .192. y. |. Et .2. pieces .t. II a achette et pris. a creance du
» p.t. de .13. escus qui vale.nt .32. esc.9 .‘. Ainsi cellui marchant 11a que .16.

pieces drap qui soient yyrement siennes et si na que .160. esc.9 les .32.
» escus .5. quil doit rabatuz ».

Exposem a continuado un altre problema, de característiques similars a l'anterior.

"XLIII. Un revenedor ha comprat unes pomes que l¡ costen tants diners, que si les revén a

raó de 3 pomes per diner, guanya 15 diners. I si les revén a raó de 4 pomes per diner, guanya
14 diners. Quantes pomes ha comprat i a quant li han costat?".
"Resposta: 12 pomes, que li han costat Om 11 diners".
"Es a dir, que aquest revenedor les ha comprades i li han estat cedides de tal manera que, si
les reven, el mateix a qui les ha comprades, li dona 11 diners que li devia i a més les 12 po¬
mes. Que és equivalent a dir que el revenedor les ha comprades a un al qual devia 11 diners,
que li ha dit: jo et dono els 11 diners [et cancetto et deufe] que em deus i a més les 12 pomes
sempre que les revenguis ais preus abans dits".

Les equacions, plantejadas en forma de llenguatge algebraic simbólic, serien:

x = pomes; y = preu total pagat
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*2=1; x= 12 ; y = -11

x

3
— y = 15

V

x

4
- y = 14

Creiem que sobren comentaris respecte a la plena acceptació per part de Chuquet
d'aquestes soluclons negatlves. Evldentment, una solució negativa sense més i més no és
acceptable, pero en la mesura que és susceptible d’ésser interpretada dins el model déla
realitat extra-matemática del problema, llavors la solució negativa adquireix certificat
d'existéncia.

Hom pot observar també que 5 diners menys 8 diners no és igual a m 3 diners, sino
O m 3 diners, que s'interpreta com teñir cap diner i encara deure'n 3. I aquí tornem a
veure que no és la subtracció la que porta a l'existéncia del nombre negatiu, sino que
l'aparició d'aquest és justificada a partir d'una resta.

Podríem parlar aquí d'una fase d'existéncia parcial, interpretativa, per dir-ho
d'alguna forma. El nombre nagatiu en abstráete encara no existeix, pero l'aparició d'un
resultat del tipus 3 pomes menys 5 pomes té un cert significat, igual, no a menys dues po-
mes, sino a dues pomes de menys.

Seguint més endavant, en problemes comerciáis Chuquet arriba a acceptar com a
solució d'un problema la següent:

"XLV

Resposta: Ha ¡nvertit en pomes 0 m 1 din 11
14

¡ n'ha adquirit 0 m 15 pomes
2
7

13
en peres 13 din. ¡ n'ha adquirit

. Ha invertit

XLV. Vng rcucncleur a cmploye .12. ils. tant en pomes que poyres et en a
eu autant pour le denier que le dess9 dit. Et si les a rcucndues comme
luy et a la fin a trouue .3. ds. de gaing. AsJJruort quantz deniers II a
mys en pommes et quanles II en a eu. Et aussi quantz deniers en poyres
et quantes poyres II a eu. (3)

II a mys en pommes .0. m. i. d.
T et en a cu .0. m. 15. pommes ~|

esponse - |_ j] a myS c„ poyres .13. ds. J
et en a eu .83. poyres .*.

(Diguem aquí que Chuquet atorgava una importancia específica a la introducció
deis nombres negatius i el seu maneig. El problema de les 15 peces de drap que costen 160
escuts, en particular, el va copiar del manuscrit de Pamiers, on está plantejat amb els
preus 9 i 13, sense solució negativa. Cal pensar que és deliberadament que Chuquet alte¬
ra l'enunciat i l'aprofita per explicar com cal interpretar les solucions negatives i les
qüestions que les produeixen. Cap deis Ilibres d'aritmética de l'época, com tampoc cap
deis primers Ilibres d'álgebra, no ¡ncloíen problemes que conduissin a solucions negatives;
el mateix de la Roche, quan va copiar la Triparty en el 1520, va excloure del plagi els
problemes amb solucions negatives que tant havien ¡nteressat Chuquet).
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És el respecte que mereix el rigor de la regla deis primers, com diu Chuquet en

una ocasió, alió que li permet acceptar quantitats negatives per a donar sentlt a proble-
mes que no en temen en prlnclpl. En aquest aspecte, podem dlr que l'acceptació de solu-
cions negatives reposa en la credlbllitat que merelxen les regles de l'álgebra. Potser és
¡nteressant subratllar que aquesta ampliació del camp d'apllcacló de les operaclons alge-
braiques ¡mposa necessáriament una ampliado correlativa del signlficat del llenguat-
ge ordlnari, o almenys de certes expressions ¡ paraules; aixó és el que es preocupa de
fer Chuquet, explicant de quina manera cal entendre els enunciáis.

Almenys dins de l'obra de Chuquet, els nombres negatius aparéixen a partir de la
conjunció de l'álgebra i deis problemes de planteig. Per aixó mateix, en aquesta etapa
no posseeixen encara categoría própiament numérica. Alguns historiadors han volgut
veure, dins de l'obra de Chuquet, un element revolucionan en l'ús de coeficients negatius
per a les equacions. Si bé Chuquet escriu en alguna ocasió una equació com 41 egaux a
m2 (4x = —2), cal dir que es tracta de fets absolutament esporádics. Chuquet continua
plantejant sempre les equacions amb coeficients positius, i, el que és encara mes significa-
tiu, continua resolent les de 2on grau distingint els casos x2 + bx = c, x2 + c = bx, etc.

Seixanta anys més tard, dins de VArs Magna de Cardano, la manera de valorar i con¬
siderar els nombres negatius romanía essencialment no sistemática i fragmentária, amb
una perspectiva, si no idéntica a la del Trlparty, tampoc no gaire més evolucionada. Carda-
no continua classificant les equacions de 2on, 3er i 4rt grau segons la forma que adop¬
ten quan s'escriuen de manera que els coeficients quedin tots positius, i continua do-
nant un algorisme de resolució diferent per a cadascuna de les classes d'equacions resul-
tants.

La novetat revolucionária que conté VArs Magna és acceptar sempre les solucions
negatives, fins i tot quan les equacions no deriven d'un problema l'enunciat del qual pot
proporcionar una interpretado de la quantitat, amb signe menys, que n'és solució. Pero
aquest pas endavant es realitza conservant un marc molt arcaic: les solucions negatives
són anomenades falses i flctícles, i llur estudi, com el de les quantitats imagináries, és
només el que correspon a recursos instrumentáis que resulten necessaris en situacions
especifiques (cf. p. 120). Dins de l'obra de Cardano, com dins de la de Chuquet, les
quantitats negatives no són encara própiament nombres, no són encara estudiáis des d'un
punt de vista altre que la manipulado ad hoc.

En aquesta etapa del desenvolupament de l'álgebra, els autors no s'ocupaven sino
de "quantitats amb signe menys". El nombre negatiu, com una entitat susceptible de ser
definida, manejada i relacionada en un pía d'igualtat amb els nombres positius, és una
conquesta posterior, sens dubte indissociable de la progressió de la teoria d'equacions.
Es innegable que l'acceptació per part de Cardano de les solucions negatives de les equa¬
cions es fonamenta en la nova manera, per comparació amb els autors anteriors, com ell
considera les própies equacions. Per ell, una equació ja és alguna cosa més que la traducció
abreujada de les condicions numériques derivades d'un enunciat; per ell les equacions són
dignes d'estudi en general. I en la mesura que ho són, pot reconéixer l'existéncia de
quantitats negatives que també satisfan l'equació, i que, a més, són útils per a establir
certes relacions entre totes les solucions i els coeficients de l'equació (cf. pp. 118-120).
Un aspecte particular que il.lustra prou bé la importáncia que va teñir la progressiva
constitució d'una teoria d'equacions per a l'acceptació deis nombres negatius ja ha estat
esmentat a la página 120: Si g(y) = 0 era l'equació transformada de f(x) = 0 peí canvi x =
Y + k, les solucions negatives de g(y) = 0 podien ser imprescindibles per a trobar solu¬
cions positives de f(x) = 0. Fets d'aquesta mena, on les quantitats negatives jugaven un
Paper decisiu per a obtenir resultats en si mateix os indubitables, esdevingueren necessária-
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ment arguments principáis a favor deis negatius. Encara que aquí' no entrarem en l'análisi
d'uns fets que s'acompleixen en l'etapa final de constitució de I'álgebra simbólica, cal
anticipar que la definitiva i plena acceptació deis nombres negatius ve Migada a la formula¬
do del teorema fonamental de I'algebra i a la completa dilucidació de les relacions entre
arrels i coeficients.

Cada cop que s'intenta donar una explicado a les dificultáis que varen trobar els
nombres negatius abans de ser plenament acceptats —dificultáis realment sorprenents per
a la nostra mentalitat—, es deixa entendre que no eren sino el resultat d'una miopía es-

tranya, provocada per no se sap quina mena de misticisme o de supersticions obscurantis-
tes. L'análisi de les obres que hem estudiat, i especialment les de Chuquet i Cardano,
ens permet conjecturar que, en abséncia d'una base de raonament altra que la geométrica,
i, molt particularment, en abséncia d'un cálcul formal susceptible d'aguantar el pes
d'una deducció i proporcionar la convicció de veritat lógica, la dificultat real que s'opo-
sava ais nombres negatius era la falta d'un model que els dones significat.

Confirmant la importancia de la dificultat que aquí assenyalem podem citar un text
200 anys posterior a la Triparty de Chuquet. Wallis, en el 1673, dedicava un capítol de
la seva Álgebra ais quadrats negatius i llurs arrels imaginarles, en el qual, reconeixent
la impossibilitat que algún nombre, negatiu o positiu, multiplicat per ell mateix produeixi
un negatiu, indica el següent:

"Pero també es impossible que cap quantitat, encara que no sigui un quadrat, pugui ser nega¬
tiva. Tota vegada que no és possible que alguna magnitud pugui ser menys que cap cosa, o
algún nombre més petit que res.

Pero aquesta suposlció (de quantitats negatives) ja no és ni inútil ni absurda, quan és
correctament compresa. La notació algebraica estricta imposa les quantitats menors que cap
cosa, pero quan s'arriba a aplicar-les a la Física denoten una quantitat tan real com si el signe
fos +

, pero que cal interpretar en sentit contrari.
Com per exemple: Suposant que un home ha avanpat (de A a B) 5 ¡ardes, i que llavors ha

reculat (de B a C) 2 ¡ardes, si es preguntés, quant ha avanpat (en tot) quan és a C?, o, quan-
tes ¡ardes és ara més endavant que quan era a A? Jo trobo (restant 2 de 5) que ha avanpat
3 ¡ardes. (Perqué + 5 — 2 = +3).

D A C B

H-H II I II

Pero si, havent avanpat 5 ¡ardes cap a B, recula 8 ¡ardes a D, i llavors es pregunta quant ha
avanpat quan és a D, o quant més endavant és que quan era a A, dic que —3 fardes. (Perqué
+ 5 — 8 = —3). És a dir, ha avanpat 3 ¡ardes menys que cap cosa.

La qual cosa, parlant própiament, no pot ser (tota vegada que res no pot ser menys que
cap cosa). Per tant el cas és Impossible, en la línia AB cap endavant

Pero si (contráriament al que suposávem) la línia des d'A fos continuada cap endarrera,
trobaríem D 3 ¡ardes darrera A. (Quan se suposava estar davant d'ell).

I aixi', dient ell ha avanpat —3 ¡ardes, no fem sinó dir alió que hauria de ser (en la forma
ordinaria de parlar), ell ha retrocedit 3 ¡ardes; o, li falten 3 ¡ardes per a ser tan endavant com
quan era a A”.

Encara segueixen dos parágrafs més donant voltes a la mateixa cangó. La cita és
extreta del Source Book... de D.E. Smith, p.p. 46-47. La cursiva és de l'autor.

La cita havia de ser forgosament Marga, perqué part del seu interés rau en alió que
té d'enfarfegada ¡ reiterativa. És a través d'aquest anar amunt i avall, omplint de sighi-
ficat les quantitats negatives, i a través de les precisions i acotacions semántiques (recor-
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dem també les de Chuquet), com es veuen millor els principáis obstacles que calia vencer

per a col.locar els negatlus al mateix nivell que els posltius.
Chuquet parla de les solucions negatives aparegudes en alguns problemes com de

resultáis que deriven directament del rigor de les regles deis primers; Wall¡s fa referencia al
carácter de conseqüéncia necessária, imposada per l'observació estricta de les regles
algebraiques, amb qué se l¡ apareixien les quantitats negatives. És també l'actitud que hom
observa en Cardano quan opera amb arrels quadrades de negatius (cf. p. 120), o en Núñez
quan fa el mateix (cf. p. 136). Tots aquests autors reconeixen l'existéncia de regles opera-
t/'ves que poden actuar sobre quantitats d'índole desconeguda, confusa si més no, regles
que apliquen atenent-se a la conservació deis principis formáis amb qué són manejades les
quantitats familiars.

La conservació de les regles d’operar, ja sia dins de situacions on el significat original
de la regla s'ha perdut, ja sia actuant sobre objectes indefinits, resulta ser una condició
necessária per a l'aparlció i el maneig de quantitats noves, com les negatives o les imagina¬
rles. Aquesta condició no és trivial ni es dona de forma natural. Estudiant els Ilibres
d'aritmética clássics o renaixentistes, i estudiant les algebres árabs i europees anteriors al
1600, resulta que tots ensenyen a restar i cap, llevat d'excepcions notabilíssimes, no parla
de nombres negatius. Aixó no és sorprenent des del punt de vista de la lógica del pensa-
ment natural. D'una banda, restar era una operació entre nombres positius, i, d'una altra,
no es pot treure d'una quantitat determinada una quantitat encara més gran que ella
mateixa. Una operació com + 5 —( + 8), no sois no té sentit sino que és contradictoria
referida al significat original de l'operació resta. Precisament per aixó, molts autors deis
segles XV I XVI acompanyaven l'algorisme de la resta d'una série de regles sobre l'ordena-
cló deis nombres, regles, que no responlen a cap interés abstráete sobre la relació d'ordre,
sino a una preocupació molt concreta sobre la manera de fer possible una resta. Que restar
siguí “sumar l'oposat", és una definido que respon a una altra lógica i a un altre context.

Els nombres negatius no apareixen, per moltes restes que es facin, sense una trans¬
formado profunda de la filosofía de les operacions numériques. Aquesta transformado té
el carácter d'una ruptura amb el significat original de l'operació numérica, i implica una
més gran autonomía de l'operació respecte deis seus lligams i relacions amb el camp numé-
ric primitiu. Quan Chuquet i Wallis es refereixen al rigor de ia regia deis primers, o a
Vestricta notado algebraica, no fan sino expllcitar la consciéncia d'aquesta transfor¬
mado, enunciant els principis que els permeten manejar les noves operacions. Podem con-
jecturar que aqüestes noves operacions, versions generalitzades de les primitives suma, res¬
ta, multiplicado, divisió i radicació, peí que fa a la seva génesi són inseparables de l'impuls
formalitzador que acompanya la introducció deis radicáis i deis primers símbols algebraics.
Elies matelxes no serien sino la primera plasmado, l'estadi més primitiu, de les regles
operatives del cálcul formal.

La transformació de les operacions numériques no fou sino un aspecte del procés
d'aparició deis nombres negatius. Perqué aquests fossin definitivament acceptats també
calia resoldre el problema de la identificado de les noves magnituds, sorgldes de les no¬
ves operacions. Com veurem al capítol següent, un deis centres d'interés epistemoló-
gic en la génesi de l'álgebra simbólica es troba en la confrontado esquema geométric/
esquema formal. Els Elements d'Euclides continuaren sent, durant tot el segleXVI l'únic
eos de proposicions al que podia ser referit legítlmament un concepte o un raonament
matemátic. Aixó permet entendre l'extrema reserva amb qué es fa referéncia a les quan¬
titats negatives durant tot el període, així com el paper marginal, de truc técnic, que
els és atorgat. Els negatius no cabien dins del marc teóric elássie, no hi tenien referent.

* * *
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En resum, si els comentaris de Chuquet demostren la importancia que tenia el sig-
nificat conjuntura! que un context específic donava a les quantitats negatives, per tal
de fer-les versemblants, les vacil.lacions i la timidesa de Cardano palesen les enormes
dificultáis conceptuáis que s'oposaven a la seva acceptació incondicional. Sembla pos-
sible conjecturar que la superació de les dites dificultats va de la má amb el desenvo-
lupament de I'álgebra simbólica, en el doble aspecte d'arribar a disposar de noves i més
generáis operacions i de trencar prou radicalment amb el substrat conceptual euclidi.
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CAPÍTOL 11:

LA FORMACIÓ DEL LLENGUATGE ALGEBRAIC

A mesura que anávem descrivint les principáis contribucions fetes a l'álgebra, des
de Chuquet fins ais anys 50 del segle XVI, hem citat aquí' i allá algunes particularitats
del llenguatge algebraic arcaic utilitzat pels autors de l'época. El desenvolupament
d'aquells símbols primaris i inconnexes és molt complex i, quan es mira amb la mentalitat
i els hábits d'enguany, extraordináriament paradoxal. Que en resultés una eina tan refina¬
da i subtil, tan versátil i poderosa com és el llenguatge algebraic modern, és només una de
les diverses raons que fan ¡nteressant l'análisi del procés en si mateix. També podem citar
les contribucions que una análisi aprofundida d'aquest procés feria genéricament al co-
neixement de la génesi deis simbolismes no especificament matemátics, així com al de la
seva fundó en la constitució deis esquemes Ióg¡es que no necessiten sustentar se en un
referent geométric.

En aquest capi'tol pretenem fer una revisió una mica acurada de les diferents pro¬

postes notacionals que s'enfrontaren en el període mencionat. A la primera part descriu-
rem els símbols emprats per les escoles i els autors més ¡mportants;a continuado analitza-
rem alguns trets que poden ser interessants per a la historia i a la filosofía de les matemá-
tiques. Cal advertir que els límits superiors del període no han estat gaire escrupolosament
respectáis; aixó respon al propósit de no deixar de mencionar obres i autors deis anys 60 i
70 que, si bé cronológicament són quasi contemporanis de Vieta, l'esperit i la filosofía de
les seves notacions són els de Stifel o Cardano. Les notacions de Bombelli són citades
perqué existeix un ¡nteressant paral.lelisme entre el les i les de Chuquet. A la Bibliografía
esmentem les fonts origináis que ens ha estat possible consultar. H¡ ha llacunes impor-
tants, com l'abséncia d'álgebres alemanyes de la primera época. Les referéncies indirectes
provenen quasi totalment de l'obra fonamental i exhaustiva de Cajori A History of
Mathematical Notations.
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Els Antecedents

Diofant (s. 3 d.C.)

Diofant representava la incógnita per mitjá d'una Metra grega acompanyada d'un
accent: ?'. L'origen d'aquesta representació ha estat molt discutit, existint diferents
hipótesis al respecte (cf. Cajori, pp. 70-74). Diofant només va disposar d'un sfmbol per
a les quantitats desconegudes, i mai no va resoldre problemes utilitzant simultániament
dues o més incógnites diferentes.

El producte de ?' per ell mateix (el que nosaltres representem perx2) era repre-
sentat per Av, i de vegades amb minúscules 5U. El cub, x3, era representat per Kv (ku).
Les potencies següents es representaven segons el principi additiu: Av A (quadrat-qua-
drat) era x4. AKV (quadrat-cub) era x5, Kv K (cub-cub) era x6, etc.

L'addició era expressada per juxtaposició (pero Diofant també juxtaoosava els
si'mbols algebraics i els seus coeficients, com ara fem). La multiplicado de no.,íbres o de
monomis entre si mai no es deixava indicada, sempre se'n donava el resultat; per aixó
Diofant no té si'mbol per a la multiplicado. Per exemple, Diofant escriuria el polinomi
x3 + 13x2 + 5x + 2 aixf (1 = a, 13 = 17, 5 = e, 2 =j3; la M era usada per a distingir
el terme sense incógnita o una de les seves potencies. L'exemple és extret de Cajori,
p. 73): Kv oAv 17 f eM0.

Diofant sf que utilitzava, en canvi, un sfmbol per a la subtracció: A. No tenint
sfmbol per a sumar, es veia obligat a col.locar tots els termes negatius d'una expressió
junts, al final d'ella, després de tots els positius, per tant, A era, alhora, un paréntesi que

permetia juxtaposar tots els termes que venien darrera d'ell, sense que calgués posar tants
A com termes eren restats.

Es conjectura que Diofant utilitzava el sfmbol l° per a la igualtat, pero, havent
estat perduts els manuscrits origináis, aixó no passa de ser una suposició.

La notado per a la divisió deriva de la notació per a les fraccions. Les fraccions
unitáries, de numerador unitat, s'indicaven amb el denominador seguit d'un o dos accents,
com si diguéssim 3" per 1/3, etc. D'altres sfmbols eren eventualment usats en IIoc deis
accents, en particular X . Per a les fraccions 1/2 i 2/3 existien sfmbols especffics, una cosa
que ja havien fet els egipcis. Una fracció ordinaria podia ser representada de diverses

maneres: escrivint el numerador sobre el denominador, sense barra, com ^ per 17/12; o
bé posant el denominador com ara posem els exponents, com te^ per 15/4; o bé juxtapo-
sant numerador i denominador, en aquest ordre, indicant aquest darrer com un denomi¬
nador, de fracció unitária (i, per tant, atorgant a la juxtaposició valor de producte), com
7 5' per 3/4. Per escriure 1/x, 1/x2, ..., Diofant fa servir el principi de les fraccions unitá¬
ries: escriu <r X rj per 8/x, ó AV)| oF per 250/x2. Les fraccions algebraiques que tenien
per denominador un polinomi més complicat eren esc rites en forma semi-retórica.

Algebra india ¡ arab (ss. 7-15 d.C.).

La majoria deis algebristes árabs van adoptar el principi multiplicatiu a l'hora
d'expressar les potencies de la incógnita. No es tracta d'una aportació original enfron¬
tada al principi additiu de Diofant, sino de l'adopció del principi utilitzat pels algebristes
indis. Aquests anomenaven varga el quadrat d'un nombre (no cal dir que el mot citat és
una transliteració del mot sánscrit corresponent; cf. Cajori, p. 80), i g'hana el cub. El
producte de sis nombres iguals era anomenat varga-g'hana o g'hana-varga (el cub del
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quadrat o el quadrat del cub); el producte de vuit nombres dona varga-varga-varga, etc.
Quan, amb les potencies senars, el princlpi multiplicatiu esdevé inútil, el mot gháta
(producte), juxtaposat a les mateixes expressions que acabem d'esmentar, transfor-
mava llur significació i les feia aplicables a les poténcies restants. Així, x5 s'expres-
sava per varga-g'hana-gháta, etc.

Les algebres árabs mes ¡mportants des del punt de vista historie, les que van poder
influir en la génesi de l'álgebra renaixentista, eren exclusivament retoriques, i no recollien
ni els símbols de Diofant ni els de les algebres índies. Llur influencia, peí que fa ais
simbolismes, va quedar restringida a la transmissió deis principis additiu i multiplicatiu ja
mencionats.

Nicolás Chuquet (1484)

Aquí' només recordarem l'essencial de les notacions emprades a la Triparty de Chu¬
quet, notacions exhaustivament desentes al capítol 5.

Chuquet utilitza les abreviacions p i m deis motsplus i moins amb les funcions deis
nostres " + " i no fa servir cap símbol ni cap síncopa per a la igualtat.

Les arrels són representades amb els símbols R2, R3,..., equivalents ais nostres
y/~, y-.... Quan Chuquet aplica aquest símbol a expressions amb més d'un terme,
fa servir el subratllat amb funcions de paréntesi. Per exemple, escriu R2 . I4.p.fí2 180

representa nt
En aquest autor trobem una notació molí ¡nteressant per a les poténcies de la in¬

cógnita. Els exponents sense base de Chuquet, 122 per 12x2, 13 per x3, etc., es recolzen
en el fet que mai no fa servir els exponents per a nombres específics: 23 mai no signi¬
fica 8, sempre és 2x3. Des d'un punt de vista modern, alió que resulta més important és
que Chuquet també consideri l'exponent nul i els exponents negatius, com ara 121m per

12x~1, explicitant —sempre a base d'exemples particulars— que la suma i resta d'expo-
nents corresponen a la multiplicado i divisió deis monomis.

Sobre les possibles fonts de Chuquet no podem sino reproduir el que diu Cajori:
"No existeixen indicacions que ell [Chuquet] hagués vist els manuscrits d'Oresme
[sobre les notacions d’Oresme, cf. pp. 35 i 37] (...). L'única possible suggeréncia, que
nosaltres coneguem, per a aquesta notació exponencial, pot haver arribat a Chuquet
deis numeráis Gobar, els Fihrist, i de l'escoli de Neofitus [Cajori fa referéncia a for¬
mes arcaiques d'expressió dei principi posicional, en les quals un punt o un zero podía
utiiitzarse de manera que 3' representava 30, i 3" 300, etc., o bé 2 representava 20,
°5° representava 500, etc.; cf. pp. 53-56 de l'esmentada obra de Cajori] (...) Si una
tal connexió realment existí, no som capaqos d'establir-ho". (p. 100).

Una dada que cal reteñir és que la familia de símbols introduida per Chuquet no
crea escola. Ni tan sois quan l¡ fou donada una difusió considerable, amb la impressió
de l'obra de la Roche, el 1520, aparegueren d'altres obres adoptant les mateixes o sem-
blants notacions. Des del punt de vista de l'evolució deis simbolismes algebraics, Chuquet
i Diofant foren autors que, per néixer massa d'hora, restaren sol ¡taris, incompresos i
dubtosament fructífers.

L'Escola Italiana

L'ús de les lletres p i m (amb titiles o sense) per a representar els mots plus i minus,
l'abséncia d'un símbol per a la igualtat (indicada per mots com aequale, aequatur, est,
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¡ la notado de les arrels, són els trets més comuns ais matemátlcs ¡tallans del segle
XVI.

La notado més característica per a les potencies d'una Incógnita era:

co, abreviació de cosa,

ce, " " censo,

cu, " " cubo,

per x

per x2
per x3

Les potencies successlves es representaven, segons el princlpl multlpllcatiu, per
juxtaposlcló d'aquests símbols:

cece (censo di censo)
cecu (censo di cubo)
ceceee (censo di censo di censo)

per x4
per x6
per x8, etc.

És evldent que aquest sistema obllgava a ¡ntrodulr una regla addlclonal per a les
potencies prlmeres:

p°. r°. (primo reía to)
2°. r°. (secundo reía to)
3°.r°. (terzo relato)

era x5

era x7

era x11, etc.

L'orlgen d'aquesta nomenclatura cal buscar-lo, segons conjectura Cajón, en els
noms egipcls per a les successlves poténcles de la Incógnita: "La següent potencia des-
prés de la quarta, és a dlr, x5, els eglpcis l'anomenaven '1a primera Indescriptible", ja que
no és ni un quadrat ni un cub; (...) la setena era "la segona indescriptible", (...). Aqüestes
expresslons per a x8 I x7 están estretament relaclonades amb el primo relato I secondó
relato de Lúea Pacloll que es troben a la seva Summa de 1494". (p. 85).

L'ús de positio (I l'abrevlacló pos.) en lloc de cosa, I de quadratus (quad.) en lloc de
censo, és Túnica varlant que cal mencionar dins d'aquesta notado. La representado més
usual d'una segona Incógnita era quantitas (quan. o qua.). Per exemple, per a representar
les equaclons 60 + 20x = 100 i x2 4- 2x = 48, respectivament, Cardano escrlvla

60 p 20posltionlbus aequalla 100
l.quad.p 2pos. aeq. 48

La representado de les arrels presenta una vacll.lacló ¡mportant. Hi havla gairebé

unanlmltat sobre la (o f^q.) I FJ. cub. (o c.) per $ I \/ , respectivament. Pacio-
II representava les altres arrels segons el princlpl addltlu:

R cuba de 64

R R 120
per \/ 64
per ^120

cuba

F^cuba de F^ cuba
F^F^cuba de F^cuba

per [2 + 2 + 3=7)
per ^ (3 4- 3 = 6)
per (2 + 3 + 3 = 8)

Pero els autors posterlors utllitzaren el princlpl multlpllcatiu:

F^ reí di 1/32 é 1/2 (radice relata de 1/32 és 1/2, 2
)
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q_v ístio III.

Fac ex 6. chías partes, quarum qmdra-
torum aggregatum, íit sequalc diihrentix
cuborum. Pones maiorcm 3. p. i. policio-
re, Si minoran 3. m. 1. poiitione, lequeie

j 3. pof. 1. pof. | 9. p. 1. quad. p. 6■ rebus.
j. m. 1. poí. 9. p. i. quad. m. 6. lebus.

18. p. a.quad.aggregatum.
j.p. 1. pol. 17. p. 9. quad. p. 17. pof.

p. 1. cub.
j. m. 1. poli 27. p. 9. quad. m, 27- pof.

ni. r. cu.

ídifferécia {,á..pof.ó.i.CU

qurftionem, habebis aggregatum quadra-
torum, a.quadtata p. 18- & dilferentiam
euborunv a. cubos p. 54. politionibus , &
hxc xquantur inuicem, igitur cubus & 27-
pofiriones xquantur quadrato & 9. fequerc
capitulum, ¿ec reí aeltimatio , id eft dife¬
rencia: , v. cubica 701-7- p. rr, m. fe.
v. cubica rí. 701-i- m. ^ p. -j-, quare par¬
tes crunt, 3-7 p. ly. v. cubica 701-p p.
pr m, v. $¿. 7027- m. , & cninor, 1-7
p fe. v cubica fe. 701 j- na. 7’- en. 91. v. cu¬bica fe ?oay p. ,7.

Q.V A. S T 1 O IV.
Fac ex S. duas pactes , quarum produ-¿>..un maioris ín minoran, proporciónalelir, ínter nonuplum maioris, iSc.ipfam mi-nbre-nv Pone nartem primatu 4. p. 1. pcli-Tun I f'

ía Binomij , v.í reciii ven, w-it i.>¡¡.
Pri)-

Q_y .tirio V

Diuide io. iti duas partes, quarum qua
drato pruna: detraedo ex i ... ív' quadi.tti,
fecunda: detraído ex 97 rélidunrum fc.itir.-
ídx, conftituant 17.Si libet ad virandiím la
borem, primo videbis vía tentatiua anc.iíu
pollibilis íit, hoc igitur cognito, pone júiniú
partan j.p. 1.poiitione,8c rcliqu5c.ni. 1. po
litione,duc partes iníe,& quadracum maiu.

5. p. i. pof. y. m. 1. pof.
ay. p. 1. quad.p. 10. pof. 1. .
2 j. p. 1. quad. m. i°. pol. 97*
7j. m. r. quad. ni. ic. pof. relid.
72. rn. r. quad. p. 10. pof. relid.
17. m. fe. v. 75.m. 1. quad. m. 10. pol.

Vji. v. 71. m. 1. quad. p. 10. pol.

364. m. 1 .quad.m.ro.pol. m. fe.v-867ee.
m. 11 jd.quad.m.i 1 y60.poi.7i.1n. i.quad.
p. 10. pof.
291. m. io. rebus.
y. v.86700.m. 1156.quad.cn. 1156.0- pof.
86700. m. 11J6. quad. m. 1 1 36c. pof.
85164. p. 400. quad. m. 11680. pof.
1436. p. izo.pol. acqual. iyy6.quad.

1556.

J quad. a:qual. poí. p.

A a . detra-

Fig. 3Z Plantejament i reso lució d'una equació amb el llenguatge algébrale sincopat italiá Ip. 277 del
vol. IV de /'Opera de Cardano).
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F^ terza reí di 1/2048 é 1/2 ( \[
F^qc (radice quadrata-cuba) per 6

-L- =-1)
2048 2
\f~, etc.

Paciol¡ fou el primer a utllitzar les arrels universals, una manera primitiva de distln-

gir VT+^b i a + \/~b. Per exemple, \/\/20 — ho escrivla alxí: F^ v. F^20-i-.
m. —-

, on la v que segueix la primera f^és l'abreviació ó'universaiis. Quan les expressions
atectades per les arrels es van anar fent més I més complicades, esdevlngueren necessáries
notacions més precises. Cardano va introduir la radix /¡gata, LR ,7.pR .10; significava
4- \/ 10, així com la útilització d'un espai en blanc assenyalava el final d'una arrel univer¬
sal.

Paciol i va proposar d'altres notacions per a les potencies de la incógnita, i el mateix
va fer Ghaligai. Aquest, el 1521, introduia el següent sistema de símbols: cosa, c° (x);
censo, □ (x2);cubo, m(x3); □ di □, ó □ □ (x4); relato\—|(x5);pronico, I—1—I(x7); troni-
co, 1—!—|(xi1), etc... Si podem entendre bé que un sistema aixf no trobés seguidors, són
menys evidents les raons que dificultaren l'adopció de la següent notació de Pacioli:

F^ pa (radix prima) per x°
Fjj 2a (radix secunda) per x1
F^3a (radix terza) per x2, etc.

És una notació en la qual no es verifica an . am = an + m, sino an . am = an + m-1.
Aixó que hem dit fins ara potser ja dona una idea del carácter básicament anárquic

de les primeres etapes de la génesi deis símbols algebraics. Pero encara podem mencionar
un altre tret, sorprenent per al lector fet a les precaucions rigoristes própies del tracta-
ment modern de les notacions. Pacioli no sois podia expressar una mateixa cosa amb
símbols diferents, sino que podia utilitzar un mateix símbol per expressar coses dife¬
rentes. Potser el cas més notable és el de la "R", la qual, segons Cajón ha fet veure minu-
ciosament, arriba a teñir 5 significáis diferents. Dos ja han estat mencionats: "F^cuba de
64'', etc., i "F^p.a", etc. Un tercer significat és el que apareix a la frase "recca.3.a F^.fa.9"
per "eleva 3 al quadrat, fa 9"; és a dir, F^ F^cu., F^ F^cuba,... signifiquen segona, tercera,
cinquena potencia,... Aquest tercer significat només es dona parlant d'operacions a
realitzar. Un quart paper de la F^ és el de la incógnita: "la mita d'un censo e 12 dramme

sonno equali a 5F^ [radici]" per -y- x2 + 12 = 5x. En un marge apareix un cinqué paper
de la "Fy', pero aquest, per aíllat, no té importancia. És evident que, en aquesta primera
época de l'álgebra, la relació entre el símbol i el seu significat, determinat gairebé sempre
peí context en qué s'inserta el símbol, era molt més flexible que en époques posteriors.

Bombelli

Bombelli fou el darrer algebrista ¡tal¡á d'importáncia del segle XVI. La seva Algebra,
que conté diverses innovacions notacionals ¡nteressants, fou publicada a Venécia el 1572,
pero fou escrita almenys una vintena d'anys abans.
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Al llibre de Bombelli, tal com fou ¡mprés, apareix un antecedent mol directe deis
nostres paréntesis: l'ús de dues "L", marcant el comencament ¡ el final de les expres-

sions afectades per arrels. Així escriu 68+2

RqLRcLRq68p.2 J mRcLRq68m2 JJ

Potser la novetat més ¡nteressant de L‘Algebra de Bombelli, peí que fa a les no-
tacions, és que hi retrobem, amb la restricció important de no considerar sino exponents
positius, la notació exponencial de Chuquet. Per exemple, l'equació 24 — 20x = 4x2
— 16x+ 16, és escrita així

1 2 1

24.m. 20 Eguale á 4.m.16.p.16.

Desconeixem si es té constancia provada que Bombelli sofrís la ¡nfluéncia directa
de Chuquet, pero podem conjecturar que aquesta ¡nfluéncia existí en base a quatre coin-
cidéncies notables. Una és la notació exponencial. Les restants només són constatables
al manuscrit original de I'Algebra, el qual, com ja hem dit, cal considerar com a mínim
deis primers anys 50 del segle XVI. En ell, les "L" que fan de paréntesi no són sino
els extrems d'una mena de caixa contenint l'expressió afectada per l'arrel. Per exemple,

Bombelli escriu /i: - \/—1069
12 m

17

127

tfU

així

Om 1069
17

127

expressió que recorda ¡mmediatament els subratllats de Chuquet. Les altres dues coinci-
déncies també són paleses en aquest exemple: Bombelli empra el símbol F^3 per expressar
una arrel cúbica, i no escriu un nombre negatiu aíllat, sino que posa 0—1069 .

La notació exponencial de Bombelli, com les "L", no tingué cap ressó a Italia,
on les algebres que continuaren apareguent fins a fináis de! segle XVI restaren fidels
a les notacions de Pacioli i Tartaglia. La ¡dea deis exponents sense base seria recollida
i desenvolupada per Simón Stevin de Bruges.

L'Escola Alemanya

L'ús deis símbols " +" i " — " (sobre l'origen d'aquests símbols, cf. pp. 66), l'ab-
sencia d'un símbol per a la ¡gualtat, i la notació de les arrels, són els trets més comuns
ais algebristes alemanys de la primera meitat del segle XVI. Les notacions més característi-
ques per a les poténcies de la incógnita eren

per x5
per x6
per x7

^ (dragma o nombre)
X (radix)
fr (zensus)

per x

per x2
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c (cubus) per x3 'fr'b'fr (zenszensdezens) per x8
y'fy (zertsdezens) per x4 cc (cubus de cubo) per x9

Es tracta manifestament del mateix principi utilitzat pels ¡talians, amb variacions
de nomenclatura i amb l'adopcló de slmbollsmes que, des del punt de vista formal, podem
considerar més evolucionats que les síncopes ¡talianes. Aquests símbols, que aparegueren

impresos per primera vegada en el Coss de Rudolff del 1525, provenlen deis textos
d'aritmética i álgebra, manuscrlts, que circulaven a Alemanya des de l'últim terp del se-
gle XV; foren adoptats pels principáis autors i útilitzats comunament durant la primera
meitat del segle XVI, malgrat la presencia d'altres notacions alternatives que després
cltarem.

Per representar una segona incógnita s'utilitzava la q de quantitas. La idea de
Stifel, apareguda a fináis del període a VArithmetica integra (1544), de fer servir les
lletres majúscules A, B, C,... quan eren necessáries dlferents incógnites, també tingué
alguns seguidors. En aquestcas, el quadrat de la incógnita B es designava per 3% .

La notació per a les arrels que esdevingué majoritária també era exposada en el
Coss de Rudolff del 1525. Amb diverses modificacions fou adoptada per nombrosos
autors alemanys i anglesos, proporcionant finalment el símbol modern. Els símbols del
Coss de Rudolff eren:

V per

AAA/ Per

/yV Per

La variant més interessant d'aquesta notació fou proposada per Stifel a l'obra ja
esmentada del 1544:

y/fr per ¿T, y/ c per $ "... etc.

Un punt al costat del símbol radical feia aquí el mateix paper que la v de univer-

sa/is per ais ¡talians. Així, y/. 12 + y/ 140 significava y/ 12+ y/ 140 , mentre que

V 12 + yj 140 signif icava \/ 12 + V 140. Alguns autors afegien un segon punt al final
de l'expressió afectada per l'arrel.

Finalment cal mencionar, malgrat que no arribaren a quallar, alternatives interes-
sants a la notació, ja mencionada, per a la serie de poténcies de la incógnita. La pro¬
posada per Grammateus el 1518 gaudia, des del punt de vista algorísmic, d'uns avantatges
evidents sobre la notació mencionada anteriorment. El nombre desconegut era anomenat
per Grammateus la prima quantita, i així resultava:

pri (prima) per x 4a, quart. per x4
2a, se. (seconda) per x2 5a,quit. per x5
3*, ter (terza) per x3 6a,sex per x6, etc.

En una obra de divulgado del 1545, Stifel proposava el mot sum per a designar una
incógnita, i les successives juxtaposicions per a indicar les successives poténcies: designava
x2 per sum:sum, etc. Stifel s'explicava així: "Quan haig de multiplicar 6sum:sum:sum per
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‘\2sum:sum:sum, faig: 12 vegades 6 fan 72sum:sum:sum:sum:sum:sum/"(Cajón, p. 143).
Com diu Cajori, la inelegancia de la notació resulta d'un esforp per fer el tema fácil. Stlfel
mai no va utilitzar aquesta notació en posteriors publicacions, pero va reintroduir la
mateixa idea, el 1553, en alió que ell anomenava la progressió cóssica:

0 1 2 3 4

1 . 1A . 1AA . 1AAA . 1AAAA . ...

Scheubel, l'any 1550, després d'expllcar les notacions alemanyes clássiques, assenya-
lava que els ordinals proporcionen una nomenclatura i unes notacions més fácils de
manejar, i en proposava unes molt properes a les de Grammateus:

Ra (radix) per x
Pri. (prima quantitas) per x2
Se. (secunda quantitas) per x3, etc.

Scheubel justificava aquests noms assenyalant que el zensus (x2) será la prima quan-
titas perqué sorgeix d'una multiplicació (x.x.), la secunda quantitas sorgeix de dues mul-
tiplicacions (x.x.x), etc.

Al^ins símbols francesos i anglesos de mitjan segle XVI

Tant a Franpa com a Anglaterra, ('álgebra es desenvolupá tard, a partir de mitjan
segle XVI. A Anglaterra, les notacions alemanyes no trobaren cap resistencia important i
esdevingueren hegemóniques durant tota la resta del segle. Cal citar només les innova-
cions simbóliques proposades per Recordé i els Digges. Del primer repetirem aquí les
paraules amb qué introduía, el 1557, el si'mbol per a la ¡gualtat que encara fem servir:

"I per evitar la tediosa repetició d'aquestes paraules: és igual a: (...) posaré un parell de pa¬
ral.leí es, o I mies bessones d'una mateixa longitud, aixú .. , perqué dues coses no
poden ser més iguals." (Cajori, p. 165).

Aquest símbol fou un de més al costat de tots els que hem anat esmentant, i els
que esmentarem, sense que esdevingués d'ús comú fins al final del segle XVII.

Leonard i Thomas Digges, el 1579, a la mateixa obra on proposaven una alternativa
a les notacions alemanyes, per considerar-les poc adients, ¡ntroduíen sense cap mena
d'explicació un signe d'igualtat. El símbol apareixia de cop a la p. 51, després d'haver
expressat la igualtat retóricament a les anteriors. El símbol era ^ . Amb les seves
notacions, l'equació x2 = 6x + 27 s'escrivia

1í4A# 6 >-j-t + 27

Malgrat haver estat publicada a París, el 1551, L'Algebra de Scheubel, on s'uti-
litzaven les notacions alemanyes, la influéncia d'aquestes a Franpa fou considerable-
ment més petita que a Anglaterra. L'autor més receptiu a aqüestes notacions va ser
J. Peletier, el qual les va adoptar íntegrament, exceptuant els " + " i que represen-
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tava a la italiana, i el x per a la Incógnita, que representava per Fj. A continuado es
compara l'escriptura d'un sistema d'equacions lineáis 3x3 amb les notacions modernes i
amb les de Peletier, tal com apareixen a la seva obra de 1554:

2Rp.1Ap.1B, egalesa64 2R + A + B = 64
1Fjjp.3Ap.1B, egales a 84 R + 3A + B = 84
1Fjp.1Ap.4B, egales a 124 R + A + 4B=124

A la mateixa obra, en presentar les notacions per a les potencies de la incógnita,
Peletier desenvulopa fins a la poténcia 16 la taula

0, 1, 2, 3, 4, 5,
1, fv y c, yy (3,
1, 2, 4,' 8, 16, 32,

i anomena els nombres de la fila superior exponents deis signes de la segona fila.
J. Buteon, el 1559, s'aparta molt radicalment de les notacions alemanyes. Utilitza,

com Peletier, les A, B, C,... per designar diferents incógnites, i la P i M ¡talianes. Per a les
poténcies de la incógnita elabora un sistema de símbols (p. O, ® ,...) que pretén la regeo-

metrització de l'álgebra. Per exemple, l'equació-^- x3 + 2 = 218, l'escriu
O

4- □ P 2 [ 218
O

El símbol [, que fa d'igualtat, esdevé [ ] ais darrers passos de l'equació:

1 □ [1728] per x3— 1728

1 p [12] per x = 12

La influencia italiana encara és mes clara a l'obra de G. Gosselin (1577). Latus
és el nom de la incógnita, i L, Q, C els símbols per a x, x2, x3. Les poténcies superiors
es formen segons el principi multiplicatiu i duen els noms italians. Una equació com
12x — x2 + 48 = 144 — 24x + 2x2 tenia aquest aspecte

12LM1QP48 aequalia 144M24LP2Q

Les variacions mes ¡mportants respecte de les notacions italianes apareixen lli-
gades al fet que la L de latus també es fa servir de signe radical, amb les mateixes re¬
gles que els italians aplicaven a la F[. De manera semblant a com ho havia fet Pacioli,
Gosselin distingeix entre 9L, que representa 9x, i L9, que representa \Z~9~.

# * *

Hem descrit amb una certa cura els orígens del llenguatge algebraic. Del període
cobert només sobreviuran els símbols " + ", " i la simbologia restant, així com
la síntesi final que conduirá al llenguatge modern, són fruits d'un altre segle d'evolució,
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del qual podem donar aquí una ¡dea esquemática. Ens hem aturat a les portes d'una
cinquantena d'anys decislus, els que van de 1580 a la publlcació de La Geometría de
Descartes, domlnats per les contrlbucions fonamentals de Vleta i del matelx Descartes.
Amb Vieta, les expresslons algebraiques esdevenen modernes en el sentit que el rigor
¡ la generalltat amb qué són emprades són molt próxims ais actuáis. Alxó no obstant, Vie¬
ta encara fa anar una simbologia primitiva, sense signe d'igualtat, sense exponents ni sig¬
nes radicáis, etc. Stevin i Girard utilitzen a fons la notació de Chuquet, heretada a través
de Bombelli, explicitant la possibilitat d'ampliar-la i d'expressar les arrels per exponents
fraccionaris; a les seves obres, pero, només es menciona aquesta possibilitat, sense extreu-
re'n gaire profit. L'obra de Descartes (1637) conté la notació actual, amb dues variants
menors: sempre escriu xx, aa,... en lloc de x2, a2,..., i fa servir com a signe d'igualtat
a

. Que Descartes, a la data mencionada, hagués arribat a una síntesi felip de les nota-
cions que empraven els seus contemporanis no vol dir que a partir d'aleshores el seu
sistema notacional s'lmposés sense dificultáis. Foren necessaris 60 ó 70 anys més de lenta
decantació per tal que les convencions cartesianes, amb la substitució del “ peí =, esde-
vinguessin el llenguatge algebraic emprat universalment.

ALGUNS TRETS DEL PROCÉS DE FORMACIÓ DEL LLENGUATGE ALGEBRAIC

Si comparem les primeres algebres europees del Renaixement amb les fonts árabs
que les varen inspirar o amb les algebres árabs que els eren contemporánies, no trobarem
sinó una diferencia essencial: les primerescomenpaven a desenvolupar un sistema simbólic,
altre que el llenguatge ordinari, específicament adrepat a representar els objectes algé¬
brales i llurs relacions. El fenomen és sorprenent, i no deixa de presentar facetes para-
doxals. A partir de l'any 1500, i en un interval de pocs anys, diferents matemátics de
diferentes ciutats, paísos i cultures —en una época en la qual l'intercanvi científic era
escás i lent,— es posen, alhora, a crear símbols algebraics. L'anarquia i la disgregació
notables que caracteritzen el procés serien així les conseqüéncies gairebé obligades de les
seves condicions iniciáis. Tanmateix, costen d'explicar els 200 anys llargs que passen
abans de produir-se la unificado definitiva de les diferents alternatives simbóliques. Un
deis fenómens més sorprenents associats a aquesta durado extraordinária és que, sovint,
les que acabarien sent solucions definitives a un problema notacional foren ¡gnorades per
la majoria deis autors, malgrat haver-les conegut, i tardaren molts d'anys a ¡mposar-se.

Donar una explicació completa de la manera com es va constituir el llenguatge al¬
gebraic modern, és a dir, descobrir la lógica interna del procés de formació, exigiría la
col.laboració d'especialistes en disciplines forpa allunyades de les matemátiques —parti-
cularment de la psicología genética— i cau del tot fora de les nostres possibilitats ac¬
tuáis. Aixó no obstant, podem afilar o subratllar alguns trets que no per parcials dei-
xen de ser interessants.

Condicionaments técnics ¡ sociológics

L'aparició de la impremía i la difusió de volums impresos a partir de mitjan segle
XV és indissociable d'una transformació en el sistema predominant de transmissió cultural.
El volum imprés simbolitza perfectament el declinar de la transmissió oral de la cultura
¡ l'ascensió de l'escrita, així com la nova importáncia, quantitativa i qualitativa, deis
sectors socials directament implicáis en el procés de transmissió cultural.
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Els passos iniciáis cap a la formalització, visibles a les algebres europees de
voltants del 1500, i la fogarada de propostes notacionals que es dona a mitjan segle,
representen l'aparició d'uns simbolismes tan idonis per la comunicació escrita com ina-
dequats per a ser transmesos oralment. Un llenguatge sintétic, poc redundant, que dispo¬
sa de símbols específics que es combinen segons regles própies, difícilment pot ser útil
fora d'un context on la facilitat de plasmació i reproducció gráfica no estigui assegu-
rada.

La impremía va ser el vehicle propi del nou llenguatge algebraic en el sentit que
acabem d'explicar, i per aquest mateix fet en condicionava el desenvolupament. Ais seus

orígens, la ¡mpremta fou un negoci no susceptible de ser portat més que per un nombre
molí fedui't d'individus. Aixó per dues raons, una d'económica i una de técnica. El preu
de cosí d'un Ilibre era elevat, especialment a causa del paper, que costava, per a una edició
normal (de 600 a 800 exemplars), diverses vegades més que el cosí de l'utillatge fix del
taller. "En tales circunstancias —conclou D. Sella després de donar les dades anteriors— la
edición de un libro estaba a menudo fuera de las posibilidades financieras de un pequeño
impresor, le podía arruinar mucho antes de recuperar su inversión,..." (Cipolla, p. 317).
D'altra banda, la ¡mpremta tingué característiques d'indústria de punta. Els procediments
metal.lúrgics per a elaborar els petits tipus móbils de les lletres i els altres signes gráfics,
així com tots els artificis del procés d'impressió, foren consideráis des del comenpament
secret industrial. Tot aixó explica, en particular, que els tallers d'impressió s'estenguessin
al nostre país de la má d'un reduít nombre de mercaders alemanys, generalment associats
amb algún indígena (cf. Bohigas i Amadeu, pp. 14-15).

En aquest context, les limitacions técniques que podien dificultar o oposar-se a les
innovacions simbóliques s'endevinen fácilment. És aquest un factor que potser cal teñir en
compte per a explicar que a Alemanya, la patria de la ¡mpremta i la regió capdavantera en
el seu ús i perfeccionament, es produissin uns simbolismes molt més desenvolupats que a
Italia. Si el llenguatge algebraic italiá, fins i tot el d'una obra tan madura i avanpada
com YArs Magna de Cardano, no va superar el nivell de les síncopes o abreviacions de pa¬
raules durant tot el segle XVI, a Alemanya, contráriament, des deis anys 20 veiem en ac-
ció la concepció del símbol algebraic com un ens autónom, plenament diferenciat del mot
—la representado simbólica dinsdel llenguatge comú— que designa el concepte matemátic.

La hipotética influéncia d'aquests factors técnics en el desenvolupament del llen¬
guatge algebraic es pot relacionar amb l'auténtica explosió de nous simbolismes que es

produeix a partir de mitjan segle XVI, quan l'evolució de les técniques d'impressió ja ha-
via arribat a una nova maduresa. Aquesta influéncia ens ha estat suggerida per unes pa¬
raules ja esmentades de Pérez de Moya (cf. pp. 127). Per justificar l'ús de síncopes italia-
nes en lloc de símbols "mas breves", diu expl ícitament que la impremía no disposava de
"caracteres".

La funció deis primers símbols algébrales

Els símbols algébrales utilitzats durant el període estudiat són considerats pels
matemátics de l'época d'una manera essencialment diferent de la nostra. Avui, una iden-
titat com (a + b)2 = a2 4- 2ab 4- b2 traba la seva justificació més indiscutible en el cálcul
formal del producte (a 4- b) (a 4- b). Hem ajustat les combinacions deis símbols algébrales
a regles prou definides com per trabar del tot acceptables les conseqüéncies del cálcul
formal; hem eliminat les ambigüitats en el significat deis símbols i hem delimitat el seu
camp d'aplicació de tal manera, que confiem en les conclusions derivades de raonaments
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Fig. 33. El títol del capi'tol III del Ilibre d'álgebra de Pérez de Moya és tota una declaracló d'lmpotén-
cla tipográfica: "En el qual se declaran algunos characteres que yo vso por no auer en la estampa
otros" (p. 221 de l'edició de 1590).

fets únicament sobre els símbols, raonaments fets fins i tot oblidant alió que els símbols
simbolitzen. Per entendre la historia de les matemátiques, és ¡mportant no oblidar que
aquesta confianza és un producte essencialment modern, que aquesta confianpa és aliena,
amb seguretat, a les matemátiques anteriors a Vieta. [.'algebrista del Renaixement pensa
geométrlcament, i d'enlloc més que de la geometría obté alguna garantía sobre la verltat
de les relaclons que usa. Per ell no existelx altra manera que la geométrica de demostrar la
identitat que abans hem menciona! En canvi, el matemátic d'avui está acostumat a
concebre les relacions numériques des de llur aspecte formal, I és un auténtlc virtuós a
l'hora d'aprofltar fins al final totes les possibilitats deis símbols algébrales i de llur slntaxi.
Per alxó acostuma a constatar, entre encurlosit ¡ divertit, la possibilitat de donar un model
geométric a les implicaclons ¡ relacions que ell fonamenta en principis completament
dlferents; quan ho fa, pero, no deixa de pensar quant més precisos ¡ satlsfactoris són els
actuáis plantejaments, i que els rectangles o els quadrats no són, en el fons, sino un model
o representado d'una veritat la plenitud de la qual és inexpressable i incomprensible
geométricament.

Encara que cada cop més debilitat, el substrat geométric deis esquemes conceptuáis
va funcionar durant tot el 1500, ¡ només aixó explica algunes de les característiques de
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I'álgebra d'aquella época que més ens sorprenen. Per a comprendre la importancia real que
tenia la geometría com a referent últim del pensament matemátlc, pot ser útil recordar un
deis parágrafs que obra VArs Magna, l'obra me's evolucionada de les que hem estudiat. Dlu
Cardano, justificant el contingut del seu lllbre (p. 9):

"Encara que podría afegir una interminable série de regles i un llarg discurs fet sobre elles,
conclourem la nostra detallada consideracid amb la \equac¡ó\cúbica, i de les altres se'n par¬
lará, ádhuc amb generalitat, peró merament de passada. Ja que la posicid {positio) es refereix
a una li'nia, el quadrat a una superfi'cie i el cub a un eos sólid, seria insensat per part nostra
continuar més enllá d'aquest punt. La Naturalesa no ens ho permet. Aixi', com es veurá, to¬
tes les qüestions fins a la cdbica, inclosa, están totalment demostrades, peró les altres que
afegirem, o bé per necessitat o bé per curiositat, no les explicarem sind pobrament."

La conseqüéncia que ens interessa comentar en primer lloc d'aquest estat de coses
és l'escassa poténcia conceptual deis símbols I de llurs comblnacions. La fundó deis
símbols era molt més gráfica que no pas formalltzadora, I l'autonomia de les seves ope-
raclons i combinacions, respecte del referent geométrlc, terriblement limitada. Básicament,
eren recursos enginyosos per a agilitzar el llenguatge i alleugerir la retórica. Aquesta
consideració deis símbols algebraics primitius es manifesta múltiplament. A ella cal
referir les paraules amb qué Recordé presenta el signe = ("per estalviar-me la tedio¬
sa repetido de les paraules: és igual a:..."), alxí com el fet que la notado per a la relació
d'igualtat fos una de les que més va costar d'unificar. Ja hem vist que molts autors intro¬
ducen el seu signe o s'arreglaven prou bé amb mots o amb abreviaclons com esg., aeq,...

Dins d'una consideració semblant deis símbols és comprensible la 11ibertat amb qué,
dins d'una mateixa obra, un símbol podia ser utilitzat per a representar objectes matemá-
tics diferents, o la que permetia representar un mateix objecte per diferents convencions
notacionals a pagines molt properes. Un autor podia proposar per a 91 i 19 significats tan
diversos com 9x i \J 9, respectivament, perqué sabia que el context sempre aclaria amb
quin sentit calía interpretar els símbols. Que el context jugui moltes vegades un paper
determinant per a aclarir i fixar el significat concret amb qué és utilitzat un símbol, és un
tret directament heretat del llenguatge ordinari, en el qual aquesta funció del context és
constant, decisiva i imprescindible.

Un exemple d'un altre tipus per a il.lustrar la poca densitat formal que hi havia
darrera deis primers símbols algebraics és el següent. Cardano, per explicar la manera
de plantejar, amb l'ajuda de la cosa, el problema de descomposar 10 en dues parts de
manera que la diferéncia de llurs quadrats sigui 60, diu: "Tota vegada que no sabem quina
quantitat és la gran i quina és la petita, prendrem la petita com a incógnita" (p. 27).
Aquest nivell de precisió sabem nosaltres que és inútil; sense fer-ne res de la distinció,
plantejarem el problema així x2 — (10— x)2 = 60. Peró Cardano necessita saber quina és
la petita per a poder escriure aquesta resta. La relació del nombre denominat cosa amb el
problema-context és tan forta, que no pot prescindir de tantes coses com nosaltres a
l'hora de plantejar-lo.

Les notacions exponencials primitives

Potser un deis Iloes on és més evident la necessitat de l'esquema geométric per ais
raonaments algebraics d'aquesta primera etapa és el capítol de VArs Magna que s'ocupa
de la resolució de les equacions reduíbles a cubiques introduint una nova incógnita
y= x2, o y = x3- Cardano contenga el capítol així (p. 155):
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"DEMOSTRACIÓ.
Siguí, per exemple, cub quadrat i sis vegades quadrat quadrat igual a 100 (x6 + 6x4 = 100),
i siguí cub quadrat el eos ABCD, que té una alpada AB, la qual sera', per tant, un quadrat, to¬
ta vegada que hem suposat que és el cub d'un quadrat. Es evldent, aleshores, que la superfi¬
cie ABCD és el quadrat d'un quadrat, tota vegada que suposem que AB és un quadrat. Per
tant, per hipótesi, sis vegades la superfi'cie ABCD I el eos ABCD igualen 100.
Suposem, per tant, que AB és la cosa. Aleshores el eos ABCD será el cub i la superfi'cie ABCD
será el quadrat. (...) Per tant el cub de AB i sis vegades el quadrat de AB será igual a 100. Per
la qual cosa AB será conegut d'acord amb les regles própies."

C D

A B

És evident en aquest fragment la necessitat de referir completament al model geo-
métric la consideracló d'una nova Incógnita, i de deixar dit i aclarit quin és l'ens geométrlc
que l¡ correspon. Própiament parlant, no hi ha un canvl de variable y = x2, h¡ ha una

mena de Iineal¡tzació de x2 que permet imaginar un cub construit a partir de x2 i per-
met de ficar, així, x6 i x4 dins del model geométric familiar.

Aixó proporciona una nova perspectiva sobre les primeres notacions exponencial i
IIur sintaxi. Podem conjecturar que una dificultat important que es devia oposar a la inter¬
pretado additiva de censocubo (segons la qual 2, de censo, + 3, de cubo, donen la potencia
5) seria la de trobar una imatge geométrica escaient peral producte d'un quadrat per un cub.
El principi additiu emprat més endavant, sense exponents, per Vieta i Fermat, exigeix una

concepció molt més nftidament aritmética de les magnituds manejades. De fet, aqüestes po¬
den ser fins i tot considerades representacions de magnituds geométriques, com feia Vieta,
pero les operacions entre elles han de ser concebudes de forma completament independent
de la geometría per a poder veure els avantatges de la sintaxi additiva. Entre altres coses,
va haver-hi un desplagament del centre d'interés, des de les magnituds en si mateixes a
les operacions entre elles, darrera de l'evolució notacional que va permetre a Vieta i a
Fermat escriure AB2 . AB3 = AB5 més o menys així ABqu per ABcu igual a ABqucu.

Dificultáis com les que acabem d'analitzar expliquen en gran part el persistent
rebuig que van trobar tots els intents, i foren nombrosos, d'introduir una notació i una
nomenclatura que aprofitessin la seqüéncia natural de formado de les potencies. Pero
possiblement també van influir altres factors en el fet que no quallés una proposta tan
felip com la de Chuquet, repetida per de la Roche, o en el poc resso que van teñir ¡dees de
Pacioli, Grammateus, Stifel o Scheubel en subratllar adequadament la relació entre
xn i n, i de retruc la relació entre el producte de potencies i la suma de exponents.

En una primera etapa, al període ara estudiat, segurament fou un factor impor-
tant el camp limitat d'aplicacions en el qual es movien els Ilibres d'álgebra. Llur principal
preocupado era la resolució d'equacions, i els cálculs amb polinomis o amb fraccions
algebraiques no tenien altre objecte que preparar i transformar les equacions per conver-
tir-les en una per a la qual existís algorisme de resolució. En aquest context, poc es podía
veure la necessitat o l'interés de disposar d'una notació adaptada al maneig de potencies
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d'ordre qualsevol. Encara que per nosaltres me's ¡nconvenients, les notacions que foren
d'ús més comú s'adaptaven prou bé al manelg de potencies de grau petit, no superior a 6,
així com a les transformacions d'equacions del tipus x4 + ax2 + b = 0, etc. en equacions
de segon grau. Per a una notació més abstracta i general eren escasses, si existien, les
ocasions en qué esdevenia realment necessária. En una segona etapa, al període dominat
per Vieta, en certa manera el problema quedava invertit. Com ha subratllat Cajori, una
álgebra amb una única incógnita pot fer seva la notació d'exponents sense base proposada
per Chuquet-Bombelli-Stevin molt més fácilment que una álgebra més evolucionada, en la
qual la pluralitat de parámetres en joc obliga a mantenir els noms per a les potencies de
cada incógnita fins que no es té la idea felig de la notació cartesiana.

Cálcul formal versus raonament geométric

La gran dificultat que exigía pensar altrament que en termes geométrics es constata
per tot arreu en aquest període. Una manifestació concreta n'és un tret que sempre ha
cridat l'atenció: la multiplicitat de casos diferents d'equacions d'un mateix grau, equiva-
lent al prejudici contra els coeficients negatius. Des del punt de vista de la demostració
deis algorismes de resolució, resultava molt més senzill raonar sobre figures diferents que
fer raonaments diferents sobre una mateixa figura, i més quan aquests raonaments exigien
el recurs enutjós de manejar longituds negatives. Des del punt de vista de les solucions, és
natural que una equació de tipus x2 + ax + b = 0 (amb a,b > 0) no tingués cap interés,
tota vegada que manca manifestament de solucions positives. S'ha dit de vegades que les
solucions nul.les, en aquesta época, eren rebutjades. Estrictament parlant, aixó no és cert.
Les solucions nul.les eren purament i simplement ignorades, mai no eren mencionades,
cosa que no es pot deslligar de l'aspecte que ara comentem.

Una altra manifestació concreta de la poca consisténcia del llenguatge algébrale
de l'época és la importáncia que totes les álgebres concedien a la comprovació de re¬
sultáis. La resolució d'uri problema, i poc importava que hagués conduít a una equació de
1er, de 2on ó de 3er grau, sempre anava seguida d'una prova: es realitzaven les operacions
necessáries per a verificar que la solució trobada acomplia les condicions exigides a
l'enunciat del problema. Aquest és un procés que avui negligim perqué ens assisteix el
convenciment a priori que la correcta transformado d'equacions i la correcta aplicado
deis algorismes de resolució fan equivalents, des del punt de vista aritmétic, l'equació de
partida i l'expressió "x = al nombre solució".

L'abséncia de cálcul formal provoca desviaments i obliga a prendre camins que avui
meravellen. Cardano demostra, citant Euclides i omplint una trentena de línies, que la
proporció (ratio) entre 3BC.AB2 i 3AB.BC2 (AB i BC són quantitats que Cardano repre¬

senta per segments) és la mateixa que existeix entre AB i BC, és a dir
3 BC . AB2

3 AB.BC2

AB

BC '
Pérez de Moya necessita demostrar que la suma deis quatre nombres 9 + \f 75, 3 + V*.
3— i 9— V 75 (que ell escriu de manera molt més retórica) és 24. Contráriament al
que moltes vegades ha estat dit des de perspectives no históriques, nosaltres pensem que
alió que totes aqüestes coses evidencien no és tant que l'esquema geométric representés
un obstacle per a l'avenp de les matemátiques com que la implantado del cálcul for¬
mal va associat a una discontinuítat epistemológica notable.

En particular, les voltes llarguíssimes que Cardano ha de donar per a fonamentar ló-
gicament el resultat ja citat, o les que necessita una regla com: si x2 = ax + by, aleshores
y = x (x — a)/b, alió que realment posen de manifest és que l'evidéncia que nosaltres
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atorguem a aqüestes formules no és sino la que a nosaltres ens produeix l'automatisme
familiar del llenguatge emprat. I arribem a creure que aquesta evidéncia no és fruit d'un
procés d'aprenentatge, no és fruit del costum, sino que és una evidéncia intrínseca a la
notació. El cálcul algebraic modern té un valor inapreciable: respectant les regles que
determinen alió que es pot fer i alió que no es pot fer amb els símbols, resulta que deis
símbols mateixos mal no arribará a sorgir una incoherencia. Encara més, quan el planteja-
ment simbólic d'una qüestió és corréete, les conseqüéncies obtingudes per apiicació
correcta de les regles de combinado deis símbols proporcionen informado válida sobre la
qüestió. Aquesta vida propia, aquesta autonomía del llenguatge algebraic que avui ens és
tan familiar, és el que ens fa considerar evidents, ara, resultáis que no ho eren fa quatrecents
anys. Molts deis més ferms judiéis sobre l'evidéncia, o el carácter d'inmediats de certs
resultats matemátics (que sempre resulten estranyament poc evidents per a qui aprén
matemátiques) es basen sobre un raonament viciat, la fal.lácia del qual pot resultar més
entenedora des de la perspectiva en qué ens hem situat. D'una banda, es creu que l'auto-
matisme és evident perqué la relació matemática ho és, pero, d'una altra, es recolza
l'evidéncia d'aquesta en l'automatisme del llenguatge en si mateix. D'una banda no es
concedeix prou entitat i contingut específic a tot alió de nou que representa cada relació
per qui la ignora i ha de trobar-la o aprendre-la, i, d'una altra, no es concep el llenguatge
algebraic amb tota l'autonomia que tot llenguatge té, especialment des del punt de vista
sintáctic.

Expressió retórica i formalismes

Un deis grans avantatges del nostre sistema simbólic és que fa possible condensar
en formules generáis una infinitud de relacions o resultats particulars. D'aquesta carac¬
terística se n'extreu tant de profit, juga modernament un paper tan important en qualse-
vol enunciat matemátic, que és fácil arribar a pensar que aquesta fou la finalitat per a la
qual foren creats els símbols algebraics. Referint-nos una vegada més a l'obra més teórica i
menys practicaire de totes les que hem examinat, a VArs Magna de Cardano no apareix,
amb símbols, ni una sola equació general. Mai no hi trobem, tampoc, una expressió

com x =
-b ± V b2 - 4ac

za
ni qualsevol altra d'aquest tipus. Aixó no vol dir que els

autors de l'época no enunciessin con resoldre una equació qualsevol de 2on grau, aixó vol
dir que mai no els van fer falta ni parámetres ni símbols per a expressar resultats equiva-
lents a les nostres formules simbóliques. Per descriure la resolució d'una equació de la
forma x2 + bx = c, es deia: preneu la meitat del nombre de coses (b/2), calculeu el seu
quadrat, i a aquest sumeu-li el nombre (c); calculeu l'arrel quadrada d'aquesta suma, i a
I arrel resteu-l¡ la meitat del nombre de coses; el valor de la resta será la cosa (les instruc-

cions són equivalents a x =

familiar x = ±jVb2 + 4c
+ c —, que, operant, dona la fórmula més

2
Els antecedents immediats de les formules foren les receptes purament verbals que

descrivien, retóricament, un conjunt d'instruccions amb els passos successius a efectuar.
Només anys més<tard, ja fora del període que hem estudiat, es van arribar a sintetizar
les receptes en símbols algebraics. La génesi de les formules subratlla una ambivaléncia
trnportant: elles són l'expressió sintética d'una successió d'operacions a realizar per
obtenir un nombre, i, alhora, el nombre que resultará en efectuar les. Caldria veure
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fins a quin punt el pas de la retorica ais símbols va ser motivat per raons que no tenien
res a veure amb la preclsló o l'economia, els avantatges declsius amb qué habitualment
es justifiquen les formules. El fet és que quan l'álgebra es preocupava essencialment de
la resolució práctica d'equacions concretes, cap de les formules que serveixen per a
resoldre-les no apareixia com a tal.

L'abséncia de parámetres és potser el símptoma mes evident que els algebristes
d'aquest període no es preocupaven de precisar la generalitat deis seus resultats, com
ho farien els d'époques posteriors. Diferents recursos retórics permetien enunciar re¬
sultats d'una certa generalitat, pero les demostracions deis enunciats, si no eren geométri-
ques, es limitaven a ser la demostrado d'un cas particular. Cal subratllar, en particular,
l'abséncia de símbols equivalents ais nostres xn i r'\/~ fins i tot en aquells autors que
van trabar símbols próxims ais nostres x2, x3, x4, etc. i $ , $ , etc. Com ja hem
observat en referir nos a la notació de les poténcies, la manca d'una notado evolucionada
no es pot deslligar de la falta d'interés per manejaren general la poténcia d'una incógnita,
o per manejar l'arrel qualsevol d'un nombre. Molts deis símbols emprats o proposats a
l'época ens semblen inconvenients perqué ja tenim al cap la necessitat d'una notació que
sigui general, que serveixi per a fer raonaments generáis sobre famílies generáis d'objec-
tes matemátics, cosa que no devia ser cap preocupado essencial per ais algebristes de
l'época.

Resum i Algunes Conclusions

Seria difícil de dir si, al període considerat, es realitza una progressió substancial en
l'ús deis símbols algebraics. Aquests evolucionen innegablement, pero tot sembla indicar
que no h¡ ha cap ruptura nítida entre la filosofía simbólica de Pacioli o Rudolff i la de
Cardano o Stifel. Deixant de banda les intuicions d'alguns autors sobre la importancia
d'un simbolisme eficient, o el sentiment que alguns poden haver tingut sobre la superiori-
tat de les seves própies notacions respecte de notacions rivals, no és gens evident que cap a
la meitat del segle XVI la formació del llenguatge algebraic hagués atés un estadí qualitati-
vament diferent al de les primeras algebres sincopades. Tot aquest període sembla consti¬
tuir un primer estadi ben delimitat, les característiques nuclears del qual cal referir a dos
eixos principáis. Un, la fundó que és assignada ais símbols algebraics, indissociable de
Yacció que realitzen al si de les matemátiques; dos, el carácter geométrlc de l'estructura
lógica que els sustentava i articulava.

La fundó essencial que fa néixer els símbols algebraics, i una de les raons que
els Miguen al llenguatge retóric ordinari, és abreujar l'expressió i simplificar el maneig de
certes técniques algebraiques. Els símbols i llurs combinacions no son emprats sino per a
resoldre equacions, operar amb radicáis, i, en la mesura en qué fa falta per a simplificar i
transformar equacions, per a multiplicar i dividir polinomis. Aixó és indissociable del fet
que la cosa, la incógnita, no era una variable. En aquest estadi, els símbols que denotaven
quantitats desconegudes mai no són utilitzats en sentit funcional. En particular, la idea de
funció polinómica és absent de tot arreu, així com ho és la idea d'expressar objectes
geométrics (circumferéncies, etc.) per mitjá de formules.

Tota vegada que s'utilitzaven métodes de cálcul d'arrels aproximades que es basa-
ven a donar diferents valors a la incógnita, acostant-se a la solució per tempteig (com
els desenvolupats per Chuquet i Cardano, cf. p. 77 i p. 111-112), es podría objectar que
la cosa entesa com a variable, i les expressions polinómiques enteses com a funcions,
són realitats implícitament presents ja a les primeras álgebras. La distáncia entre els
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conceptes en joc en el recurs técnic esmentat i els necessaris per a tractar una quantitat
desconeguda com a una variable és tanmateix considerable. És una distancia molt superior,
sens dubte, a la que separa els métodes citats deis métodes pre-algebraics de falsa posi-
ció. Tant els uns com els altres no fan sino efectuar certes operacions amb nombres con-

crets, i del resultat, un altre nombre concret, deduir-ne informació sobre la situado de
la solució (que és un altre nombre determinat). Que aixó admet una formulado breu i
menys enfarfegada en termes del concepte de fundó, és evident. Pero no ho és gens ni
mica que aquest concepte fos necessari per a poder utilitzar aquells métodes. El concepte
de funció conté la ¡dea de relació global, general, entre conjunts numérics: la ¡dea que a

qualsevol nombre deis d'una certa classe h¡ queda associat un altre. En particular, aixó no
es podía fer en aquest estadi amb el concepte de nombre tan poc sólid i tan emboirat, tan
poc depurat, de qué es disposava. Alió que els métodes de cálcul aproximat esmentats
demostren és que certs recursos que traben el seu marc d'expressió més idoni en el
llenguatge funcional neixen abans, i amb independencia, del llenguatge que després
els acotxará.

H¡ ha altres aspectes que confirmen que els símbols emprats per a designar x, x2,
x3,... representaven un nombre particular i concret, i no pas un nombre qualsevol, que
la incógnita representava un nombre desconegut pero perfectament determinat. Aixó
explicaría la falta d'interés quasi absoluta, en tot el període, a trobar una notació que

explicités la dependéncia, la relació funcional, entre la incógnita i les seves poténcies. Tant
els sfmbols italians, com els alemanys, com les temptatives individuáis més interessants,
palesen una indiferéncia realment sorprenent al respecte. Les notacions més avanpades,
com la de Chuquet, arriben a respondre a la necessitat de relacionar les poténcies amb IIur
ordre, pero ningú no sembla preocupat per relacionar la poténcia amb l'ordre i amb la
base, cosa inexplicable en un context on la variado de la base fos significativa. Sembla
ciar, i es tracta d'una opinió que la psicología de la intel.ligéncia deu poder confirmar, que
associar a un símbol un nombre, i realitzar amb aquest símbol operacions aritmétiques
com si fos un nombre, és desigualment difícil si el símbol es pensa associat a un nombre
concret que si es pensa que el símbol representa un nombre genéric, un nombre que pot
ser qualsevol nombre. També és ciar que un cop en disposició de manejar variables, tant
és manejar-ne una com cinc; que la cosa no seria una variable quedaría així confirmat per
l'abséncia de parámetres en l'etapa que hem estudiat.

Un aspecte particular de les diferéncies radicáis que separen l'álgebra pre-paramé-
trica de la que és capa? de raonar sobre parámetres és l'elecció de lletres per a repre¬
sentar quantitats variables. És una convenció avui tan utilitzada, els individus amb forma-
ció universitaria científica hi están tan familiaritzats, que esdevé borros el carácter con¬
vencional d'aquest sistema notacional. Tan borros, que molts professors d'álgebra de
nivell primari o secundan arriben a oblidar que és una convenció que cal aprendre. Per
aixo mateix aquí volem subratllar que es tracta d'una convenció que, históricament,
s imposa tard i amb dificultáis. Diverses circumstáncies demostren que és una convenció
poc natural, els avantatges de la qual no són, d'entrada, gens ni mica evidents. Durant
molt de temps, la segona incógnita va ser representada amb un recurs del mateix tipus que
la primera: una q de quantitas, paral.lela a lap de positio o a la co de cosa; els problemes
amb més de dues incógnites eren assenyadament evitáis. En diversos moments de la
primera meitat del segle XVI varen aparéixer propostes notacionals obertament a-lite-
rals, quan no anti-1iteráis. Per exemple, la de Galighai, les de Buteon, les deis Digges.
La ¡dea genial de Chuquet, represa per Bombelli, en particular, marginava les lletres com
a recurs notacional. Cap ais anys 50 del segle, sorgeix a Alemanya la ¡dea de representar
les incógnites, quan n'hi ha moltes, per A, B, C pero aquest recurs no s'imposa i no
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desplaga l'antiga notació. Per ais problemes que només necessitaven una incógnita es
continuaren utilitzant els símbols clássics fr,.... i ais problemes que n'exigien més d'una
es representava la primera per 3C,i les secundarles per A, B, C,Stifel, el que més lluny
va anar en aquesta direcció, l'any 1553 escrivia les progressions cóssiques (cf. p. 167)
corresponents a diferentes lletres A, B, C,..., explicitant fins i tot la possibilitat d'utilitzar
qualsevol altra Metra. Tanmateix, ni Stifel ni cap deis seus contemporanis o deixebles mai
no van utilitzar aquesta notació. Caldria esperar 75 anys perqué Mangles Harriot, un
antecedent directe de Descartes, utilitzés extensament la mateixa idea. Per valorar com-

pletament aquest aspecte, Koyré feia una comparanga clarivident de ¡'algebrista amb el
gramátic: "El pensamiento del aritmético y del algebrista del Renacimiento se mantiene al
nivel del del gramático, es un pensamiento semiconcreto; se sigue la regla general, pero se
opera con casos concretos: palabras o números. Por ello, la notación expresa de la incóg¬
nita —introducida por Vieta y perfeccionada por Descartes— señala una etapa decisiva en
la historia de la notación y en la historia del pensamiento algebra'ico mismo. En efecto,
refleja el paso del grado de abstracción del gramático al del lógico puro;..." (Taton, vol. II,
p. 64).

Aquest pensament semi-concret al.ludit per Koyré és l'espectre determinant que en-
devinem darrera de l'omnipreséncia de l'esquema geométric, el segon deis eixos principáis
que mencionaven al comengament. Que la perspectiva geométrica fos hegemónica signifi¬
ca, básicament, que el referent principal i decisiu deis objectes matemátics manejats era
llur versió euclídia: quan calia pensar els nombres, les operacions aritmétiques, la radica¬
do i raonar sobre ells, es feia per mitjá del que aqüestes coses eren dins del Ele-
ments. En particular, els E/ements eren l'única font que proporcionava la convicció de
veritat lógica, i constituien l'estructura deductiva a la que calia referir obligadament
la demostració de qualsevol resultat. Aquest pensament semi-concret, que encara no pot
prescindir de la geometría, és al darrera de la noció de nombre incompletament desenvo-
lupada i del raquitisme del llenguatge algebraic.

Estrictament parlant, les notacions emprades durant tot aquest període no van
constituir própiament un llenguatge. Els dos trets més significatius que han de ser men¬
cionáis al respecte són la insuficiéncia de la sintaxi i la manca de generalitat de les solu-
cions simbóliques adoptades. La insuficiéncia sintáctica troba la seva manifestació més
evident en l'abséncia de paréntesis i de multiplicacions indicades. En particular, si pres-
cindim de la proposta ambigua de Stifel en la progressió cóssica, la multiplicació per
juxtaposició no apareix en tot el període. Per aixó l'eliminació del 1 que acompanya
la incógnita és tardana. "1co." era originalment una cosa molt semblant a les nostres
expressions "1 pt." o "1 Km.'', a les quals el carácter básic de cardinal que té el nombre
ens impedeix eliminar-lo. El pas de 1x a x és una convenció no natural, conseqüéncia
d'un efecte de reflux de la progressiva constitució de la sintaxi, que va permetre eliminar
redundáncies que no ho eren al comengament.

Hem de parlar, finalment, del carácter ¡nconnex i ambigú que tenien les solucions
notacionals proposades en aquest període. Si la representació simbólica podia ser re-
dundant i ambigua, o podia mancar d'una sintaxi prou general, era perqué no h¡ havia
al darrera cap pretensió de rigor ni de generalitat. La funció vertebradora del raonament
que va teñir després, la va heretar directament de l'esquema geométric quan aquest va ser
substituít per l'esquema formal. En aquest primer estadi, ais símbols algebraics no els
calia sino adaptar-se bé a cadascun deis problemes concrets a resoldre, sense que existís
la necessitat que constituissin un llenguatge capa?, en poténcia, sense alterar el valor
deis seus símbols ni la significadó de llurs combinadons, de ser utilitzat en diversos
problemes diferents. Podríem dir, amb una imatge potser barroera, que els símbols alge-
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braics, ¡nicialment, no pretenien ser sino un retall que s'adaptés bé a una parcel.la de
raonament numéric —essencialment algorísmic. Només a l'etapa final de formació del llen-
guatge algebraic esdevlngué evident l'interés que podía teñir que el llenguatge algebraic
fos un vestit capar? d'embolcallar, alhora, tots els raonaments numérics, sensehaver d'adap-
tar-se cada cop a classes particulars d'ells.
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CAPÍTOL 12:

EVOLUCIÓ DEL CONCEPTE D'EQUACIÓ POLINÓMICA I DE LES SEVES

SOLUCIONS

Es podría pensar que el concepte d'equacíó neix directament del planteíg de certes
relacíons numérlques que sois poden ser satlsfetes per un valor determínat o per uns pocs
valors de la incógnita que es tracta de calcular. No obstant, res més lluny de la real¡tat.
Serla difícil determinar la primera data en qué l'home es planteja resoldre una equacló,
pero podem dlr que la qüestió de resoldre equaclons sorgeix en estadls molt prlmarls de la
clvllltzacló, I com a necessltat de solventar certs problemes d'índole práctica.

L'hlstoriador George Sarton, al seu lllbre Historia de la Ciencia (p. 88), explica que
en una tauleta babilónica d'arglla conservada al Louvre (AO 6770), tauleta que data deis
anys 2000 a.C., es presenta el problema de determinar la quantitat de temps que ha de
passar perqué una determinada quantitat de diners prestada a l'lnterés compost del 20°/o
dupllqul el capital prestat. Problema que conslstelx a resoldre l'equacló exponencial
(1,20)x = 2, I, curlosament, la resposta que ve a la tauleta d'argila és exacta: 3 anys I 4/5
d'any. No h¡ ha constancia de la forma com van procedlr per trobar-la, encara que és de
suposar que la solucló fou trobada de forma empírica, per temptelg. L'exemple posa de
manlfest que els problemes de les equaclons no sorglen des d'un punt de vista ¡ntern de les
matemátlques, sino per fer front a les necessitats generades per la vida social.

Alxí, foren els calcullstes sumerls els prlmers a resoldre dlstlnts problemes en
qué ¡ntervenlen equaclons pollnómlques de primer I segon grau. El fet de ser uns ex-
perts calcullstes ha suggerlt a l'hlstoriador Neugebauer que dlsposaven d'un métode per
a redulr les equaclons cubiques a una forma normal, que resollen per aproxjmaclons a par¬
tir d'una taula de valors on es computaven els resultats de n2 + n3, pero alxó no deixa
d'ésser una conjectura. Siguí com siguí, els sumerls van tractar les dlferents equacions que
es plantejaren des d'una perspectiva d'aproxlmacló a les solucions, I van dlsposar de les
formules que resolien les equaclons de primer I segon grau.

Contrárlament, els grecs van enfocar el problema de les equaclons de primer I segon
grau des d'una óptica geométrica. El seu esperlt, molt més lógico-deductlu, els porta a de¬
mostrar les formules aplicables a través deis models geométrlcs. Flns i tot resulta ¡n-
teressant aprofundir en la metodología que gula el pensament de Diofant en resoldre
les equaclons de segon grau. Analltzarem la forma de resoldre un problema concret, per
tal de veure que encara que en cap moment no es presenta un esquema geométrlc, aquest
és subjacent en el seu dlscurs de raonament retórlc.
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A la qüestió XXVII, del primer llibre de l'Aritmética, proposa el problema de trabar
dos nombres que sumin 20 i tais que el seu producte faci 96. Diofant procedelx així:
suposa que la diferencia entre els dos nombres buscats sigui de 2 aritmos (la incógnita); o

siguí que el nombre mes gran és 10 mes 1 aritmo, i el més petit 10 menys 1 aritmo; el
producte deis dos fa 100 menys 1 aritmo quadrat, que ha d'ésser igual a 96; i en conse-

qüéncia, 1 aritmo val 2 unitats i els dos nombres buscats són 12 i 8 respectivament.
Transcriurem a continuado les operacions realitzades sota un model geométric i en

forma general:
El problema és resoldre una de les formes d'equació de 2on grau: ax2 + bx = c,

plantejat sota l'aspecte que el primer membre sigui un producte de dos segments descone-
guts (que formaran un área rectangular) i el segon un nombre quadrat (área quadrada).

be
L'equació inicial és equivalent a x2 d x =—, que es transforma en el producte

Com que el rectangle s'ha de transformar en un quadratrutilitzarem el quadrat queté
b b

per costat la semilongitud deis segments x i x H és a dir, el quadrat de costat x + — .
a ¿a

La reí ació entre l'área d'aquest quadrat i la del rectangle anterior és que l'áreadel quadrat ex-
b b

cedeix la del rectangle en el quadrat decostat — , d'on l'área del quadrat de costat x + —
c 2a b ,

és igual a la del rectangle d'área — més Tarea del quadrat de costat — ; d'aqui que
a 2.a

x+f2a

2 c
H

, d'on es deriva la fórmula x =
a

-b_
2a

+ >/(£)’+f-
Diofant, en el fons, segueix aquest procediment, que li queda simplificat per haver

triat adequadament la incógnita a utilitzar.
De totes formes, la resolució d'aquests problemes, en si mateixos, no constituyen

els comengaments de l'álgebra, sino més aviat técniques concretes per a resoldre alguns
determináis problemes de planteig. L'inici de l'álgebra se sitúa históricament en la formu¬
lado i práctica de les regles del cheber i a/mucábala, per a resoldre les equacions de primer
i segon grau. Al-Hwarizm¡ assenyalaria, en aquest sentit, el comengament d'un llarg
cami' que conduiria a les estructures algebraiques modernes. No obstant, creiem conve-
nient reflexionar i aprofundir sobre el carácter de les operacions intel.lectuals que entren
en joc en la resolució de les equacions de primer i segon grau; pot ser que, després de tot,
els inicis de l'álgebra no siguin tan nitids com estableixen certs historiadors de les mate-
mátiques.
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Intentarem posar en relleu que la práctica de resolució d'equacions ve precedida,
tant cronológicament com conceptualment, per certes estructures subjacents a les equa-
cions, i que corresponen a dlferents graus d'abstraccló de problemes simples. Assenyala-
rem tres estadis básics d'operativitat, que configuraran l'estructura operativa de les regles
de l'álgebra.

A) Un primer estadi correspon a la resolució de problemes aritmético-comerciáis, i
que no són aliens del tot al planteig d'equacions. Entre ells hi hauria els problemes d'equi-
valéncia de diners expressats en monedes diferents, on es tracta de trobar el valor d'una
determinada moneda en relació a les altres (Veure pág. 52); o bé els problemes correspo-
nents a quantitats de pesos i mesures de mercaderies expressats en unitats diferents,...

Ésconvenient constatar en aquests tipus de problemes diverses qüestions:
1o) Que per a sumar una quantitat de diners, expressada en diferents monedes,

amb una altra, l'operació és feta a partir d'ajuntar les quantitats de monedes d'una mateixa
"qualitat". Ex. Qui vol sumar 3 ducats, 5 sous i 12 diners amb 2 ducats i 7 diners, ha de
procedir sumant ducats amb ducats, sous amb sous i diners amb diners, d'on resulta 5
ducats, 5 sous i 19 diners. Forma de procedir idéntica que quan es planteja sumar dife¬
rents monomis.

2o) Que quan es té una equivalencia de diners expressats en diferents monedes, es
pasa a una altra equivaléncia mes simplificada sense més que treure quantitats iguals deis
dos membres, sempre i quan siguín de la mateixa “qualitat". Ex. Qui vol simplificar
l'equivaléncia: 57 ducats, 3 sous i 5 diners igual a 39 alfonsis, 7 sous i 9 diners, procedirá
a sustreure 3 sous i 5 diners de tots dos membres, obtenint: 57 ducats iguals a 39 alfon-
sins, 4 sous i 4 diners.

3o) Que per a desembarassar el valor d'una moneda respecte a les altres és necessari
fer l'operació anterior amb la finalitat d'a¡llar aquesta moneda en un membre de l'equació.

Aquesta práctica, natural dins del terreny mercantil, és un antecedent que donará
sentit a les regles del cheber i almucábala, aplicades a la resolució d'equacions poli-
nómiques.

B) Un segon estadi de la práctica anterior el trobarem a les operacions numéri-
ques entre els nombres radicáis. Així per exemple, les regles per a sumar: 3 + \/~5amb
4+2 fan 7 + 3 -y/lTo bé multiplicar: 4 per 3+2 \/lf és 12 + 8 \/~5.

Aqüestes operacions, estrictament numériques, abonaran el terreny per a trobar
els procediments que facin tractables les equacions. I també de la práctica d'aquestes
operacions entre nombres radicáis composats apareixeran les regles deis signes. Es seguint
precisament aquest punt de referéncia com al-Hwarizmi introdueix la manera d'operar
expressions amb diferents poténcies de la incógnita (Veure pág. 24).

C) El tercer estadi el constitueixen les expressions polinómiques més abstractes,
ón les igualtats ja no són numériques, sino que corresponen a la recerca d'un o dos nom¬
bres que les verifiquen. I aquest estadi de treball será el que es manifestará extraordinária-
ment fértil per a la creació matemática, donant lloc amb el temps a la teoría d'equacions.
Així dones, les equacions polinómiques no neixen al marge de les operacions que s'esta-
bleixen en altres camps numérics, o fora del si deis problemes mercantils. Tampoc no apa-
reixen en un primer estadi les expressions polinómiques (com a entitats autónomas) sepa-
rades de les equacions. De fet, la teoría de polinomis com a tal ni es planteja, i quan
ocasionalment es fa, no és sino en la perspectiva d'estudi de la resolució d'equacions
polinómiques de primer, segon i, circumstancialment, de tercer grau. És ciar que, en la
mesura que intervenen les operacions elementáis en el transcurs del planteig i resolució de
les equacions polinómiques, es plantegen les operacions entre polinomis, encara que de
vegades aqüestes operacions queden confuses dins l'ampli context de transformació
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d'una equació en una altra. Analitzarem l'exemple concret d'un problema que és resolt
aplicant les regles de l'álgebra, per tal d'extreure'n certes observacions.

Ex. Si un nombre més 5 unitats es dlvldeix per aquest matelx nombre menys dues
unitats, obtenim 4, quant val aquest nombre?

La successió d'operacions que intervenen en la resolució del problema, utilitzant
l'álgebra simbólica, que permet veure-ho més ciar, (encara que el procés d'operacions de
l'álgebra retorica deis árabs fos exactamen el mateix) és:

Equació del problema:
x + 5

x - 2
= 4

x + 5 = 4(x — 2)

x + 5 = 4x - 8

5 = 3x - 8

13= 3x

• Multiplícant els dos membres per x — 2

• Restant la incógnita ais dos membres

• Sumant 8 ais dos membres

• Fent 3 vegades més petit cada membre

Aqüestes ¡dees senzilles són les que van emprar els árabs eficagment, i que van
donar lloc a les regles del cheber i almucábala. Des d'un punt de vista conceptual és prou
evident i lógic que en aquella forma de procedir es passés d'una igualtat a una altra, pero
el que no és tan obvi és que es passés a una igualtat equivalent a /'anterior, ja que aquesta
equivalencia sois ho és des del punt de vista de la resolució de l'equació. Aquest és el
descobriment més ¡mportant del nou art inaugurat pels árabs, i que permet, fins a cert
punt, automatitzar el procés a partir d'unes regles perfectament definides, oblidant el
contingut concret de la incógnita, per a retrobar-lo al final del procés.

La forma de procedir de Diofant era essencialment diferent, ja que la transformació
d'una equació en una altra sempre era feta a partir del raonament aritmétic no automatit-
zat, cosa que obligava a arrossegar constantment el significat de cada una de les equacions
intermédies. Es fácil de veure el canvi de perspectiva ¡ntroduít pels árabs respecta a
Diofant, només considerant la manera de procedir per a resoldre un problema concret

com l'abans esmentat, d'equació
x + 5

x - 2
= 4 .

Metodología de Diofant:
Si l'aritmo més 5 unitats, dividit per 1 aritmo menys dues unitats, ha de donar 4,

vol dir que 1 aritmo més 5 unitats ha de ser igual a 4 aritmos menys 8, el que és equi-
valent a dir que 3 aritmos menys 8 són 5 unitats, i per tant, 3 aritmos són 13, i el nom¬
bre buscat ha de ser tres vegades més petit que 13, o siguí 13/3.
Metodología deis árabs:

1 chai més 5 partit per 1 chai' menys 2 és 4 (Multiplicar els dos membres de la
igualtat per 1 chai' menys 2)
1 chai' més 5 igual a 4 chai' menys 8 (Restar 1 chai ais dos membres)
5 igual a 3 chai' menys 8 (Sumar 8 unitats ais dos membres)
13 igual a 3 chai' (Segons la regla de resolució de les eq. de 1er grau)
1 chaiés 13/3.
Pero en canvi, en cap ocasió no es procedía calculant el resultat de dividir x + 5
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per x — 2, la qual cosa també els hagués permés resoldre el problema, segons la succes-
sió d'operaclons:

x + 5

x- 2
= 4 1 +

7

x - 2
= 4

7

x - 2
= 3

Fins al Renalxement no aparelxen els algorlsmes per a dividir un polinoml per un al-
tre, i l'operatlvitat entre pollnomls queda reduida ais algorismes per a sumar, restar ¡
multiplicar; la qual cosa no és d'estranyar, si tenlm en compte que la divisló esdevenla
innecessária en el marc de resolucló d'equaclons que es plantejaven. Aquesta estricta
operatlvltat de pollnomls anava assoclada a la teoria de com passar d'una equació polinó-
mlca a una altra equlvalent, que junt al problema de resolucló d'equaclons polinómlques
slmpllflcades al máxlm (sense monomis del mateix grau ais dos membres de l'equacló)
constituien els tres aspectes báslcs de I'álgebra árab, els quals s'englobarlen dlns el que
serla la "Teoría de resolucló d'equaclons de primer I segon grau".

Resumlnt, dones, el tractament de la teoría es redulrla a dues qüestlonsfonamentals:
A) Com conduir tota equació Inicial a una altra del tlpus P(x) = Q(x), tal que

tots els coeflclents de P(x) I Q(x) slguln posltlus, i que a més no aparelxin ais dos cos-
tatsde la igualtat ¡ncógnltes afectades de la matelxa poténcla.

B) Com resoldre de forma automática P(x) = Q(x), amb totes les varlants posslbles
que es poden presentar.

Les dues qüestlons s'havien de resoldre dlns d'un marc molt llmltat, com era la
no existencia deis nombres negatlus, cosa que dlflcultava extraordinárlament els processos
a seguir.

Per a abordar A) n'hl ha prou amb la ¡dea que en una Igualtat qualsevol de coses
es pot afeglr, treure o multiplicar una matelxa quantitat ais dos membres de la Igualtat I
sempre s'obté una altra Igualtat equlvalent.

Les regles de com recondulr una equació qualsevol a la seva forma més reduida A)
són completes, i resolen flns I tot els casos en qué alguns polinomls queden afectats
per radlcaclons.

Per altra banda, l'avenp global del desenvolupament de la teoría de resoluclons
d'equaclons B) será abordat amb éxlt pels matemátlques ¡tallans a la primera meltat del
segle XVI (Cardano, Tartaglla, Ferrari). Les formes de procedlr que Cardano exposa a
YArs Magna están encara ¡mpregnades de construcclons geométrlques, pero cada cop més,
en el transcurs de certs problemes, van aparelxent entltats "anormals", frult deis cálculs
formáis, que van prenent autonomía propia i digna atencló (Veure nombres negatlus en
l'obra de Cardano). Durant una etapa de límits indeflnlts coexistirán, a les obres deis
autors matemátlcs, els recursos del cálcul formal, que pugnen per desenvolupar-se plena-
ment, absorblnt en el procés de la seva consolidado tota mlllora notacional, i al mateix
temps les demostraclons de caire geométric, que sovlnt justifiquen i reforcen els mateixos
cálculs formáis, els quals, per si sois, encara no tenien prou valor demostratlu. I és que
la ruptura epistemológica entre la concepció geométrica i el cálcul formal no es fará si¬
no d'una manera molt lenta i evolutiva, de tal forma que a les mateixes obres de Vieta
i Stevin encara trobem la interpretado geométrica en el planteig d'una equació, amb
l'exigéncia que aqüestes verifiquin la regla deis "homogenis"; és a dir que una equació
com x3 + bx3 + ex = d s'entén com una igualtat de sólids (volums), representant cada
monomi el següent: x3 és un cub de costat x; bx2 és un paral.lelepi'pede de base quadrada
de costat x i altura b; ex és un paral.lelepípede d'área quadrada c i altura x i d no és més
que un cub de volum d; i així es procedeix a interpretar totes les equacions, siguin del
grau que siguin.
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La potencialitat que, com a eina de treball matemátic, representava el tractament
automatitzat de les equaclons no va passar per alt ais matemátics occldentals de fináis del
segle XV i comengaments del XVI. H¡ havia la plena consciencia que alio representava un
estadi de treball qualitativament diferent a totes aquelles técniques concretes de resolu-
ció de problemes aritmétics a partir deis métodes de una falsa posició, dues falses posi-
cions, per oposició i remoció, etc... Que s'entreveia que s'estava davant d'una nova meto¬
dología revolucionaria, que anava a capgirar completament el tractament deis problemes,
ho demostra el següent paragraf entusiasta de Chuquet, extret del Triparty, en comengar
el tercer capítol, dedicat a l'álgebra:

"Peró, de totes les regles tractades abans, la que esdevémeravellosa per excel.léncia és la re¬
gla de ¡'álgebra (rigle des premiers), que realitza totalló que les altres fan i encara Innumera¬
bles cálculs més d'inestimable profunditat. Aquesta regla e’s la clau cfentrada i la porta deis
abismes que hi ha en la ciencia deis nombres".

Era evident que s'havia arribat a un filó que prometía ser molt ric, i que anava
a ser explotat pels millors cervells de l'occident renacentista.

Les bases d'un plantejament global en la forma d'enfocar l'estudi de les equacions
polinómiques les trobem per primera vegada a l'obra de Chuquet. Si en un primer estadi,
i vinculat a la dita teoría de resolució d'equacions de primer i segon grau, els polino-
mis tenien la seva referencia en llur interpretado geométrica, i les distintes formules
de resolució es basaven en un model geométric, será Chuquet qui procedirá a una primera
independizado d'aquesta teoría de la seva interpretado geométrica, assentant les bases
per al desenvolupament del cálcul formal entre polinomis. És aquest enfocament ampli el
que el condueix a cercar les formes notacionals més convenients i practiques per a facilitar
el cálcul formal. D'aquesta manera, la seva notado no diferirá en l'essencial de la notació
cartesiana (llevat de la inconveniéncia de no poder treballar més que amb una sola incóg¬
nita).
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CAPÍTOL 13:

CONSIDERACIONS GENERALS

La renovado didáctica i pedagógica

Des del moment que l'educació escolar va comenpar a ser una realitat d'importán-
cia social considerable, i des del moment, en particular, que calgué difondre ámplia-
ment el coneixement cienti'fic, va adquirir interés el fet d'escollir adequadament la
metodología a seguir en l'aprenentatge d'aquest coneixement. En els darrers 75 anys, el
fenomen anterior no ha fet sino aguditzarse, conjuminant-se amb una auténtica explosió
de nous resultáis i noves formulacions científiques.

La preocupació didáctica ha acompanyat gairebé sempre els intents de renovació
pedagógica, nombrosos des de la Revolució Francesa. Des de I'Emite rousseauniá, passant
per Pestalozzi i Herbart, fins a Maria Montessori, una serie d'idees sobre un ensenyament
respectuós de l'individu, que fomenti les seves potencialitats, que el faci integre i ¡n-
tegrat a la societat,... van anar evolucionant i prenent cada vegada més eos, fins al punt
que difícilment, avui, trobaríem algún programa educatiu que deixés d'acceptar-les.
Una de les novetats interessants aparegudes en aquest corrent d'idees, durant el segle
present, ha estat la nova considerado donada a certs factors molt directament lligats al
saber científic: capacitat d'observació, importáncia de la manipulado i de l'experimen-
tació, del contacte amb la naturalesa,... Sens dubte, una de les manifestacions concre¬
tes més interessants d'aquest esperit fou I'lnstitut-Escola.

Peí que fa estrictament a l'ensenyament de les matemátiques, en els anys de tran¬
sido entre els segles XIX i XX ens cal mencionar dos matemátics d'alpada, que protago¬
nizaren iniciatives importants. Félix Klein, autor entre altres coses d'aquella revolu¬
ció de la geometría coneguda com el programa d'Erlangen, va intervenir activament en la
reforma deis plans d'estudi de l'ensenyament mitjá, proposant, contra l'opinió conserva¬
dora, que h¡ fos integrada una introducció al Cálcul Infinitesimal. Va escriure una obra
remarcable dedicada ais professors de matemátiques d'aquest nivelI, posant al seu abast
els coneixements de la matemática més moderna. Defensor del métode genétic, Klein hi
enfocava molts deis temes des de la perspectiva donada per la forma com aquests temes
s havien desenvolupat históricament. Fruit d'aquella empresa regeneracionista dirigida per
Rey Pastor, la Biblioteca Matemática, és la traducció castellana d'aquesta obra valuosa.
La matemática elemental, vista desde un punto de vista superior.
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Un altre eminent matemátic preocupat per l'ensenyament que també es pronuncia a
favor del métode genétic fou H. Poincaré. Les següents són paraules que va escrlure a
Ciencia y método:

"...Sens dubte que és costos per un mestre ensenyar alió que no el satisfá completa-
ment, pero la satisfacció del mestre no és l'única final¡tat de l'ensenyament; ha de preocu¬
parse primer de qué és l'esperit de l'alumne, i qué es desitja ferd'ell. Els zoólegs pensen
que el desenvolupament embrionari d'un animal resumeix en un temps molt curt tota la
historia deis seus avantpassats, des deis temps geológics. Sembla ésser que succeeix el
mateix en el desenvolupament deis esperits. L'educador ha de fer passar el nen per on han
passat els seus pares; més rápidament, pero sense deixar-se cap etapa. D'aquesta manera,
la historia de la ciéncia ha de ser la nostra primera guia", (p. 99)

Molts matemátics posteriors han estat partidaris d'adoptar punts de referéncia
semblants per estructurar l'ensenyament de les matemátiques. Al nostre país, Rey Pas¬
tor i Puig Adam feren un notable treball d'elaboració de material destinat a renovar-ne la
didáctica. Les seves obres, en tants aspectes admirables, reflecteixen aquesta preocupació
per la historia de la disciplina i per l'actitud activa del qui aprén, que són les millors
garanties d'un treball didáctic valuós. Potser poques coses siguin tan simptomátiques
del clima d'esteril¡tat cultural deis 40 anys inacabables del franquisme com el fet que
l'obra d'aquestes dues personalitats, que va meréixer el reconeixement internacional,
i fins i tot del "Ministerio de Educación Nacional", no siguí avui un patrimoni viu de tots
nosaltres. Tot al contrari, moltes de les pagines que la contenen, arraconades per aquell
bluf i aquella fullaraca de les matemátiques dites modernes, avui no podem trobar-les sino
dins la pols d'alguns fons de biblioteca.

L'aprenentatge com a redescobriment

Aprendre alguna cosa, especialment quan aquesta cosa és complexa, és, en algún
sentit, reconstruir-la per nosaltres mateixos. Entendre alguna cosa, en el mateix sentit,
és teñir la capacitat de sintetitzar-la creadorament. No és altra la rao per la qual l'individu,
en l'assimilació espontánia de molts conceptes, reprodueix en certa manera el camí
recorregut históricament per arribar a incorporar aquests conceptes al saber comunitari.
Per aquest motiu, els redescobriments deis fets (de la solució d'un problema, de l'enunciat
d'un teorema,...) per part de l'individu és alió que millor el prepara per a assumir íntegra-
ment els continguts d'una teoría matemática. Per aquest motiu, també, alió que propor¬
ciona un més gran aprofundiment de la materia estudiada no és la seva exposició ordenada
lógicament, sino l'enfrontament directe amb els problemes més importants.

La pregunta qué vol dir saber matemátiques? admet respostes molt diverses. Pos-
siblement tantes com la pregunta qué és essencial en el quefer matemátic? Per uns,
el que és important és conéixer els principáis teoremes, les definicions més importants, els
contra-exemples més notables, les demostracions més interessants; per d'altres, potser
teñir un bon coneixement de les aplicacions de les matemátiques i de llurs possibilitats
reais; per d'altres, encara, potser la capacitat de resoldre problemes,...

Tothom está d'acord que dins de les matemátiques h¡ ha dos aspectes d'activitat
complementaris, i que tots dos tenen el seu just lloc. L'un correspon al procés de recer¬
ca i d'elaboració d'una teoría, on intervenen la improvisació, la intüició, les analogies, les
provatures deis més variats recursos, els atzucacs, i on els resultáis apareixen per vies a
vegades tortuoses, i quasi sempre de forma desordenada (o almenys no ordenada en el
sentit més lógic de la paraula). Un altre procés, que és posterior cronológicament i de
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naturalesa completament diferent, consisteix a afinar els resultáis de la recerca anterior,
ordenant-los. És en aquest darrer estadi d'elaboració intel.lectual quan s'intentará fona-
mentar els resultáis trobats sobre unes bases termes, donant rigor a cada un deis raona-

ments emprats en la recerca deis teoremes; aquests s'abrigaran sota un rigorós llenguatge
formal, ¡mplecable des d'un punt de vista lógic i convincent per tota persona que gaudeixi
d'una formado matemática. Es fará més, encara: s'ordenaran els resultats trobats en

forma de lemes previs i teoremes, sota una estructura lógica, i concatenáis de tal manera

que la metodología deductiva permeti anar passant d'un d'ells a un altre amb la máxima
economía de temps i grafisme, s'eliminaran aquells resultats tangencials que no tinguin un
¡ntere's global des del punt de vista de la teoria general, i, per últim, es presentará la teoría
d'una forma més o menys acabada, ¡ntentant deixar els mínims interrogants, o qüestions
no resoltes. Tot estará aleshores a punt per a poder escriure un Ilibre titulat, modestament,
"Introducció a la teoria de...".

Dins del procés de desenvolupament de les matemátiques és prou ciar que totes
dues activitats matemátiques ressenyades són necessáries, i que es complementen de tal
forma que l'una sense l'altra aviat arribarien a les seves fronteres naturals. Pero si hem
fet aquesta divagado és per poder-nos plantejar en quina mida caldrá utilitzar aquests
dos aspectes de les matemátiques en el seu ensenyament

Tradicionalment, a l'ensenyament ha predominat de forma excessiva el segon aspee-
te de la tasca matemática, pero en una versió molt limitada i infantil: els resultats ja
venien estructurats des deis Ilibres, o els estructurava el professor. Si aixó era possible,
aquest fenomen encara es va aguditzar més a la darrera etapa de "matemátiques moder-
nes". Aquesta opció ha comportat que l'estudiant no pot intervenir de forma acti¬
va en el seu propi procés d'aprenentatge, i el forpa a una actitud purament passiva i re¬

ceptiva. S'ha demanat a l'estudiant que se circumscrigui a aprendre els principáis teore¬
mes d'una teoria i a saber fer exercicis, per tal de veure si havia assimilat correctament el
tema.

Evidentment, amb resquema teoría ordenada ^.exercicis banals d'aplicadó s'ha
aconseguit ampliar els programes, pero peí camí s'han perdut moltsdels elementsmés inte-
ressants que hom pot extreure de l'ensenyament de les matemátiques. De fet, se l¡ ha es-

camotejat a l'alumne el tipus d'activitat més apassionant: la recerca, la provatura, la
conjectura d'una determinada relació, la joia de trobar per si mateix un camí que s'ende-
vina pie de possibilitats,... Es ciar que tot aixó és un luxe si l'ensenyament cal fer-lo
amb un cronometre a la má i a contra-rellotge. Ara bé, si una de les fites més importants
de l'ensenyament és suscitar la curiositat per a aprendre, i la satisfacció que depara el
coneixement de les coses, será ¡mportant no oblidar la part més creativa de l'activitat
matemática.

Pensem que seria un pas molt ¡mportant, per tal de remuntar l'apatia que sovint
envaeix les aules, recuperar part de la frescura mental que comporten els petits des-
cobriments matemátics en els quals poden participar els notres alumnes. És en aquest sen-
tit que ens plantegem desenvolupar, ais propers capítols, alguns recursos didáctics extrets
a partir del coneixement de com es va desenvolupar l'aritmética i l'álgebra.

La nostra intenció és posar en relleu aquelles qüestions susceptibles de ser re-
descobertes per l'alumne, configurant el marc óptim de problemes i exercicis que pot pre¬
sentar el professor a tal f¡. Al mateix temps, procurarem d'analitzar aquells concep-
tes més complexos que presenten dificultáis ocultes i que requereixen un tractament més
lent i pacient, per tal que l'alumne els copsi correctament. Cal no perdre de vista que
molts conceptes que per nosaltres són naturals, a base d'haver-nos-h¡ anat familiaritzant,
no ho són pas a l'estadi psicológic de l'adolescent.
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Advertim, d'entrada, que els temes que presentem no están provistos ni de l'estruc-
tura lógica impecable propia deis llibres de text (cosa que no ens importa gens ni mica),
ni del nivell de concreció propia d'un material ja a punt de ser útilitzat a classe (cosa que
lamentem i que procurarem esmenar més endavant). El material que oferim no és per
a ser seguit al peu de la Iletra; és molt més un croquis, un conjunt d'idees i suggerén-
cies, que un quadre acabat.
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CAPÍTOL 14:

LA INTRODUCCIÓ DELS NOMBRES TRENCATS I LES OPERACIONS AMB ELLS

Puntualitzacions que es desprenen des del punt de vista de la historia

a) Els trencats són definits a partir del seu servei, i en conseqüéncia la definició es
recolza en el significat directe d'aquests nous nombres (veure les definlcions que do¬
nen Sanctcllment i Chuquet, pág. 144). El naixement deis trencats no respon a la
¡dea d'ampllacló deis enters per a tancar les operaclons elementáis entre ells (resolució de
3x = 2), perspectiva molt moderna que contempla les categories de nombres des del punt
de vista de la seva estructura algebraica, sino que els trencats apareixen com a elna per
a poder mesurar, pesar I valorar quantitativament objectes de la realitat que no són ex-
pressables a partir deis enters.
b) Els trencats juguen un paper funclonalment equlvalent ais enters, en la mesura que
tots ells es refereixen sempre a unitats de mesura exactament entera, ja siguí prenent
la unltat de'mesura, o bé una part "exacta" d'ella. És a dir, el valor numérlc assignat a
un mateix objecte real tant pot venir donat per un nombre enter com trencat (3/4 de Kg.
de sucre és equivalent a 750 grs. de sucre; 1/4 d'hora és equivalent a 15 minuts,...).
Després de tot, l'equlvaléncia funcional es retrobará en el desenvolupament de la teoría
de nombres, on será equivalent investigar moltes proposlclons dins del camp deis enters
o el deis racionáis (és equivalent demostrar l'últlm Teorema de Fermat en el camp deis
enters o en el deis trencats,...)
c) Els algorismes operatlus entre trencats es deriven directament de la interpretado
i significado deis trencats com a ens númenes, tais que per a ser operats requereixen haver
estat comparats a partir d'una sub-unltat de mesura que quedl compresa, simultániament i
de forma exacta, dins de les sub-unltats determlnades pels denomlnadors deis trencats a
operar. La ¡dea de fraccions equivalents i reducció a comú denominador no pot desvincu¬
larse del cálcul amb trencats, així com l'ordenació de trencats requereix comparar-los a
partir d'establir sub-unltats de mesura comunes.

d) Els trencats apareixen históricament com a nombres absolutament apropiats per a
aproximar soluclons del cálcul numéric (ex. cálculs d'arrels no exactes) i d'equaclons. Fins
1 tot són desenvolupats diferents algorismes de recurréncia a tal f¡ (veure Chuquet,
Pág. 77-79).
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Les diferents opcions possibles per a presentar el tema deis nombres racionáis

A grans trets, podríem dir que h¡ ha dues formes essencialment diferents de presen¬
tar els nombres racionáis: una és la que contempla la classe deis nombres racionáis des
d'un punt de vista lógic, i una altra que ho fa des d'un punt de vista intüitiu, vinculat a la
significació numérica deis trencats i ais algorismes operatius.

L'ensenyament de les matemátiques a la darrera etapa, coneguda sota el nom

á'-ensenyament de les matemátiques modernes, ha donat especial releváncia a presen¬
tar els nombres, des de l'óptica de les estructures algebraiques assentades sobre els concep-
tes de la Teoría de Conjunts, inaugurada amb G. Cantor. En aquesta perspectiva, les dife¬
rents classes de nombres s'han organitzat segons una escala d'inclusió, o millordit d'am-
pliació del camp numéric, fent intervenir com a element primordial el tancament de les
operacions suma i producte, cosa que origina la classificació NC ZC QC RCC, ambel
corresponent quadre d'estructures algebraiques:

N, + monoide
Z, + , • anell
Q, + , • eos

R, + , • eos complet
C, + , * eos complet, on cada polinomi de coeficients complexes té tantes arrels

com indica el grau del polinomi.
Es podría pensar que aquest punt de vista en la forma de presentar els nombres és

molt recent, pero no és el cas, tota vegada que a comenpaments d'aquest segle molts lli-
bres de matemátiques de caire enciclopédic ja incloien una exposiciód'aquest tipus (presen¬
tado axiomática deis nombres i les seves operacions, encara que sense incloure l'estructu-
ra algebraica), com es pot apreciar a l'Enciclopédia d'álgebra elemental i análisi de H.
Weber (1906) o a l'obra de Burkhardt (cf. F. Klein, p. 42-Vol I).

Es de destacar que matemátics com H. Poincaré ja advertien fa 80 anys deis perills
que suposaria una introducció prematura en l'ensenyament deis métodes axiomático-de-
ductius, en temes tan importants com els nombres. A l'obra Ciencia y método (p. 95)
trobem el següent parágraf, referit a la introducció deis nombres racionáis:

"...A les escoles primarles, per definir un fracció es parteix una poma o un pastfs: es fan a
trossos, per descomptat, per mltjá del pensament i no en la realltat, ¡a que presumeixo que
els fons de l'ensenyamen tpriman no permeten tal dispendi. A /'Escola Normal, al contrari, o
a les Facultáis, es dirá: una fracció és el conjunt de dos nombres enters separatsper una rat¬
ita horizontal; es definirán les convencions que poden transformar aquests si'mbols; es dé
mostrará que les regles d'aquestes operacions són les mateixes deis cálculs deis enters, i es
constatará, finalment, que efectuant, d'acord a aqüestes regles, la multiplicació de la fracció
pe! seu denominador, dona lloc al numerador. Aixó esta molt bé, ¡a que s'encamina a joves,
familiaritzats de molt de temps amb la noció de fraccions, a forqa d'haver partit p ornes o at-
tres objectes, ¡oves l'esperit deis quals, afinat per una forta educadó matemática, ha arribat
a poc a poc a desitiar una defin ició purament lógica. Pero, quin no seria el desconcert del
principian t a qui volguéssim servir tais definicions?"

I una mica més endavant diu:

"He pres exemples tan extrems, que cap mestre no podría somniar anar tan lluny".

Poc es podía imaginar el senyor Poincaré que en el curs de dues generacions s'acaba-
ria experimentant en carn viva el que ell desestimava com a disbarat didáctic, impensable
de portar a la práctica.
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Pensar en la possibil¡tat que es puguin ¡ntroduir els nombres racionáis, com la
classe d'equlvaléncla de parells ordenáis de Z x Z*, a nois que no portin molt de temps
treballant I operant amb trencats, és una ¡dea més que ¡l.lusória. I si malgrat tot es proce-
deix així, I es deflneixen per convenció les operacions de sumar i multiplicar aquests
nombres, és possible que l'alumne acabi recitant de memoria que els racionáis són un eos,

pero que ningú no cregui que aixó el facultará per a plantejar i abordar problemes en qué
intervinguin els conceptes de proporcionalitat, descomptes, aliatges, etc..., i en definitiva
tots aquells problemes que donen sentit a tractar amb ens numérics més amplis que els
enters.

Tampoc no sembla satisfactoria la introducció deis nombres racionáis com opera-
dors sobre Z, on operar amb a/b significa multiplicar per a i dividir per b, que si bé facilita
la comprensió de l'algorisme del producte (com a composició d'operadors), deixa en Taire
l'algorisme de la suma, acabant per adoptar el conveni (més o menys justificat):

_a £ _ ad + be
b d bd

Arribáis a aquest punt s'imposa una reflexió al voltant del divorci creixent que
s'ha establert entre la génesi deis trencats i les síntesis modernes que s'han anat fent
respecte ais diferents nombres. És un fet innegable l'evolució que sofreixen els conceptes
matemátics, així com la transformado de les idees que ens formem de certs objectes
matemátics que són consideráis de diferents formes en el transcurs de les époques. També
és ciar que les grans síntesis que periódicament s'han de fer de tots els conceptes i ele-
ments que ¡ntervenen en el quefer deis matemátics, han de revelar una depuració d'ele-
ments accessoris a les matemátiques, depuració que genera graus creixents d'abstracció, i
negar aquest fet seria tancar ais ulis al carácter dinámic de l'elaboració de la matemática.
Ara bé, una qüestió és posar en ordre el cúmul de coneixements matemátics anteriors, i
l'altra és pensar que el producte depurat siguí l'óptim com a eina i referencia per a l'en-
senyament de les matemátiques. Esperar que coincideixi la lógica de la reestructuració
interna de les matemátiques amb la lógica d'aquell qui per primera vegada s'enfronta a un
procés d'aprenentatge és, si més no, un acte audap i temerari.

Pensem que és un error pedagógic intentar enfocar l'aprenentatge de les matemáti¬
ques a partir d'aquells elements que són propis de la seva fonamentació i síntesi. A aquell
qui comenpa un camí d'estudi no el preocupa quin és el trajéete global del mateix, ni
si aquest está exempt de contradiccions lógiques, o si les definicions que utilitza són
rigorosament precises; el que vol és copsar quines possibilitats dona aquella línia da
treball, trobar resultáis palpables per ell mateix, ser capa? d'utilitzar el máxim de recursos
que té a les mans en cada moment, i tan sois després d'un bon recorregut peí tema el seu
esperit estará en condicions de plantejar-se la coherencia de tot alió construít anterior-
ment. En una paraula, la tasca de reordenar i polir vindrá després. I és que, en definitiva,
l'aprenentatge se sustenta més en raons psicológiques que no pas lógiques, i el que convé
es presentar els problemes i temes des del punt de vista de l'interés i comprensió d'aquell
qui els ha de treballar. Els processos d'abstracció han de teñir lloc en el transcurs del
treball, pero no en el punt de partida. L'abstracció ha d'esdevenir una necessitat, pero no
una imposició.

Retornant al tema deis trencats, és ¡nteressant la valoració que en fa Félix Klein
després de comparar els avantatges i desavantatges de la versió clássica, intuitiva, i la
moderna, de caire lógic, quan s'apliquen a l'ensenyament.

"...Segurament l'exposició moderna és més pura, peró, en canvi, és també més pobre. Ja que,
de tot el que l'exposició clássica ens dóna d'una vegada, l'altra sois ens en dóna una meitat:
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la introducció abstracta, completament lógica, de certs conceptes aritmétics-dits trencats- i
les operadonsamb ells;pero resta sense resoldre encara una segona qüestió, totalmentlndepen-
dent d'aquella i no menys importan t: Es podran aplicar, a les magnituds intu ñivament mesura¬
bles, aqüestes teories deis trencats, deduides d'una forma tan purament lógica?" (Pag. 42!.

Per la nostra part segons els estudis que hem fet sobre la manera com, historl-
cament, han estat manlpulats els nombres trencats, aquesta manera s'adiu ambla forma-
ció psicológica de l'alumne, tota vegada que els trencats troben de forma natural el model
de les magnituds mesurables de la mateixa manera que, en un primer estadi, també
l'alumne necessita fixar els nous conceptes en objectes materials concrets. Sois després
d'una Marga manipulado amb trencats, on els algorismes operatius sorgeixen espontánia-
ment de les seves própies significacions, es pot passar a una contemplació més abstracta
deis nombres racionáis, que no pot anar deslligada de les operacions del cálcul formal i del
cálcul literal. Creiem convenient desplapar el punt de vista lógic a l'etapa d'estudis univer-
sitaris.

A les pagines següents ¡ntentarem de fer un resum del quadre d'exposició, que a
títol orientatiu podría servir per a introduir els trencats i el desenvolupament de les
operacions amb ells.

La introducció deis nombres trencats i les operacions amb ells.

Respecte a aquest tema hem de dir, abans de res, que ja hi ha elaborat i editatun
material didáctic molt en consonancia amb el desenvolupament historie deis trencats. Ens
referim ais apunts editats peí Grup Zero de Barcelona, sota el títol La mesura i els nom¬
bres, quadern de treball que al nostre judici respon al que hauria de ser una línia d'apre-
nentatge que respecti els condicionants psicológics i conceptuáis del noi.

Per la nostra part farem un petit resum del que podría ser una forma d'introduir
els trencats i de manipular los per tal d'extreure'n els algorismes de les quatre operacions,
sense deixar de recomanar, com a exposició més precisa i concreta, la continguda ais
materials citats del Grup Zero de Barcelona.

Pensem que l'esperit del alumne está preparat molt aviat per a comprendre intuiti-
vament la noció de nombre trencat, encara que només siguí perqué d'alguna forma,
i a fora de l'escola, ja n'ha sentit a parlar, en el llenguatge que utilitza l'home del carrer en
la seva comunicació habitual. El paper del mestre no será altre que fer adonar d'aquestes
expressions que el noi ja ha sentit dir, encara que sense parar-hi una atenció especial, i
conduir-lo a una reflexió sobre el seu contingut i significat numéric:

"Falten tres quarts d'hora perqué vingui en Ramón".
"Posim mig Kg. de vedella".
"Aquest pantá está a dos terqos del seu nivell máxim".
Es pot comenpar la introducció deis trencats demanant ais alumnes que trobin

d'altres exemples similars i que explicitin els continguts numérics que hi apareixen, és
a dir, que expliquin en el seu llenguatge quines quantitats els suggereixen els exemples
anteriors, i fins i tot com les obtindrien de forma constructiva, quan els problemes així
ho requereixin. Es pot proposar, en aquest estadi ¡ntroductori, el problema elássie de
repartir un pastis a parts iguals entre dos nois i tres noies, demanant ais alumnes com
el resoldrien a la práctica, i que contestin a la seva manera quina part de pastís s ha
emportat cadascú, o bé quina part de pastís ha correspost a les tres noies.
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Les qüestions anteriors han de posar de manifest a l'alumne que cada nombre tren-
cat, per a ser nomenat, necessita dos nombres enters (tres-quarts; un sisé; dos-terpos,...),
que el primer nombre juga un paper i el segon un altre, i, després d'haver deixat clara
aquesta qüestió, nosaltres donarem la convenció d'escriure abreujadament els trencats de
la forma habitual 3/4, 1/6, 2/3,... especificant de nou els significáis deis numeradors
i denominadors. Es convenient en aquest moment proposar a l'alumne que situi’ uns

quants trencats com a longituds dins d'un segment pres com a unitat de mesura, per tal de
reforpar els significáis del numerador i denominador.

Posem de manifest que, d'una manera natural, no apareixeran fraccions amb nume¬
rador més gran que el denominador, ja que la idea primaria de trencat apareix per a

completar la mesura no entera. En canvi, sí que apareixeran els nombres mixtes, com a

quantitats que tenen una part entera i encara una altra part que no arriba a u, pero que és
expressable, almenys de forma aproximada, per un trencat. Els nombres mixtes faran la
seva apar ¡ció en problemes com el de mesurar la taula prenent com a unitat de mesura la
longitud de la Ilibreta, o bé la longitud de la classe expressada a partir de la de les rajóles
del térra. Nosaltres afegirem la forma d'escriure abreujadament aquests nombres mixtes:

2
7 + 2/3 (i no 7 — , que es pot confondre amb un producte indicat).

A continuado poden plantejar-se a l'alumne exercicis de comparació de diferents
trencats o nombres mixtes, segons la seva quantitat, és a dir l'ordenació de menys a més
de diferents trencats, idea que, treballada a poc a poc, ha de conduir a la recerca d'una
sub-unitat comuna de mesura, que permeti de comparar les quantitats deis numera¬
dors. La manera concreta de fer-ho no hauria d'apartar-se del model geométric de les
longituds, que ofereix una clara manipulado i al mateix temps permet visualitzar la
forma concreta de determinar una sub-unitat de mesura que quedi exactament compresa
en les sub-unitats de mesura anteriors. Les relacions aritmétiques que aixó comporta
(reducció a comú denominador) han de ser extretes a partir de la traducció de les manipu-
lacions geométriques al camp de l'aritmética deis enters. En cap cas al revés. Natural-
ment que al final d'aquest procés l'alumne tan sois es guiará per la forma o mecánica de
procedir per a efectuar la reducció a comú denominador, pero és important que no perdí
de vista el significat de qué fa, com ho fa, i per qué ho fa.

Desenvoluparem amb una mica de detall l'apartat anterior, a fi d'exposar un model
concret d'aprenentatge en la línia deis métodes heurístics:

Un esquema de desenvolupament heurístic

Problema de partida.
"Es tracta de comparar els dos trencats següents: 3/5 i 4/7. Anem a veure quina de
les dues quantitats és més gran, i quant més gran és".

Professor. Pensem en el significat de 3/5 i de 4/7; en podem deduir alguna cosa respecte
a quina de les dues quantitats és més gran?

Alumnes. (Després d'una estona de pensar). Ens és difícil de comparar. (No saben expli¬
car el perqué, i les respostes són confuses). A mi em sembla que és més gran
4/7, ja que després d'haver dividit la unitat en 7 parts, n'agafem 4, que és més
que el numerador de 3/5.
Un alumne més eixerit replica: El que dius no és del tot cert, ja que per una
banda dividim la unitat en 7 parts i n'agafem 4, pero per l'altra banda dividim
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la unitat en cinc parts, cada una de les quals és més gran que les anteriors ¡
encara que només n'agafem 3 (en lloc de 4), és possible que el total de longi¬
tud agafada siguí més gran que l'altra.

Professor. Sembla que no h¡ ha acord. Per qué no provem de fer una representació gráfi¬
ca deis dos trencats, segons hem aprés a fer, i potser veurem alguna cosa que
ens permeti de comparar-los?

Alumnes. Dibuixant, amb certa expectativa de si aixó resoldrá definitívament el proble¬
ma).

i i unitat de mesura
1

1/5
I r

1

, 3(5 . ,r * í
1/7

E=f— —, W- ♦ ♦ H

Desil.lusió general. Aquests trencats sembla que tinguin la virtut d'amagar ex-
pressament quin deis dos és més gran!

Es reprodueixen novament les discussions de quin deis dos és més gran. Els dibui-
xos no concorden exactament. Els alumnes ja están demanant que el professor faci d'ár-
bitre respecte a quin deis seus dibuixos és el més corréete.

El professor intervé dient:
Fixeu-vos que un problema ens ha portat a un altre. Fins ara no hem tingut neces-

sitat de representar amb tota fidelitat un trencat (en teníem prou de fer-ho grosso modo).
En aquest problema necessitem trabar un métode rigorós i sistemátic, per tal de situar
exactament cada trencat dins de la unitat de mesura. Us exposaré directament aquest
métode per tal que tots disposem de la mateixa manera de fer-ho.

Per dividir la unitat, per exemple en 5 parts iguals, procedirem aixi': dibuixarem
una recta que parteixi d'un extrem del segment que volem dividir en 5 parts iguals, en
un angle qualsevol. En aquesta recta, i a partir del vértex comú 0, posarem un regle
graduat i assenyalarem 5 punts ¡gualment distanciáis (podem utilitzar, per exemple, la
propia unitat de mesura del regle). Després unirem l'últim punt, corresponent a les 5
unitats marcades al regle, amb el punt A de l'extrem de la nostra unitat de mesura, i a
continuado farem paralel.les a la recta que va del 5 al A, a partir deis punts que senyalen
el 1, 2, 3, i 4, paral.leles que ens determinaran les divisions del segment 0A en 5 parts
iguals. (Per justificar el métode ens sembla que no cal apeldar al Teorema de Tales, sino a
una certa intuido a partir del mateix dibuix).
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El professor, després d'haver acabat l'exposició del métode per a dividir un seg-
ment a parts iguals, torna a situar el problema de partida al punt on l'havien delxat els
alumnes. I els pregunta: on resideix la dificultat principal per a poder comparar direc-
tament 3/5 i 4/7?
Alumnes. En la dificultad de fer un dibuix exacte.

Professor. Oblideu-vos per un moment del métode que us he ensenyat, que, a part de les
dificultáis de portar-lo a la práctica fidelment, ens seria impensable d'aplicar
a fraccions del tipus 300/501 i 400/701.

Alumnes. Només ens faltaría haver de dividir un segment en 701 parts iguals!
Professor. Insisteixo, on está la dificultat principal per a comparar 3/5 i 4/7?
Un alumne.En el fet que, en dividir el segment en 5 parts per una banda i en 7 parts per

l'altra, les sub-unitats de mesura no són comparables entre si.
Professor. La idea és aquesta, pero diguem de moment que les sub-unitats de mesura 1/5

i 1/7 no són fácilment comparables. Aquesta és la dificultat principal a ven¬
cer. I en conseqüéncia, resoldre el problema Inicial será equivalent a trobar
una sub-unitat de mesura més petlta que 1/5 I 1/7, i tal que cápiga un nombre
exacte de vegades dins deis segments de longltuds 1/5 I 1/7, respectivament.
Us suggereixo que us ajudeu d'un dibuix, si creieu que us pot servir per trobar
aquesta sub-unitat de mesura que cal buscar.

1/5 1/7
Alumnes. (Diferents temptatives. Van dibuixant els segmentsi ii i 1 i els divi-

en 3 parts en 4 parts
I—i—i—i I 1 ■ » I ?

I • ■ I I'*"-—I

deixen en diferents parts iguals:

1/5 en 2 parts
I 1 i • 1

1/7
I 1 h—< 1

La falta de métode presldeix la majoria de sub-divisions. La qüestió es compli¬
ca. Sembla que s'arriba a un atzucac.

Els alumnes han treballat simultániament en la divisió del segments 1/5 i 1/7 i no
troben cap subdivlsió comuna. S'lmposa una mica d'ordre.
Professor. Anem per parts. Intentem de trobar totes les sub-unitats de mesura del seg¬

ment 1/7, i fem una taula de valors on expressarem les longituds deis segments
que s'obtenen en dividir 1/7 en dues parts iguals, en tres parts...

1/7 en dues parts

1/7 en tres parts

1/7 en quatre parts

^1/7
i ■ i

r ■ i • ■ t

p— t —e

sub-unitat de

sub-unitat de

sub-unitat de

14

J_
21

J_
28

Les sub-unitats del segment 1/7 corresponen a segments de longltuds:

Parts en qué
es divideix 1/7 2 3 4 5 6 7 8

Longitud de les 1 1 1 1 1 1 1

sub-unitats obtingudes 14 21 28 35 42 49 56
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Feu el mateix per trobar les sub-unitats de 1/5, expressant-les de forma ordenada
com abans:

Parts en qué es

divideix 1/5 2 3 4 5 6 7 8

Longitud de les 1 1 1 1 1 1 1

sub-unitats obtingudes 10 15 20 25 30 35 40

El professor pregunta: H¡ ha alguna sub-unitat comuna?
Alumnes. (Tots). Sí, la de longitud 1/35.
Professor. Esteu segurs de que no n'hi haurla cap mes?
Alumnes. (Passa una bona estona). Un d'ells: si contlnuéssim subdivldint probablement

en trobaríem més. Sí, ara ho veig, les sub-unitats s'obtenen a partir deis múlti¬
ples de 5 i de 7; per aixó hem trobat el 35, i també, de continuar les taules,
trobaríem el 70, i el 105,...

Professor. Ara sembla queestem en el bon camí;hem resolt la dificultad principal. Resul¬
ta que cercar la sub-unitat que quedi compresa exactament dins deis segments
1/5 i 1/7 equival a cercar múltiples comuns a 5 i a 7 (o siguí 35, 70, 105,...) i
llavors les longituds d'aquestes sub-unitats serán 1/35, 1/70, 1/105,... Per més
comoditat i per tal de treballar amb el mínim de subdivisions agafarem el múl¬
tiple comú de 5 i 7 més baix, és a dir 35.

Professor ais alumnes. Anem a veure si aixó resolt definitivamente! problema. Suggerén-
cia que us faig: calculeu 1/7 i 1/5, quantes vegades són 1/35, i després arribeu
a calcular 3/5, 4/7 quantes vegades són 1/35.

Alumnes. (Ja sense gaires dificultats). 1/35, quantes vegades cap dins de 1/7? Mirant la
taula que hem fet abans, veiem que 1/35 ha sortit de dividir el segment 1/7 en
5 parts iguals, i en conseqüéncia 1/7 ha de ser 5 vegades 1/35, és a dir 1/7 és
igual a 5/35. Com que 4/7 és 4 vegades més que 1/7, resultará que 4/7 serán 4
vegades 5/35, o siguí 20/35

5 4 20

35 ' 7 35

Fent el mateix per a 1/5, resulta que 1/35 hi cap 7 vegades, i 3/5, que és tres
vegades més, equivaldrá a 21/35.

7 3 21

35 ' 5 35

Els alumnes ara contesten tots que 3/5 és més gran que 4/7,
El professor no s'acontenta amb aixó; vol saber més, i pregunta: en quant sobrepas-

sa 3/5 a 4/7?
Els alumnes pensen una estona i rápidament un d'ells contesta, sensa vacil.lar, que el

sobrepassa en 1/35. ,

El professor planteja tornar al principi del problema i proposa altre cop representar
els dos trencats 3/5 i 4/7 dins del segment que fa d'unitat de mesura. Els nois, almenys la
majoria, ja prefereixen utilitzar la sub-unitat de mesura comuna i fan la divisió del seg-
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ment unitat en 35 parts ¡guals, prenent en cada cas 20 ¡ 21 parts de les 35 que tenen

20 21
35 35

4/7 3/5

Ara, tots els alumnes comprenen quina era la causa que feia que h¡ hagués confusió
a la primera representació. Els dos trencats estaven molt a prop, i era difícil de discernir
(sense utilitzar una sub-unitat comuna de mesura) quin quedava a la dreta i quin a
l'esquerra.

El professor recapitula tot el que s'ha fet, i planteja les següents equivaléncies:

Pregunta: d'on ha sortit el 35?
Resposta: De fer el mínim comú múltiple entre 5 i 7.
Pregunta: d'on han sortit el 20 i el 21?
(Pausa. Reconstrucció rápida i operativa del problema)

1 5 4
_

4.5 20
7 ~ 35 ' 7 35 35

1 7 3
_

3.7 21

5 ~ 35 ’ 5 35 35

El professor sintetitza:
"Si multipliquem el denominador d'una fracció per un determinat nombre, també
hem de multiplicar el numerador peí mateix nombre, per tal d'obtenir una fracció
equivalent a l'anterior".
Heus aquí la ¡dea de fraccions equivalents. El professor pot proposar com a exercici

trobar 10 fraccions equivalents a les utilitzades en la resolució del problema anterior: 3/5
i 4/7.

El professor fará veure que la equivalencia de fraccions ens permetrá també de sim¬
plificar una fracció, sempre que puguem dividir numerador i denominador per un mateix
nombre.

El professor fará també adonar-se que en la resolució del problema hem multiplicat
i dividit fraccions per nombres enters: 1/7 dividit per 5 ha donat 1/35; 4 vegades 5/35 ha
donat 20/35

J_ =J_ _5_ = 20
7 ‘ 35 ' 4 ' 35 35

Per últim, s'ha acabat fent una resta entre els trencats 3/5 i 4/7

JL _ J_
5 7 35
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Passos ¡ntermedis realitzats:

J. _4 _ 3^7 3J5 21_ _ 20 = J_
5 _ 7 ~ 5.7 _ 5 . 7 ~ 35 35 35

Heus aquí un primer algorisme per a restar dues fraccions:
1) Cercar el m.c.m. deis denominadors.
2) Cercar dues fraccions equivalents a les que volem restar, amb el denominador

comú abans buscat.

3) Restar els numeradors, conservant el mateix denominador.
El professor plantejará com a nou problema trobar la forma de procedir per a sumar

dos trencats. Pot servir també com exemple:

Fins aquí hem tractat de presentar una manera concreta i heurísticar de desen-
volupar una part deis trencats. A partir d'ara ens limitarem a exposar la línia de treball
deis altres algorismes, prescindint del detall amb qué hem tractat l'apartat anterior,
i deixant per al professor l'adopció deis métodes heurístics que cregui convenients.

L'algorisme del producte de nombres trencats.

El producte de trencats comporta més dificultáis (encara que l'algorisme és el més
senzill) i convindrá presentar-lo ais alumnes molt lentament i per parts. Es pot comengar
el tema plantejant la resolució de problemes que impliquin el producte d'un enter per
una fracció. Per exemple: quant és el triple de 2/7 de metre? El problema pot ser resolt
pels alumnes sense més que reflexionar en el concepte de fracció que pot ser representa¬
da gráficament, fer el triple del segment obtingut i traduir finalment les operacions
geométriques al camp de l'aritmética, més o menys seguint el següent esquema:

1 m. i 1

2/7 rn Operacions aritmétiques’ '

2 3.26
tr'Ple t—i" f ■ <— i ‘ i—i equivalent a 6/7 m. ^'7 7 7
de 2/7 m.

Es pot seguir amb problemes com aquest: Quant fan 3/5 parts de 7 metres?, que no
voldrá dir altra cosa que dividir 7 m. en 5 parts iguals i agafar-ne 3. Si l'alumne par-
teix de la representado gráfica, com abans, convindrá que remunti certs paranys que tro-
bará:

1 m. I 1

7 m. i 1 1 1 1 1 1 1

7/5 m. I 1 1 1 •
3 cops [— — t | ) i
7/5 m.

Pero, quina és aquesta longitud?, a quines sub-unitats está referida? Són tradui-
bles les manipulacions geométriques al camp de l'aritmética? En quin moment hem
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perdut la sub-unitat de mesura? Si la sub-unitat de mesura havia d'aparéixer en dividir els
7 m. en cinc parts, per qué no ho provem de fer d'una altra manera, com per exemple
dividint cada un deis 7 m. en cinc parts i després agafant 3 de aqüestes parts?

1 m.

7 m.

7/5 m.

3.7/5 m

1

1 1 1 1 1 1 1 1

■ i ' ■ l~r. i 1—.

i 1—| 1 1 i

1 < 1 . , 4 i 1 -t—« -

1 t | i 1

lili»-*—♦—\ 1 1 t- « (

Sub-unitat de mesura — m.
5

Quantes d'aquestes n'hi ha? Tan tes com 3.7, és a dir, 21.
1 21 1

Quina longitud total representa? 21 vegades — de m., és a dir — m. = 4 m. + — m.
5 5 5

Operacions aritmétiques efectuades:

El següent pas vindria donat per problemes que comportessin el producte de dos
nombres trencats. Ais manuals d'aritmétiques mercantils del Renaixement podem obser¬
var que a aquest tipus d'operació se li dedica un nombre molt considerable de pagines, la
qual cosa ens porta a pensar que l'adquisició de l'estructura operativa del producte, quan
es refereix a nombres trencats, no és trivial, i que requereix una ¡ntroducció pacient i
sistemática. En aquests manuals trobem una insistencia molt gran a abordar problemes
del tipus: Quan fan tres quartes parts de 2/5 de metre? Els exemples similars son nom-
brosos a tots els manuals.

L'exposició didáctica de la resolució de tais problemes hauria de seguir les mateixes
pautes anteriors. Com abans, torna a ser convenient que l'alumne primer resolgui el
problema manipulant longituds geométriques, i que després tradueixi les manipulacions
efectuades al camp de l'aritmética, per tal d'extreure l'algorisme corresponent. Més o
menys el quadre operatiu pot ser el següent:

Manipulado geométrica
Quant és 3/4 de 2/5 de metre?

1 1 I 4-

equivalent a

-H-

-H 1 m.

h 1/5 m.

-i 2/5 m

^ 1 /4 de 2/5 m.

sub-unitat de
1/20 m.

H 3/4 de 2/5 m

Longitud equivalent a 6 sub-unitats
,1

. 6de
2Q m„ es a dir — m.

Operacions aritmétiques assodades

La nova sub-unitat de mesura (denominador) s'ha

obtingut en dividir de m. en quatre parts iguals,
i 5

resultant ser — m.

1 2 1
— de — resulta ser 2 sub-unitats de — m.
4 5 20

12 2
esad,r7-Tss 20 .

3 2 1
— de —-resulta ser 3 . 2 sub-unitats de — m.
4 5 20

. 6
es a dir: — m.

20

ALGORISME:

3_ 2_
4 ~ 5

3. 2
4 . 5
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Una altra forma de presentar l'estructura operativa del producte entre trencats és
a partir del model de les árees. Per exemple: quina és l'área d'una pepa de tela que medeix
3/5 de m. de llarg per 2/3 de m. d'ample? Es pot induir l'alumne a resoldre gráficament
el problema sense més que representar el tros de tela dins del quadrat de mesura 1 m2.:

.3/5 m x

3_
5

<-

2/3

1 m.

N/

El quadrat d'área 1 m2. queda dividit en tants rectangles iguals com indica el
producte de denominadors, i la part d'área que correspon al rectangle ombrejat, de cos-
tats 3/5 per 2/3, está formada per tants rectangles petits com indica el producte de
numeradors; en conseqüéncia, si la sub-unitat de mesura és 1/15 i tenim 6 d'aquestes
sub-unitats, el trencat que representa la part ombrejada és 6/15. L'algorisme que es
desprén per al producte és, dones:

3_ 2_ = 3.2 =

5 ‘ 3 5.3 15

Es pot acabar aquest apartat proposant a l'alumne que trobi la forma d'efectuar
un producte entre un nombre mixt i una fracció, com per exemple: Quants duros val un
tros de corda de 7 metres i mig, sabent que cada metre de corda costa tres quarts de duro?

Es pot orientar l'alumne a partir d'un dibuix, que l¡ suggereixi efectuar el produc¬
te per parts:

t—

7 m

n 1 1 1 1 f

V

., 3 ,

preu d aquest tros 7. —duros

1/2 m.

i

preu d'aquest tros —. — duros

3 1
Preu total de la corda: 7 . — + — ■

3

4

Forma sintetizada d'operar: (7 + 1/2) . 3/4 = 7 . 3/4 + 1/2.3/4 = 21/4 +3/8 =
42/8 + 3/8 = 45/8 = 5 + 5/8 duros. És a dir 5 duros i encara 5 vuitenes parts de duro.

Arribats a aquest extrem, és convenient ja posar de manifest a l'alumne que, per
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raons simplificadores, es pot transformar un nombre mixt en una espécie de trencat, de
numerador més gran que el denominador, de la següent forma:

15 _3
2 ' 4

45
de duro

L'algorisme de la divisió entre trencats

Quant a la divisió, creiem que el més convenient no és introduir-la com la'operació
inversa del producte, qüestió que mai no queda prou clara a l'alumne, que sois s'ho creu
en un auténtic acte de fe, amb l'esperanpa d'aferrar-se al mecanisme formal que li per-
meti efectuar divisions entre trencats.

Pensem que la via més natural per a iniciar-se a la divisió entre trencats correspon
a la que van seguir aquells mercaders del Renaixement en els seus contractes de venda de
mercaderies. Procedien de la següent manera:

Volem veure, per exemple, quantes vegades és més gran una tela que amida 7/8 de
metre que aquella que amida 1/4 de metre, problema equivalent al resultat de dividir
7/8 entre 1/4.

Representem gráficament els dos trencats i plantegem-nos gráficament quantes vega-
des cap 1/4 dins de 7/8.

7/8
I I I I I I l =1 1 1 m.
v

V '
1/4

A cop d'ull, aquest cas es pot resoldre dient: 3 vegades i mitja més gran.
Si la qüestió no hagués estat tant visible, el cami' més natural a seguir hagués es-

tat comparar-los a partir de buscar una subdivisió més petita que la determinada pels dos
denominadors corresponents, subdivisió que faria de denominador comú. A l'exemple
anterior haguéssim procedit així: Dir quantes vegades és 7/8 més gran que 1/4 és el
mateix que contestar quantes vegades és 7/8 més gran que 2/8, i com que ambdós trencats
están referits a una mateixa sub-unitat de mesura, i per a un trencat en tenim 7 i per a
I altre 2, el problema es redueix a dir quantes vegades és 7 més gran que 2, que té per
resultat 7/2.

Amb expressions abreujades, el procés és aquest:

7 1 7 2 7

8
:

4 8
:

8 2

7 2 co
II

8.2 7.3

8 3 8.3 8.3 CN00
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I si per guanyar temps ens quedem amb el resultat final, eliminant el pas inter-
medl de reduir a comú denominador, la regla algorísmica que ens resulta correspon a la
coneguda multipllcacló en creu.

Exposats els quatre algorlsmes que permeten operar trencats amb trencats, hem
d'lnslstlr que sois la práctica de resolucló d'una gran diversltat de problemes, extrets
preferentment de la vida real, será el que permetrá a l'alumne consolidar els dlferents
algorlsmes operatlus, I, el que és mes ¡mportant, reafirmar el concepte de nombre trencat,
emprant-lo adequadament en cada sltuació concreta susceptible de ser tractada amb
aquests nombres.

La divisió entre enters, els nombres trencats i els nombres mixtos

En moltes ocaslons es fa ¡nconsclentment correspondre un nombre trencat a una
divisió entre enters, I viceversa. Per exemple es diu "3/4 és el resultat de dividir 3 entre
4". Ara bé, la coincidéncia no es donará en l'alumne sino a través de la reflexió, i en

conseqüéncia el procediment més natural será aquell que formuli la qüestió en forma de
problema a resoldre. Per exemple:

"Si hem definit 3/4 com la magnitud que resulta de dividir la unitat en 4 parís
i agafar-ne 3, ens resultará el mateix que agafar 3 unitats i dividir les en quatre parís?". La
resolució del problema decidirá l'equivaléncia entre el trencat i la divisió de dos enters.
Insistim que la pregunta pot ser trivial per a nosaltres, pero que no ho és per a la psicolo¬
gía del noi, que encara no ha assimilat l'estructura del trencat com una divisió entre
enters, i potser no convé anticipar-li la resposta, sino deixar que l'alumne raoni la questió,
cosa que probablement fará a partir d'una construcció geométrica de segments:

3/4 m.

1 m.

=i i i 1 * 1 3 m.
*
3 m dividits en quatre parts

L'equivaléncia sois es posará de manifest si dividim els tres metres d'una determi¬
nada manera: dividint cada metre en quatre parts i agafant després un quart de cada un
i ajuntant-los:

f=i 1 1 l=i 1 1 l=i 1 1 1 3 m.
1/4 m. 1/4 m. 1/4 m.

h ‘
,, 1 1 1 Resultat de dividir 3 m. entre 4

3/4 m.

També es pot procedir de la següent manera:

Per una banda tenim 3/4, que vol dir 3 vegades 1/4.
Per altra banda tenim 3 dividit per 4 (3:4), i volem veure si les dues quantitats

numéricament coincideixen.
El primer resultat 3/4 el tenim expressat en quarts (com a sub-unitat de mesura).

Per establir la comparanpa podem intentar expressar 3 en quarts, resultant que 3 són 12
vegades 1/4.
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Ara el problema de la dlvisió de 3 entre 4 es reduelx a dividir 12 quarts entre 4,
que resulta ser 3 quarts (de la matelxa manera que 12 avellanes dlvidldes en quatre
parts donarla 3 avellanes a cada part). Resumlnt dones, tenlm que 3 dlvidit entre 4 és
equivalent numéricament a 3/4.

El raonament es pot sintetizar slmbólicament en aqüestes ¡gualtats:

Alxí, la dlvisió no exacta entre nombres enters trobará en el marc deis trencats
l'eina fonamental per a poder realizar la divisió de forma exacta. En efecte, reprenent
el mateix model de longituds, pot tornar-se a plantejar ais alumnes que calculin quants
metres de tela tocaría en un repartiment de 10 m. entre tres persones, i com farien a la
práctica tal repartiment.

Alió que abans corresponia a dividir 10 | 3 donava per resposta (asociada a

vU3
aquesta divisió): tocaría a 3 metres per a cadascú i quedaría encara 1 metre a dividir entre

els tres. Ara la resposta es converteix en una única expressió, abreujada així: 3 + -^~de
metres de tela per a cadascú.

La prova que la divisió estava ben teta, abans era:

QUOCIENT X DIVISOR + RESTA = DIVIDEND
3 x 3 + 1 = 10

Ara la prova es convertirá en:

QUOCIENT (trencat) X DIVISOR = DIVIDEND

(3+ y) x 3 = 10

Aquesta identificado entre nombres trencats i divisió entre nombres enters és la
que permetrá més endavant justificar la identificado entre nombres trencats i nombres
decimals.

Introducció ais nombres decimals i identificació entre trencats i decimals.

En un estadi mental una mica més desenvolupat es pot plantejar ais alumnes la
necessitat d'unificar tots els trencats a partir d'expressar-los com a sumes de les sub-
divisions successives de 10 en 10 (ampliado del sistema decimal per a nombres més petits
que u). 3/4 = 7/10 + 5/100, que per més comoditat escriurem així: 3/4 = 0'75, indicant
7 les décimes i 5 les centésimes.

La qüestió ha de presentar-se íntimament vinculada a la reunificació que es va fer
históricament, peí que es refereix a determinar internacionalmente unes mateixes unitats
de pesos i mesures: el metre, decímetre, centímetre, mil.límetre,... i el Kilogram, Hec-
togram,... gram, decigram, centigram, mil.ligram,... Es pot fer adonar a l'alumne que no
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totes les mesures de magnituds a la vida real són tetes a partir de les subdivisions de
10 en 10, com per exemple que les subdivisions de l'hora són tetes de 60 en 60, a l'igual
que les mesures deis angles en el sistema sexagesimal.

Aquesta introducció ais nombres decimals pot ser teta de forma heurística sense
més que plantejar un problema de mesura (utilitzant un regle graduat) i propossant fer el
mateix de forma teórica a partir del significat de nombre trencat. Per exemple:

Agafem un segment de longitud 4/7 de decímetre, representant-lo gráficament a la
Ilibreta de la forma més fácil possible (prendre 1 dm„ dividir-lo en 7 parts iguals i aga-
far-ne 4). Un cop senyalat aquest segment anem a mesurar-lo a partir de les sub-uni-
tats própies del regle graduat. Quines són aqüestes sub-unitats? El centímetre i el mil.lí-
metre.

Quina part de 1 dm. és 1 cm.?: la décima part. 1 cm. = 1/10 dm.
Quina part de 1 dm. és 1 m.m.?: la centésima part. 1 m.m. = 1/100 dm.
Són concebibles sub-unitats encara més petites que aqüestes? Com les construiríem,

peí mateix procediment d'anar subdividint cada vegada per 10?
Proveu ara de mesurar el vostre segment 4/7 dm. amb aqüestes sub-unitats. Quant

us dona?: 5 cm. i un poc més, millor dit, aproximadament 5 cm. i uns 7 m.m.
Anem ara a fer el mateix que hem fet amb el regle, pero raonant a partir del concep-

te de fracció. Les sub-unitats que prendrem serán les mateixes que les del regle, és a
dir: 1/10 dm., 1/100 dm., 1/1.000 dm. Es pot comenpar preguntant ais alumnes: Podríeu
calcular (no mesurar) quantes vegades hauríeu de prendre la longitud 1/10 dm. per
aproximarnos al máxim al segment 4/7 dm. sense sobrepassar-lo? Dit d'una altra manera,
quantes vegades cap 1/10 dins de 4/7?: serán tantes com indiqui la part entera de la divisió
de 4/7 entre 1/10, és a dir, la part entera de 40/7 = 5 + 5/7; o siguí 4/7 és 5 vegades
1/10 i encara una mica més:

_5_
70

Ara de nou podrem fer el mateix per a la part que ens ha sobrat, i que no arriba a
1/10. Calculeu la següent subdivisió, 1/100, quantes vegades cap dins de la part sobrant
anterior 5/70.

_5_.J_ = 5001
70 '100 70 7 7

5_
70

1

100

7

100
+

700

Recapitulant tot el que hem fet, tenim que:

■4

7
_5_
70

— + + —L
10 100 700
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Si continuem un pas més amb les subdivisions 1/1.000 tindrem que:

1
. 1 = 1.000 _ _3

700 ' 1.000 700 1 + 7

1

700

1

1.000

1

1.000
+

3

7.000

És a dir, l'aproximació del segment 4/7 fins a les mil.lésimes de dm. és:

_4
7

— +r^ + + -777 , sent ——— la part que queda per a seguir aproxi-10 100 1.000 7.000 7.000 ^ M ^ a k
mant

Heus aquí una forma concreta per a anar aproximant qualsevol trencat a partir de
les sub-unitats que van de deu en deu divisions.

A continuado es pot proposar ais alumnes que efectuín la divisió entre 4.000 i 7,
segons l'algorisme que tots coneixen:

4.000 l 7_
50 571

10

3
_

I se'ls pot preguntar si h¡ ha alguna relació entre les xifres que apareixen al quocient
i els numeradors que havien trobat abans, corresponents a les subdivisions de deu en deu.
L'aprofundiment d'aquesta qüestió ha de conduir a justificar l'algorisme més rápid per a
aproximar trencats a partir de les subdivisions própies del sistema decimal.

Per altra banda, pot justificar se la notació decimal de la coma que s'utilitza per
separar la part entera de la que no ho és, sense més que posar en relleu que:

4
_ 1 4.000

= 1_ / _3\_ 571 3
7 1.000 7 1.000 \b/1 7/ 1.000 7.000

i com que per dividir per 10 es desplapava la coma un lloc cap a l'esquerra, i en dividir
per 1.000 ho féiem desplapant-la tres Iloes, guiant-se ara peí mateix procediment, tenim
que:

571

1.000
0,571

que no voldrá dir altra cosa que el trencat aquest no té part entera, i que representa la
quantitat de 5 décimes, més 7 centésimes, més una mil.lésima.

La senzillesa de l'algorisme de pas deis nombres trencats a la seva expressió de¬
cimal justifica donar lo en una etapa que es pot situar en un any o dos després d'haver
introduit els trencats. Per altra banda, el costum estés de treballar amb el sistema mé-
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trie decimal facilitará la comprensió deis nombres decimals, reafirmant per mitjá d'ells
la ¡dea de mesura.

S'ha d'anar molt amb compte de no abusar excessivament de la práctica d'opera-
cions entre nombres decimals com a substitució de l'operatória entre trencats, práctica
tan temptadora amb la preséncia de les calculadores de butxaca, pero que pot arruinar
l'adquisició d'una soltura operativa entre trencats; aquesta soltura operativa ha de servir
per a aspectes de treball matemátic posterior, com el cálcul radical, fraccions polinómi-
ques,... i, en cas de no haver-se consolidat en la práctica deis trencats, pot quedar sotmesa
a un procés d'atrófia irreversible.

Es possible que aquesta forma de treball, per introduir els nombres trencats, re-

quereixi més temps que no pas aquella altra que parteix d'una definició abstracta i
presenta els algorismes d'una manera completament formal; pero en canvi la inversió de
temps ve compensada per una sedimentació lenta del concepte de nombre trencat, i una

comprensió del marc de problemes en qué s'utiIitzen aquests nombres. Per la nostra part
ens limitarem a constatar les deficiéncies que observem en l'aprenentatge d'aquest tema.
En una prova, realitzada a l'lnstitut de BatxiIlerat "Barrí Besos", el curs 1982, feta
a 160 alumnes que havien acabat la etapa d'EGB., els resultats correctes de la part de
trencats van ser els següents:

Quants minuts són 2/5 de hora? Contesten correctament un 44°/o
1 1 1

Efectuar les operacions; — + — • — Contesten correctament un 19°/o

Els resultats són prou eloqüents per a intentar i alentar d'altres vies d'introducció
ais trencats.
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CAPÍTOL 15:

PAPER DELS PROBLEMES DE PLANTEIG. PROPORCIONALITAT DIRECTA

Deixant de costat tots aquells aspectes de la matemática elemental concernents a
l'operativitat i al cálcul, ens trobem que els problemes de planteig ofereixen una amplia
gama de qüestions, susceptibles de desenvolupar al máxim els recursos propis del pensa-
ment matemátic. És aquest capítol que proporcionará per primera vegada ais alumnes la
sensació que els métodes matemátics són una bona i potenteina de resolució per a un ex-
tensventall de problemes extrets de la vida corrent.

La forma concreta d'abordar aquest tema determinará fins a cert punt l'actitud deis
alumnes a l'hora d'enfrontar-se més endavant a problemes de més envergadura. En aquest
apartat cal desenvolupar a fons certes pautes de conducta que ja no hauran d'abandonar-se
més en el quefer de l'aprenent de matemátiques: saber llegir bé els enunciats deis proble¬
mes, organitzar les dades informatives deis enunciats, teñir ciar qué és el que ens demanen
a l'enunciat i si hi ha alguna relació directa entre qué ens demanen i qué ens donen com a
punt de partida; el tempteig de possibles vies de resolució del problema; la comprovació
del resultat final i la coheréncia que té dins de l'enunciat global del problema; el desenrot-
llament del sentit d'aproximació,... Si no som capapos de desenvolupar aquests hábits en
l'alumne i en aquesta fase, no ens estranyem que més endavant l'alumne enfront d'un nou
problema, es I ¡ mi ti a preguntar-se: i quina fórmula s'haurá d'aplicar per resoldre aquesta
qüestió?, o bé que comenci a fer operacions a la babalá, sense saber on va, peró amb la fal¬
sa esperanza que al final surtí el resultat esperat de forma miraculosa.

Els problemes de planteig integren un deis apartats matemátics que requereix més
cura i més temps de dedicadó, per tal d'aconseguir una assimilació adequada, per part de
l'alumne, de tots aquells hábits abans referíts. És en el tractament d'aquests problemes on
l'alumne ha d'abastar un estadi de pensament pre-algebraic, suficientment ampli per a po¬
der donar el salt definitiu i treballar a partir d'un determinat moment amb eines més abs-
tractes, que corresponen ais principis de l'álgebra simbólica. En certa manera aquests pro¬
blemes han de permetre passar gradualment per les següents etapes: raonaments aritmétics,
álgebra retórica, álgebra sincopada i álgebra simbólica; peró no sois aixó, sino que el tipus
de problemes tractats suscitaran a l'alumne nocions noves i forgosament desdibuixades,
com les de fundó, linealitat, variable, continuítat,..., que encara quedaran molt lluny del
seu tractament matemátic.
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Pensem que aquest és un capítol clau per a assentar unes bones bases per a l'assimi-
lació futura de l'álgebra, i que el per i 11 més gran que es presenta en el seu desenvolupa-
ment e's anar massa de pressa, sense esperar l'evolucló mental de l'alumne, abocant da-
munt aquest les elnes últimes de treball abans d'haver esgotat les vies naturals de pensa-
ment ¡ les possibil¡tats de raonament aritmétic.

La Mista de problemes de planteig que pot útilitzar el professor és molt variada, i
comprendria els clássics problemes d'aixetes, móbils, rellotges, obrers, correus, sous, he-
réncies,... així com alguns bonlcs problemes d'entreteniment matemátlc. Podría ser d'in-
terés recuperar l'antiga classificacló deis problemes de planteig que contemen les prlmeres
aritmétiques. Els problemes caldrla resoldre'ls pels métodes particulars adlents a cada
una de les classes (els métodes s'expressarien retóricament, I serien el resultat d'haver re-
solt prévlament molts problemes del matelx ti pus). La justif icaci ó deis métodes es faria en
un ámbit molt concret, sense que necessárlament fossln útil itzats els conceptes moderns
que ¡ntervenen en els problemes. Per exemple, no cal el concepte general de velocitat, que

permet unificar els problemes de móbils i els d'aixetes. El concepte primitiu utilitzat a
l'aritmética de Treviso, en substitució del modern de velocitat (nombre de passes en inter¬
vals de temps iguals, no necessáriament especificats) pot ser un bon recurs per a manejar
aquesta mena de problemes abans de donar cap definició de la velocitat com a distancia
(en unitats convencionals) per unitat de temps (convencional).

La Introducció del Concepte de Proporcionalitat.

El punt de partida d'una bona part deis problemes de planteig el constitueix el con¬
cepte de proporcionalitat, concepte que l'alumne hauria d'adquirir, no tant a partir d'una
correcta definició, sinó a partir de la resolució de problemes senzills com el següent:

“Si amb 120 ptes. puc comprar 3 bombetes, i en necessito 60, quantes ptes, em faran falta?"

Problemes com aquest no requereixen haver-ne fet d'altres anteriorment perqué
l'alumne pugui abordar-los sense cap més arma que el seu propi pensament. Seria del tot
ridi'cul oferir fórmules, abrigades sota un esquema teóric i general, per a abordar proble¬
mes d'aquesta senzillesa. Deixem que cada alumne desenvolupi lliurement elsseus propis
esquemes de pensament natural i espontani, i no castrem d'entrada els recursos deis alum-
nes, que precisament són el que es tracta de potenciar!

Si deixem fer ais alumnes per elIs mateixos, és molt probable que al problema ante¬
rior apareguin dos camins possibles que condueixen a la solució. L'un consistirá a trobar
primer el preu de cada bombeta, i després multiplicar-lo per 60. L'altra procedirá dient:
com que he de comprar 60 bombetes, que són vint vegades més que 3 bombetes, em cos¬
taran 20 vegades més que 120 pesetes, és a dir 2.400 pesetes.

Tant un raonament com l'altre porten a ampliar dues quantitats proporcionalment
o linealment, a partir de multiplicar les per un mateix nombre, fins que un deis resultats
coincideixi amb un altre del requadre:

Ptes. Bombetes

120 3
60

multiplicant per 20 (120 passa a 2.400)

multiplicant per 40 (60 passa a 2.400)
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Podem fer adonar ais alumnes de les relaclons que h¡ ha entre elsdiferents nombres
que intervenen en el quadre de dades, fent certes preguntes adients respecte ais métodes
de resolució.

La primera forma de resoldre el problema ha consistit a esbrinar el preu de cada
bombeta, i després hem calculat el preu de les 60 bombetes. Podem preguntar: Es ve¬

rificará la relació
120

3

2.400

“60“ ?, i, qué expressa cada un d'aquests quocients?

La segona forma de resoldre-ho s'ha basata veure quantes vegades són més 60 bom¬
betes que 3 bombetes, per, a contlnuacló, dir que tantes vegades més será el preu de les 60.
n , , .. 60 2.400 , . . ,Preguntem: Es verificara la relacio — = ^ • 1 que expressa cada un d aquests quo-
clents? Aqüestes ¡ altres qüestlons aniran paulatinament configurant el marc operatiu
propl de les proporcions.

Quan parlem d!augmentar Unealment certes quantitats, estem utilitzant un llenguat-
ge ¡nintel.liglble per a l'alumne, ja que aquesta expressló adquirelx sentit en el marc de
l'estudl de les funcions lineáis que tenen per gráfic una recta, i d'aqui' el nom. Creiem que
no és el camf més adequat estudiar per primera vegada les nocions de proporcionalitat
entre quantitats, o la variació de certes quantitats, mantenint la proporcionalitat entre
elIes, a partir de la ¡dea de fundó, cosa que implica la noció de variable i la de relació en¬
tre variables, conceptes prou abstractes per a no constituir un recomanable punt de parti¬
da. Realment el cami' de desenvolupament conceptual ha d'anar al revés, és a dir, tractar,
a partir del raonament aritmétic, les nocions primáries de proporcionalitat; després a par¬
tir de l'assimilació de la mecánica i de la forma d'operar aquests problemes, han d'apa-
réixer paulatinament els recursos que més endavant prendran eos dinsdel marc de I'álge¬
bra retórica. En definitiva, creiem convenient que l'estudi del concepte de proporcionali¬
tat es fací sota l'imperatiu de no utilitzar en cap moment la idea d'incógnita-representada-
per-una-lletra, i molt menys encara la de variable o fundó.

Els problemes de planteig que corresponen a l'estudi de la proporcionalitat han d'in-
tegrar l'estadi pre-algebraic, que amb el temps fructificará dins del marc de la teoría
d'equacions polinómiques. Es per aixó que no creiem recomanable la resolució deis pro¬
blemes de proporcionalitat a partir deis mecanismes automatitzats de la Regla de Tres, o
almenys no fer-ho fins a l'últim moment, quan ja s'ha culminat l'estudi de la proporciona¬
litat. La raó de no fer-ho ens sembla evident, ja que, qué hi ha sota la forma de procedir
que resol el problema a partir d'aquesta regla?

120 3 60 . 120
x 60 X 3

Per l'alumne no hi ha res més que aixó: una lletra, un producte "creuat" de nom¬
bres i una divisió, ja que tota regla sistematitzada representa una economía de pensament,
al mateix temps que emmascara les raons que condueixen a aquesta regla. Així és que la
regla resolutiva sois és válida, quan ja s'han entés perfectament els motius que condueixen
a ella. Fet i fet, el millor seria que, després de resoldre molts problemes d'aquests, fossin
els propis alumnes els que en tot cas adoptessin la mecánica de la regla, sense haver-los-la
explicada.

Després d'haver resolt uns quants problemes de proporcionalitat on intervenen pare¬
ces de nombres, es poden plantejar d'altres problemes on apareixen proporcions entre
més nombres, com per exemple:

'Tres amlcs invertelxen les quantitats següents per comprar caramels: en Pere ¡nverteix 100

213



ptes., en Joan 50 ¡ en Miquel 10. Sabent que per la suma total de dlners els n'han donatun
kilo i mig, com s'hauran de repartir els caramels?."

La gamma d'aquests problemes extrets de la vida real és molí amplia, i és conve-
nient fer-ne molts per tal que s'assimlli bé el concepte de proporclonalltat i l'operatória
que porta associada. A la quarta part d'aquest Ilibre es poden trobar uns quants d'aquests
problemes, extrets de les primeres aritmétlques mercantils. Els problemes de percentatges,
o els d'allatges, poden ser un bon recurs. Per exemple:

"Es vol fer el maxim d'una beguda en qué ¡ntervenen tres ¡nyedlents en aquesta proporcid:
1 Kg. de sucre, un quart de Kg. de suc de lllmona, i 100 grams de rom. Es disposa d'un sac
de sucre de 50 Kcp., una garrafa de 5 Kgs. de suc de llimona i 3 botelles amb un Kg. de rom
cada una. Quina quantitat total máxima de producte podrem fer, i quina quantitat de cada
ingredient faria falta?."

Si els alumnes, davant d'un problema d'aquest tlpus, no velessln cap camí de reso-

lucló, se'ls pot suggerlr que calculin la quantitat de llimona i rom que els faria falta per a
consumir els 50 Kgs. de sucre, cálcul que no es basa mes que en els recursos tractats ante¬
normen t.

1 Kg. de sucre — Kg. de suc de llimona — Kg. de roma
4 10

Amb 50 Kgs. de sucre, necessitarfem 50 vegades més cada quantitat:
50 1 50

50 Kgs. de sucre — = 12 + — Kgs. de llimona — = 5 Kgs. de rom

A la llum deis resultáis és evident que per a fer una tal barre ja ens faltaría mes suc
de llimona i rom que els que tenim.

Amb 5 Kgs. de suc de llimona, quina quantitat deis altres productes faria falta? Les
respostes ara ja serán rápides:

5 Kgs. de suc de llimona, quants quarts de Kg. contenen?: 5 : ~ = 20

En conseqüéncia, podriem fer la barreja, integrada per:

20 Kgs. de sucre 5 Kgs. de suc de llimona 2 Kgs. de rom

Com que tenim més de 20 Kgs. de sucre i més de 2 Kgs. de rom, aquesta será la
quantitat máxima de producte que podrem fer:

(esgotant tot el suc de llimona i sobrant-nos 30 Kgs. de sucre i 1 Kg. de rom)

Si a continuació preguntéssim ais alumnes quina és la mi'mina quantitat de produc¬
tes que hem de comprar per tal de fer la barreja i liquidar les existéncies deis tres ingre-
dients base, podrien raonar ja aixi':

Han sobrat 30 Kgs. de sucre i 1 Kg. de rom. Per a 30 Kgs. de sucre farien falta 30/4
de Kgs. de suc de llimona i 30/10 de Kgs. de rom, i com que tenim 1 Kg. de rom sobrant,
en total hauri'em de comprar 7 Kgs. i mig de suc de llimona i 2 Kgs. de rom.

En aquestcas, quina quantitat total de producte obtindri'em?

27 Kgs. d'abans, més 30+ 7 + —+3 = 40+-^-, fan en total 67 +~- Kgs.
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Per tal de veure totes les operaclons que han entrat en joc, es pot proposar ais alum-
nes que confeccionln una taula deis distlnts resultáis parclals obtinguts:

Sucre
Suc de

Llimona Rom Total de la barreja

"

1 > ^ío 2^o
1a op.

>20 5 2 27
2a op.

> 30 7+J 3 40 +j
T otal 50 12+I 5 67+1

Se'ls dlu que observin detlngudament el quadre, i se'ls poden fer les següents pre¬
guntes:
Com es passa de la primera li'nia a la segona?
Com es passa de la primera li'nia a la tercera?, i a la quarta?
Si la quarta li'nia l'hem obtinguda sumant la segona i la tercera, quines són les relacions
entre les quatre li'nies?
Quina quantitat d'ingredients exactes necessitari'em per a obtenir 30 Kgs. de la barreja?
Com ho fari'em?

També dins del capi'tol de problemes sobre barreges, és interessant estudiar la real i t-
zació del pas d'unes quantitats fraccionáries a unes altres que, mantenent la proporció, s¡-
guin enteres. Per exemple: si per a fer una barreja ens han passat una fórmula que ens in¬
dica que fan falta quatre productes, amb les quantitats per cada un d'ells de 3/4; 2/7; 1/8
i 3/5 de Kg. i volem saber la mínima quantitat de barreja que hem de fer si disposem
d'una balanga que només pot pesar quantitats de Kgs. exactes, com ho faríem?

Després d'haver posat en relleu que per conservar les proporcions s'ha de multiplicar
totes les quantitats peí nombre, n'hi haura prou de multiplicar totes les quantitats peí mí-
nim comú múltiple de tots els denominadors, obtenint el resultat de 210, 80, 35 i 168 Kgs.
respectivament. Se'ls pot fer reflexionar que el procés hagués estat el mateix que reduint
les fraccions a comú denominador mínim i prenent les quantitats indicades peí numerador.

També són molt apropiats els problemes d'heréncies, com per exemple:

"Un senyor deixa estipulat al seu testament les següents ¡nstrucclons: De tota l'heréncla es
faran tres parts ¡guals. Una d'elles será per a la seva muller; una altra part será repartida a
parts ¡guals entre la seva muller ¡ tots els seus filis, i l'altra part sera repartida entre tots els
seus filis, de tal manera que les noies rebin doble que els nois. Si l'heréncia és de 100.000
ptes., com s'hauria de fer aquest repartiment, si en morir el senyor, a part de la muller, te¬
nia dues filies i tres filis."

Es evident que tots aquests problemes es poden fer útilitzant els principis més rudi-
mentaris de l'álgebra, fent-hi intervenir una Metra per representar la incógnita, pero és més
instructiu en aquesta fase del procés d'aprenentatge desenvolupar els recursos exclusiva-
ment aritmétics. La resolució podría venir donada per un raonament més o menys aixj':

1 pta. per la muller
De cada 3 ptes. 1 pta. a repartir entre els 5 filis més la muller (Toca 1/6 per cap)

1 pta. a repartir entre 5, pero doble per a les noies
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El repartiment de la tercera part s'hauria de fer aixi': per cada pta. que reben els
nois, en reben 2 les noies, és a dir:

Un noi 1

Un altra 1

Un altra 1 De cada 7 ptes. reben 1 cada noi I 2 cada ñola.
Una ñola 2

Aixi'dones, de cada pta. en reben 1/7 cada noi i 2/7 cada ñola.L altra noia 2

Veiem ara el repartiment que es farien de 3 pessetes:

La muller: 1 +-^-ptes.
1 2 19

Cada noia: — + — = —ptes.
6 7 42

„ . .1,1 13Cada noi: — + —= —— ptes.
o / 42

Ara bé, com que el repartiment és de 100.000 ptes. en lloc de 3, n'hi haurá prou de
multiplicar cada una d'aquestes quantitats per 100.000/3, obtenint per al repartiment:

,. , 1 . 100.000
La muller (1 + — ) .

b o

700.000 8
- 18V =38.888 +|- ptes.

Cada noi

Cada noia

. 13 100.000

42 ‘

J9_
42 •

3

100.000

1300.000
, 29

——— = 10.317+ —ptes.
126 63

1900.000
__ . 23

-láT" =

Aquesta forma de procedir, molt semblant ais métodes d'una falsa posició, está
molt més a prop del pensament natural de l'alumne, i el desenvolupament d'aquests méto¬
des és el que millor preparará el cami' cap a l'álgebra. Per altra banda, pensem que no és
inútil l'entreteniment amb aquesta aritmética de la proporcionalitat, ja que és precisament
aquí' on s'incubaran molts deis conceptes que més endavant serán tema d'estudi, i que tro-
baran els seus fonaments en aquest capítol, com les semblances en el pía, les raonstrigo-
nométriques, l'estudi de les funcions lineáis, l'estudi de vectors, etc.

La Introducció a l'Estudi de les Semblances en el Pía.

El problema de les semblances en el pía trobará en aquest capítol el marc més natu¬
ral per al seu desenvolupament. No h¡ ha per qué separar els problemes d'augments o re-
duccions proporcionáis entre quantitats aritmétiques o magnituds geométriques. Les téc-
niques i l'operativitat associades a ambdós problemes són les mateixes, i en conseqüéncia
cal abordar-les conjuntament.
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No és necessari comentar el problema de les semblances en el pía a partir de les figu¬
res geométrlques més senzllles, peró també més abstractes, com els triangles, ¡ després
anar generalltzant. Pot ser molt més suggerent pels nols oferlr-los un problema de reduc-
ció d'escala, dibulxant el plánol d'un pare de la zona on hi ha distlnts objectes que caldrá
representar en el model redu it, tot conservant les proporcions. Per exemple, se'ls pot pro¬

posar que representln en un paper mil.llmetrat, i en les máximes dlmensions possibles, un

pare rectangular de 1 Km. I mlg de llarg per 500 m. d'ample, en el qual h¡ ha, al centre, un
llac rodó de diámetre 30 m., ¡ en un extrem un edifici que medeix 100 m. de llarg per 40
d'ample, centrat, tal qual s'observa a l'esquema següent:

■«g 1 Km. ¡ mig >■

Ais alumnes se'ls pot proposar que representin el mateix dibulx en un paper mil.li-
metrat de 20 cm. per 30 cm., de tal manera que la representació conservi les proporcions
reais que hi són descrites. Al marge del paper mil.limetrat se'ls pot dir que hi indiquin la
reducció d'escala efectuada, en passar de les dimensions reais a les del dibuix seu.

Aquest tipus de problemes, i d'altres similars, resulten bastant atractius pels alum¬
nes, ja que estimulen la capacitat de manipulació geométrica, aixl'com l'ús d'una aritmé¬
tica elemental posada al servei d'un projecte concret. Després d'una certa práctica en d¡-
buixos senzills se'ls pot proposar que facin el mateix per presentar la distribució d'espais
de la seva propia casa, feta a proporció i en paper mil.limetrat.

L'avantatge de comenpar per problemes d'aquest tipus rau en el fet que l'alumne
pot desplegar una activitat manipuladora d'objectes, activitat que pot estimular la seva cu-
nositat a ¡nteressar-se peí problema geométric més general de les semblances, al mateix
temps que de forma intuitiva ja veurá la necessária conservació deis angles. Després d'uns
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quants exempies com els anteriors, pot passar-se a l'estudi, més abstráete, de les transfor-
macions de triangles que conservin les proporcions.

_AB = AC = _BC_ = AB + AC+ BC _

A'B' A'C' ~ B'C' “ A'B'+ A'C'+ B'C' ~ 2

Un llibre extraordlnárlament suggestlu on es tracta, entre d'altres, el tema de les
semblances a partir de manipulaclons geométrlques extretes de la realltat que envolta al
noi, és el de la professora Emma Castelnuovo, La Geometría, llibre recentment traduit al
catalá I que el lector trobará a la referencia bibliográfica.

El Teorema de Tales i el Teorema de l'altura trobaran aquí'el seu marc natural d'ex-
posició. D'aquesta forma, el concepte de proporcionalitat s'haurá estés des de l'aritmética
fins a la geometría, assentant unes bases solides per a un futur desenvolupament en altres
temes.

Algunes Qüestions Sobre la Proporcionalitat Inversa.

Els problemes on intervé la proporcionalitat inversa ofereixen d'entrada una difi-
cultat de comprensió considerable per a l'alumne. L'estructura de l'enunciat escapa fácil-
ment ais esquemes intuitius i psicologics del noi, que está acostumat a manipular objectes
per ais quals és válida la relació: a més quantítat d'aquesta cosa, més de l'altra. No és aquí'
recomanable abordar directament el ti'pic problema d'aixetes o qualsevol altre similar, o si
de cas es pot provar de fer sense esperar que del tempteig deis alumnes sorgeixi quelcom
fructffer o productiu que s'aproximi a la solució del problema. Si'que en canvi es poden
abordar problemes més senzills, on s'evidenciin situacions en qué es manifesta que a més
quantítat d'una cosa, menys de l'altra, a efectes de trencar la preponderancia de l'altre t¡-
pus de pensament, molt més arrelada en la ment del noi.

Es podría comenpar aquest apartat amb un problema com aquest:

"Un obrer, treballant 10 hores al día, acaba una feina en 7 dies. Quants dies tardaría a aca¬
bar-la si sois treballa 5 hores cada día?".
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Una qüestió més o menys com aquesta, pot endegar, en la ment de l'alumne, dis-
tints mecanismes de pensament i tractament del problema, sense condemnar-lo a la passi-
vltat per falta d'iniciativa.

Els uns contestaran directament, sense fer cap operacló i donant la resposta correc¬

ta, tot dient que l'han resolt "per lógica" (els alumnes tendeixen a confondre la lógica
ambel sentltcomú).

D'altres potser procediran de forma més cauta i més sistemática, dient que, si per a
acabar la feina fan falta 10 . 7 = 70 hores, resultará que, treballant5 hores cada dia, ne-
cessitaran 70/5 =14 dies per a acabar tota la feina.

Tant per uns com pels altres es refermará la idea que en alguns problemes, en aug¬
mentar certes quantitats, disminueixen les altres proporcionalment a l'augment de les pri-
meres. Mantenint el mateix enunciat es poden variar les dades i obtenir els nous resultáis;
fent una taula de valors:

Hores per dia 10 5 2 7 4

Dies 7 14 35 10
35
9

És fácil llavors constatar que el producte de les parelles de resultats es mantécons-
tant. Uns pocs problemes d'aquestes caracteri'stiques donaran ais alumnes, si no la idea, si'
la práctica de qué fer quan apareguin unes quantitats sotmeses a la mateixa relació ante¬
rior.

Per ais tipies problemes de proporcionalitat inversa creiem que és molt convenient
abordar vies de solució on no calgui usar cap incógnita, i en conseqüéncia s'obvii el plan-
teig d'una equació i la seva solució. No ho creiem convenient per dues raons: la primera,
perqué no n'hi ha cap necessitat, i la segona, perqué cal reforpar prioritáriament els meca¬
nismes de raonament aritmétic, que esdevindran la base sobre la qual s'edificará més en-
davant el llenguatge algebraic.

Els problemes de correus, aixetes, etc..., es podran tots elIs abordar per raonaments
aritmétics, similars ais que emprarem a continuació en un exemple concret:

"Una aixeta omple un dipósit en 45 hores, ¡ una segona aixeta tarda a omplir-lo 48 hores; es
pregunta el temps que tardará a omplir-se el dipósit si s'obren simultániamerit les dues aixe¬
tes' '.

En 1 hora, la primera aixeta omple 1/45 de dipósit
En 1 hora, la segona aixeta omple 1/48 de dipósit
Entre les dues aixetes, en 1 hora omplen — 4- — = - ■ de dipósitH 45 48 2.160

Tardaran tantes hores com vegades cápiga la part

- 93 21
2Ü60 - 23 + 93 h0r6S-

93

2.160
de dipósit en el dipósit, és a dir:

Aquesta és una forma de tractament prou gen eral i tza ble a una diversitat de situa-
cions, peró no és Túnica. AixT, també pot ser ¡nteressant de resoldre aquest problema de
la següent forma:

Anem a calcular quin será el temps mi'nim que ha de passar perqué les dues aixetes
omplin simultániament un nombre exacte de dipósits. Problema que fácilment s'identlfi-
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ca amb la qüestió de trobar el mfnim comú múltiple entre 48 I 45, que és 720. Així, po-
dem dir que, en 720 hores, una aixeta ompllria 15 dipóslts i l'altre n'omplirla 16. Entre
totes dues alxetes ompllrlen, en 720 hores, exactament 31 dipósits, és a dir que per a om-

plir un dlpósit en necessitarlen 31 vegades menys, o siguí = 23 + -^j- hores.
Es pot fer adonar ais alumnes de la colncidéncla d'operaclons en treballar en una vía

de raonament o en l'altra, sense més que fer un quadre comparatlu de les operacions que
¡ntervenen en els dos casos.

No volem desenvolupar més aquests aspectes concernents a les posslbll¡tats deis
raonaments aritmétlcs per no fer-nos reiteratlus, pero si' que volem acabar subratllant que,
si no fós perqué exlsteix la posslbll¡tat d'aquest tlpus de raonament, mal nos'hagués his¬
tórica ment travessat el IIIndar matemátlc que conduelx a les técnlques algebralques, les
quals fonamenten el seu bon funclonament en aquesta aritmética elemental. Dependrá de
com s'hagln aprofltat aquests recursos aritmétlcs, que el procés d'aprenentatge de l'álge-
bra fet pels alumnes siguí sólid I coherent, o bé que adoptl la forma d'una arbltrarletat
convenlent per a fer certs problemes.

No volem deixar d'lncloure en aquest apartat una experiencia molt suggestlva sobre
el tema de la proporclonalltat, realltzada per Pulg Adam, I explicada per ell matelx. Hem
trobat extraordlnáriament encertada la reflexló final que fa P. Adam, referent a les pautes
seguldes pels alumnes en I 'assi mi lacló deis conelxements, I el respecte admirable que de-
mostra P. Adam cap a les prlmeres manlfestaclons espontánles del noi envers l'expressió
deis conceptes que ha asslmllat (Pulg Adam, pp. 328-330):

"Empecé escribiendo en el encerado las dos sucesiones de ndmeros

2 4 6 10 12

0,5 1 1,5 3 4

y después de indicar a los alumnos que las copiaran en su cuaderno, les dije que llenaran los
dos lugares vaci'os (superior e inferior) con los ndmeros que creyeran habi'an de convenir pa¬
ra el caso.

La lucha de los niños con el misterio suscitado por los dos huecos, ha resultado sumamente
interesante. Dos de ellos han acertado inmediatamente; pero a los dema's no les resulta tan
fácil, y lo atribuyo a un posible defecto de planteamiento. La sucesidn 0,5; 1; 1,5 suscita
una idea de progresión que invita a poner 2 a continuación. Resulta muy curioso que, al
darse cuenta de que este 2 ya no corresponde al 10 de encima, intercalan entre el 6 y el 10
un 8, completando las progresiones asi':

6 8 10
1,5 2 2,5

con lo que ya aciertan con el ndmero 2,5 correspondiente al hueco inferior. Asimismo mu¬
chos empezaron escribiendo en el hueco superior 14, en vez de 16, arrastrados por la progre¬
sión 10, 12. Sin impaciencias he terminado logrando que acierten los doce alumnos de pri¬
mer año con los que opero, salvo uno.
Mientras los rezagados rectificaban sus errores, he propuesto otras dos sucesiones para los
adelantados

0,3 0,9 1,5 3 6
1 3 10 15 20

que han resuelto bien.
La precinta "¿Cómo habéis resuelto el problema?" ha originado las contestaciones ma's va¬
riadas e interesantes, en las que aparece latente toda la teori'a de la proporcionalidad, que los
niños no habían estudiado todavía, y que ha surgido al calor de la situación planteada.
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La solución por progresión rectificada ha sido la más general y espontánea, pero las equivo¬
caciones que ha originado han suscitado, como generalización natural, la comparación por
razón entre ndmeros de cada sucesión. Asi', un niño me dice: "Veo que 4 es el doble de 2 y

que 1 es también el doble de 0,5. Veo que 6 es el triple de 2 y que 1,5 es también el triple de
0,5. Como 10 es cinco veces 2 debo escribir debajo cinco veces 0,5."
Otros niños, en cambio, se fijan en las razones entre ndmeros que se corresponden en verti¬
cal y me dicen: "0,5 es la cuarta parte de 2 y también 1 es la cuarta parte de 4. Debajo del
10 debo escribir la cuarta parte 2,5. Encima del 4 debo escribir cuatro veces 4."
Otro observa que 6 es la suma 2 + 4 de los ndmeros que le preceden en la fila y que tam¬
bién debajo 1,5 es la suma de 1 + 0,5. Como 10, me dice, es la suma 4 + 6, he escrito deba¬
jo la suma 1 4- 1,5 = 2,5.
Se ve, en resumen, que, con este juego, los niños han descubierto: 1.°) la igualdad de razo¬
nes entre pares de números de las dos serles, 2.°) la razón constante entre los números co¬

rrespondientes de una suma y otra serie y 3.°) la correspondencia en la suma.
El profesor puede hacer expl i'cltas estas propiedades o contentarse en el primer curso con la
adquisición impli'cita de ellas y su aplicación correcta. Como se ve, los niños van mucho más
allá de lo que podemos figuramos; la dificultad principal a estas edades es la manifestación
consciente y explícita de sus poderosas Intuiciones; pero, ¿qué prisa hay en ello? Los adul¬
tos tenemos tendencia a confundir el saber con el saber expresar. Y aunque es cierto que
quien sabe expresar un concepto con claridad lo domina, no es menos cierto que, al forzar
prematuramente una expresión correcta no esponta'nea, no se consigue otra cosa que fomen¬
tar un memorismo palabrero vaci'o de sentido para el niño.
Por mi parte me limité de momento a escribir las igualdades de razones que los niños habían
descubierto, a llamar proporciones a tales Igualdades de razones ya decir, en consecuencia,
que las dos sucesiones de ndmeros se llaman proporciona!es’.’
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CAPÍTOL 16:

PROBLEMES GENERALS CONCERNENTS A LA DIDÁCTICA DEL LLENGUATGE
ALGEBRAIC

L'aprenentatge del lienguatge algébrale: un problema didáctlc a descobrlr

En els 150 anys que dura el procés básic de formació del lienguatge algébrale hi
hagué un primer estadl clarament deflnlt, que hem estudiat al capítol 11, del qual vo-
lem destacar una serie de particularitats:

i) El referent básic deis ens algebraics i de les seves relaclons és el model geo-
métric de les magnltuds i de les operacions contingut ais Elements d'Euclides. Hi ha
operaclons algebralques automatitzades, pero són molt poques, només les referents al cál-
cul amb radicáis i a la multiplicado de pollnomls (on queden melosos els productes de
co per ce, o de.* per y; etc.). En particular, distingien problemes de geometría prácti¬
ca que avul podem unificar grácles a una fórmula simbólica. Per exemple, el cálcul de
l'área d'un rectangle, coneguts els costats, i el cálcul de Paleada d'un rectangle, cone-
guts l'área i la base, eren dos problemes que es resollen independentment, raonant pas a
pas a partir de les noclons geométriques básiques; en cap moment, en el periode menclo-
nat, no es podrá utilitzar que de A = ba es dedueix a = A/b. Les poques operaclons auto¬
matitzades vánen justlficades (quan es justifiquen, cosa que no sempre passa) a partir
d'un referent geométric.

¡i) Des del punt de vista de la utiHtzació, el lienguatge algébrale només era em-
prat per al cálcul amb magnltuds radicáis I per al plantejament, transformado I resolu-
ció d'equacions.

¡ii) La fundó que hom asslgnava ais símbols algebraics estava íntimament rela¬
cionada amb la seva utilització principal: eren recursos gráflcs per a agilitzar el lienguatge,
aIleugerir la retórica I simplificar alxí la resolucló d'equacions; alxó, junt amb el cálcul
radical, semblen ser les principáis motlvaclons, si no les únlques, que conduiren ais
primers símbols algebraics.

iv) Quant ais símbols emprats, destaquen com a poc confllctlus els corresponents
a + " i ", que només conelxen dues verslons, l'alemanya i la italiana. No va ser
sino al final del període al que fem referéncla que varen aparélxer alguns símbols es-
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pecíficament adrepats a representar la ¡gualtat. Si bé les propostes foren molt diver¬
ses, el paper que jugaren en tot el procés global sembla de molt poca importancia.

v) Predomini molt ciar de les notacions per a representar les potencies de la in¬
cógnita basades en el principi multiplicatiu. Encara que només va haver-hi dues notacions
majoritáriament emprades, foren nombroses les propostes alternatives. Amb independen¬
cia d'elles, pero, foren d'ús universal els coeficients acompanyant la incógnita i lés se-
ves potencies per‘juxtaposició, si bé aquesta disposició no tenia al darrera cap idea que
correspongués a la simbolització del producte en general.

vi) Al llenguatge algebraic primitiu hi ha unes abséncies tan significatives i impor-
tants com els anteriors trets comuns. Hi eren absent les variables, els símbols amb funció
paramétrica, i, de forma derivada, les formules simbóliques expressant relacions numéri-
ques (árees, volums, solucions d'una equació de 2on grau, etc.). El seu llocestava ocupat
per regles completament retoriques que, exceptuant raríssimes ocasions, mai no utilitza-
ven lletres per a designar els nombres genérics que hi intervenien. També hi eren absents
els productes indicáis (tant de les expressions polinómiques com de les expressions
radicáis), així com els paréntesis. Els símbols emprats, finalment, no eren necessáriament
unívocs.

Recordar aixó ens permetrá subratllar que, en contra d'una de les creences més fer-
mament arrelades en els llicenciats en matemátiques, el llenguatge algebraic modern no
té res de natural ni d'evident. Així ho testimonien la polivalencia original deis símbols,
el temps que fou necessari per a l'adopció generalizada d'un llenguatge únic acceptat per
tothom, la competició entre diferents solucions gráfiques (igualment eficaces) per a re¬
presentar una mateixa cosa, i la funció que originalment protagonitzava el llenguatge al¬
gebraic (funció tan diferent de Tactual).

Teñir aixó present és absolutament imprescindible per a poder comprendre els pro-
blemes didáctics reais que existeixen en aquest camp. Ja hem comentat a la part II (p.
238) que al segle XVI podía ser necessária una página per a demostrar el resuitat que
nosaltres escriuríem (9 + \J 75) + (3 + \/~3) + (3 — \/~3) + (9 — yj 75) = 24. Avui,
aquest és un resuitat evident perqué reconeixem la forma (a + b) + (c + d) + (c-d)
-T (a — b) i podem prescindir de gran part del cálcul numéric concret. Com déiem ara
mateix, res no és tan fals com creure que una evidéncia d'aquest tipus és natural, o,
recíprocament, que els alumnes pels quals no resulta evident són rúes. L'evidéncia que
nosaltres atorguem a certes relacions o combinacions de símbols algebraics és fruit d'un
procés d'aprenentatge, d'un costum, d'un hábit que, de tan ¡ncorporat com está ais
nostres esquemes intel.lectuals, ha deixat de semblar una cosa apresa per a semblar una
capacitat innata. Com hem vist al capítol 11, només tenint en compte la component
convencional de les solucions simbóliques que integren el llenguatge algebraic es poden
entendre moltes de les anomalies que presenta la seva génesi. Representar un nombre
desconegut per una Metra és una convenció; suposar que una Metra representa un nombre
indeterminat també és una convenció, i diferent de Tanterior; eliminar el nombre 1 quan
hauríem d'escriure 1x, representar el quadrat de x per x2, etc. etc., no són maneres
naturals de representar els conceptes i les relacions esmentats, sino artificis simbólics que
la comunitat científica va anar trobant, junt amb d'altres, i que per mitjá d'un procés de
més de 200 anys arribá a estructurar sólidament entre si, adoptant-los, finalment, com a
únic conjunt legítim de símbols algebraics.

El que hem dit fins ara podría resumir-se dient que cal que el professor deixi de
considerar el llenguatge algebraic com una mena de transliteració natural, dictada peí
sentit comú, obvia com si diguéssim, de certs conceptes i relacions aritmétics o alge¬
braics. Es aquesta una adverténcia tant més necessária que Tactitud avui predominant al
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respecte és terriblement fácil i cómoda. Tant pels programes oficiáis d'E.G.B. i de B.U.P.,
com pels Ilibres de text corresponents, com per la majoria de professors, els problemes
didáctics que comporta arribar a dominar el llenguatge algebraic simplement no existeixen.
Es pressuposa que els símbols emprats i la sintaxi que.els Higa no té cap secret especial i
que no és qüestió sino de "fixar-s'hi una mica". De forma parcial, sense cap ¡dea de
conjunt que presideixi el procés, l'alumne anirá trobant a diferents cursos diferents coses
a aprendre sobre els símbols matemátics. Sovint les trobará, a més a mes, desfigurades: el
maneig de quantitats radicáis és fácil que l'hagi d'aprendre com un subapartat d'un
capítol dedicat a l'exponenciació; un polinomi molt possiblement será, d'entrada, una
successió quasi nul.la; l'objectiu d'operar amb fraccions algebraiques és, segons els Ilibres,
trobar l'estructura de eos de qué gaudeixen; etc. etc.

Es sabut que resultáis reputats evidents o fácils, com que (a + b)2 NO ES a2 + b2,
1 4

o el desenvolupament de (3x — — ) , etc., resulten estranyament difícils ais nostres

alumnes. També son conegudes les dificultáis considerables que troben els alumnes del
primer curs de B.U.P. per a dominar la mecánica del cálcul literal quan aquest ultrapassa
els límits de les expressions trivials (per exemple, quan es tracta d'operar i simplificar
fraccions algebraiques). En general, és extraordináriament elevat el nombre de vegades i
d'alumnes per qui una fórmula "ben apresa de memoria" resulta inaplicable a casos o
problemes particulars que s'aparten, per poc que siguí, de l'exemple al quai la fórmula va
ser aplicada peí professor quan la va explicar. Aquests exemples, i molts d'altres que

després anirem comentant, palesen que l'aprenentatge del llenguatge algebraic és un

problema didáctic d'envergadura ¡ que requereix un tractament específic que, avui per
avui, no l¡ és donat. Nosaltres pensem, a més, que es tracta d'una insuficiéncia privilegia-
dament responsable del bloqueig de molts alumnes cap a les matemátiques, d'una insufi¬
ciéncia, per tant, de conseqüéncies pedagógiques qreus. Amb paraules de Polya,

"No sólo los malos alumnos de una clase muestran aversión por el algebra;esto puede ocurrir-
íes a estudiantes inteligentes. Siempre hay algo de arbitrario y artificial en una notación; es
pesada tarea para la memoria el aprender un nuevo sistema. Un alumno inteligente puede ne¬
garse a ello si no capta la razón. La aversión que muestra hacia el álgebra está justificada si
no se le han dado ocasiones frecuentes de constatar por la experiencia la ayuda evidente que
el lenguaje de símbolos matemáticos puede ofrecer a la mente. Ayudarle en tal experiencia
es un deber importante del profesor, diremos incluso esencial, nada fácil por lo demás."
(Polya, p. 133; el subratllat és de l'autor).

Hem parlat fins ara de l'errónia creenpa en el carácter evident de les notacions
algebraiques; també hem parlat de la necessitat que aqüestes siguln ensenyades sistemáti-
cament i organitzadament. Ens cal parlar, finalment, d'un detecte que no perjudica es-
pecíficament l'ensenyament de l'álgebra, sino el de les matemátiques en general, mal-
grat que els seus efectes en el nostre camp són particularment desastrosos. Ens volem re¬
ferir a la fascinado que sent qualsevol professor de matemátiques pels plantejaments
generáis que subsumeixen I engloben diferents casos particulars. És aquesta una compo-
nent tan important de la mentalitat i de la filosofía didáctica implícita compartida per
la majoria deis qui ensenyem matemátiques, que difícilment se'n podría trobar d'altra
que configurés i determinés encara més les classes de matemátiques que avui es donen.
Es aquesta mentalitat, per exemple, la que avantposa la definido general de funció, I
I estudi de les funcions en general, a la definició i estudi d'aquelles funcions particu¬
lars que l'alumne arriba a conéixer i manejar. Aixó no sois s'aplica a les funcions po-
linómiques, racionáis, trigonométriques, etc., sino també, molt ridículament, a les pro-
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gressions. Costa de veure, realment, qué aclareix del concepte de progressió aritmética,
qué aporta al coneixement de les seves propletats, comentar parlant d'apUcacions entre
dos conjunts qualssevol A, B, anomenar successions les aplicaclons de N en R, i dir que
les progresslons aritmétiques són aquelles successions que queden determinades per
formules del tipus xn = an + b. La importancia que aquesta mentalitat té a l'hora de
desfigurar les qüestions relatives a l'ús deis símbols i parámetres, en general, I les relatives
a les formules simbóliques, en particular, exlgeix que ens aturem a analitzar-la.

Casos generáis i casos particulars

"Quan comprengueu la fórmula general sabreu resoIdre tots els casos particu¬
lars". La popularitat d'aquesta canponeta revela el desconelxement deis problemes d¡-
dáctics reais que s'amaguen darrera de les formules generáis. Desconeixement que no és
sino el negatiu de la importancia hipertrófica assolida per les demostracions de les di¬
tes formules. Analitzem alguns exemples concrets:

i) Les equacions de 1er y 2on grau

La resolució de l'equació general de 2on grau gairebé sempre precedeix l'estudi deis
diversos casos particulars que es poden presentar. La primera cosa que hom acostuma a
fer és dir que les dues solucions d'una equació de la forma ax2 + bx + c = 0 es deduei-

xen de , .. -b ± V b2 — 4ac
expressio x =

2a
El que és habitual, aleshores, és que el profes-

sor pregunti "D'on surt alxó? Per qué són aqüestes les solucions?", i tot seguit es posi a

demostrar la fórmula completant el quadrat, o sigui partlnt de x2 +
b

, c n •
— x + — = 0 i

a a

posant x2 + — x +
a

etc. Un cop demostrada la fórmula arriba
b2

| c _ b2
4a2 a 4a2

l'hora de les apUcacions: l'alumne ha de resoldre diferents equacions concretes. Amb sort,
després de resoldre'n unes quantes de "normáis" anirá a parar a equacions incompletes:
3x2 + 12x = 0, etc. El resultat el coneix tothom: és aquesta plétora d'alumnes que
sempre s'equivoquen amb els signes quan apliquen la fórmula general i que resolen 3x2 =

-0±V 0+ 144
6

El problema de la fonamentació lógica de la fórmula general ha desplapat, a Tes-
quema anterior, el problema de la correcta i completa comprensió de Talgorisme de cáI-
cul que la fórmula sintetitza. Per valorar justament quin deis dos problemes és didác-
ticament més important, hauríem d'avaluar sense pors ni prejudicis el rendiment que
realment es treu de Tactual predomini de la demostració sobre el cálcul. Per nosaltres
és evident que el paper d'aquella s'ha de relativitzar molt. De fet, la majoria deis alumnes
són ¡ncapagos de comprendre el seguit d'equivaléncies formáis en qué la demostració es
basa, són ¡ncapagos de veure el seu significat més priman (ignoren que quan se substituei-
xen les arrels en Texpressió ax2 + bx + c el resultat numéric és, realment, zero), i l'han
oblidada pocs dies després d'aprendre-se-la de memoria, si en algún moment de débilitat
van arribar a fer-ho. (No podem, dones, sino alabar al professor que s'adona que els
alumnes no están gens interessats en la demostració i, amb molt bon criteri, es decideix a
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guanyar un quart d'hora de classe i no donar-los la pallissa). En canvi, pensem que cal
revaloritzar un problema sovlnt negligit: la fórmula que dona les arrels no representa una
fórmula general sino a posteriori, quan l'alumne ja sap qué ha de fer slguin quins siguin a,
b i c (positius, negatius, trencats, ¡rracionals,...).

En el mateix sentit cal repensar l'organitzacló que habltualment es dona a l'en-
senyament de les equacions de 1er ¡ 2on grau. Aquelles han de precedlr a aqüestes perqué
són més fáclls, dluen. El que és mes fácil és l'establiment de les respectlves formules
generáis de resolució, pero qualsevol mestre sap que és molt més fácil resoldre una equa-

ció com x2 + 7x + 12 — o que una equació com
2 — x

10
- 5 +

1—3x

en la qual la sintaxi simbólica involucrada és d'una complexitat molt superior. Dedicarem
el capítol 18 a les equacions de 1er i 2°n grau.

¡i) Els polinomls

Moltes vegades els polinomis són introduits per successions quasi nul.les. La de-
finició per successions tal vegada serveix per a aclarir l'estructura de les álgebres de
polinomis, alhora que és un plantejament elegant i sintétic que permet definir amb una
economía relativa (relativa perqué ve després d'haver fet molta despesa) les operacions
entre polinomis d'una manera molt general. Per un alumne de Batxillerat, pero, aquesta
presentació és un embalum de conceptes impossible de justificar. Des d'un punt de vista
práctic, d'alló que convé que l'alumne sápiga fer, no aporta res. Per a arribar a dominar
la mecánica de les operacions amb polinomis (i no es tracta d'aixó, en aquest nivell?)
caldrá anar pas a pas, comenpant per la significado deis monomis, justificant la neces-
sitat de deixar les seves sumes indicades, veient com obtenir regles per a multiplicar¬
los, estudiant la regla an am = an + m, etc. (Pero tot aixó s'haurá de fer, igualment,
encara que els alumnes hagin partit d'una definició general de la suma, del producte,...!).
Una complicado teórica está clarament justificada si permet aclarir algún punt important
que, sense ella, queda confús i facilita o provoca errors en els alumnes. En abséncia d'una
causa a i x í, com en aquest cas, ens inclinem davant de la presentació clássica. El deure del
professor és fer de l'aprenentatge la feina més agradable i plañera possible: prou difícils
són les coses que ensenyem, per afegir-hi complicacions innecessáries!

hi) Les formules de la Combinatoria

Potser aquest és un deis temes on es veu més clarament tot el que d'inútil hi ha
en la canponeta deis casos particulars que s'entenen per la fórmula general.

Les formules per a comptar el nombre de permutacions, variacions i combinacions
son facilment recordades pels alumnes, encara que és proverbial que mai no saben si alió
que tenen al davant és un problema de combinacions o és de variacions. L'ensenyament
tradicional, de forma semblant a alió que passava amb les equacions de 2on grau, es preo¬
cupa per la demostrado de les formules generáis Pn = n!, Vnm = ,n(n — 1)...(n — m + 1),

un,m — Aquí, com abans, una falsa perspectiva impedeix situar correctament el
problema didáctic. Quin valor poden teñir aqüestes demostracions quan resulta que els
alumnes confonen unes amb les altres les permutacions, les variacions i les combina-
cions? Com es pot comptar alió que no se sap qué es?

227



El problema dldáctlc, aquí, rau en la capacltat combinatoria, esdir, en la possibilI-
tat que un ¡ndlvldu té de construir, realment o virtualment, pero utilltzant un métode
slstemátlc, totes les possibilitats en joc (variaclons, comblnaclons o permutacions) ¡ acabar
de fer-ho amb la seguretat que cap possibilitat no ha estat oblidada. Es aquest un tema
molt complex, perqué está molt condlclonat peí desenvolupament Intel.lectual de l'alum-
ne, al qual dedlcarem el capítol 19.

¡v) El binomi de Newton

Segons l'ensenyament tradicional, alio que és dldáctlcament important sobre la
fórmula (a + b)n = ( n )an + ( n )an~1 b 4- etc. és la seva demostrado. Com que de

o 1

rigorosa no n'hl ha sino una, aquest plantejament conduelx a buscar una versió didácti¬
ca d'una demostrado per Indúcelo. Es ciar, pero, que la fórmula que dona la poténcla del
binomi no aparelx al programa de 1er de B.U.P. amb l'objectlu de dlsposar d'una excusa
per a enfrontar els alumnes amb una demostrado per Indúcelo. NI el nlvell deis alumnes
no ho permet, ni serla aquesta la demostrado més escalent per a fer una cosa alxí. Es
innegable, d'altra banda, la ¡mportáncla que té que els alumnes sáplguen aplicar la fórmula

general citada a expresslons com

-

/ X3 \ 1/3 ^y2l
. vzy 5 V J és una técnica que necessl-

taran contínuament, dlntre I fora de la nostra asslgnatura. Al matelx temps, I alxó demos-
tra la ¡nconslsténcla del plantejament tradicional, un domlnl técnlc del cálcul literal com
el que acabem d'esmentar és absolutament Imprescindible en la demostrado per Indúcelo
de la fórmula general. Aquest domlnl aparelx, d'aquesta manera, com una cosa prévla I
¡ndependent del procés de fonamentacló lógica a qué ens referim.

L'experléncla demostra, ja ho hem dlt, que una fórmula general pot ser perfecta-
ment coneguda (de memoria) I ser, al matelx temps, perfectament ¡nutllitzable fora de
casos d'apllcacló trivial. És aquest punt de vista, lligat ais problemes del cálcul con-
cret, alió que fa absolutament pertlnents totes les dlstinclons posslbles entre el binomi
especiflcat més amunt i el binomi (x + 2y)2. SI bé des del punt de vista de les operaclons
matemátlques en joc els desenvolupaments d'ambdós resulten equivalents, és ciar que el
que a nosaltres ens ¡nteressa és com fer-los equivalents pels nostres alumnes, com fer que
aquests avancln cap al domlni deis símbols. Podríem dlr que un deis principáis objectlus
didáctlcs és que els alumnes arrlbln a entendre que blnomls tan dlspars com els dos
anterlors poden ser cltats, tots dos, per una expressló tan sintética com (a + b)2.

n n
Arribar a utllltzar correctament la fórmula (a 4- b)n =2 (. ) an_i b¡, per com-

¡ = o '
pllcats que slguln els valors numérlcs i llterals amb qué es presentí, hem vist que és un deis
auténtlcs problemes didáctlcs que s'amaguen darrera del binomi de Newton. Pero no és
l'únic, tota vegada que és posslble donar ais alumnes l'oportunltat d'arrlbar a descobrlr
una fórmula general aparentment tan complicada. Alxó es pot fer de la següent manera.

Farem calcular ais alumnes, multlpllcant (x + a) per si mateix tantes vegades
com calgui, els desenvolupaments de (x + a)3 I (x + a)4, I escrlurem a la plssarra
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x + a = x + a

(x + a)2 =

(x + a)3 =

(x + a)4 -

1 1

x2 + 2ax + a2 121

x3 + 3x2a + 3xa +a3 13 3 1

x4 + 4x3a + 6x2a2 + 4xa3 + a4 1 4 6 4 1

Amb aixó a la pissarra es pregunta quin será el desenvolupament de (x + a)5, I
els alumnes, després d'una vacil.lacló, dicten correctament el desenvolupament. La vacil.la-
ció es produeix a causa deis exponents. Tenen molt ciar que el comenpament será
x5 + 5a per una poténcla de x, pero necessiten un puní de reflexió per trobar la re¬

gla "la suma deis exponents sempre será igual a l'exponent del binomi", que arriben a
enunciar per analogía amb els desenvolupaments anteriors. Un cop explicitada es pot bus¬
car, en el mecanisme deis productes realitzats, una explicació de la mateixa.

El pas següent será demanar-los que dictin (x + a)6, la qual cosa ja faran sense

greus problemes. Fins aquí s'haurá avanpat sense gaires dificultáis. Convé subratllar
suficientment el carácter hipotétic deis ultims desenvolupaments: els hem escrit suposant
que les coses son tan bonlques i están tan ben organitzades, que els coeficients coinci-
deixen amb la fila corresponent del triangle de Tartaglia. Es pot demanar ais alumnes
(vigilant que la felna no es fací tediosa) que comprovin la verltat de la conjectura per
ais exponents 5 i 6.

El pas següent és el més difícil: la ¡ntroducció deis nombres combinatoris en els
desenvolupaments. Els preguntem quin será el desenvolupament de (x + a)10. La reacció
de la classe és d'avorriment: ja saben com fer-ho, i el cálcul deis nous coeficients se'ls
presenta com una feina mecánica que ja no aporta res. Insistim, aclarint que, per fer-ho
més curt, no cal que calculin els nombres concrets que apareixeran com a coeficients.
Comencen a dictar (x + a)10 = x10 4- 10x9 a i s'aturen. Aleshores escrivim a la pissarra,
al costat del primer triangle de Tartaglia, un altre amb l'expressió simbólica deis seus
elements:

1 1

1 2 1

13 3 1

1 4 6 4 1

No es produeix cap reacció positiva fins que no assenyalem que els coeficients de
(x + a) i o serán els'de la desena fila del triangle, i que aquesta está formada per ( ^ ),
(

1 )- ( 2 ), efe. Aleshores un alumne diu que el coeficient de x8a2 será (^);a partir
d aquí, la fórmula queda fixada sense problemes.
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Encara que nosaltres várem indicar que la conjectura feta era certa, i que s'acom-
plia fos quin fos l'exponent, ni cap alumne féu gran cas de la nostra tranquil.litzadora
confirmació, ni en sortí cap d'interessat per una demostració de la hipótesi feta. Aixó,
ben mirat, no és sorprenent; es necessita molta familiaritat amb els esquemes ¡ntel.lec-
tuals, i una gran confianza en les idees abstractes per, d'entrada, malfiar-se d'una cosa que
entra per la vista, i, a continuació, anar a buscar-ne la confirmació en una realitat tan
¡mmaterial com són els arguments i les construccions lógiques. És aquesta una actitud de
gran maduresa ¡ntel.lectual, que no és fácil de trobar en els nostres alumnes. El professor,
davant d'aixó, pot optar per incloure o no la demostració. La nostra opinió, ja ho hem dit
abans, és que cal relativitzar molt el paper de les demostracions.

v) Els parámetres

Ja hem comentat en el capítol 11 que foren necessaris més de 150 anys per tal
que els millors caparronets de 4 ó 5 generacions acceptessin la solució convencional de
representar nombres desconeguts per lletres, i que creessin per a el les un cálcul formal
que pogués expressar totes les operacions numériques amb rigor. Existeixen d'altres con-
sideracions que ho confirmen, pero aixó sol ja ens hauria de fer imaginar que les ¡dees
¡nvolucrades en aquesta substitució del cálcul i de les operacions numériques peí cálcul
literal són d'una gran complexitat. Si la substitució mencionada s'analitza de prop,
no es deixa de veure que implica una auténtica mutació deis esquemes lógics que suporten
el pes deis raonaments: aquells no són els mateixos quan actúen sobre el cálcul literal que
quan ho fan sobre operacions numériques. Els raonaments mateixos passen de teñir un
contingut i uns referents geométrics a ser formáis.

Les diferéncies que existeixen entre els esquemes lógics que cal utilitzar en ca-
dascun deis contexts literal i numéric són detectables en la práctica didáctica. Malgrat
que tothom ha advertit que les díficultats per a fer raonar ais alumnes (especialment els
d'E.G.B., pero també els de 1er de B.U.P.) varíen substancialment segons que els enfron-
tem amb un problema amb dades numériques o IiteraIs, será interessant reproduir aquí
unes dades de Gastón Mialaret. Els alumnes havien de resoldre tres problemes que no eren,
des del punt de vista formal, sino un mateix problema: 1) En Pau diu a en Pere: tiñe 63
franes més que tu; si reunim els nostres diners, tindrem en tot 379 fr. Quina quantitat té
en Pau i quina té en Pere? 2) Calcular dos nombres sabent que sumats fan 250 i que
restant el petit del gran s'obté 160. 3) Calcular dos nombres coneixent IIur suma i llur
diferéncia (és a dir, x + y = a, x — y = b). Els resultáis eren (Mialaret, p. 68, els nombres
expressen tant per cent de respostes correctes;els cursos pertanyen al SegonGrau francés):

4rt curs 3er curs

Forma 1 58 71

Forma 2 42 64

Forma 3 11 27

Aqüestes diferéncies tan marcades no fan sino traduir les diferéncies notables entre
els recursos ¡ntel.lectuals que cal posar en joc per resoldre cadascun deis problemes,
recursos ¡ntel.lectuals, no cal dir-ho, que en molts casos són ¡nensenyables perqué depe-
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nen directament del desenvolupament intel.lectual de l'individu (associat a l'edat). És un

fet mal conegut que, per un simple problema d'edat, la immensa majoria d'alumnes
d'E.G.B. (I molts de 1er de B.U.P.) no dlsposen deis recursos ¡ntel.lectuals necessaris
per a realitzar el raonament hipotético-deductlu que acompanya ¡ndefectlblement el fet
de prendre com a punt de partida un nombre qualsevol a (ja que el raonament tlndrá com
a base la hipótesi "si a té les propietats que té qualsevol ens que pugui ser anomenat
nombre, aleshores..."). La conseqüéncla n'és que els professors de matemátiques, preo¬
cupáis per donar generalitat a les seves exposicions ¡ demostracions, ¡ convenputs que
quan els alumnes comprenguln la fórmula general sabran resoldre fots els casos parti¬
culars, no ens prlvem en absolut de fonamentar la ¡ntroducció de conceptes i el desenvolu¬
pament deis temes en formules simbóliques plenes de parámetres. A la práctica, alxó vol
dlr que quan el professor empra lletres passen dues coses: uns alumnes imaginen la a
substituida per un 3 ó un 2, per un nombre concret, i segueixen el raonament que hom
volia fer general apllcant-lo a un cas concret; ¡ d'altres, simplement, tanquen els ulls ¡
desconnecten.

* * *

Les raons anteriors ens fan pensar que la idea de subordinar, didácticament, els
casos particulars ais generáis és profundament Incorrecta. El problema didáctlc impor-
tant relacionat amb qualsevol fórmula no és la seva demostrado, és el seu signlficat,
o, mlllor dit encara, són els seus significáis particulars. La lingüi'stica moderna ha estudiat
a fons l'error que consistelx a creure que un element d'un llenguatge (p. e., un concepte
matemátic) pot ser ¡ncorporat per un individu sense fer-li conéixer les diferents funcions
que l'element en qüestió realitza. És evident que si volem ensenyar a un estranger a
utilitzar el ver FER, donar-li'n una definido de diccionari será perdre el temps; el que
caldrá será ensenyar-l¡ que hom pot dir: fer camises, fer bondat, fer bon temps, fer l'amor,
fan la pel.lícula tal, fer tard, fer sol, fer punyetes, fer goig, fer nosa,..., i que hi ha altres
coses que NO es poden dir, malgrat que en la seva Mengua les dlgui amb aquest verb. Tota
la definido que podem donar de FER és aquesta: la Mista de les seves funcions admissibles
i de les Inadmisibles. L'ensenyament que confia en les virtuts didáctiques "d'un enfoca-
ment general", que busca les definicions mes generáis posslbles que sintetitzin els resultáis,
cau en l'error del diccionari. Pero així és l'ensenyament predominant, el resultat del qual
ha estat molt gráflcament descrit per Mialaret:

"¿Cuantos niños concienzudos saben la teoría y son incapaces de hacer el problema más ele¬
mental? (...). Estos niños parecen guerreros que han comprado armas de las que no se saben
servir. Repiten fórmulas verbales vacias de sentido para ellos y son incapaces de darles el me¬
nor contenido." (Mialaret, p. 107).

A condlció de modificar molt profundament alguns deis actuáis plantejaments, no-
saltres pensem que és possible remediar aquest mal endémic de l'ensenyament de les ma¬
temátiques.

Una proposta utópica

Sense cap mena de precaució, ais textos me's elementáis d'E.G.B. apareix la sim-
bologia conjuntista (A ={ x/..., etc.), la notado funcional (f(x) = ...), es fan anar tran¬
quil. lament les lletres com a parámetres, etc. Aixó es fa "per introduir els alumnes en el
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Ilenguatge matemátic modern" (és que per ¡ntroduir algú en el xinés se'l posará davant de
100 pagines amb els ideogrames de la més refinada literatura?), també "per introduir
hábits de rigor en l'expressió" (com es pot demanar rigor en una cosa que és impossible
d'entendre?) i, sobretot, perqué tota aquesta simbologia es considera imprescindible per a

poder parlar de matemátiques: els professors están tan acostumats a fer anar els conceptes
des del punt de vista de la seva defin ¡ció i de la seva expressió formal, que ni tan solsés
pensada la possibilitat de fer altrament.

Qualsevol mestre sap per experiencia quant que costa ais alumnes d'aprendre a

llegir, i que no es pot confondre aquest aprenentatge amb la técnica de Iletrejar. La
lectura, com a assimilació del contingut conceptual del missatge escrit, exigeix del lector
un procés de reconstrucció personal d'alló que diuen els mots emprats i la sintaxi que els
Higa. Ara bé, tots els mestres d'E.G.B. i de B.U.P. sabem que molts deis nostres alumnes,
si bé lletregen amb més o menys fortuna gairebé tots els mots d'alguna de les nostres
Mengües, difícilment arriben a desvelar tots els matisos i precisions d'un text excrit, per

poca que siguí la seva complexitat. Si les dificultáis són tan grans quan els alumnes
s'enfronten amb el Ilenguatge ordinari, qué no passará quan es trobin davant de relacions i
enunciats de gran abstracció que, a més, cal llegir a partir d'un codi simbólic no trivial!

La conseqüéncia de tot el que hem dit fins aquí' és una proposta sense cap virtua-
litat, ara per ara: cal eliminar el Ilenguatge algebraic deis dos primers cicles de l'E.G.B., i
cal introduir-lo, progressivament, en el seu tercer cicle. Quedi ciar que aixó apunta a
l'eliminació d'una simbologia tan fora de lloc a l'E.G.B. com adequada per a expressar,
amb rigor i precisió, les idees subtils i complexes en qué ha desembocat l'alta especulado
matemática. A aquest fenomen no l¡ és alié el fet que en els darrers 20 anys, per un curios
trastocament de l'ordre lógic i de l'ordre d'aprenentatge, aqüestes ¡dees —álgebra de
conjunts, estructures algebraiques,...— hagin inundat els programes de matemátiques de
l'ensenyament básic i mitjá; pero aquesta és una altra historia. L'eliminació deis símbols
algébrales de l'E.G.B. no es refereix sino a aquells recursos simbólics que queden forgosa-
ment fora de l'abast de les possibiI¡tats ¡ntel.lectuals deis alumnes d'aquest nivell. No
afecta, en particular, ais símbols numérics i aritmétics, ni a la simbolització geométrica, ni
ais recursos gráfics i simbólics que poden aparéixer i poden ser utilitzats com a resultat de
l'orientació creativa d'una didáctica específicament adregada a fer descobrir ais alumnes el
valor i la útilitat de la simbolització.

Enfront de la introducció prematura, desorganitzada i sobtada deis simbolismes al¬
gébrales, nosaltres estem per una introducció progressiva, sistemática i adaptada al de-
senvolupament ¡ntel.lectual del nen-noi que tenim per alumne. És molt important enten-
dre bé qué vol dir "progressivament" en aquest context; no es tracta pas d'iritroduir
aquest any aquest símbols, el que ve aquests altres, i així successivament. El carácter
progressiu cal entendre'l referit molt més a la manera d'utiützar els símbols que al nombre
de símbols introduits. El Ilenguatge algebraic no ha de ser d'entrada (insistim: no pot
ser-ho, en aquesta edat) un conjunt de símbols artieulat per unes regles de cálcul própies.
Per exemple, quan hem escrit A = bh en substitució d'Área igual a base per alfada,
suposem que en són conseqüéncies obvies b = A/h i h = A/b; i no ho són! Ens ho sembla
perqué sobreposem, a una fórmula que expressa un contingut geométric, els esquemes
operatius abstractes del Ilenguatge algebraic (a = be a/b = c, etc.) que l'alumne
encara no domina. No domina aquest automatisme pero pot arribar a entendre, raonant
sobre el cas concret, que si el producte de la base per l'algada és l'área, cal dividir l'área
etc. (ni més ni menys, aixó és el que fan tots els algebristes del període historie estudiat,
des de Tartaglia a Pedro Núñez). El coneixement d'equivaléncies formáis com a = bc^
b = a/c, será el resultat final del procés d'aprenentatge, mai no pot ser un punt de partida.
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D'entrada, els símbols algebraics que representen les ¡ncognites ¡ llurs potencies han de ser
utilitzats amb una fundó essencialment gráfica i simplificadora, Iligada a l'escriptura
d'equacions. Només amb el temps donarem ais símbols la mecánica que permet, operant
amb ells, prescindir del raonament efectuat dlrectament sobre els conceptes en joc.

Per a introduir adequadament ais alumnes en el llenguatge algébrale cal donar-los
un marge molt ampll de temps, pero es pot comengar d'hora, cap ais 11-12 anys. Caldrá,
en fer-ho, donar un gran marge de lllbertat I acceptar, al comengament, formes prlml-
tives d'expressló simbólica que els alumnes potser Inventaran. No serán precises, uni¬
voques, rlgoroses ni económlques, pero hauran fet comprendre ais alumnes, molt més
eflcagment que qualsevol altra cosa, el problema de la slmbolltzacló. És fonamental pres¬
cindir de les variables I els parámetres, que serán l'últlma cosa a Introduir: la completa
asslmllacló d'aquesta ¡dea és un símptoma ¡nequívoc d'una educado matemática ja molt
avangada. Les expressions retoriques han de jugar un paper molt ¡mportant, precedlnt I
preparant les formules slmbóllques escrltes amb símbols llterals. Aqüestes serán el punt
d'arribada de l'ensenyament báslc.

Per a Introduir adequadament els alumnes en el llenguatge algébrale cal, flnalment,
donar ais casos partlculars tota la ¡mportáncla que tenen en la construccló d'una fórmula
general. Devaluada la preocupado per la memorltzacló I per la demostrado, queda com
a cosa ¡mportant assegurar que els alumnes en coneguln el significad Alxó passa, fo-
namentalment, per preocupar-se de fer precedir l'anállsl de la situado concreta-parti¬
cular al contacte amb l'enunclat general; i passa, de manera potser encara més impor-
tant, pels procedlments heurístlcs que permeten ais alumnes de trobar, ells matelxos,
les dltes formules.

El lloc del cálcul radical

Ais tres capítols següents donem un desenvolupament alternatlu concret d'alguns
deis temes deis quals hem crltlcat la presentado tradicional. Están dedicáis, respectlva-
ment, al cálcul amb radicáis, a les equaclons de primer I segon grau I a un métode heu-
rístlc per a trobar les formules de la Combinatoria.

Un programa que recolIís la necessitat d'lntrodulr el llenguatge algébrale amb la
filosofía que hem exposat haurla de reconélxer al cálcul amb quantltats radicáis (sempre
que quedés completament destrlat del cálcul amb exponents fraccionará) una ¡mportán-
cia particular en la Introdúcelo de les técnlques algebralques. Histórlcament, és evldent
el lllgam entre aquest tlpus de cálcul I el relatlu al maneig d'lncógnltes. Les raons les
podem endevlnar fácilment. Des del punt de vista de les operaclons arltmétlques, la In¬
cógnita I les seves poténcles i les quantltats radicáis tenen semblances evldents. Tam¬
bé es diferencien deis nombres enters I trencats en coses semblants. Des del punt de vis¬
ta algorismic I práctlc, les operaclons entre trencats es "tanquen" de forma natural.
No és difícil sumar, restar, multiplicar I dividir trencats; a més, totes aqüestes operaclons
sempre conduelxen a nombres trencats. La combinado operativa d'enters I trencats
tampoc no comporta cap dlflcultat especial. Quan són sumats, restats, ... enters amb
trencats, el resultat és sempre un trencat. Tot aixó, per descomptat, no és sino la conse-
quencla del fet que en el concepte de nombre trencat no h¡ ¡ntervé cap operado no¬
va. un trencat és alió que resulta de dividir a parts iguals i agafar unes quantes d'aquestes
Parts.

Les operaclons entre radicáis, com les operaclons amb ¡ncognites, ja no es poden
tancar . Una cosa més el seu quadrat no admet ser expressada com una magnitud
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simple: cal deixar-ho indicat, i pensar-ho com una operació a realitzar posteriorment. \f~2
+ \J~3 es pot arribar a expressar com un sol radical, pero será un radical formalment
diferent obtingut per una laboriosa-ártificiosa operació no directa. Les operacions de
suma i resta d'enters amb radicáis o amb incógnites cal deixar-les indicades.

La diferencia conceptual entre 2 + 1/2 i 2 + \J~2 és notable. La primera ex-

pressió es pensa de manera prou natural com una quantitat (sigui la longitud d'un seg-

ment, sigui un nombre de coses qualsevol que poden ser su bdiv id ides); la segona es pen¬
sa de manera natural com dues coses que cal afegir. Aquesta segona és, en aquest sentit,
una operació indicada, una operació que pot admetre una continuació per tal d'arribar-ne
a capir el significat més en concret. Si bé la diferencia conceptual entre 2 + x i 2 + yj~2
és notable (la primera expressió és una operació que només pot pensarse com a operació
indicada, possible, pero no com una operació real, actual), les diferencies operatives i
algorísmiques entre les quantitats representades per aqüestes dues expressions, en canvi,
són irrellevants comparades amb els mecanismes comuns que cal posar en joc per sumar¬

les, multiplicar-les, etc., entre si i amb els nombres enters i trencats. Un punt de contacte
fonamental entre el cálcul amb incógnites i el cálcul radical és, finalment, que ambdós es
recolzen en, i utilitzen, els mecanismes de composició de potencies (an am = an + m i
(an)n = anm ).

Si el cálcul amb radicáis acompanya, o precedeix lleugerament, la introducció del
cálcul amb incógnites, ambdós aprofiten una série de novetats algorísmiques que són di¬
ficultáis considerables per a l'alumne: considerado d'ens númenes no homogenis la suma
deis quals ha de quedar indicada, distributivitat de la multiplicado, imposada per les
operacions amb les quantitats anteriors, preséncia de coeficients, regles deis signes i
aparició de les identitats notables ( (a + b)2 = ..., etc.). Comenparem, dones, per veure en
concret com desenvolupar el cálcul radical segons els nostres plantejaments.
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CAPÍTOL 17:

EL CÁLCUL AMB RADICALS

Com hem dit al capítol precedent, el cálcul radical és la Introdúcelo natural al
cálcul algébrale. Aixo sol l¡ dona un valor dldáctlc Inapreciable, valor que cal afegir
a l'lnterés ¡ntrínsec que aquest cálcul ja té com a part Imprescindible del llenguatge
matemátlc. Nogensmenys, cal reconélxer que a l'edat en qué nosaltres proposem Intro-
duirlo, per a alumnes de 12 anys, és difícil trobar una motivado convlncent d aquests
conceptes I de les técniques assoclades. Tant mes difícil que la dlfusló de les calculadores
de butxaca ha modlflcat essenclalment l'lnterés dlrecte que podlen teñir per al cálcul
numérlc moltes regles de manipulado de les quantltats radicáis. És menys problemátlc
arribar a trobar problemes geométrlcs I sltuaclons més o menys versemblants on calgul
útilitzar arrels quadrades, cubiques,...; en aquest sentlt són modéllcs els exerclcls que
proposa el Grup Zero al lllbret La mesura i els nombres. Aquests exercicis han de jugar un
paper ¡mportant obrint el tema.

Alxó no obstant, el cálcul radical precisarla d'elements motlvadors més específlcs.
Encara que no sabem resoldre el problema de manera satisfactoria (I potser mai no en
sabrem), podem assenyalar una solucló parcial. Aquest tema, després d unes poques
classes dedlcades a la introdúcelo del concepte d'arrel (amb els contlnguts que es mencio¬
nen al primer apartat del capítol), caldrla enfocar-lo amb l'esperlt propi de I aprenen-
tatge modern de les Mengües vives. No hauria de considerar-se una unltat tancada que
ocupa una successló de classes sense solucló de contlnuitat, sino que caldria plantejar-
lo explícitament com un conjunt de regles que cal arribar a memorltzar I a utlIitzar
automáticament dlns de contextos de complexltat cada cop més gran. El cálcul radical
hauria de ser el primer contacte de l'alumne amb els formallsmes algébrales; el seu trac-
tament, conseqüentment, no hauria de ser el d'una cosa que s'expllca d'una vegada per
totes: cap llenguatge no es pot explicar d'una vegada per totes. Les regles que articu¬
len el cálcul radical cal anar-les desenvolupant per estadis, tal com s'especlflca al se-
gon apartat d'aquest capítol, des d'un primer nivelI molt concret I particular flns a sltua-
cions molt complexes que delxln l'alumne a les portes del cálcul formal. El procés d In¬
trodúcelo d'aquestes regles ha de ser forcosament llarg, pero no té per qué ser grulxut:
es pot aconseguir que els alumnes assolelxln un bon nlvell de comprensló I automatiza¬
do, fent slmultánla I paral.lela la introdúcelo d'aquestes regles amb el desenvolupament
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deis altres temes que constitueixen el curs. En una paraula, es tractarla de reservar una
parí d'un parell o tres de classes setmanals per a anar ¡ntrodulnt-les.

La Introducció del Concepte d'Arrel Numérica

Una I altra vegada, en manejar radicáis, els raonaments es recolzen en les rela-
cions ( V~a)2 = a i Va2 = a. Els alumnes manifesten sovint me's dificultáis de les previ¬
sibles a assimilarles. Aixó es pot atribuir, sense gaires dubtes, a no haver introduit aquests
conceptes com calia, associats a un algorisme de cálcul. La millor manera de fer entenedor
el concepte d'arrel és proporcionar a l'alumne un métode que l¡ permeti calcular efecti-
vament arrels. Els símbols sj~2 , \J 10 , ó V 1369 , per molt que se sápiga que íarrel
quadrada de a és un nombre que, elevat al quadrat, dona a, están buits de significat
mentre l'alumne no els pugui relacionar amb el marc de referencia deis nombres que ell ja
coneix. Per aixó pensem que cal revaloritzar com a elements didáctics els métodes de
cálcul aproximat.

Tot seguit ens ocuparem de l'algorisme clássic d'extracció d'arrels quadrades. Per
a les arrels d'ordre superior, sens dubte el camj mes indicat sembla ser l'aproximacló
per tempteig, per mitjá de successives subdivisions d'un interval, métode que alguns
autors anomenen Yalgorisme babilonio: situada, per exemple, la $ 1 5 entre 2 i 3, s'aga-

1
fa el punt mig — (2 + 3) = 5/2; es comprova si aquest valor és una aproximado per

excés o per defecte de l'arrel buscada ((5/2)3 = 15 + 5/8), i es calcula la següent aproxi-
1 5

mació agafant el nou punt mig — (2 + — ); etc.

La idea de l'algorisme babilónic és d'una gran simplicitat, i es pot utilitzar des
del primer moment per calcular arrels quadrades. Aixó no obstant, l'algorisme clássic
admet una presentació heurística molt interessant, trobada per Puig Adam. A la descrip-
ció de la seva experiéncia (Puig Adam, pp. 322-327) especifica que fou realitzada amb
alumnes de l'antic Primer de Batxillerat (alumnes d'11-12 anys).

En un primer moment, Puig Adam fixava el llenguatge: comenpava per pregun¬
tar el valor de 5.5, 6.6, ..., introduía la paraula quadrat, preguntava aleshores peí qua¬
drat de 5, de 6, ..., I després peí "nombre el quadrat del qual és 49, 64, ..."; aquí in¬
troducá el mots arre! quadrada, amb els quals preguntava "quina era l'arrel quadrada
de...". No cal subratllar la importáncia que té aquesta primera etapa, per molt reite¬
rativa que pugui semblar. Els conceptes nous i llur nomenclatura necessiten ser utllit-
zats durantun temps pels qu¡ els aprenen, per tal de ser ben assimilats.

En una segona etapa, Puig Adam introduía les arrels enteres i la resta, recolzant-se
en la manipulació de petites peces amb les quals podien formar-se quadrats. L'autor
aprofitava la formació succesiva deis quadrats de costats 2, 3, 4,... per preguntar en cada
cas quantes peces li calen per a fer el quadrat següent: quantes per a fer el quadrat que en
té 9 a partir del que en té 4, etc.

• • • x

• x

• •

2x2+1 2x3+1

• • • •

• • • •

• • • •

2x4+1

236



A partir d'aixó queda establert que la resta, en calcular una arrel entera, sem-
pre ha de ser més petita que 2n + 1, ja que si fos igual, es podría formar el quadrat de
costat n + 1. El que hem dit fins ara no té a veure específicament amb l'algorisme de
cálcul d'arrels quadrades mencionat anteriorment, encara que en constitueix la base
imprescindible. De fet, pero, es tracta d'un plantejament suggerent i molt intuitiu, que
soluciona molts deis problemes que acostumen a acompanyar l'assimilació del concepte
d'arrel numérica.

La tercera etapa és l'especialment dedicada a la introducció del cálcul d'arrels
quadrades. Puig Adam presenta ais alumnes el nombre 674 format a base de petites peces:

• • •• •••••<

□ D D E

Una idea és, evidentment, desfer tota la configuració i procedir com abans, for-
mant el quadrat més gran possible; pero també és molt intuitiva la idea de formar un
quadrat amb quatre centenes. Aixó condueix a la configuració a partir de la qual

]
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hom pot destacar una primera regla operativa: L'arrel quadrada entera de les centenes
dona el nombre de desenes de l'arrel. La resta obtinguda és formada clarament per 2
centenes i les 7 desenes i 4 unitats origináis. Es pot escriure, amb aixó, el primer pas de
l'esquema clássic.

V“6 74
4

* 2

2 74

A continuació, cal explotar la idea d'afegir tires (desenes) al quadrat ja obtin-
gut, per tal d'obtenir el més gran possible. Han sobrat 27 tires (i 4 unitats), i hem d'afegir
al quadrat que ja tenim dues tires per costat (dues, perqué aquesta és l'arrel quadrada de
les centenes, o sia el nombre de desenes, ja trobat, que tindrá l'arrel), i les hem d'afegir a
dos costats. Per tant, 27 cal dividir-lo per 2.2 = 4, i trobem que hom pot afegir 6 tires al
quadrat, havent sobrat 3 tires i les 4 unitats origináis.

Queda, finalment, el forat del cantó, per a omplir el qual necessitem 6. 6 = 36
peces. Com que només en tenim 34, hem trobat que 2 desenes i 6 unitats és una arrel per
excés del nombre proposat. Si busquem una arrel per detecte, haurem de quedar-nos amb
2 desenes i 5 unitats. El quadrat més gran que podrem formar amb elles tindrá un total
de peces igual a: les quatre centenes que hem posat al comenpament, més 4x5 desenes
(tires) que hem afegit a dos costats, més 5x5 peces que omplen el forat del cantó. Amb
aixó es pot completar l'esquema algorísmic clássic:

1er) 74 2 2on) V 674 ^
4 4 4> DOBLAR
2 74 274 (perqué el quadrat

l'augmentarem per
dos costats).

3er) V 674 2 4n) V 674 25
274 45 274'

x 5 - 225
225 49 RESTA El cálcul ja

no continua, perqué
la resta és més petita
que 2x25+ 1.

(400 més 225 és el nombre de peces que té
el quadrat més gran que es pot formar).

238



Puig Adam acaba la descripció d'aquesta experiencia amb unes paraules que ens

agradaría citar, peí que tenen de magnífica síntesi d'una filosofía de l'ensenyament de
les matemátiques que mai no hagués hagut d'obl¡dar-se:

"Este procedimiento... suministra una demostración intuitiva de la regla de extracción de la
rai'z cuadrada, que es, a nuestro juicio, tan rigurosa como pueda serlo la demostración abs¬
tracta tradicional y que penetra, en cambio, mucho ma's hondamente en la estructura inter¬
na de la operación. No siempre una demostración basada en la reducción a verdades anterio¬
res, cualidad caracteri'stica de las demostraciones de la escuela griega, es la que traduce las
esencias de la propiedad demostrada, ni mucho menos la más adecuada desde un punto de
vista didáctico. Para los matemáticos orientales, demostrar era reducir a la evidencia directa,
la cual percibe el niño mejor que un encadenamiento lógico, del que no suele ver ni el alcan¬
ce ni la necesidad." (Puig Adam, pp. 326-327).

La mateixa cura amb qué Puig Adam ha ¡ntroduít el concepte d'arrei quadrada ha
de ser utilitzada per a introduir les arrels cúbiques, quartes,..., sense que en cap mo-
ment siguí necessarl parlar d'arrels n-éslmes. Aquest és un concepte d'un altre nlvell,
que només cal Introduir en un marc teóric més elevat. Per familiaritzar els alumnes amb
aquests conceptes, cal encarregar-los la confecció d'una taula com la següent, amb la
qual és molt ¡nteressant realltzar una sessló oral d'exercicls de la forma "Quina és la
3a (4a,...) poténcla de 4 (5,6,...)? "Quin és el nombre la 5a (3a, 4a,..,) poténcla del
qual és 32,...?''.

PO (qua- (cubs)
TEN drats)
CIES 2a 3a 4a 5a 6a 7a 8a 9a 10a

nom¬

bres

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 4 8 16 32 64 128 256 512 1024
3 9 27 81 243 729 2187 6561 19683 59049
4 16 64 256 1024 4096 16384 65536 262144 1048576
5 25 125 625 3125 156 25 78125 390625 1953125 9765625
6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 10077696 60166176
7 49 343 2401 16807 117649 823543 5764801 40353607 282475249
8 64 512 4096 32768 262144 2097152 16777216 134217728 1073741824
9 81 729 6561 59049 531441 4782969 43046721 387420489 3486 784401

10 100 1000 10000 100000 1000000 10000000 100000000 1000000000 10000000000

Un cop aquí, després d'introdulr els mots arre/ quarta, cinquena,..., cal insistir
una vegada més en preguntes com "Quina és l'arrel 3a (4a,...) del nombre...? . No cal
dir que són plenament pertlnents preguntes relatlves a arrels no enteres, sobre les quals cal
preguntar la localltzacló ("entre 7 I 8", etc.). A contlnuació cal plantejar la qüestló
simbólica, I escrlure els resultats de la sessló oral amb la slmbologla ¡ntroduida. El resultat
més fonamental d'aquesta primera etapa és la reclprocltat de la potenciado I la radicado
al nlvell numérlc concret. Els alumnes no han de teñir cap dlflcultat per a relacionar
ambdós conceptes quan s'apllquen a nombres concrets.

Una qüestió que acostuma a ser tractada en Introduir els radicáis és el carácter
irracional de \f~2 , V^T, etc. Totes les demostraclons d'lrraclonalltat són demostra-
clons per redúcelo a l'absurd, un mecanisme Intel.lectual de qué no es dlsposa flns ais
14-15 anys (com a mínlm: cf. Piaget, pp. 257-258 I pp. 297-312). D una altra banda, el
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problema de la irraclonalltat respon a les preocupacions I ais objectius d'un altre context,
el de la clarif¡cació conceptual deis dlstints conjunts numérics, I no pas a la preocupado
per a introduir els alumnes, elementalment, ais automatlsmes d'un cálcul. Per aixó pensem
que aqüestes demostraclons no són especlalment pertlnents a l'hora de fer aquesta Intro¬
dúcelo.

Tal com nosaltres pensem aquest tema, el que és ¡mportant és arribar a fami-
llaritzar l'alumne amb un concepte nou, fent-l¡ conéixer algunes propletats elementáis.
En aquest context, I amb aquest objectiu, la notado exponencial fraccionarla tampbc no
h¡ pinta absolutament res. Aquesta notado representa un altre problema, que no faria,
superposat al nostre, sino complicar los tots dos innecessáriament. Els exponents frac¬
cionará són un refinament que aporta no res al concepte en qüestió, I que només és útil
(allí és, més ben dit, imprescindible) dins de la problemática de les funcions exponen¬
cial. Podem advertir, en particular, que la bona adquisició deis conceptes del cálcul
radical converteix l'adquisicló de la notació exponencial fraccionária en un fácil exercici
de traducció d'una notació a l'altra.

És evident, al mateix temps, que el tractament de les propietats de les arrels a través
2_ i

deis exponents fraccionaos (p.e., \flfi = perqué ^/~a^ = a 4 = a 2 = \fa, etc.) de¬
senfoca el problema didáctic real. Des del punt de vista del significat o del contingut
conceptual del símboIsv^A etc., existelx una justificació directa (directament relacionada
amb el significat) que és la que interessa que l'alumne faci seva: és aquesta justificació la
que permet aprofundir la comprensió deis conceptes en joc. Aquests no han de quedar
tancats i limitats per les seves definicions; han de ser una cosa viva, de la qual es puguin
extreure conseqüéncies, i que pugui ser relacionada amb d'altres conceptes. Només si un

concepte es fa treballar i actuar esdevé una eina eficag, capag, per aixó mateix, d'ampliar
les possibilitats d'acció d'una intel.ligéncia en formado que l'adquireixi.

Quan les arrels es fan funcionar per medi d'exponents fraccionaris, estem subs-
tituint el funcionament del concepte d'arrel per la mecánica algorísmica d'una notació,
el lligam de la qual amb el problema matemátic que es tracta de resoldre no pot ser com¬
pres per l'alumne. Volem subratllar que l'objecció més gran que oposem ais exponents
fraccionaris no és que el cálcul radical, amb ells, es redueixi a una serie de receptes i de
trucs algorísmics. El cálcul radical, com gran part de les matemátiques, sempre va a parar,
es faci com es faci, a una serie de receptes i de trucs algorísmics. La nostra crítica apunta
al fet que els exponents fraccionaris i les justificacions que els donen suport escamotegen I
desvirtúen el contingut conceptual de les receptes i deis trucs algorísmics.

La Introducció del Cálcul Radical

La introducció del cálcul radical es pot dividir en tres etapes o nivells, clarament
diferenciáis. Correspondrien, respectivament, ais darrers cursos de l'ensenyament básic. Al
primer, que anomenarem nivell A, serán ¡ntroduídes regles báslques per al maneig de
radicáis (obtenció d'arrels del mateix índex, multiplicado d'arrels, etc.); al segon, nivell B,
s'ensenyará a manejar les quantitats déla forma a ± b ,^/~c± d . fjTe'i... El darrer nivell, C,
constitueix el lligam del cálcul radical amb el cálcul formal-literal.
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A. INTRODUCCIÓ DE LES REGLES BÁSIQUES

i) Multiplicado d'arrels del matelx índex

La resposta d'un alumne normalment constituít al problema de calcular el produc-
te de \/~2 per V~3 será obtenir una aproximacló de \J~2, una de \J~2, i multipllcar-les.
Per justificar la regla del producte de radicáis poden ser útilitzats els arguments de l'eco-
nomia en el cálcul d'arrels quadrades, de l'afebliment de l'error, i de l'interés de disposar
d'una regla que hom pot utilitzar fins i tot quan els nombres que intervenen en el cálcul
no són actualment o directament coneguts. Que l'émfasi recaigui en un o l'altre deis
arguments dependrá del nivell i deis coneixements deis alumnes.

Cal comentar amb uns exercicis preparatoris sobre les potencies d'un producte.
Per exemple, cal proposar ais alumnes que calculin el quadrat de "5 per yf~3" (subrat-
llem que no cal teñir gaire pressa en la introducció del producte indicat per juxtapo-
sició). En el cas que aquests exercicis desconcertessin massa els alumnes, perqué no

sapiguessin fer funcionar l'associativitat, es pot retrocedir una mica més i comenpar
amb exercicis del tipus "5 per 3 multiplicat per 7", "5 per 3 multiplicat per 2 per 3",
etc. No cal dir que els enunciáis generáis ("recordeu que el producte té la propietat
commutativa i associativa", “recordeu que (a . b).c = a . (b . c)", etc.) no tenen aquí' cap
valor ni utilitat: aquests enunciats generáis són, precisament, la manera de formular a un
nivell d'abstracció superior (per tant, d'una manera més difícil) alió que pretenem que els
alumnes sápiguen aplicar. En aquests exercicis amb nombres enters que acabem de men¬

cionar, és important subratllar que aquests productes múltiples es poden realitzar “en
qualsevol ordre", i, seguidament, aplicar aixó mateix al cálcul de "5 per x/^rnultiplicat
per 3 per xfU', etc.

Quan els alumnes ja poden trobar que el quadrat de \/~2~per \/~3~és 6, cal conduir-
los, fent preguntes escaients, al punt que elIs mateixos enunciín que \f~2 per \] 3 és
Vlf. Una serie d'exercicis d'aquests tipus ha de conduir a extreure la regla "\Á2~per
V~3"és igual a \J 2 per 3“, la formulació general de la qual, en forma retórica ("el produc¬
te de les arrels quadrades de dos nombres és l'arrel quadrada del producte deis nombres")
és una feina molt interessant, que ha de ser proposada ais propis alumnes. En la serie
d'exercicis que condueixen a la regla general, aixi com en la serie que ha de consolidar
l'automatisme, són importants els que proporcionen resultats simples, com \f2~per \/~8
= 4, etc.

El pas següent será el problema análeg referit a arrels cubiques. Generalment,
els alumnes endevinaran la regla general, de la qual s'haurá de demanar la formulació
retórica. La demostració de la regla, aquí, ja té un interés molt relatiu, i només cal entre-
tenir-s'hi en cas de demanar-ho els alumnes mateixos. Sí que són importants, evidentment,
els exercicis de consolidado de la regla amb arrels cubiques, quartes,... Alió que no ha
d'aparéixer, d'acord amb la filosofía amb qué estem treballant, són les arrels n-ésimes. Cal
quedar-se al nivell que "la mateixa regla val, siguí quin siguí l'índex de l'arrel".

Un problema que sovint plantegen els mateixos alumnes és l'aplicació d'una regla
semblant a l'anterior al producte d'un nombre per una arrel: elevant 3 per V~2~al quadrat
obtením 18, d'on 3 per %/T = V 18, etc. Aquest és un bon exemple de l'economia con¬
ceptual que, de vegades, comporten els raonaments heuri'stics respecte deis formáis: el ma¬
teix mecanisme ¡}ue proporciona la solució d'un problema condueix a solucionar-ne un
altre que habitualment queda separat del primer. És evident que l'actitud del professor no
será la de conservar artificialment la separació, sino que aprofitará l'oportunitat d obtenir
la regla per a introduir factors dins de les arrels. Més endavant tornará a aparéixer aquesta
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regla que permet, en cert sentit, "realitzar l'operació" de multiplicar un nombre per un
radical.

Tota aquesta part ha de teñir com a epi'leg una pregunta adregada ais alumnes:
"Alxí com \f~2 per v^és podríeu trobar alguna arrel que fos Igual a yj~2 per
^/~3, és a dlr, que expressés el producte de dues arrels d'índexs diferents?". Será im-
portant analitzar acuradament les respostes (falses) que els alumnes donaran. Sempre
n'hl haurá que aventuraran que \/~2 per és \/ 2 per 3 ó $ 2 per 3, etc. Cal en¬
treteníase a comprovar que aqüestes respostes, són falses. Enaquest moment, una revisió
deis passos que ens han conduít a la regla ja trobada permetrá subratllar per qué en ella
és fonamental que les arrels tlnguln el mateix índex.

El pas següent será proposar el problema d'esbrlnar si és o no verltat que \f~~2
= ty~8. Molt probablement, la idea d'elevar al quadrat (que dona 2 = -^^64 = 2) i d'ele-
var a la sisena poténcia (que dona 8 = \/"64 = 8) sorglrá deis mateixos alumnes. La ma-
teixa cosa es fará amb la relació 'y'r~3 = a partir de la qual cal deixar que els
alumnes es tornln a enfrontar amb el producte de y/ 2 per -^~3 . Un cop resolt aquest
problema es pot explicitar (plantejant, si cal, un problema semblant pero prou dife-
rent) la necessitat de trobar un métode general per a obtenir arrels d'índexs iguals. Aquest
métode, cal advertir ais alumnes, el trobarem donant un rodeig i estudiant altres propie-
tats de les arrels.

¡i) Radicado consecutiva

Cal comengar amb uns exercicis preparatoris sobre la potenciado consecutiva. Els
alumnes tindran al davant la taula amb les 10 primeres poténcies que ja han utilltzat
precedentment. Comengarem per demanar-los que calculin la segona poténcia de la
tercera poténcia de 5 (5 ó un nombre encara més gran és més ¡nteressant que un nombre
petit). El que cal esperar és el cálcul, fet manualment, de 125 per 125. El professor, amb
la taula mencionada al davant, pot anar donant el resultat de productes per l'estil, 64
per 64, la quarta poténcia de 81, el quadrat de 729, etc. Els alumnes no trigaran a en-
devinar quin és el truc que fa servir, i aleshores hauran d'enunciar retóricament la re¬
gla per a obtenir quina poténcia correspon a la composició de poténcies.

Un cop coneguda la regla, cal demanar-los-en una justificado. Per a fer-ho, será
convenient proposar l'análisi d'un cas simple, com el cub del quadrat de 2, dirigint l'aten-
ció deis alumnes cap al nombre de vegades que utilitzen 2 com a factor per obtenir el
resultat final. Volem subratllar que la comprensió de la presentació ordinária d'aquest fet,

(an)m = an m perqué (an)m = (a.a...a).(a.a...a) (a.an..a) = a.a?..?? a = anm, pressuposa
la possibilitat de reaiització de l'exercici que nosaltres proposem ais alumnes, amb l'incon-
venient addictonal d'una notado molt sofisticada, que és, en si mateixa, un obstarle
conceptual de tanta envergadura com la relació entre les poténcies i llur ordre, que és alió
que estem ¡ntentant ensenyar, i amb el desavantatgeaddicional que l'actitudde l'alumneés
molt més passiva que la que els obliguem a teñir quan els proposem penetrar en la com¬
prensió de l'estructura d'un cas concret.

A continuació, cal plantejar el problema del significat d'una expressió com v v2!
Els demanarem que arribin a enunciar que aquest és un nombre que elevat al cub dóna
VT.¡. a continuació, que és un nombre que elevat primer al cub i després al quadrat dóna
2. A partir d'exercicis d'aquests han de formular retóricament la regla í¡/ = m\/
És important que els alumnes es familiaritzin amb ella en les dues aplicacions possibles
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que la regla té: tant en exercicis del tipus "Escriu amb una única arrel \/~2. \/^~3,
etc.", com en exercicis de l'estil "Descomposa l'arrel ~2, ^5^ etc. en tantes
radicacions consecutives com puguis" (i en particular, "Descomposa \/~2 , -^"3^ en
tantes radicacions consecutives com puguis"). Aquí es poden pro posar problemes de com¬

paración: "Ordena de més gran a més petit els radicáis -§^5, ^ 100, 25, etc.".

i¡¡) Obtenció d'arrels d'índex comú

Els alumnes han comprovat anteriorment, per cálcul directe, que i que
\/"3~=Ara cal tornar a plantejar aquests exemples, peró per demanar-h¡ una
justificació indirecta de les ¡gualtats; una justificació, es pot indicar, que es recolzi en alió
que acabem de veure sobre la manera de descomposar una arrel en radicacions consecuti¬

ves. Un cop explicitat el mecanisme = \l\T%, cal mantenir els índexs 2 i 3 i pro¬

posar exercicis de transformado en arrels d'índex comú 6, de l'estil %/ 5^ i <j~2, \T3* i
^T, etc. A continuació, cal preguntar si \¡~2 i $~3 es podrien transformar en arrels
d'índex comú 5, ó 8, ó 9, i arribar a explicitar que el l'índex comú final ha de ser un

múltiple deis dos índexs de partida.
_ El pas següent ja será posar els alumnes enfront de dos radicáis nous, com v^~3" ¡

^J~2, i el professor haurá de guiar-los fins a trobar els radicáis equivalents d'índex 20 amb
una serie metódica de preguntes: "Quin pot ser l'índex comú?", "A quina poténcia cal
elevar 3 per transformar 3 en un radical de la forma 2\J ?", etc. Amb un o dos
exercicis d'aquests ja es pot arribar a explicitar un métode general per a obtenir dos
radicáis d'índex comú a partir de dos radicáis qualsevol: "Eleva el nombre d'una de les
arrels a la poténcia que indica l'índex de l'altra arrel. Després, eleva el nombre de l'altra
arrel a la poténcia igual a l'índex de la primera arrel. I, finalment, multiplica els dos
índexs i tindrás l'índex comú".

Ens ¡nteressa subratllar que en aquesta transformado ja hi ha prou dificultáis
conceptuáis com per a afegir-hi una complicado addicional amb la introducció del mí-
nim comú múltiple deis índexs. D'introduir aquest concepte, la complicado algorísmica
de tot el procés augmenta, i es corre el risc que l'embalum de regles i de coses a fer
siguí massa considerable. Risc tant més real que el concepte de m.c.m. és d'una gran
complexitat i els algorismes de cálcul associats són generalment incompresos pels alum¬
nes d'aquesta edat. En qualsevol cas, només volem assenyalar que no és necessari intro-
duir aquest refinament de cálcul per a assegurar la bona assimilació deis conceptes en
joc, sense negar la possibilitat de fer-ho si el nivell d'un grup concret d'alumnes ho permet,
o si el desenvolupament d'una classe ho aconsella. Sempre hi ha una simplificació, peró,
que es pot introduir en el métode general anterior; és la que fa referencia a dos radicáis
¡r¡ ¡ m.n/ ‘ i'fndex d'un deis quals és múltiple de l'altre. En aquest cas, la regla simplifi¬
cada és prou evident i senzilla com pera poder-la introduir sense cap mena de complicado.

iv) Multiplicació i divisió de dues arrels qualssevol

Reprendre el tema de la multiplicació d'arrels, després de la volta donada, haurá
de servir per a repassar les regles operatives del producte d'arrels del mateix índex i del
producte d'un nombre per una arrel. Peró servirá també per a introduir un punt de
vista nou a la última qüestió mencionada. El producte d'un nombre per una arrel, ara,
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pot ser tractat de la forma habitual: 5. \[~2 = V 25 . \f~7 = V~5(j, etc. Veure o justifi¬
car un resultat des de perspectives diferents és una de les mlllors maneres de reforjar
l'eflcácla d'aquest resultat com a elna teórica.

La divisió d'arrels del mateix índex podrá aprofitar, possiblement, que els alum-
vAá

nes ja disposen d'una certa idea del funcionament deis radicáis. Per aixó, la regla =

\f~~ será molt més una conjectura a provar que una relació a descobrir. La demostració
b

només caldrá explicitar-la per a arrels d'índexs 2 i 3.
En aquest apartat, els exercicis de consolidado són d'una importáncia molt gran.

Caldrá, d'una banda, fixar uns automatismes per mitjá d'exercicis sense complicacions,
^15

com

V9~
,..., on només es tracta d'aplicar mecánicament la regla i de simplificar el tren-

cat que apareix a l'arrel final. Després, hauran d'aparéixer casos en qué la simplificació
modifiqui la situació familiar ais alumnes; aquí'caldrá tractar amb molta cura els exercicis

¡ 2 / -j
com —=■ , que condueixen a resultats com v — , la significació deis quals será explicita-

yf* 4 fQ
da ais alumnes. Un altre cas és el constituít per la divisió d'una arrel per un nombre ,

3 3
etc. Finalment, caldra ocupar-se deis casos , etc. Els alumnes tendeixen a general izar

V6
els métodes apresos, per aixó tractaran espontániament els exercicis que nosaltres anome-

nem de racionalització d'una forma diversa: de la mateixa manera que =\/^- >

faran ——

V6
ÍT 3v^6 3\^6 1 r~

V — en II oc de , = —-— = — \/6. No cal dir que2 s/36 6 2
es un

métode a respectar sempre que surtí, especialment si es té en compte que el nostre procés
de racionalització, en aquest context, no és pertinent. Aquest procés no apunta a la divi¬
sió, sino a l'eliminació de l'arrel del denominador (una motivació que, en el punten qué
están els alumnes, no pot semblar sino capriciosa), i pressuposa que certes operacions
amb els radicáis es deixaran indicades, la qual cosa és, precisament, la contraria de la que
fins ara hem estat ensenyant a classe. Ambdues coses, racionalització i maneig de radicáis
amb coeficients, constitueixen part essencial del nivell següent.

Com és evident, el desenvolupament que proposem de les nocions en joc és-lent.
Aixó respon al convenciment que qualsevol precaució és insuficient a l'hora de prevenir
les destrosses d'ordre didáctic i pedagógic provocades per una prematura i precipitada pre¬
sa de contacte amb els simbolismes algebraics. Totes les relacions que expressem tan clara-

ment i concisament, Va . V"b = Vab , , etc., ni són fácils

ni la seva expressió és curta i clara, si no és per a qui ja les coneix bé. Pensada per a ex-
pressar i facilitar uns certs automatismes de cálcul, aquesta notació s'automatitzará sola
en mans de l'alumne que l'ha feta seva memoritzant-la, sense haver compres les relacions
que expressa. Per aixó creurá que Va" + Vb"= V a + b (perqué no, si Va"- Vb = V a. b
?!?).
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Encara existeix un altre factor que recomana prudencia i lentitud quan ensenyem
totes aqüestes coses. Un sol enunciat formal o simbólic, peí seu mateix carácter general i
abstráete, fa referencia a diferents regles concretes, a diferents situacions de cálcul numé-
ric concret. En particular, una fórmula pot teñir dos sentits de lectura de significáis algo-

ri'smics diversos. Per exemple, la fórmula y/y/~a = n a, si es llegeix de y/\f~:ap a

n.^ en la práctica de l'alumne serveix per a una cosa; si es llegeix den'V cap a y/\/ ,

en servirá per a unes altres. Aixó no és sinó un exemple particular de Vestaticitat deis sim-
bolísmes, estaticitat que és normal que tinguin si han d'expressar identitats formáis; pero
estaticitat que cal oposar, didácticament, al dinamisme algorísmic que tenen les formula-
cions retoriques.

B. EL CÁLCUL RADICAL AMB NOMBRES "COMPOSTOS"

En aquesta etapa, l'alumne tindrá el primer contacte amb la majoria deis recursos
més ¡mportants del llenguatge algebraic modern: operacions indicades, coeficients, parén¬
tesis, regles deis signes i identitats notables. Tot aixó vindrá imposat per les operacions
sobre quantitats de la forma a ± b ± d l\/_e" ... Valorant la necessitat que tenen els
alumnes de batejar amb un nom específic alió que exigeix unes regles de cálcul especifi¬
ques, anomenarem aqüestes quantitats nombre compostos (el nom que els donava Nicolás
Chuquet).

i) Suma de nombres compostos. Coeficients

Per la majoria deis alumnes és decebedor que 3 + y/~2, ó y/~3 + y/~2, no siguí
un altre radical. Aquesta actitud no ha de ser considerada un simptoma de debilitat ló¬
gica, de falta de sentit comú, o que el caparronet deis alumnes está estructurat de ma-
nera inversemblant. Pensar que alguna regla hi haurá per a fer y/~2 4- \^3 = y/ d‘alguna
cosa, més aviat és propl d'un cap ben organitzat que no pas del contrari. Els hem ensenyat
que una cosa així sempre és possible quan es tracta de multiplicar o dividir; a més a més, i
aquesta e's una raó encara més i'ntimament lligada a la lógica natural, al sentit comú,
V~3" + y/2 no és, de fet, sinó l'enunciat d'una qüestió: "sumeu y/~3 i y/2 ". A l'alumne
li costa entendre que ha de deixar les coses aixi perqué, des del punt de vista del cálcul
numéric, que és el punt de vista amb qué l'alumne sempre ha treballatfins ara, y/~3 + y/2
no és própiament una operació, sinó el seu anunci.

Els algebristes del Renaixement que hem estudiat a la primera part d'aquest Ili¬
bre mai no utilitzen coeficients en el cálcul radical. La regla per a expressar la suma
de radicáis iguals (regla que no enuncien en general) els permet escriure (sense lletres)
VT + y/~a = \/ 4a, y/~a + y/~a + y/~a = y/ 9a, etc. Aquest tret és una de les coses que
més sorprenen quan es llegeix per primera vegada un text d'aquella época. Es tracta,
pero, d'una manera de fer comprensible si abandonem els prejudicis derivats de la familia-
ritat amb la nostra notació. Si posem y/~3 + y/~3~ = y/ 27, a més d'escriure una
cosa que és veritat estem dient que podem calcular el triple de y/~3 calculant l'arrel
quadrada de 27: des del punt de vista algorísmic, aquesta expressió és clarament no
tautológica. Des del mateix punt de vista, si posem \^3 + y/~3 + y/3 = 3\/~3] és com
si no haguéssim fet res. Aquest carácter tautológic que tenen els símbols a V"b (a un
enter) és, didácticament, una dificultat. L'avantatge essencial de la nostra regla n/T
+ \/~^=2\/1§ se sitúa en una perspectiva diferent de la que fins ara ha organtizat
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el cálcul amb radicáis. Es tracta d'una regla útil perqué introdueix una simplificació
notacional imprescindible en el marc deis formaUsmes. D'entrada, per tant, es tracta
d'una regla que pot semblar artificiosa a l'alumne.

Aquest canvi de perspectiva ha de ser explicitat si volem evitar equívocs i des-
concerts. En particular, cal enfrontar-se amb les temptatives espontánies deis alumnes
per a trobar una regla del tipus \/""3~ + \J~2 = V 2 + 3, assajant-ne tantes com calgui
i comprovant llur falsedat.

Cal explicar, molt especialment, que aquest canvi de perspectiva obliga a modi¬
ficar el tractament que fins ara ha estat donat al producte d'un nombre per un radical.
Es pot partir d'un problema com "Sumeu 3x \J~2 amb 5x yj~2". Els alumnes que apliquin
correctament el que han aprés fins ara faran "3x \/~2 =*= \J 18, 5x \/~2 =\/ 50; la suma
val \H8 + \J 50 ". Els coeficients han de ser introduits a partir d'aquesta qüestió
básica, i el professor ha de ser molt conscient que está exigint deis alumnes un canvi en
els seus costums ¡ntel.lectuals. Per tal de distanciar lo del context que li era habitual i
fácilitar-li la comprensió deis algorismes que cal introduir per al cálcul amb coeficients,
potser és convenient introduir una situació com la següent. "Disposem d'unes quantes
boles de fusta, totes elles idéntiques entre si. En pesem una i trobem que el seu pes és
3,751 g". Multiplicar 5 per 3,751 és una resposta obvia a la pregunta de com calcular,
sense útilitzar balances, el que pesen 5 d'aquestes boles. Demanarem ais alumnes que

escriguin l'operació (no el resultat) que cal realitzar. "Abans d'haver tingut temps de fer
aquesta multiplicado —afegirem— agafem tres boles més. Escriviu l'operació que faríeu
per calcular-ne el pes. Ara digueu quina operació faríeu per calcular el pes de totes 8
boles, i si cal fer els productes 5x3, 751 i 3 x 3, 751 per trobar el pes total".

La introducció del cálcul amb coeficients anirá acompanyada de la fixació definiti¬
va de la forma 2 \J~2 (en substitució de 2 per \/~2 ó de 2x V~2). L'eliminació del símbol
de la multiplicació es pot fer abans d'arribar aquí si es veu que pot ser ben assimilada
pels alumnes. El criteri sempre será, en qualsevol cas, evitar que el llenguatge algebraic
arribi a convertir-se en un seguit de convencions notacionals deslligades de les operacions
numériques que representen.

Al costat deis exercicis adrepats a consolidar el cálcul amb coeficients, els exercicis
més interessants d'aquesta part serán els que exigeixen a l'alumne la traducció deis enun¬
ciáis i expressions retoriques a expressions simbóliques. Ens referim a exercicis en qué
l'alumne, després d'haver escoltat, o preferentment llegit, expressions semi-retóriques com
"Sumeu 5 + \/~3 amb 7", hagi d'escriure simbólicament l'operació a realitzar.

Aquest és el context més escaient per a plantejar la técnica de simplificació de
radicáis per reducció de I'índex ( $T~4 = \/~2, etc.) i la técnica d'extracció de factors
deis radicáis. No ens entretenim en aqüestes qüestions perqué pensem que amb el que
hem dit precedentment queda prou ben dibuixat el tractament que caldrá donar-los. Sí
que subratllem, pero, la conveniéncia d'associar la seva presentado al context en qué
l'alumne pot útilitzar-les directament i immediatament.

¡i) Subtracció de nombres compostos. Paréntesis

De bon comenpament, els exercicis proposats es limitaran a la subtracció o bé de
nombres o bé d'un sol radical de nombres compostos ("Resteu 5 de 7 4- \¿2", "Resteu
3 \f~2 de 1 + 5 \J~2 ", etc., pero no "Resteu 1 + \/2 de 3 + 2 \f2 ", etc.). En aquest
primer moment cal consolidar el cálcul amb coeficients i amb quantitats no homogénias,
sense barrejar els temes molt més complexos lligats a les regles deis signes. Són especial-
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ment interessants els exercicis que condueixen ais casos V"3"— = 0 etc. i ais casos
3 V2~— 2 \[~2= y/~2 , etc. No hem d'oblldar que si bé aqüestes situacions són casos

partlculars des de la nostra perspectiva (que és la del cálcul formal), des de la perspectiva
de l'alumne, limitada per una concepció encara molt estreta de les operacions aritméti-
ques i deis simbolismes, es tracta de situacions noves que amplíen aquesta concepció
encara limitada. També és ¡nteressant demanar la representació geométrica de quantitats
com ara 3 — \fl ,\f2—1 etc.

I—
1 2 3

El desenvolupament d'aquest tema no pressuposa el coneixement deis nombres
negatius, ni resultará obligat fer-ne menció, malgrat que s'hi introdueixen les regles deis
signes. Com ha estat explicat a la part II d'aquesta obra, la subtracció i les regles deis
signes associades a ella són conceptes molt més primaris, molt més concrets, que Testruc-
tura operativa que sustenta els nombres negatius. Aquests són, en algún sentit, el re-
sultat de portar fins a les ultimes conseqüéncies les regles algebraiques de la subtrac¬
ció. Per aixó té tant d'interés la presentado didáctica d'un cálcul evolucionat, amb
quantitats de signe menys, de manera previa a la introducció del negatius. A la práctica,
aixó vol dir que podrem treballar amb coses com (3 — \f~2 ) — (4 — 2\J~2 ) =\/~2 — 1
sense haver-nos d'enfrontar amb la gran dificultat de construir Z.

Un cop elsalumnes puguin resoldre qüestions com 1 + 5 \f~2- 3 \[~2, 5 + 3 \[2 — 3,
etc., cal enunciar coses com "Resteu de 3 + 5 \/~2 el nombre 2 + \/~2 ". Per les raons que
més amunt ja hem explicat, cal entretenir-se especialment en casos com “2 + 3 \f~2 menys
2 + y/~2", o "5 + 3y/~2 menys 3+3 \J~2".

Els paréntesis han de ser introduíts a partir de problemes de traducció d'enun-
ciats retórics, com els anteriors, a expressions simbóliques. Quan demanem ais alumnes
que escriguin l'enunciat de l'operació a realitzar, és quasi segur que obtindrem expres¬
sions com 3 + 5 \¡~2 — 2 + \f2. Sense corregir Terror, cal demanar que facin la ma-
teixa cosa amb l'enunciat "De 3+5 \f~2 resteu-ne 2 i sumeu-hi \J~2". Ha de ser de la
comparació, feta pels mateixos alumnes, de situacions aixi' que ha de sorgir de manera
natural la necessitat d'un símbol addicional per a donar precisió ais enunciáis simbólics.
Es molt ¡nteressant no donar rápidament la solució simbólica "()" i deixar que els alum¬
nes en busquin una. L'assimilació d'una novetat és molt millor quan l'esperit s'ha preparat
préviament buscant-la.

Per ¡ntroduir les regles deis signes cal plantejar una situado senzilla, com "De
3 resteu \J~2 — 1". La imatge geométrica juga aquí un paper molt important:

1 2 3
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El resultat de la resta plantejada es pot obtenir de dues maneres. Amb el dibuix
al davant, la més Migada a la lógica del que s'enfronta al problema sense altres coneixe-
ments és la que "veu" que el resultat será 2 + alguna cosa, ¡ que aquesta cosa és el que va
de yj~2 a 2, és adir, 2 — \/~2. El resultat és, pertant, 2+2 — \/2 = 4 —yj~2. L'altra manera
fa servir que tant será treure de 3 la diferencia entre y/2. i 1, com treure \/~2 de 4
(= 3 + 1). Aquesta darrera és la que proporciona la comprensió de la regla general: per
calcular 3 — ( y/~6 — 2), tant será treure de 3 la diferéncia entre y/~6i 2, com treure \/~6
de 5.

3-{y/6-2) 4-(3-Vr2)

V^6~

sfT
3+ 2-\fe

^2

4 + y/T
4 + y/T- 3

La comprovació deis resultats obtinguts ha de portar els alumnes a enunciar la re¬

gla que regeix la descomposició i abreviado d'una operació indicada com 3 — (y/T— 2),
obtenint així la regla per a "desfer un paréntesi amb un signe menys al davant".

Cal plantejar, finalment, exercicis que comportin sumes de dues quantitats nega-

tives, com ara 3 — y/~2 — ( y/T— 1). El significat de — \J~2 — y/T, com a subtracció suc-
cesiva d'una mateixa quantitat, conduirá a la regla — y/T — y/T = — 2 y/T, etc. Convé
acabar el tema amb una serie d'exercicis fets només a partir de les regles trobades i extretes
de les situacions anteriors. Aquest será el moment en qué es podran introduir, ja sense el
perill d'una mala assimilació, una serie de recursos mnemotécnics que ajudin a fixar les
regles anteriors ("Per sumar dos nombres amb signe menys, cal sumar els coeficients i
posar signe menys", etc.).

iii) Producte de nombres compostos. Identitats notables

Els primers exercicis que caldrá plantejar en aquest apartat serán de multiplica-
cions d'un nombre enter per un nombre compost. Aquí tornen a ser molt importants els
exercicis de traducció d'enunciats retórics a expressions simbóliques: "Multipliqueu
3 per 2 + y/T, per 3 — y/T, per y/T+ y/~5, etc.", els quals permetran insistir altra vegada
en la necessitat imprescindible deis paréntesis, ampliant i aclarint la seva fundó. Per a

justificar la importáncia que cal concedir a aquests exercicis que anomenem de traducció,
potser és convenient recordar que, mentre les operacions amb radicáis eren enunciades
amb paraules, no h¡ havia ambigüitat en l'expressió que exigís paréntesis: les paraules
sobren per a distingir coses com 3( y/T + 1) i 1 + 3.y/T. Des de la perspectiva del cálcul
numéric, d'altra banda, la substitució de "3 per y/T+ 1" peí simbolisme "3( y/T + D"
aporta ben poca cosa. Aqüestes foren les raons principáis per les quals els paréntesis i les
multiplicacions indicades (que no apareixen per res en el tractament renaixentista deis
radicáis) foren els darrers recursos simbólics que s'incorporaren al llenguatge algebraic en
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el seu procés de creado. Nosaltres, no cal dir-ho, no pretenem dlssenyar un procés dldáctic
a base de refer mimétlcament el procés historie, pero sí que considerem molt important
teñir en compte les dificultáis que aquest procés ens mostra.

El model geométric esdevé una eina molt important en el tractament del producte,
tal com nosaltres el proposem. El producte de 3 — y/~2 per 2, per exemple, ha de ser

calculat pels alumnes a partir de resquema.

SÍ2

La distributivitat, com ja hem comentat anteriorment de l'associativitat, no és
una cosa a utiUtzar en aquests exercicis, sino a aprendre.

Un esquema semblant servirá per a introduir els productes de la forma (2 + \/~2)
(3+^2).

[2 + ^2) (3 + n^2) =
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D'ells se'n podrá obtenir, com a cas particular, al qual cal dedicar una atenció
especialíssima, l'expressió per al quadrat d'un nombre compost. Evidentment, l'esquema
geométric és el que ha de permetre ais alumnes trobar l'expressió general d'un quadrat,
com (2 + \J~2)2, i els ha de conduir a enunciar retóricament alió tan familiar de "El
quadrat del primer, més...".

Diguem, finalment, sense entretenir-nos més en els detalIs d'un procés que pensem

que ja he quedat prou explicitat, com obtenir les regles per al producte de signes. A
partir d'un producte com (2 — \/~2) (3 — s/~2), es dibuixará l'esquema habitual.

A partir d'ell, es preguntará quant valen les árees deis rectangles que h¡ aparei-
xen, indos el rectangle total d'área 2 x 3. Es demanará que indiquin els rectangles les
árees deis quals s'expressen "de manera simple", és a dir, com a molt, peí producte d'un
nombre per un radical. El resultat 6 — 3 \/~2 — 2 \f2 + 2 es deduirá de ('observado que
el quadrat de costat \/~2 és comú ais rectangles d'árees 3 \/~2 i 2 \f~2, i és restat dues
vegades en posar 6 — 3 \[~2 — 2 \f~2.

Aquests exercicis han de desembocar en una série de regles retoriques, obtingudes
pels mateixos alumnes, que els permetin automatizar els cálculs de productes. Aixó
mateix s'aplicará, de manera molt particular, al cálcul del quadrat d'una diferencia i al del
producte d'una suma per una diferencia.

iv) Divisió de nombres compostos. Racionalització

Aquest últim tema del segon nivell és el que té menys interés des del punt de vis¬
ta heurístic. L'única técnica nova que els alumnes hauran d'aprendre, la de la raciona¬
lització, utilitza resultats ja establerts préviament. La importancia del tema rau en el fet
que, conegudes ja totes les regles de manipulació deis radicáis simples i compostos, el
professor podrá enfrontar l'alumne amb exercicis de cálcul molt variats, que permetran
consolidar el domini deis automatismes. Importáncia especial tenen les técniques de
racionalització de denominadors de la forma 3 - \/~2 i tota vegada que
técniques del tot análogues serán emprades posteriorment en diferents contextos (divisió
de nombres complexos, cálcul de límits, etc.)
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C. CAPA LES REGLES FORMALS DEL LLENGUA TGE ALGEBRAIC

Es pot pensar, erróniament, que ¡nformacions com = n/~2( i
5 - y^3

s/,5 - VI
= \/ 5 - són qualitativament equivalents des del punt de vista lógic. És una cre-
enca errónia que prové de confondre l'equivaléncia formal amb l'equivaléncia lógica
Es evident que els dos enunciáis anteriors es poden sintetitzar en l'expressió formal

3 /
a, aixi com ho és que l'individu que ha fet seves les dues ¡gualtats concre¬

tes anteriors les reconeixerá en l'únic enunciat formal esmentat. El que és fals, i d'aquf
Terror que ara comentem, és que la contemp/ació d'aquest enunciat formal propor-
cioni a l'individu la informació necessária per a esdevenir, a les seves mans, un esque¬
ma operatiu en els diversos casos concrets que se l¡ poden referir. Hem subratllat la
paraula contemplació per oposar-la ¡ntencionadament a la comprensió de l'enunciat
formal. Aquesta última, clarament, no pot ser altra cosa que la capacitat de reconéixer-lo i
d'utilitzar-lo a les diferents situacions concretes en qué es pot utilitzar. D'aquí el sense
sentit fabulós contingut en la filosofía didáctica que avantposa els enunciats formalitzats a
Testudi deis casos concrets que aquells enunciats formalitzen, i que insisteix, repetitiva-
ment, estérilment i maniáticament, en la necessitat de "comprendre bé" la fórmula per a

poder-la aplicar ais casos particulars.
Són de dos ordres els obstacles que fan didácticament impracticable el camí que

parteix deis enunciats formáis per a anar a trobar les situacions concretes. Un d'ells,
el més fácilment exemplificable, és el derivat de la feblesa operativa deis propis sím-
bols algebraics durant el seu procés de consolidado i estructuració com a llenguatge,
és a dir, fins que no arriben a ser-ne fixades unes regles de combinado o sintaxi. Per
exemple, Chuquet, un deis autors que va crear una álgebra simbólica més desenvolupada
abans de Vieta, s'entretén a calcular pas a pas, fent totes les operacions numériques

necessáries, coses com que el quadrat de v/ 5 4- \J~Tés 5 4- \J~7~, o que 7—7—= 1,b + v /
etc. Després de fer-ho, es detura a comentar que els mateixos resultáis podien haver es-
tat obtinguts utilitzant lógicament a fons els conceptes en joc. Fer les operacions, aquí,
és com deixar-se enganyar per les aparences. Un deis exemples més colpidors de tot el
camí que calgué recorrer per arribar ais esquemes operatius formáis el trobem, en el

^
. El seu desenvolupament és, en esséncia, elmateix Chuquet, en el cálcul de

v5+\/7
'Racionalitza" la fracció multiplicant a dalt a baix persegüent: (Marre, p. 734):

V 5 - sj~7 ; per efectuar el producte del numerador, eleva al quadrat 5 + V 7 (que és

32 + V 700) i el multiplica per 5 — sfl; així obté
V90 + v/r226l

VTéF
, que opera intro-

duint 18 dins de les dues arrels. Així l¡ surt\/ 5 + yfl. En aquest cas, Chuquet no afegeix
cap comentari ni ofereix cap via alternativa de resolució. Sense plantejar-nos la qüestió,
forgosament estéril, de si Chuquet mateix ¡gnorava la identitat formal ^7^ = Va 0 s¡
el va considerar un principi massa difícil d'explicitar, queda el fet ¡nqüestionable de la
distáncia radical que separa, des del punt de vista del pensament natural, aquesta identitat
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d'una de les seves materialitzacions concretes possibles. El fet que el prlnclpl formal quedl
completament emmascarat peí cálcul radical numéric, o que, sent realment possible arri¬

bar a calcular que - — - val \/ 5 + y/~T , aquesta possibilitat mateixa sigui un

V 5 + \fl
obstacle per arribar a trabar un altre camí (el formal), nofan sino subratllar la diferencia
qualltativa entre els raonaments propls d'un context numéric I els que entren en joc en el
calcul formal.

Aquesta última considerado ens acosta al segon ordre d'obstacles de qué parlávem
al parágraf anterior. Des del punt de vista del desenvolupament Intel.lectual de l'lndlvidu,
les operaclons lóglques que cal posar en accló per tal de moure's dlns del calcul formal
amb plena comprensló deis seus esquemes operatius pertanyen, com la possibilitat de fer
un raonament per redúcelo a l'absurd,a l'estadi més evoluclonatdela Intel.Ilgéncla. Un esta-
d¡, com ja hem dltanterlorment.que els indlvldus noexcepclonals no assolelxen abans deis
14-15 anys. Alxó significa, dlguem-ho una vegada més, que flns I tot des del punt de vista
de la seva possibilitat, cal renunciar al deslgnl d'arrlbar a fer entened»res les regles més
elementáis I concretes de I'álgebra a partir de les propletats formáis del calcul slmbóllc.
Tot al contrarl, aqüestes només podran ser obtingudes per una intel.I¡géncia ja prou
madura que pugui fer-ne abstraccló, que pugul extreure-les, de les regles operatlves del
calcul numéric.

En aquest últim nlvell d'lntroducció al calcul radical, es tractará de fer que els
alumnes treballln amb comblnaclons radicáis molt més compllcades. D'una banda, alxó
obliga a reflnar I pulir el domlnl deis automatismes en joc, apllcant-los a casos compll-
cats I excepcionals, o molt partlculars o molt generáis, aprofundlnt, per tant, en el seu

slgnlflcat. D'una altra, será enfront d'operaclons com
\¡ \/3~+ \/~l

4y/VT+VT
etc., que adquirirán

tot el seu valor, per l'economia que representen, els raonaments d'un nou estll que permet
manipular aqüestes expresslons sense recorrer al calcul dlrecte. En aquesta última etapa es
tracta, dones, de portar els alumnes a treballar al nivell d'abstraccló més elevat possible
amb els materlals disponibles, I d'aconsegulr que arrlbln, elIs matelxos, a formular els
prlnclpls o ¡dentltats formáis. Aquests princlpls no han de ser enunciáis necessárlament
amb lletres. Fer-ho així, o no, és una cosa que ha de decidir el professor segons el nlvell de
cada classe. Quedl ciar, pero, que l'eficácia de l'aprenentatge no depén báslcament d'aquest
aspecte. El que resulta fonamental no és la escrlptura d'ldentitats formáis, amb lletres o
sense. El que resulta fonamental és la formulado de les regles que elles representen, feta
pels matelxos alumnes, i feta a partir de la seva Identificado en diverses sltuaclons de
menys generalltat. Només aquest aprenentatge fa óptima la capacltat de re-utlI¡tzacló (de
"comprensió", com es dlu ordináriament) del calcul formal.

Assenyalem, a continuado, els tipus més importants d'actlvltats que podem proposar
ais alumnes amb la flnalltat esmentada.

I) Elevant al quadrat una expressió com \Z~8 — \/^2, resulta 8+2 — 2\/l6 = 2;
per tant, VIT— \[~2 — \f27 Fent el matelx amb 3 + V 12, tenim 9 + 12 + 6 \/~2', per

tant, 3 + + 6 \/~2. Aquest artiflcl permet, en casos partlculars, simplificar
expresslons de la forma a ± V~bj ¡ \/"a"±\/~b. Servirá, a més, per a ¡ntrodulr expresslons
com l'esmentada \J 21+6 \J~2, que suposa un grau de compllcacló més elevat que el que

els alumnes havlen vist flns ara. Es tractará amb cura especial la dlstlncló entre Vv/IT + \/"b
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i V y/T+ y/~b, entre y/T + \/~b i V a + y/T, etc.
i¡) Els exercicis anteriors poden ser aplicats a la comparado de radicáis compostos.

Els radicáis y/~5 + i y/8 4- V 60 són iguals perqué donen el mateix quan són elevats
al quadrat. En canyi, el radical y/T+ y/Tés més gran que ^20+ 1 perqué, elevant-los
al quadrat, donen respectivament 15 + y/ 224 i 21 + y/TT, els quals són quasi 30. Peró li
falta menys a y/ 224 per a valer 15 que a y/ 80 per a valer 9; etc. Aquest apartat pot con-
duir al principi formal: si a2 = b2, aleshores a = b, i si a2 b2, llavors a # b (recordeu
que estem treballant, només, amb quantitats positives). Un altre principi que pot ser extret
en aquest context és: si a . b = a2, aleshores a = b.

iii) A partir d'un radical com y¡7 4- y/~3, es pot resoldre y/l + y/T + y/ 7 + y/T
(ó y/TT^/3-i-y/TT^3)) interpretant la suma com ''dues vegades" i deixant fora

del radical un factor 2; es pot introduir aquest factor per obtenir y/28 4- %/44Í, i es pot
calcular la suma primera elevant-la al quadrat, com feiem amb V^al parágraf i). És
d'un gran interés didáctic, des del punt de vista de consolidar el domini deis automatismes
i de donar confianza a l'alumne, d'obtenir els mateixos resultáis per camins diferents, i pa-
lesar, d'aquesta manera, l'equivaléncia de les diferents opcions que es poden prendre per

desenvolupar un cálcul; així es pot trencar el bloqueig que senten molts alumnes enfront
d'und'ells.

iv) El producte de radicáis de la forma y/ 7 + %/lTper y/l+y/T, yfl + v^lfper
7 — y/T, etc., condueix a diverses situacions interessants. Plantejat directament, sense

indicacions per part del mestre, un producte com el primer deis citats será realitzat pels

alumnes pas a pas ( y/ (7 + v^) (7 + \/~3) =\/52_f^letc.); el resultat d'aquesta
operació pot ser simplificat fins a 7 + yj~3, la qual cosa porta a interessar-nos per la trans-

formació y/~a + yfb = \/a + b+ \/4a.b" feta en sentit invers, és a di r, per la manera

d'expressar un radical \f a + y/~¡T com la suma de dos radicáis simples y/T + \Ab. El

concepte d'arrel quadrada ha de ser subratllat en relació amb les identitats

y/l +yj~3. y/l + yfT= ( y/l + y/l.)2 = 1 + y/T
¡

y/l + y/T. y/l +y/T= y/ (7 + s^3) (7 + V^3) = yj (1 + V^)2 = 7 + y/T,

l'economia de les quals ressaltará fortament en el context present. El mateix es pot apli¬
car a arrels cubiques del mateix estil, etc.

v) Les operacions amb radicáis com els que acabem de mencionar, d'fndex superior
a 2, ha de conduir a analitzar situacions com y/1 + v/lTal quadrat, o y/1 + y/Tal cub,

m

on queda subratllat l'interés de la regla ({¡/"a)0 =\/lT,r7 un divisor de m. Será ¡nteressant
oposar aquesta regla a les situacions ( etc-, a les quals el resultat s'obté necessária-
ment per la potencia del cadicand.
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vi) La divisió i racionalització deis radicáis compostos mencionáis ais punts anteriors
conduiran els alumnes a enfrontar-se amb les situacions més complexes de totes. Són inte-
ressants, d'entrada exercicis de simplificació com

sj 180 + y/3888
_ /180

36
+

etc., o com

+ =y777f,
\/ 5 + y/Y

vV~48~- 2

y/~3 + 2
etc.

Des del punt de vista del cálcul formal, els exercicis que donaran més joc serán els deriváis

6 + \fY \/y/~3 + yJY 7 + yfb yj 5 + s/Hde situacions com — , — —- , etc.; com - , — , etc.;

yjl + yfb 5+v^
a (

3 yfl

+ ^y y/Vf+V^
com y 7 + n/~5

, etc Qom assenyalávem al comenpament d'aquesta etapa C, aquests
y-l + sfb

exercicis permeten presentar els principis o identitats formáis ( 1,

1

y/~a \fa~
a, etc) com a eines absolutament necessáries per a poder progres-

sar en el domini delssi'mbols i conceptes matemátics. Será ¡nteressant, peró, no introduir-
los d'entrada, sino reconéixer la seva utilitat després d'haver recorregutel camí molt més
llarg i fatigós del cálcul numéric.
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CAPÍTOL 18:

INTRODUCCIÓ A LES EQUACIONS DE PRIMER I SEGON GRAU

Puntualitzacions que es desprenen de l'análisi de la historia

a) La resolució d'equacions (fonamentalment polinómiques) té els seus orígens en
estadis molt primitius del quefer matemátic. La majoria de problemes que condueixen
a equacions corresponen a aquells del tlpus: "Trabar un nombre que verifiqui tal rela-
ció numérica concreta". Els métodes de resolució corresponen sempre, en una primera
fase de raonament matemátic, a l'ámbit del discurs aritmétic (Diofant), descrit en forma
retórica.

b) La majoria de problemes de planteig troba en el marc de les equacions una uni¬
ficado, peí que fa ais métodes de resolució, que permet deixar de costat ais altres métodes
específics (d'una falsa posició, de dues falses posicions, per oposició i remoció,...).

c) Les tres fases de I'álgebra (retórica, sincopada i simbólica) que ¡ntrodui' Neu-
gebauer per diferenciar els diversos tractaments per a resoldre les equacions, corres¬
ponen a un camí natural de maduració, que exigeix, per a ser assolit, la plena assimila-
ció deis métodes que s'empren a cada fase. Alió que de primer és una mera taquigrafía
acaba adquirint amb el temps una autonomía propia, que generará liéis especifiques;
aqüestes liéis són les que governaran els distints signes (primer síncopes i després símbols
més abstractes). Convé precisar que aqüestes liéis són el resultat de moltes traduccions
d'operacions aritmétiques concretes en el terreny deis signes (regles del " + " i " —

regles per al producte de poténcies de la incógnita,...).
d) H¡ ha clars lligams histories entre les regles que governen el cálcul amb polinomis

i les regles que regeixen el cálcul amb radicáis. Recordem la forma com al-Hwarizmi
introdueix el cálcul amb polinomis a partir de l'analogia amb el cálcul radical (veure p.
24).

e) El tractament deis polinomis, com a objectes d'estudi separats de la teoría
d equacions, és inexistent, almenys fins a la meitat del segle XVI. Recordem que si es
planteja la suma, resta i producte entre polinomis, i no en canvi la divisió, no és per
altra cosa que per fer front a la necessitat de resolució de les equacions (p. 185).

f) Les regles per a resoldre les equacions de segon grau vénen donades segons el
fipus d'equació. En primer Iloe s'aborda la forma de resoldre els casos més particulars
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(x2 = a ¡ x2 = bx) i després s'exposen els diferents tipus d'equacions on apareixén les
tres quantitats: x2, bx, c (x2 + bx = c; x2 + c = bx; x2 = bx + c, on b ¡ c són nombres
positius). A cada una d'aquestes equacions se !¡ dona untractament específic, ¡ es diu en
forma retórica qué s'ha de fer per tal de trobar el valor de la incógnita. La solució nul.la
mai no es considera, al mateix temps que no són acceptades les solucions negatives. En
alguns casos s'accepten les dues solucions de l'equació, quan aqüestes són totes dues
positives.

Les demostracions de les receptes per a trobar la solució es basen exclusivament en

construccions geométriques, partint de la idea que l'equació reflecteix una igualtat
d'arees. En aquest context no és d'estranyar que no s'acceptin les solucions nul.les de
l'equació x2 = bx, tota vegada que les figures es reduirien a un punt i a un segment, carents
de significat de superficie.

Crítica a certs plantejaments actuáis, predominants en l'ensenyament de les equacions de
primer i segon grau.

No és fácil establir una crítica equánime, quan hom té uns plantejaments tan dife¬
renciáis deis ¡mperants en aquesta matéria. Pero ¡ntentarem de fer-ho, malgrat la sen-
sació que ens pugui quedar de ser fins a cert punt injustos,...

L'esquema básic d'exposició moderna ais manuals de text correspon a l'ordenació
lógica de les entitats i operacions que apareixen en la resolució de les equacions. Així,
abans d'abordar el tema de la resolubilitat de les equacions del tipus P(x) = Q(x), es
planteja la necessitat de definir els polinomis i les operacions entre ells. Després d'establir
una teoría general de polinomis, que comprendrá fins i tot la noció de funció polinómica,
es tractaran les equacions dins del marc d'estudi de les anti-imatges d'una funció polinó¬
mica. Així s'assolirá la máxima aspirado deis amants d'aquest esquema lógico-deductivis-
ta: el tractament de diferents temes dins del marc general d'una teoría que els engloba.
Pero l'eficácia d'aquest estil d'enfocar les matemátiques, peí que a l'aprenentatge es
refereix, ja és una altra historia.

L'antítesi d'aquest punt de vista l'expressava molt bé Rey Pastor al próleg del
seu llibre Elementos de Análisis Algebraico, en referir-se al criteri d'exposició de distints
temes en aquest llibre:

p. 4-5 "Huyendo de la general tendencia a elevar por abstracción los asuntos elementales, hemos
prescindido de todo formalismo (*), esforzándonos, por el contrario, en elementalizar las
cuestiones difíciles sin menoscabo del rigor.
(*) Como hace notar el profesor PASCAL, toda abstracción exige una base previa que sirva
de punto de apoyo para poder elevarse, y no sólo carecen los alumnos de esta base, sino que
precisamente vienen a la Universidad en busca de ella. "Hacer descenderde loalto los concep¬
tos del Análisis es didácticamente equivocado, históricamente absurdo, conceptualmente
hipertrófico y cienti'ficamente indtil."

Veiem amb una mica de detall quin és el fil conductor que inspira els moderns
Ilibres de text en el tema de la resolució d'equacions.

La ¡ntroducció deis polinomis cavalca entre el concepte de funció polinómica
i una definició abstracta, basada en la successió finita de coeficients racionáis (per qué
no de coeficients reais?!). Cada una d'aquestes successions rep el nom de polinomi: a0, a-i,

a2 an, 0,0,...; a¡ e Q, i sovints'util¡tza l'expressió més familiar: a0 -f a-, x + .... + an xn,
on x es diu que és la indeterminada. Sobre aquesta definició abstracta s'estableixen
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de manera completament formal les quatre operaclons, i a contlnuació l'estudi de les
propietats d'aquestes operacions conduelx de forma natural (Natural?) a l'estructura
deis pollnomis com a anell. A partir d'ara l'alumne ja podrá contestar la pregunta: qué
és un polinomi?; un anell, i per si fos poc, unitari i sense divisors de zero; més ciar, l'aigua!

El segon referent a aquest tema el constitueix la introducció deis polinomis a par¬
tir de les aplicacions polinomiques, que des d'ara, es diu, rebran el nom de funcions

„ P(x) „

polinomiques: Q— —>Q.
Cada nombre racional posseeix una imatge construida a partir de la fundó poli-

nómica P(x). Les equacions polinomiques són contemplades sota el punt de vista particu¬
lar de trobar l'anti-imatge del zero a partir d'una determinada funció polinómica: P(x) =

Q(x) ; P(x) — Q(x) = 0, és a dir, cal resoldre F(x) =0, equivalent a trobar les anti-imat-
ges de la funció F.

Pensem que aquest plantejament és una barrabassada pedagógica, tota vegada que
des d'un concepte molt genéric i conceptualment molt difícil, com és el de funció (que
implica la ¡dea d'un parámetre lliure) es pretén justificar una qüestió molt concreta,
com ho és una equació i la seva resolució, cosa que al capdavall només pot conduir l'alum-
ne a confondre el significat del símbol abstráete que apareix, la x, que a les equacions
té el sentit d'un nombre desconegut, pero concret, amb el sentit ambqué apareix el ma-
teix símbol en el context de les funcions, el de parámetre lliure.

Com sempre, l'exposició está feta a partir del punt de vista de la síntesi que ordena
els conceptes en categories que van del general al particular, pero és del tot inconvenient
des del punt de vista de l'aprenentatge, que implica remuntar-se des deis casos més con-
crets y senzills (quasi palpables, o si més no imaginables) ais generáis. Convindria pregun-
tar-se quina exposició és la més adequada per tal d'assimilar conceptes tan básics, per ais
quals s'empra un mateix símbol, la "x", pero que segons el context cal interpretar, bé
com una incógnita, o bé com un parámetre.

L'aplicació, sistemática i sense concessions, del principi d'anar del cas general al
particular,condueix atractar la resolucióde les equacionsax2 4- c = 0 i ax2 + bx = 0,com
un cas particular de l'equació general ax2 + bx + c = 0, amb b = 0 ó c = 0, i en conse-
qüéncia les equacions on falta el terme bx o el terme independent són resoltes a partir de
i . . , — b ± \/b2 — 4acles solucions generáis que proporciona la formula: 2a

sense adonar-se

que afavorir en l'alumne d'aquest mecanicisme no li estalviará temps de resolució ni
l'ajudará en la comprensió del que está fent, sino que li complicará alió que és senzill i que
admet tractaments elementáis. Pero encara més, no fan falta unes dots excepcionals de
perspicácia per a adonar-se que els alumnes, en un primer estadi, mai no capten els signifi¬
cáis de les lletres a, b, c, com a coeficients respectius de la incógnita al quadrat, la incóg¬
nita, i el terme independent, per més que el professor insisteixi en aquests significáis, sino
que simplifiquen al seu aire aquesta realitat i atorguen a les lletres a, b, c un sentit d'orde-
nació lineal, ¡nterpretant de manera sui-generis la fórmula així:

segon coeficient ± \/(segon coeficient)2 — 4 per primer coeficient, per tercer coeficient

doble del primer coeficient

Aquest és el motiu peí qual un percentatge molt elevat d'alumnes s'equivoquen en
aplicar aquesta fórmula ais casos particulars (ax2 + bx = 0; ax2 + c = 0). I malgrat
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aquesta realitat, els alumnes segueixen rebent les mateixes directrius d'aprenentatge... Tot
sembla apuntar a la conveniencia d'un canvi de direcció.

Introducció a les equacions de primer grau

La iniciado a les equacions de primer i segon grau podría venir donada per la
resolució de problemes senzills, que, podent-se resoldre mitjanpant les técniques alge-
braiques usuals, també siguin susceptibles d'ésser resolts a partir del raonament arit-
métic.

Pensem que la introducció prematura d'un símbol per a la incógnita, i la resolu¬
ció mecánica deis problemes a partir de les regles especifiques per a resoldre equacions,
pot actuar com a esmorteidor de la capacitat de raciocini del noi. Encara mes, la no
comprensió del llenguatge algebraic, a causa d'una introducció prematura, fará que els
símbols que apareixin no siguin per l'alumne la traducció f¡del d'operacions aritméti-
ques concretes, i al capdavall aquest alumne manipulará els signes dins de l'ámbit de
simples trucs i técniques concretes.

Convé no perdre de vista que l'adquisició de coneixements matemátics no es pot
reduir a saber diferents técniques i métodes per a resoldre certs problemes de deter-
minat tipus, i que un deis aspectes a contemplar peí professor, dins del quefer matemá-
tic, ha d'ésser ajudar a desenvolupar les distintes formes de raonament en el noi, por-
tant-lo a ordenar les dades informatives d'un problema, a establir exactament qué vol
trobar, a buscar la relació entre el que se sap com a punt de partida i el que es vol cercar, a

temptejar els possibles camins o relacions entre el que ens donen i el que ens demanen, a
construir un pía que permeti apropar-se a l'objectiu del problema. Activitats totes el les en
la Ii'n¡a que assenyala Polya en el seu Ilibre Como plantear y resolver problemas. En
definitiva, les matemátiques han de servir per a ajudar l'alumne a desenvolupar l'acte de
PENSAR. També en aquesta mateixa perspectiva de treball se sitúa el contingut d'un
article de P.R. Halmos, El corazón de las matemáticas, article on l'autor planteja que el
nucli essencial, on resideix l'auténtic aprenentatge de les matemátiques, no és altre que la
resolució de problemes.

Per introduir el tema de les equacions polinómiques pot utilitzarse l'ámplia gamma
de problemes de planteig que podem trobar ais llibres de matemátiques de fa uns pocs

anys, o bé en alguns llibres de col.leccions de problemes de matemática recreativa. Aquest
tipus de problemes permet assegurar l'explotació del raonament aritmétic fins ais límits
on siguí possible. Es pot recorrer a problemes, alguns d'ells tan clássics, com aquest que
exposem:

"Una llanca está, la meltat, clavada en el fang, un tere de la resta está en l'aigua, I sobresurt
de l'aigua 20 cm. Quina és la longitud de la llanca?".

Observem la diferéncía de tractament d'aquest problema segons que haguem intro-
dui't o no el símbol "x", i les equacions que en resulten:

Métode algebraic. Siguí x la longitud de la llanpa.

X - x ) + 20 = x
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1 1

yx+ yx 20 = x ; — x + 20 = x ;
O

-A- x =20
6

x = 60 cm.

En el métode de resolució han intervingut tan sois dos processos. El primer ha es-
tat la traducció de l'enunciat en forma d'equació ¡ el segon, la manipulació de l'equa-
ció primitiva cap a la seva resolució, fins a obtenir el resultat de 60 cm.

Abordar aquest mateix problema des d'un punt de vista de l'aritmética obligará
l'alumne, en primer lloc, a ordenar les dades que l¡ donen, ajudant-se probablement amb
un dibuix que les esquematitzi.

AIRE

AIGUA

Dades del problema: 1/2 está en el fang.
1/3 d'1/2 está en l'aigua, és a dir 1/6 de la
Manga está en l'aigua, la resta de la Ilanga
sobresurt de l'aigua.

Quina és aquesta resta que está a Taire? Dones será la que li falta a 1/2 més 1/6
per a arribar a 1, o siguí:

1 1 6 — 3 — 1 2 1
1

2 6 6 6 3

Resumint, que 1/3 de la llanpa está a Taire, i aixo correspon a la part de 20 cm.
Així dones, la Manga, que és 3 vegades més gran que la part que h¡ ha a Taire, ha de
mesurar el total de 20.3 = 60 cm.

Aquesta será la línia més probable de treball per part de l'alumne; en cas de no
poder-la assolir completament per ell mateix, se li pot desbrossar el camí sense més que
preguntar-li oportunament per resultáis intermedis.

Com podem apreciar, la resolució aritmética del problema es basa en un coneixe-
ment apropiat de les proporcions i del concepte de trencat. La resolució es pot fer seguint
diferents variants sobre la mateixa idea. Interessa aquí posar en relleu que en el trans-
curs de la resolució el noi es veu constantment obligat a saber exactament qué fa en ca¬
da pas, i fins i tot li és necessari organitzar molt bé les dades iniciáis. La resolució en cap
moment no esdevé mecánica, i a més, a causa, deis significáis concrets que posseeix cada
nombre resultant d'operacions intermédies, és més difícil que l'alumne es deixi al final del
procés les unitats en les quals ha treballat.

Les mateixes observacions podríem extreure del elássie problema del repartidor
d'ous:

"Un vailet va al mercat amb un cistell pie d'ous. Peí camí troba a un amic ¡ n'hi dona la mei-
tat, després en troba un altre ¡ li regala 4 ous. Més endavant ven les tres quartes parts deis
que li quedaven i al final li resten 3 ous al cistell. Quants ous portava eq sortir de casa?”.
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La resollido aritmética, igual com abans, fará aconsellable organitzar molt'bé les
dades del problema, sota un esquema senzill.

Cistell d'ous

Ven
3/4 parts

= 3 ous

1ermoment 2on moment 3er moment 4rt moment

El professor pot deixar un marge de temps perque cadascú pensi la forma de resol-
dre el problema. Després d'un temps prudencial pot preguntar en quin, deis quatre
moments en qué el cistell té quantitats diferentes d'ous, coneixem exactament el contin-
gut.

Establert que el contingut d'ous sois es coneix al quart moment, es pot preguntar
si a partir d'aquí podrfem esbrinar el contingut d'ous dequalsevol deis altres tres moments,
i quin seria el més fácil. Aquests petits indicis serán prou perqué l'alumne reconstrueixi
la solució del problema, més o menys així:

Acaba amb 3 ous, que han de ser 1/4 part deis que tenia un moment abans de
vendre les 3/4 parts que portava. O siguí que abans d'efectuar la venda en tenia 12. Com
que abans n'ha regalats 4, n'havia de teñir 16, i com que havia donat la meitat deis ous

que portava al principi, resulta que havia sortit de casa amb 32 ous.
El lector que hagi tingut la paciéncia d'arribar fins aquí potser es preguntará quina

finalitat pot teñir abordar d'aquesta manera (de vegades me's Marga i quasi sempre més
costosa) uns problemes que poden ser resolts d'una manera molt més mecánica a par¬
tir d'introduir un símbol per a la incógnita i de treballar amb llenguatge d'equacions.
El perqué d'aquesta opció estriba en el fet que, per passar a un estadi de técniques mate-
mátiques, és convenient préviament desenvolupar les línies de pensament que conduei-
xen i configuren aqüestes técniques, i aixó no tan sois dins del marc d'una teoría, sinó
també en el marc de resolució de problemes.

En aquest sentit pot ser instructiva una experiéncia realitzada amb alumnes de
diferents edats, sotmesos a un procés d'aprenentatge distint. Els vam proposar de resol-
dre un mateix problema, extret d'un qüestionari de problemes per l'Olimpiada Matemáti¬
ca (que cada any se celebra entre alumnes que finalitzen el C.O.U.). El problema era el
següent:

"Tres jugadors convenen que quan un perdí una partida donará a cada un deis altres la quan-
titat de dlners que en aquell moment tlnguln. Després de jugar tres partldes, cada un d'ells
n'ha perduda una, I es retiren amb 40 duros cada un. Quants duros tenien cada un d'ells en
comengar?".

La forma de resolució que ens va presentar un alumne de segon de B.U.P. correspo-
nia a una análisi precisa de les situacions que s'havien de plantejar al liarg de les tres
partides, i sense d'altres auxiliars que els propis de l'aritmética resolgué el problema.
Reproduím exactament la solució que ens va lliurar, perqué reflecteix fidelment tots
i cada un deis petits raonaments que va haver de fer. Es necessari precisar que l'alumne
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que ens dona aquesta solució era un deis millors de la classe, no ens hem d'enganyar, i
no cal dir que ma¡ no havia resolt per métodes algebraics cap sistema d'equacions de
3x3.

Reproducció exacta de la solució lliurada per un alumne de 2on de B.U.P.

PAN1EC, 4=E£*AWC>£¿ Üodrjmj-Cí
5S) Tres Jugadores convienen que cuando uno pierda una partida dará a cada

uno de ellos la cantidad que en ese momentos tengan estos de dinero.
Desepues de jugar tres partidas cada uno de ellos pierde una y se reti¬

ran con 40 duros cada uno.

¿Cuántos duros tenían cada uno
al comenzar?

Vamos a construía una tabla en la qie
colocaremos los datos que nos dan (la
suma y los 40 duros con los que se re¬
tiran). Esta tabla la iremos rellenan¬
do por lógica a partir de los datos
que vacamos obteniendo.

1® ) Vuoa a considerar qu« .1 Jugador A pierde el primero, y como no volverá
a perder más, el dinero que le sobre despuás de perder la 1* partida, al
ser duplioado do» veces consecutivas tiene que ser igual a: x-2-2- 40 d.
SI dinero que le sobre (*) tiene que ser - 10 duros (Este dato lo colo¬
camos en la tabla, debajo de A, y en la fila des. le part. Asi, despuás
de la 2* tendrá el doble, 20 duros, y despuás de la 3* tendrá 40 durojú.'

2*)íl Jugador B pierde el segundo y da la cantidad convenida a sus compañe¬
ros ds Juago. SI dinero que le sobre, ha de ser tal que al duplicarse en
la última partida, cuando pierda C, sea igual a 40 duros: 2*y-40 y-20 B.
Bs decir, que ls sobrarán 20 duros al final liar la 2* partida.

3*)n Jugador O pierdo el áltioo. Bebe ds tener acumulado un dinero de laB
otras partidas para que al duplioar el valor que tiene A (20 duros) y
si valor a B (otros 20), el pueda quedarse aún con 40 duros. Bs decir:
4O42OWOa0O d. Cantidad que oclocaaos en la tabla, y que ya podíamos
haber calculado sabiendo que despuás de la 2* partida a los Jugadores
A yB las quedaba 20 duros, y oonooiendo la suma del dinero que se manee-
Ja se total: 120 - 20 - 20 - 80.Podemos conocer ya el dinero inicial
que temí» O, ya que esos 80 duros son produoto de dos duplicaciones cons¬
tantes (dinero que le dio A cuando pArdiá el prinaro, y el que le dio B
cuando perdiá el 21). Asi pues: a.2-2-80 El dinero inicial eran 20 duros.
Oolooaaos en la tabla el dinero que obtiene O a lo largo de las partidas.

4()l)eapuás de la 2S partida, B tuvo que dar a O la cantidad que tenía en
esa moaento (40 duros) y a A la cantidd que tenía (10 duros), pierde
50 duros, y como ls quedan 20, quiere decir que tenía 70 duros. Esta
oantldad taabián la podíamos haber hallado a partir de que, si A tiene
10 d. y C tiene 40 d.„ y hay 120 d. en total, B tendrá: 120-10-40.70 d.

5*)Como A pierde la primera partida, no podemos decir que el dinero que le
queda era el doble de lo que tenía iniclalmente. So obstante da a B el
dable de otro tanto de lo que tenía, y como despuás de la 1* partida
B tiene 70 duros, iniclalmente tendría la mitad: 70:20 3) duros.

dinero A B c SUMA

iniclalmente 65 35 20 120

des. Lt part. 10 70 40 120

• 2» » 20 20 80 120

" 3* » 40 40 40 120

6*)S1 dinero que tiene A inicialmente, lo podemos hallar mediante la STJMA:
120 - 20(din.ro 1nioial da C) - 35(dlnero inicial de B) « 65 duros.
O dicho de otra manera: Kdlnero inicial de A) - 35(Din. in. de B)- 20 •
mlO (dinero que le sobra a A despuás ds perder la primera partida).

1«

lnlo

dltp

d.2*

EVOttJCrOR DE LA TABLA*

LA_, B 0 2» 3*) 4* 5«: 6*
’

20 20 35 20 65 35 20

3 10 10 40 10 70 40 10 70 40 10 70 40

20 so 20 20 20 30 20 20 3o 20 20 80 20 20 80
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En canvi, tots els alumnes de la classe de C.O.U. es van deixar portar per la resolu-
cló mecánica del problema, aplicant les técnlques de resolució própies deis sistemes
d'equaclons, sense parar-se a pensar n¡ per un moment en la possibiI¡tat de resoldre'l d'una
altra manera. La pregunta que queda en Taire és: quina de les dues formes de resoldre'l
porta associat un més alt desenvolupament del raonament matemátic? Qué hagués passat
si a aquells alumnes de C.O.U., per un moment se'ls priva de l'arma de la técnica matemá¬
tica?

Tots aquests problemes, com hem assenyalat, tenen la finalitat de desenvolupar el
raonament en el noi, aixi'com la capacitat d'aprofitar al máxim la informació que pro¬
porciona tot problema. Ara bé, no podem oblidar que tot aquest material de problemes
també té com a finalitat preparar les condicions per a abordar la teoría d'equacions
mitjanpant els métodes algébrales. Així és que, en un moment, convé donar el pas d'abor-
dar problemes d'estructura molt més propera a la propia de les equacions.

En la resolució de les equacions de primer grau ¡ntervenen fonamentalment dos
processos, l'un que consisteix a conduir l'equació primitiva a la forma Ax = B, on A i
B són dos nombres, i l'altre que consisteix a desembarassar finalment el valor de la incóg¬
nita. Les operacions que intervenen en el procés de conduir l'equació primitiva a la forma
Ax = B es basen fonamentalment en la idea que a dos membres d'una equació se'ls pot
afegir o treure una mateixa quantitat i s'obté una equació equivalent. Aquests tipus
d'operacions que es poden fer són susceptibles de posar-se de manifest a partir d'una
manipulado senzilla de problemes de pesades, disposant d'una balanpa de dos platets,
unes peses de valor perfectament determinat i uns objectes idéntics de pes desconegut. La
¡dea de treballar amb aquests objectes, per tal d'introduir les operacions básiques de la
transformació d'equacions, l'hem extreta d'un conjunt de llipons de Puig Adam estructu-
rades d'una forma heurística (cf. Puig Adam pp. 342-343).

Per exemple, podem preguntar ais alumnes com podriem esbrinar el pes d'uns
objectes determináis (poden servir unes monedes), sabent que s'arriba a l'equilibri deis
platets de la balanpa en la següent situado:

tpes de 50 grams Î pes de 10 grams

En el cas que no sabessin qué fer, se'ls pot preguntar si seria més fácil el problema
en el supósit que totes les monedes estiguessin en el mateix platet, i a l'altre platet només
hi hagués pesos, i en cas afirmatiu proposar-los de fer algún tipus de manipulació que no
desequilibri els platets de la balanpa, i que permeti passar de la primera situado a la
segona.
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Qué es pot fer perqué en un platet només h¡ quedin pesos?
Treure dues monedes de cada platet.
Contingut actual deis platets en equilibri:

3 monedes + 130grams| equilibra [160 grams|

Qué es pot fer perqué al primer només h¡ quedin monedes?
Treure 130 grams de cada platet.
Després d'aquestes manipulaclons (operaclons) ja arrlbem a una situado més sim¬

plificada, que ens diu que 3 monedes pesen 30 grams, i que en conseqüéncia cada moneda
pesa 10 grams.

A continuació se'ls pot dir que esquematitzin les operacions fetes d'una forma
abreujada, indicant en cada pas el que s'ha fet:

5moned. + 130 grs. = 2 moned. + 160 grs. (Traiem 2 monedes a cada platet)

3 moned. + 130 grs. = 160 grs. (Traiem 130 grs. de cada platet)

3 moned. = 30 grs. (Agafant la tercera part del con¬

1 moned. = 10 grs.

tingut deis platets)

A continuació se'ls pot preguntar qué farien per tal d'esbrinar si la solució tro-
bada és correcta, a fi de suscitar en ells la conveniéncia de la comprovació. La substitu-
ció de cada moneda per un pes de 10 grams hauria de conservar l'equilibri de la balanpa
en la situado inicial plantejada.

Després d'assajar la mateixa experléncia amb objectes i situacions diferents se'ls
pot dir que resumeixin les diferents regles que intervenen a resoldre tots els casos plante-
jats. Se'ls pot fer adonar que és equivalent posar 10 grams en un platet, que treure 10
grams de l'altre, etc...

Se'ns objectará, potser, que aquesta forma tan lenta d'introduir la resolució d'equa-
cions requereix molt més temps que el que s'inverteix a explicitar directament les regles
per a desembarassar una incógnita d'una equació. I aixó és cert, pero no és menys cert que
la simple exposició de les regles formáis no assegura la bona práctica de les regles en
qüestió, sobretot quan aqüestes operen amb entitats abstractes, com ho són les poténcies
de la incógnita simbolitzades. Les qüestions tractades fins aquí tenen la finalitat de
familiaritzar els alumnes amb unes operacions i mecániques concretes, que actúen sobre
entitats no abstractes, i que més endavant esdevindran regles algebraiques per a la resolu¬
ció d'equacions, sota la forma de llenguatge algebraic.

Pensem que aquesta lentitud en la introducció ve llargament compensada si facilita
una més adequada comprensió del funcionament del llenguatge algebraic, sobretot quan
aquest esdevé, a partir d'un determinat moment, una eina de primera magnitud per a la
matematització de molts problemes i per a la seva resolució.

El proper estadi de problemes correspondía ja a aquells més íntimament lligats
al llenguatge d'equacions. Per exemple:

"Trobar un nombre tal que el seu doble menys la seva meltat siguí igual a 10 més aquest
nombre".
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Les pautes de resolució s'assemblarien al següent esquema:

2 Nombres — — del Nombre = 10 + Nombre

— del Nombre = 10 + Nombre

-del Nombre = 10. El Nombre és 20

En aquesta fase es tracta de provocar en l'alumne l'ús d'una mena de síncopes,
que l'ajudin a visualizar les operacions successlves que cal fer per tal d'arribar a trobar el
nombre desconegut.

Les regles que han de quedar clares, per tal d'anar transformant l'equació Inicial
en altres que facllltln la resolució, s'han d'explicitar després d'haver resolt algunes equa-
cions seguint la intuido del alumne.

La introducció de l'ús d'una Metra o més per a designar una o más incógnites

Es després d'haver resolt molts problemes de planteig, primer mitjangant raona-
ments de tipus aritmétic, i més endavant a partir de plantejar correctament equacions
on la incógnita ve expressada en forma de síncope, que l'alumne estará en condicions
d'assimilar que es pot fer el mateix substituint la síncope de la incógnita per una lle:
tra qualsevol.

Creiem que una manera válida per a introduir l'ús de la Metra en substitució de
la incógnita és la plantejada per Puig Adarri, segons métodes heurístics. Resumim la ¡dea
dePuigAdam:

El professor pot comenpar la classe proposant un joc d'endevinalla, per al qual
és necessária la col.laborado d'uns quants equips, formats cada un d'ells per tres alumnes.
Aleshores es diu que cada un deis alumnes que ocupen el lloc primer de cada equip
inventin un nombre d'un dígit i que l'escriguin en un paper. Se'ls diu a continuació que el
dupliquin i el passin a un altre company de l'equip, companys que sumaran 5 al nombre
que els han passat i després multiplicaran el resultat per 5, i passaran el resultat obtingut
al tercer membre de l'equip. Aquests inventaran un altre nombre d'un dígit i el sumaran al
resultat que els han passat. El professor demanará a cada equip quin nombre final ha
obtingut, i immediatament els dirá el nombre que han ¡nventat el primer i tercer membre
de cada equip. La pregunta que quedará a Taire será: com el professor podia endevinar els
nombres inventáis? qüestió que será tema de reflexió i discussió per a la resta de la classe.
Després de deixar un temps suficient perqué els alumnes puguin buscar la solució de
l'endevinalla, el professor pot resumir les operacions efectuades per cada equip de la
següent manera:

H¡ ha dos nombres a endevinar: Nombre(1); Nombre(2)
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Esquema d'operacions efectuades pels equips:

Alumne (1) Alumne (2) Alumne (3)

Nombre (1)

2 vegades |¡ passa
el Nombre (1) >2 • Nombre (1)

2 • Nombre (1) + 5
2 • Nombre (1) + 5 per 5

l¡ passa
10 vegades Nombre (1) 4- 25 >10 Nombre (1) 4- 25

10 Nombre (1) + 25 + Nombre (2)

S¡ el Nombred) l¡ diem A, i al Nombre(2) l¡ diem B, resulta que el nombre final que
cada equip ha donat al professor és: 10A + B + 25 = AB + 25. Aixi'dones, el professor
sois ha de restar del nombre que li han passat la quantitat de 25, i, si obté 47, els dos
nombres inventats són el 4 i el 7.

Aquesta pot ser una manera molt suggestiva per a iniciar els alumnes en l'ús de
les lletres per a representar ¡ncógnites, cosa que es convertirá en l'últim pas decisiu per a
treballar plenament amb les técniques propies de l'álgebra simbólica.

Una altra forma, no excloent, d'introduir els alumnes en l'ús de les lletres per
a representar nombres concrets, és la corresponent a la forma natural d'abreujar un
mot quan aquest apareix amb molta freqüéncia en el mateix context. Funció aquesta, ta¬
quigráfica, que adquireix ocasionalment carácter operatiu, com es posa de manifest cla-
rament en la cadena següent: "3 vegades el Nombre"

"3 vegades N"
"3 per N"
"3N"

Un cop introduit el simbolisme específic per a designar un nombre desconegut, la
incógnita, a partir d'una Metra qualsevol, ja és fácil plantejar les equacions de la forma més
simplificada possible. D'aquesta nova forma es poden resoldre uns quants problemes més
de planteig, o bé anar directament a la resolució d'equacions. Al final de tot aquest procés
es pot proposar ais alumnes que resumeixin les regles que han d'aplicar, de forma ordena¬
da, per tal de resoldre una equació de primer grau qualsevol. Aixf, al final del tema,
apareixerá de forma resumida la teoría del mateix, extreta pels propis alumnes. En defini¬
tiva, s'acabará per posar de manifest, després d'una práctica dilatada, alió que els árabs
van extreure com a conclusió sota el nom de regles del cheber i almucábala.

Resum i conclussió per al tractament de les equacions de primer grau

La bona assimilació del tractament de les equacions de primer grau correspondrá,
fonamentalment, a la comprensió del llenguatge algebraic com a traducció de les expres-
sions retoriques que intervenen en l'enunciat del problema, i al mateix temps a la manipu-
lació d'aquest llenguatge fins arribar a la seva expressió més simplificada Ax = B. Seria del
tot inútil intentar ensenyar les regles per a la resolució de les equacions de primer grau si
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abans no s'han entes moltes d'aquestes regles aplicades a l'estricte camp numéric deis
problemes de cálcul (funcionament del paréntesi, regles deis signes quan h¡ ha productes,
priorltat, en abséncia de paréntesi, d'efectuar els productes ¡ divisions abans que les sumes

¡ restes,...).
Un esquema que pot servir com a guia per a la resolució d'equacions de primer grau,

i que posa en relleu les operacions fonamentals que h¡ intervenen, pot ser el següent:
Problema de planteig (per exemple el ja esmentat de la llanpa):
“Una llanpa está, la meitat, clavada en el fang, un terp de la resta está en l'aigua,

i sobresurt de l'aigua 20 cm. Quina és la longitud de la llanca?"
Forma de procedir:
Quina és la incógnita? La longitud de la llanpa, que simbolitzarem per la lletra x.
Quina relació h¡ ha entre la incógnita i les dades conegudes, proporcionades per

l'enunciat del problema?
La meitat de la llanpa está clavada en el fang, és a dir 1/2 de x está dins del fang. Un

terp de la resta está dins de l'aigua. Quant és 1/3 de la resta? La resta és x — 1/2x = 1/2 x.

1/3 d'1/2 de x és 1/6 de x. Així dones, 1/6 de x está dins l'aigua. Ens diuen que
sobresurt de l'aigua 20 cm. Quina parí de la llanpa sobresurt de l'aigua?: x — 1/2x — 1/6x,
que ha de valer 20 cm.

Quina és, dones, la relació entre la incógnita i les dades?

x —x —^-x = 20. Igualtat expressada en cm.2 6

Aquesta práctica matemática correspon a la traducció de l'enunciat en llenguatge
d'equacions, i estableix la relació entre la incógnita i les dades. Es la primera operació
intel.lectual a fer.

La segona operació consistirá a simplificar al máxim l'equació, i aquesta será trans¬
formada a partir de les regles que regeixen el llenguatge algebraic (que no són més que les
regles que seguiría el nostre pensament si raonéssim el problema de forma retórica).

Resolució de l'equació:

Sumes i restes de les parts afectades per la incógnita, segons s'efectuen les opera¬
cions entre trencats

Equació simplificada

6x 3 1
— — x —— x = 20
6 6 6

20

-x = 20

Desembarasament de la incógnita

x = 60 cm.
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La discussió de les equacions de primer grau, segons les solucions que tinguin

Al tractament de les equacions presentades fins ara s'admetia tácitament que sem-

pre h¡ havia una solució; i només una. Aixó vol dir que, d'una o altra forma, en la sub¬
consciencia de qui apren s'ha format la idea que tota equació de primer grau admet exac-
tament una solució, la qual cosa será certa sempre i quan arribem a una equació simpli¬
ficada del tipus Ax = B, on A A 0. Pero no sempre ocurrirá aixó, en partir de qualsevol
equació de primer grau.

Es pot exposar aquest fet directament ais alumnes, acompanyat d'exemples que
posin de manifest les diferents possibiIitats que es poden presentar. Encara que és millor
enfocar-ho de tal manera que siguin els propis alumnes que descobreixen aquest fet.
Així, per exemple, es pot recorrer la coneguda endevinalla que diu:

"Inventeu un nombre qualsevol i escriviu-lo a la Ilibreta; dupliqueu aquest nombre.
Sumeu-li 6 unitats. Multipliqueu el resultat per 5. Al nombre que heu obtingut resteu-l¡
el nombre que heu inventat al principi després d'haver-l¡ afegit un zero (a la dreta, natural-
met). Dones bé, ara us diré el nombre final que us queda; 30". Pregunto, per qué estic en
condicions d'endevinar el nombre que tots heu obtingut? Estic segur que vosaltres també
podríeu fer el mateix a qualsevol amic, per poc que us posessiu a pensar en el fons de la
qüestló. Us suggereixo que escriviu en llenguatge algebraic les operacions que us he anat
dictant després d'haver inventat el nombre.

x = Nombre inventat per cadascú
1a operació: duplicar-lo 2x
2a operació: sumar-li 6 2x + 6
3a operació: multipllcar-ho tot per 5 10x +30
4a operació: restar-li el nombre inventat després d'afegir-li un zero. Qué vol dir

afeglr un zero a la dreta? És equivalent a multiplicar per 10.

Així dones, el nombre final que queda és 10x + 30— 10x, que invariablement val
30, siguí quin sigui el valor que li donem a x. És a dir, que si ens plantegem resoldre
l'equació: 10x + 30 — 10x = 30 trobarem que qualsevol valor que donem ax será una so¬
lució. SI no ens adonéssim d'aquest fet i intentéssim de resoldre l'equació a partir de
simplificar-la al máxim, arribaríem a l'equació "estranya": 0=0, que óbviament es
verifica per a qualsevol valor concret que assignem a la x, (ja que la igualtat és inde-
pendent del valor de x). És per aixó que el valor final de 30 no depenia del valor de x
que cadascú s'havia inventat. Us proposo a continuado que us inventeu un enunciat simi¬
lar a l'anterior, pero amb instruccions diferents...

Per últim, cal preguntar-se si h¡ cap la possibilitat que hi hagi determinades equacions
que no tinguin cap solució. Es pot proposar ais alumnes que modifiquin lleugerament
l'equació del darrer problema (que tenia infinites solucions): 10x + 30 — 10x = 30 per
tal que l'equació modificada no tingui ara cap solució. Quina era la causa que l'equació
tingués infinites solucions? El fet que el primer membre sempre valgués 30, fos quin fos el
valor asignat a x. Així dones, si el segon membre fem que valgui qualsevol valor distint de
30, llavors no hi haurá cap valor de x que la verifiqui. Aquests tipus d'equacions de primer
grau que no tenen cap solució, a quin tipus d'equació simplificada condueixen?: 0 = B
amb B + 0. 1

Per últim, com sempre, es proposa ais alumnes de fer un quadre resumit de les di¬
ferents possibilitats de resolució per a les equacions de primer grau, expressant en cada cas
quin és el tipus d'equació reduida a qué condueix l'equació inicial.
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f AAO Solució única, que és B/A

CQIIX< ( B = 0 Infinites solucions
^ A = 0

^ BAO Cap solució

El Tractament de les Equacions de Segon Grau

Un punt de partida per aquest tema el constitueix el llenguatge de les equacions
de primer grau tractat anteriorment. El nou pas endavant vindrá ara determinat per un
nou tipus d'equacions, on no sois apareix la incógnita (que pot aparéixer o no), sino
que hi intervé, fonamentalment, el quadrat de la incógnita.

Es pot comentar el tema sensa cap mes bagatge que el proporcionat peí llenguatge
algébric de les equacions de primer grau. Així per exemple, es pot proposar ais alumnes
de resoldre un problema senzill, del tipus:

'Trobar un nombre que elevat al quadrat i multiplicat per sis, doni 150".
Les mateixes pautes seguides en la resolució de les equacions de primer grau serán

valides en aquest cas, encara que es procedeixi primer al desembarassament de la incóg¬
nita al quadrat, i posteriorment al de la incógnita.

També es poden tractar al comenpament altres casos particulars d'equacions incom¬
pletes,.com:

"Trobar un nombre tal que resulti el mateix multiplicar-lo per 7 que elevar-lo
al quadrat".

Quina és l'equació que resulta d'aquest enunciat?
7x = x2 Admet aquesta equació una interpretado geométrica?
x2 pot interpretar-se com un quadrat de costat x
7x pot interpretar-se com un rectangle de costats 7 i x.

L'equació ens diu que cal cercar el costat x per tal que les árees coincideixin.
Fent un dibuix que esquematitzi aquest fet tindríem:

x

7 x = x2

Si les árees de les dues figures han de coincidir, com que tenen un costat comú:
la x, és necessari que l'altre costat també coincideixi, i en conseqüéncia x ha de ser
igual a 7.

Aquesta forma de procedir, traduida al llenguatge de les equacions, adoptaría
aquesta forma:

7x = x2. Dividint ambdós membre de l'equació per x, resulta 7 = x.
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Es molt probable que, seguint aquest procediment discursiu, els alumnes no s'ado-
nin que x = 0 també és una altra solució. De fet, en la resolució de l'equació apareix una

operació essencialment diferent a les que apareixien en la resolució de les equacions de
primer grau: la divisió deis dos membres per un mateix nombre, en aquest cas la incóg¬
nita. I, és ciar, convindrá dir per la nostra part (l'alumne rarament s'adona d'aquest
fet) que aixó es podrá fer sempre i quan la incógnita (nombre concret, pero desconegut)
sigui diferent de zero, en el qual cas la divisió seria impossible de fer. El cas particular de
x = 0 caldrá examinar-lo a part, i abans de fer la divisió. Aquest ha de ser un element
d'insisténcia per part del professor, perqué en el llenguatge algébric apareixeran de vega-
des operacions que modificaran les solucions de l'equació inicial, en el transcurs del
procés de simplificació de l'equació (com elevar al quadrat els dos membres d'una equació,
dividir per la incógnita,...), i l'alumne difícilment trobará per ell mateix la modificació de
les solucions. Podem provar-ho de fer, pero en aquest cas torna-a coincidir la psicología de
descobriment del noi amb el procés historie de la resolució d'equacions (el zero no es

tracta com a solució fins al cap de molt de temps de resoldre'n).
Es pot continuar proposant problemes amb variacions lleugeres de l'enunciat ante¬

rior, problemes que reforcin les bases d'operativitat dins del marc d'equacions. Per exem-

ple:
"Trobar un nombre tal que el seu quadrat menys un sisé d'aquest quadrat sigui

igual al nombre multiplicat per 5. Equació: x2 —x2 = 5x
b

Representació geométrica de l'equació:

1/6x2

1/6 de x

n t
X2 —

i
X = X

1
5x

_ I = X

5/6 x

el costat — x ha de ser igual a 5 i
6

per tant x = 6

Traducció de les manipulacions geométriques al llenguatge de les equacions:

x2 - -~x2 = 5x

5_
6

x2 5x. Una solució és x = 0

5-
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X = —-= 6. x = 6 és l'altra solució
5

Aquí ens hem trobat per primera vegada amb una subtracció (igualment seria una
addició) corresponent a parts on intervé la Incógnita al quadrat. L'alumne probablement
reaccionará davant del problema de forma correcta, restant les parts en qué Intervé el
quadrat de la Incógnita, segons és habitual. En cas contrari, será suficient proposar-i¡
que esbrini com es resten, ajudant-se d'un petit esquema on es vlsualltzln els dlferents
termes en x2 que es tracta de sumar o restar.

Desenvolupament de l'equació de segon grau completa

Les páglnes que segueixen a continuado tenen un caire més orientatiu que no ¡n-
dlcatiu, ja que, encara que hem ¡ntentat dibulxar les línies mestres que hauria de seguir el
procés d'aprenentatge per a les equaclons de segon grau, la manca d'experimentacló
concreta ens impossibilita de teñir més precisió en el tractament del tema.

Un nou tipus de problemes són aquells en qué apareixen productes d'expressions
polinómiques. Considerem per exemple el problema de trobar un nombre que, en sumar-l¡
5 i restar-li 5, el producte deis dos nombres obtinguts siguí igual a 24. Problema equi-
valent a resoldre l'equació:

(x + 5) (x - 5) = 24

Aquí apareix per primera vegada un producte indicat entre expressions polinómi¬
ques. Sembla necessarl, un cop arribats aquí, estudiar la forma en qué es poden sumar,
restar i multiplicar les entitats abstractes constituides per la incógnita i les poténcies de
la incógnita.

Per a la suma i la resta no es presenten massa dificultats, ja que se segueixen les
mateixes pautes que es fan servir a les equacions de primer grau.

Per al producte, convé ¡ntroduir les regles que el regeixen a partir de la utilit-
zació a fons deis esquemes geométrics i de l'analogia amb el producte dins del cálcul
radical. Per exemple, el producte de x + 2 per 2x + 5. Resolent-lo per un esquema
geométric, tindríem:

x

2x
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Ara n'hi haurá prou de preguntar ais alumnes d'on provenen les quatre parts que
integren el rectangle gran que esquematitza el producte total, ¡ aixó ens indicará la forma
d'efectuar el producte, sense passar per resquema geométric.

(x + 2) (2x + 5) = 2x2 + 5x + 4x + 10 = 2x2 + 9x + 1 o

Per a les potencies superiors a 3, que no admeten una representació geométrica,
convindrá fer ús de les propietats del cálcul de poténcies en el camp de l'aritmética.

7.32 . 6.3 = 42.33
7 . 52 . 6.5 = 42.53

7 . x2 . 6 x = 42 x3

També es procedirá a esbrinar les regles del signe, que seguirán conservant la mateixa
forma de procedir que en el cálcul radical:

més per més igual a més
més per menys igual a menys

menys per més igual a menys

menys per menys igual a més.
Havent fet aquesta incursió peí terreny de les regles que regeixen el cálcul entre

polinomis, ja será més fácil la resolució de l'equació que ens ha portat a fer les con-
sideracions anteriors.

(x + 5) (x — 5) = x2 —5x + 5x — 25 = x2 — 25
x2 -25 =>=24; x2 = 49; x = ± 7

O bé, de forma geométrica:
x

f

A les repre-
sentacions geo-

métriques sois
podran apa-
réixer les solu-
cions positives
de l'equació

49

7
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La simplificado de les equacions de segon grau tindrá lloc de la mateixa forma que

es feia a les equacions de primer grau, fins arribar a una equació on no hi hagi, ais dos
membres simultániament, una mateixa entitatdel tipus (a, bx, ex2).

Es pot plantejar, per exemple, simplificar al máxim l'equació:

9x2 4- 2x 4- 4 = 3x2 + 8x + 3x2 + 31
9x2 4- 2x 4- 4 = 6x2 4- 8x 4- 31 (Traient 6x2 4- 2x 4- 4 deis dos membres)
3x2 = 6x 4-27, i encara dividint per 3 els dos membres

x2 =2x 4- 9

Si ara ens plantegem de resoldre l'equació, podríem comentar per fer-ne una repre¬
sentado geométrica, ¡nterpretant tots els termes com a árees:

+

Naturalment que si posem una quantitat qualsevol per a la longitud x, la igualtat
probablement no es verificará. Per exemple si a x li donem el valor 5, tindríem per una
banda 25 i per l'altra 10 mes 9. Es tracta de fer transformacions geométriques per tal
de comparar les árees de les figures, i deduir el valor de x. De les 3 figures que tenim,
x2, 2x, i 9. N'hi han dues de comparables, en el sentit de teñir almenys un costat igual?
Sí, les de x2 ¡ 2x, que tenen un costat igual a x. Així dones, podem sostreure de cada
costat l'área de 2x, quedant:

1
x- 2

' f

2

1

Ara tenim que l'área rectangular x per x — 2 ha de ser igual a l'área quadrada 3
per 3.

Si volguéssim transformar el rectangle en quadrat, a base de perllongar el costat
més curt i escurgar el més llarg en una mateixa quantitat, quina hauria de ser aquesta?

2x
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Com que la diferencia entre els dos costats és 2, n'hi hauria prou d'allargar el més pe-
tit una unitat, i treure una unitat del més gran. Fem-ho:

4 X >

x- 2
x - 1

tret

tros que

hem posat

1

x - 1-

Així dones, perqué el quadrat siguí d'igual área que el rectangle, és necessari treure
del quadrat de costat x - 1 l'área quadrada d'1 per 1. I la igualtat d'árees anterior ens

queda:

4 x >

Ara ja es fácil de veure que l'área del quadrat de costat x — 1 ha de ser igual a

10, i que per tant el costat x — 1 ha de valer arrel quadrada de 10, i que lax ha de ser 1
més l'arrel quadrada de 10.

Es pot dir ais alumnes que facin al mateix en dos casos més molt semblants a l'ante-
rior, canviant tan sois els coeficients, i preguntar-los si podrien extreure una regla a seguir
que operés només amb els coeficients, sense necessitat de fer cada vegada aqüestes mani-
pulacions de caire geométric.

En el camp de l'aritmética se'ls pot fer observar que l'arrel quadrada d'un nom¬
bre positiu té dues solucions, i que per tant s'obtindrien dos valors fináis per a la x.

Després que els alumnes hagin extret una regla retorica per tal de resoldre els
casos d'equacions de segon grau: x2 4- bx = c i x2 — bx = c, on b i c són positius, se'ls pot
dir que construccions geométriques similars permetrien de resoldre els casos concrets que
falten: x2 + bx + c = 0 i x2 — bx + c = 0, pero que no val la pena de fer-ho perqué hi ha
una regla per a la resolució que engloba tots aquests distints casos. Aquesta regla está
enunciada a partir de considerar l'equació de segon grau sota la forma simplificada:
ax2 + bx + c = 0 on a, b, c poden ser positius o negatius. L'enunciat de la regla se'ls pot
donar de forma retórica, i no sota l'aspecte de fórmula, que vindria després d'háver-la
assimilada bé, i com a forma simplificada de dir el mateix, pero escrivint menys. La idea

de no fer aparéixer a la pissarra la fórmula —coneguda, és per tal d'evitar
2 a

Que l'alumne vegi a les lletres a, b, c un sentit d'ordre deis nombres que ¡ntervenen en
l'equació, en Iloe de veure el sentit que realment tenen, com a coeficients respectius de la
incógnita al quadrat, la incógnita i el terme independent.
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La práctica continuada de resolució d'equacions de segon grau será la que perme-
trá sedimentar, per una banda, la forma de treballar en un llenguatge algebraic, al ma-
teix temps que reforpará el sentit de les operacions a fer per tal de resoldre-la.

Dins d'aquesta práctica resolutiva, convé teñir presents diverses qüestions. Una
és la de suscitar un cert sentit de comprovació de les solucions obtingudes per l'alumne
(es poden utilitzar enunciáis de problemes per ais quals sois té sentit que la solució
siguí positiva, i on en canvi, formalment, apareguin dues solucions). Una altra corres-

pon a estudiar quines són les condicions que han de verificar els coeficients de l'equa-
ció per tal que apareguin una, dues o cap solució. És convenient, per aixó, partir de
problemes en qué tinguin una clara interpretació les diferents possibilitats que es po¬
den plantejar, com per exemple: Trobar els costats d'un rectangle de perímetre 28, que

tingui d'área 45, 30, 49, 60. Si se'ls fa dibuixar uns quants rectangles d'aquests és fácil
que, abans de resoldre el problema per equacions, ja sápiguen en quins casos l'equa-
ció tindrá una, dues o cap solució, i el perqué d'aixó.

Partint de l'estudi concret de les árees deis rectangles que tenen igual períme¬
tre, es pot dissenyar una classe de forma heurística que condueixi a alguns resultats
elementáis d'álgebra:

Problema de partida: Determinar l'área deis distints rectangles que tenen per pe¬
rímetre 28 (és convenient que els alumnes utilitzin paper quadriculat, per a visualitzar
millor els rectangles i la seva área).

Es pot proposar ais alumnes que dibuixin uns quants rectangles d'aquests, aprofi-
tant per costats els eixos de coordenades.

y

v

< X >

x+y+x+y=28
2y+ 2x = 28

x + y = 14

y = 14 - x

A continuado se'ls pot plantejar que facin una taula de valors on quedi reflectida
la longitud deis costats i l'área corresponent:

X
. y Area

7 7 49
6 8 48
5 9 45
4 10 40
3 11 33

Conjectures:A)L'área máxima sembla que s'obté quan els
dos costats són iguals (cas del quadrat).
B) Sembla que, com més gran és la diferén-
cia entre els dos costats, més petita és l'área.
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Podem intentar d'estudiar la conjectura B) de forma quantitativa, i veure en qui¬
nes quantitats disminueix Tarea a partir de la del quadrat 7x7.

El primer rectangle, de costats 6 i 8, disminueix en 1 unitat.
El segon rectangle, de costats 5 i 9, disminueix en 4 unitats.
El tercer rectangle, de costats 4 i 10, disminueix en 9 unitats.
El quart rectangle, de costats 3 i 11 disminueix, en 16 unitats.
Tot sembla indicar que, en passar del quadrat de costat 7 a un rectangle deis an-

teriors, l'área del rectangle disminueix, respecte a la del quadrat, en la quantitat que
indica la diferéncia entre el costat del quadrat i un deis costats del rectangle, elevada al
quadrat. Així sembla que 5 per 9 sigui al mateix que 7 per 7 menys el resultat de 7 menys
5 al quadrat.

Intentem de provar la conjectura. Formarem, a partir del quadrat inicial de cos¬
tat 7, un rectangle, afegint una certa quantitat a un costat i traient-la de l'altre.

Área del nou rectangle: (7 + a) (7 — a) = 49 — a2

Aixó provaria definitivament les dues conjectures A i B.
D'aquí podríem deduir que, per a multiplicar dues quantitats qualssevol, podríem

fer-ho determinant el quadrat de la semisuma aritmética de les dues quantitats i res-
tant-1i el quadrat de la seva semidiferéncia. És a dir, en forma d'expressió abreujada:

x . y = (
x + y )2 -(

La identitat algébrica anterior pot ser útil com a eina que ens ajudi a resoldre
equacions de segon grau completes. En efecte, recordem que una equació de segon grau
sempre és susceptible d'interpretar-se com una ¡gualtat d'árees, de les quals una és un
quadrat i l'altra (en qué intervé la incógnita) correspon a un rectangle, del qual, com
hem vist, podem referir la seva área en termes d'una diferéncia de quadrats.

En efecte, exposem un exemple qualsevol:
4 5

Resoldre l'equació 3x2 — 4x = 5. Equivalent a x2 — — x = —

Si construissim el quadrat de costat x, i li extraguéssim el rectangle de costat x i 4/3, ens
quedaría un rectangle de costats x i x — 4/3. De fet, la resta geométrica és equivalent a
l'extracció de factor comú x al primer membre de l'equació:

x (x —
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El producte del nombre x peí nombre x — 4/3 és, com hem vist abans, el quadrat de
la seva semisuma menys el quadrat de la seva semldlferéncla, és a dIr:

x + x“ 3- 4
Semisuma: = x — —

2 6

Semldlferéncla:

4_
3 4

4 í2_ 5

d'on, desembarassant ara fácilment la x:

(x--^)2 = <4-)2 + 4 -i-

SI haguésslm treballat amb coeflclents IIteráis, hauríem obtingut la coneguda fór¬
mula per a la resolucló de les equaclons de segon grau.

Encara exposarem una última forma d'obtenlr la fórmula de resolucló de les equa¬
clons de segon grau, ajudant-nos d'una construccló geométrica en qué ¡ntervé el Teorema
de I'altura.

Farem en aquest cas, per abreujar, l'exposlcló deis cálculs en forma literal.

Equacló: ax2+ b x + c = 0

x ( x+ —) +— = 0
a a

El producte de les longituds x I x + —— será el quadrat de l'altura h, al trlangle
a

_ L b
rectangle.ABC, on B pertany a la clrcumferéncia de radi OA, que té de longitud: x +_ •
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Aquest fet, que expressa el Teorema de les altures, sorgelx de la proporclonalltat entre els
catets deis dos triangles semblants ARB ¡ RBC.*

x (x + —) = h2
a

Ara bé, com que h és un catet del triangle rectangle BRO, peí Teorema de Pitágo-
res tindrem que:

h2 = BO2 - RO2

I com que BO és el radi de la circumferéncia que amida x + — tindrem que:
2a

h2 = (X + iL )2 _ ( A )2
2a 2a

O siguí que l'equació inicial és equivalent a aquesta:

<x+ A )2-( A )2 + ^
2a 2a

I d'aquí, com sempre, ja apareix la coneguda fórmula.
La inclusió d'algunes diferents possibilitats d'obtenció de la regla general per

a resoldre l'equació de segon grau no ha estat feta pensant que qualsevol d'elles pot
ser didácticament encertada. Es mes, és molt possible que cap d'elles no siguí recomana-
ble i prou convincent. Dependrá en molts casos del taranná de la classe, la forma d'es-
collir el camí més convenient per a aproximar-nos a la resolució de les equacions de
segon grau. La nostra opinió és que no és gaire ¡mportant demostrar la fórmula, demos¬
trado que al cap i a la fi acabará en el racó deis oblits. El que és realment essencial en tot
aixó és que els alumnes es vagin aproximant paulatinament ais recursos algébrics i al
llenguatge de l'álgebra, que aprenguin a discernir i a discórrerentrelavarietatdeproblemes
resolubles, a partir del bon ús d'un llenguatge unificat. La validesa d'una regla de resolució
vindrá molt més donada peí seu bon funcionament ais problemes i a la trobada de solu-
cions coherents amb l'enunciat del problema, que no pas per la convicció que pugui
despertar una demostració lógica en un moment determinat.

♦ Aquest procediment es basa en la manera que els grecs quadraven árees rectangulars de cos-
tats a I b, a partir de cercar una magnitud x que fos mitja proporcional (geométrica) d'a i b
[mal millor emprada la paraula geométrica!]. Aquesta forma de procedir permetia resoldre
el problema de "donat un quadrat, trobar un altre d'área doble", sense més manlpulació que
la que resulta d'utilltzar el regle i el compás. Aquest problema tant senzill, pot ser Inspira el
famós problema del Oracle de Delfos "donat un cub trobar-ne un altre de volum doble".
Com se sap, aquest problema ja no és resoluble amb sois el regle I el compás, I és equivalent
a "donades dues magnltuds a i b, Intercalar altres dues x i y, tais que formin mitja propor¬
cional amb a i b". Aquest famcSs problema condui'als grecs a ¡nteressar-se per l'estudi de les
seccions cóniques, que resolien geométricament el problema de trobar x i y, mltjes propor¬
cionáis d'a I b. El lector ¡nteressat a la qüesticS trabará un estudi aprofondit dlaquest proble¬
ma i les seves conseqüéncies matemátiques, al volum 11 d'aquest Ilibre, actualment en elabo¬
rado.
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Per últim, ¡nsistirem en un fet de capital importancia: l'éxit en l'adquisició del
llenguatge algébric i les seves técniques dependrá en gran mesura del contingut semántic
que haguem estat capapos de donar a les entitats abstractes i simbóliques que hi in¬
tervenen. L'assimilació del llenguatge algébric i de les seves técniques ha de ser forpo-
sament lenta, i tota precipitado en aquest camí d'aproximacions successives pot deixar
incrustáis en els alumnes vicis o detectes d'operativitat que després será molt difícil
de corregir. La sistematizado i formalizado final d'aquesta álgebra elemental sois
s'hauria de donar quan ja s'han comprés molt bé tots els mecanismes i operacions concre¬
tes que hi intervenen, a forpa de traduir molts fets i relacions al camp de les magniuds
geométriques. En aquest tema, mes que en cap aire, la pregunta que sovint no fan els
nois: i aixó, per qué?, I'hauria de fer el professor, a fi que cap operació algébrica no quedi
buida de significat i relegada al camp deis automatismes inexplicables.

278



CAPÍTOL 19:

LES FORMULES DE LA COMBINATORIA

La Combinatoria és un deis temes més peculiars de 1er de BUP. Les seves formules
serán, possiblement, les més conegudes i memoritzades de tot el curs, sent, al mateix
temps, les que menys rendeixen quan cal aplicar-les a la resolució de problemes concrets.
Enfront d'elles, cada classe o grup d'alumnes es divideix en dos conjunts perfectament
diferenciáis, sovint dissimétrics. El minoritari entén des del primer moment de qué va
el rollo, i els problemes d'aplicació directa de les formules l¡ resulten trivials i els resol
instantániament. El majoritari, en canvi, mai no arriba a entendre per quin misterios
caprici cal distingir les permutacions de les combinacions o de les variacions; la capacitat
d'aprenentatge d'aquests alumnes sembla quasi nul.la, i romanen bloquejats davant deis
problemes més senzills, sense poder dir altra cosa que "no sabem si el problema és de
combinacions o és de variacions".

El problema básic, aquí, és la capacitat combinatoria, entesa com la capacitat per
a construir metódicament les diferents possibilitats (combinacions, variacions, etc.)
que apareixen en el problema que es té a les mans. Fer-ho metódicament vol dir fer-ho
de manera que hom acaba el procés amb la seguretat que cap possibiIitat no ha estat
oblidada. Quan parlem de construir ens estem referint o bé a una construcció real, mani-
pulativa, de les combinacions, variacions, etc., que deriven d'un petit nombre d'ele-
ments a combinar, o bé a una reconstrucció virtual, lógica, del procés que proporcio¬
naría la total i tat de combinacions, variacions, etc., quan aqüestes formen conjunts
nombrosos. La descripció del métode concret que vam utilitzar en una série de clas-
ses per a introduir alguns conceptes i formules combinatoris potser permetrá entendre
millor com concebem nosaltres els problemes didáctics reais que cal plantejar-se en
aquest tema singular.

Les permutacions. La introducció de n!

Escrivim a la pissarra les quatre lletres A B C D, i preguntem ais alumnes de quantes
maneres diferents es poden ordenar. Com que els nombres que donen són clarament
aleatoris, exigim que els justifiquin amb algún raonament o, si més no, amb una compro-
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vació empírica. Comencem a escriure a la pissarra les ordenacions que dicten. A ningú no
se li acut de procedir sistemáticament. Alguns nombres els són particularment simpátics,
el 16, el 20, el 22, i s'hi deturen. Pero, sempre, algún d'ells troba una nova ordenació.
Amb les 24 permutacions desordenament escrites a la pissarra, preguntem per qué ara
están segurs que hi són totes i que ¡a no se n'obliden cap (com se n'oblidaven en aturarse
a 20. La resposta que anem buscant és del tipus "que comencln (o acabin) amb A només
h'hi ha 6, i el mateix passa per la B, la C i la D". Es la possibilitat de procedir així, siste¬
máticament, (procedir realment o concebre la possibilitat de procedir ¡ntel.lectualment
així) alió que permet distingir distintament el mecanisme de formació de totes les permu¬

tacions, i, en particular, el mecanisme de formació d'una per mutació.EI que cal potenciar,
en ensenyar Combinatoria, és precisament aquesta actuació metódica que permet imagi¬
nar, correctament, les 120, ó 720,... permutacions de 5, ó 6,... Iletres, és a dir, totes les
possibilitats de cada problema en qüestió. Subratllem, pero, que cap alumne no va enten-
dre la nostra pregunta.

A continuado, vam escriure a la pissarra les 5 Iletres A B C D E, i els pregun¬
taren! quantes ordenacions existeixen d'aquestes 5 Iletres. Respongueren, com abans, nom¬
bres més o menys a l'atzar: 48, 60, sense que ningú no s'enfilés per damunt del 100. En
aquest moment vam intervenir per introduir la idea de métode: "Quantes comenparan per
A? I per B?". Els millors de la classe van respondre, rápidament, que n'hi ha tantes que
comencin per A com n'hi ha que comencin per B (encara que nosaltres no els havíem pre-
guntat aixó). Sense insistir massa en la justificado d'aquest punt, vam preguntar quin era
el nombre d'ordenacions que comenpaven per una Metra flxa. Sense resposta. Preguntem,
aleshores, el nombre d'ordenacions que comencen per E (a la pissarra encara están es¬
crites les ordenacions de ABCD). Sense resposta. Proposem de trobar, escrivint-les una
a una, totes les ordenacions que comencen per E. Demanem ais alumnes que les vagin dic-
tant, i, sense esborrar res de la pissarra, comencem a escriure.

E A B C D
- A B D C
- A C B D
- A C D B

Quan n'hem escrites 5 ó 6, preguntem "Aixó no us recorda cap cosa? No sabeu en¬
cara quantes comencen per E?". Sense resposta. Fem les mateixes preguntes, amb el ma¬
teix resultat, quan hem escrit 8 6 9 ordenacions més. Finalment, quan anem per les 12 o
14, es produeix una mena de reacció en cadena, en la qual acaba participant quasi to¬
ta la classe; llavors ells matelxos s'admiren de la trivial itat que tant els ha costat descobrir.
"Quantes ordenacions existeixen?", "120", responen prácticament a cor.

Esborrem la pissarra i escribim ABCDEF. Hi ha un grup que ja ha "vist" l'estruc-
tura del problema i respon, després de fer la multiplicado, que 720 és el nombre d'or¬
denacions que hom pot fer amb aqüestes Iletres. Per la majoria de la classe, pero, la
generalizado no és tan immediata. Refem, amb 6, el camí fet amb 5 Iletres: el nombre
de les que comencen amb A és igual al de les que comencen amb B, etc.; a continuado,
"Quantes comenparan amb F?", etc. Després d'aixó vam escriure ABCDEFG; el mateix
grup d'abans respon, sense vacil.lar, amb el temps just de fer la multiplicado de 7 per 720,
5040. Els altres segueixen, pero és evident que l'estructura de la qüestió els queda gran.

Sens dubte, aquest és el moment de fer una parada en el procés de generalizado.
Cal oferir al grup majoritari l'análisi de problemes que no superin el grau d'abstraccio

280



ja assolit. En la classe que transcrivim no ho vam fer aixf, sino que vam continuar cap
a la noció de n!

Una observado interessant que es pot fer a posteriori és que una de les dificul¬
táis que els alumnes van haver de vencer en el procés que ara explicarem fou la fixa-
ció en el nombre concret. Fins ara, l'alumne ha treballat calculant resultáis concrets
de les qüestions que li posavem. A partir d'ara l¡ comencem a demanar que doni res¬

postes ¡ndicades. Fins que l'alumne no s'adona d'aixó, el pensament li funciona travat
per l'obligació que creu que té de continuar donant nombres concrets. Per aixó no se li
acudirá, quan li preguntem quantes ordenacions pot formar amb 20 lletres, de contestar
20.19.18.17...: aixó no és un nombre conegut! Es pot observar, finalment, que si passem
de 7 lletres a 20 lletres, l'alumne es veu obligat, de cop, a raonar sobre hipótesis en
lloc de fer-ho sobre dades concretes. Quan es pregunta peí nombre d'ordenacions de 8 lle¬
tres, i és conegut el nombre de les de 7, la resposta és directament calculable. Quan
preguntem, de cop, peí nombre de les de 20, cal pensar: suposant que de 19 n'hi hagi N,
de 20 n'hi haurá 20N. Aqüestes foren les dificultáis amb qué várem enfrontar els alumnes
en preguntar-los directament quantes ordenacions podrien construir amb 20 lletres.

Al grupet que havia seguit bé el desenvolupament fins aleshores se li va acudir que
el nombre demanat era 20 peí nombre d'ordenacions de 19 lletres, peró es va aturar
aquí. Várem preguntar, aleshores, peí nombre d'ordenacions de 19 lletres, i várem om-

plir la pissarra així:
n° ordenacions 20 lletres = 20 x n° ordenac. 19 lletres

n° ordenacions 19 lletres = 19 x n° ordenac. 18 lletres
n° ordenacions 18 lletres = 18xn° ordenac. 17 lletres

Vam arribar a escriure així la igualtat corresponent al nombre d'ordenacions de 5
lletres!

Aixó, peró, encara no els va permetre de donar una resposta sobre el nombre
d'ordenacions de 20 lletres. A partir del

n° ordenac. de 5 lletres = 5 x 24
vam obtenir, sempre lluitant contra els resultats concrets

n° ordenac. de 6 lletres = 6 x 5 x 24
n° ordenac. de 7 lletres = 7x6x5x24

A partir del 10 ó l'11, van respondre que el nombre d'ordenacions de 20 lletres
seria 20 x 19 x 18 x. (vam escriure tots els factors). x 5 x 24.

Aleshores, vam explicitar que el nombre d'ordenacions de 4 lletres sortia 24 per¬
qué 24 = 4 x 3 x 2, i que teníem, per tant, el resultat bonic

n° ordenac. de 20 lletres = 20 x 19 x 18 x 17 x... (Idem)...x 5 x 4 x 3 x 2
A partir d'aquí va resultar immediat generalitzar per a un nombre qualsevol de lle¬

tres. Els vam demanar, aleshores, que calculessin els resultats corresponents a 2, 3,...,
12 lletres ¡ que fessin amb ells una taula. Amb ella a les mans, vam comentar que els
nombres creixien molt rápidament i que, per aquesta raó, hom útilitzava una notació es¬
pecial: en lloc d'escriure 20 x 19 x 18 x ... x 3 x 2, s'escriu 20!, símbol que es llegeix
factorial de 20" ó "20 factorial", i que significa exactament el mateix que els produc-

tes esmentats.

A las classes següents vam proposar ais alumnes nombrosos problemes amb aquesta
estructura multiplicativa combinatoria, i en particular problemes on calia truncar la
serie multiplicativa (problemes de variacions). Paral.lelament, vam fer els clássics proble¬
mes de simplificacions i expressions amb quocients de factorials: "Simplifiqueu

10!

8!
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——gj—— , etc.", "Expresseu com un quocient de factorials 5 4 ^ , etc.", etc.
Com és evident, a tot el que hem fet fins ara no han aparegut per res els símbols

literals. No per aixó, pero, es pot dir que els alumnes no hagin entes l'estructura gene¬
ral de les permutaclons. Es evident, pensem nosaltres, que els alumnes l'han entesa molt
mlllor d'aquesta manera que no l'haguessln poguda entendre a partir d'una exposlció so¬
bre el nombre d'injeccions d'un conjunt amb m elements en un conjunt amb/7 elements,
etc. Com ja hem dit en un capítol precedent, el problema que hi ha darrera d'una fórmula
amb parámetres no és el de la generalitat del resultat que descriu, sino el de la relació
entre ella matelxa ¡ els seus significáis concrets. És així que cal plantejar-se la seva didácti¬
ca. La ¡ntroducció de les formules va ser, en el nostre desenvolupament, l'últim nivell a

qué vam fer treballar els alumnes.

Les combinacions. Els nombres combinatoris

En un primer moment, vam plantejar el problema de trobar els grups o subconjunts
de 2, 3 i 4 lletres a partir de A B C D E. En aquesta primera fase manipulativa, de recomp-
te empíric, vam relacionar els nombres (iguals) obtinguts de subconjunts de 2 i de 3
assenyalant el carácter complementari deis conjunts de les dues classes. El mateix vam fer
amb els subconjunts de 4 i d'1 lletres. No vam fer cap mena d'explicitació simbólica de la
qüestió.

La ¡ntroducció de la vam recolzar en un problema extret del Ilibre de Glay-

mann i Varga Les probabilitats a l'escola. La situació-problema de partida era la següent:
Disposem de 5 boles, cada una d'elles amb una de les lletres A B C D i E, i disposem
també de tres caixes numerades 1, 2, 3. De quantes maneres es poden col.locar 3 de les
5 boles, una dins de cada caixa?

Els alumnes, aprofitant el que ja sabien, van calcular fácilment el nombre 5x4x3.
Aleshores vam introduir una nova perspectiva: "De les lletres ABCDE, agafem A C i D.
Aqüestes 3, de quantes maneres les podrem col.locar en les tres caixes?". La resposta
6 no els va costar. "Si en Iloe de ACD, agafem ABE, de quantes maneres les podrem
col.locar en les 3 caixes?". A partir d'aquí, els vam preguntar si se'ls acudía un altre camí
per a calcular el nombre total de maneres de colocar 3 de les 5 boles dins les 3 caixes,
i van constatar que aquest nombre l'haguessin pogut trobar multiplicant 10, el nombre de
grups de 3 lletres que havien format a partir de ABCDE, per 6, que és el nombre de dis-
tribucions que cada grup proporciona.

El pas següent consisteix a plantejar la mateixa situació a partir de 6 lletres. Primer
van calcular 6 x 5 x 4, i després se'ls va demanar que indiquessin com podrien obte-
nir aquest mateix nombre d'una altra manera. En un primer moment, van anomenarx el
nombre de grups de 3 lletres que obtindrien de ABCDE i F (no els vam deixar que el
trobessin empíricament) i escrivien

6x5x4=6x

La pregunta següent va ser, evidentment, quant valia x.
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A continuado, vam explotar la mateixa situació amb 20 lletres, cosa que els va
conduir a

20 x 19x 18 = 6 x

En aquest moment va ser quan vam introduir el simbolisme

per indicar el nombre de grups de 3 lletres que hom pot formar a partir de 6, 20, 5,...,
lletres. La fórmula que obtenen fácilment és

)- 20 x 19 x 18

El pas següent será l'obtenc iÓde(24°) ■( , etc., pas en el que ja l'analogia fun¬

ciona a favor del procés d'aprenentatge. Renunciem a la descripció detallada de la serie
d'observacions amb qué aquest conclou.

La formalització

Cal saber explicar ais alumnes que están recorrent diferents etapes. Cal dir a classe
quan n'acaba una i en comenga una altra, ajudant-los a captar les diferencies d'orientació i
perspectiva que regeixen cada una d'elles. En particular, després d'haver resolt problemes
concrets de permutacions, combinacions, etc., quan arriba el moment d'introdulr les
formules pertinents, cal explicar-los que fins aleshores s'han familiaritzat amb uns concep-
tes nous, han aprés a reconélxer-los en situacions diverses i han aprés nous métodes de
comptar, i que ara cal saber resumir tot aixó per mitjá del llenguatge algebraic.

Quan s'escriu a la plssarra
n! =

ais alumnes no els sol ser difícil contestar n(n — 1) (n — 2)..., expressió que hom pot
completar ¡ndicant que el costum és posar al final ...3.2.1. És interessant subratllar que,
en escriure espontániament aquesta fórmula, obliden els paréntesis (posen: n.n—1 .n—2...).
Aixó no vol dir que els alumnes no saben qué escriuen. Per ells, el significat d'alló que
han escrit és claríssim, i poden utilitzar correctament la fórmula, mal escrita, sense
equivocar-se. El professor ha d'intervenir, pero només per tal d'advertir-los que la con¬
venció ja adoptada és una altra.

Resulta bastant més difícil d'obtenir la fórmula n(n — 1)...(n — p + 1), a cau¬
sa del factor n — p + 1. La resposta que donen els alumnes per a expressar simbólica-
ment el nombre de variacions és n (n - 1)...( n - p). Aixó fa molt interessant entrete-

p factors
nir-se a l'estadi simbólic intermedi 'n(n - 1) (n -2)..., i plantejar com un problema
(comparant la seva fórmula amb els valors numérics concrets que ells saben calcular
correctament) que trobin la fórmula correcta i completa.

Obtingut tot aixó, cal proposar exercicis del tipus "Simplifiqueu

n! n! (m—1)1
(n+ 1)! ' (n+ 2)!(m+ 1)1 '
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etc.", "Expresseu com a quocient de factorials etc.". Cal que obtinguin, finalment, la fór-
n (n— 1 (n—2)...(n—p + 1)

p!
a partir de la qual caldrá tornar sobre els resul¬

táis

que conelxen prévlament apllcats a valors concrets.

Comentan

Com ha demostrat Piaget (cf. De la logique de l'enfant a la logique de l'adoles-
cent, pp. 274-278), la capacitat combinatoria aparelx ais estadls fináis del desenvolu-
pament de les estructures de la intel.llgéncia. Tant és alxí, que la presencia d'una capa¬
citat combinatoria plenament desenvolupada es considera una característica Innegable
de la intel.llgéncia adulta, de la intel.ligéncia que ha assolit el seu estadi final de desenvo-
lupament. La capacitat combinatoria és, per tant, ¡nensenyable. És el fruit de la madura¬
do autónoma de les estructures Intel.lectuals i, mancats com estem ara d'un conei-
xement prou precísdels mecanismes d'aquesta maduració, no podem sino aprofitar-nos-en
quan apareix, donant-l¡ "material" sobre el qual pugul exercitar-se. Només podem fer
que aquells individus que ja tenen capacitat combinatoria la desenrotllin com mes millor
i la útilitzin des del punt de vista matemátic. Pero mai no podrem aconseguir que un ¡n-
dividu que encara no tingui aquesta capacitat arribi a "entendre" la Combinatoria. En
aquest sentit es pot dir que el seu ensenyament és el menys didáctic de tots els proble-
mes didáctics.

Qué es pot fer, dones, amb la Combinatoria? Una cosa que es pot fer és endarrerir-la
com més millor dins del programa de 1er de BUP. El desenvolupament ¡ntel.lectual no és
lineal respecte al temps, no té un creixement regular. Procedeix més aviat per esglaons:
a un interval de temps de maduració lenta en segueix un altre de maduració rápida, en
el qual, en poc de temps, cristal.litzen tota una série d'estructures i possibiIitats lentament
preparades a l'interval anterior. La diferéncia de 6 mesos entre el comencament i el final
del curs és suficient per a repescar alguns alumnes.

Una segona cosa que es pot fer és abandonar el llenguatge de les aplicacions per
a definir els conceptes combinatoris, i, sobretot, per a demostrar les formules esmen-
tades. La interpretació de les variacions i permutacions com a aplicacions injectives
no és sino una interpretació. Donar-los-la com un punt de referéncia básic, com un
concepte clau que els permetrá de manejar correctament els conceptes combinatoris, és
enganyar-nos i enganyar-los.
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CAPÍTOL 20:

CONCLUSIONS GENERALS

Una metodología per a l'ensenyament de l'álgebra elemental

i) Hem v¡st que el naixement ¡ el desenvolupament de l'álgebra simbólica té lloc
d'una forma molt lenta i poc sistemática. Els avenpos conceptuáis no es feien orde-
nadament, per temes, sino globalment, per evolució simultánia de la perspectiva i de les
técniques amb qué aquests eren tractats. L'álgebra (arte mayor) concebuda com a part
superior de l'aritmética (arte menor), es va formar ¡ va evolucionar com un llenguatge
específic i unes técniques universals escaients per a la resolució de problemes. Aquí hem
propugnat la conclusió que la introducció del llenguatge d'equacions cal que siguí l'es-
tadi final d'un procés de resolució directa, purament aritmética, d'una gran varietat
de problemes de planteig.

ii) Hem v¡st que el cálcul amb incógnites, l'estadi primer del cálcul literal, no
apareix quan l'aritmética deis nombres ja está ben constituida, sino que ambdues coses

sorgeixen de forma entrellapada. Hem assenyalat al cap. 17 com poden potenciarse, d¡-
dácticament, la introducció simultánia del cálcul radical i el cálcul amb incógnites.

iii) Des del punt de vista de l'exposició deis conceptes i de la introducció de les
regles del cálcul, hem vist la importancia decisiva que a la primera época de l'álgebra tenia
referirlos a exemples concrets I particulars, així com l'abséncia de definicions i descrip-
clons generáis o generalitzants. Aixó ens ha permés de reflexionar sobre el carácter
didácticament no necessari d'aquests factors (que pot ser oposat, sense contradicció, al
seu carácter imprescindible des de la perspectiva de l'organització sistemática deis coneixe-
ments).

iv) Els coneixements algébrales propis d'aquesta etapa admeten amb prou feines un
tractament específicament teóric. 'La teoría d'aquests coneixements no necessita cap apar
tat propi, sino que forma part, de manera natural, de la resolució de tipus diferents de
problemes. Des del punt de vista de la motivado, aixó té l'avantatge que es pot mante-
nir el desenvolupament del tema a les mans deis propis alumnes.

v) Les identitats algébriques notables, (a + b)2 = a2 m 2ab -t- b2; a2 — b2 =
(a + b) (a - b),... no sorgeixen en el marc del desenvolupament del cálcul literal. Aquest
matelx apareix com un fenomen molt complex, de desenvolupament lent, que tarda
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150 anys a assolir la seva forma final. La introdúcelo de formes primitives de cálcul sim-
bólic es fa a partir de referents i models molt concrets. Didácticament, cal aprofitar
els esquemes geométrics senzills, tant per a les identitats anteriors com per al primer
tractament de la teoría d'equacions. Tot fa creure, psicologicament, que la imaginació
visual d'entitats abstractes és un deis recursos ¡ntel.lectuals mes básics i potents. La
component intuñivo-geométrica deis primers treballs histories, en camps tan diferents
com les liéis de caiguda deis cossos (Galileo), el cálcul infinitesimal, o la primera demos¬
trado del teorema general de l'álgebra (Gauss), no faria sino corroborar aquesta hipótesi.
Seria, per tant, un greu error didáctic no aprofitar aquest recurs per introduir l'alumne en
el llenguatge algebraic.

vi) Des del punt de vista de la utilització del llenguatge algebraic, qualsevol precau-
ció és poca. De fet, la concepció d'aquest com un cálcul formal, rigorós, um'voc, que
serveix d'esquelet al raonament, és un resultat molt refinat, que cal distingir acuradament
d'una primera manipulado deis símbols necessaris per a resoldre equacions i tractar amb
quantitats radicáis. Aquesta primera manipulado deis símbols, limitada en la seva capaci-
tat de rigor, univocitat, etc., ha d'anar acompanyada de la utilització de regles retoriques.
Aqüestes són l'antecedent natural de les formules simbóliques, i asseguren la correcta
assimilació d'aquestes darreres en un estadi posterior.

vii) Un aspecte del desenvolupament historie de l'álgebra, que ¡Ilumina un punt
clau i delicat del seu ensenyament, és el lloc que en aquest desenvolupament correspon
a les propietats de les operacions aritmétiques i algebraiques. L'énfasi que actualment
se'ls dona és una conseqüéncia directa de la importáncia desproporcionada que han pres
les estructures algebraiques. És ben bé paradoxal que de conjunts (els numérics, els de
polinomis i fraccions algebraiques) deis quals els alumnes coneixen, o malconeixen, quatre
propietats elementáis, es doni a corre-cuita la caracterizado com a estructura algebraica,
quan és evident que, ais nivells no universitaris, aquesta no aporta ni afegeix res a cap
d'aquests conjunts. D'altra banda, no és menys cert que demostrar la commutativitat, etc.
de la suma o el producte, a l'alumne que n'aprén uns algorismes que la pressuposen,
resulta una estranya subtilesa, si no un contrasentit. Hem de teñir present que l'alumne
no adquirirá una visió matemática, des del punt de vista de la lógica i de l'estructura-
ció interna de les matemátiques, fins no haver assolit un estadi relativament avanpat de
coneixements, i que no és convenient escamotejar-l¡ la intuido previa que es pot for¬
mar ell mateix de la unitat estructural de les matemátiques.

Algunes pautes generáis

Les anteriors observacions poden ser un punt de referencia per a un bon enfoca-
ment de l'aprenentatge de l'álgebra, aprenentatge que requeriría una profunda reestruc¬
turado i un canvi de perspectiva respecte a las coordenades actuáis, sobretot quan po-
dem constatar que, en aquest capítol, és patent el fracás de la majoria deis nostres alum¬
nes. Per altra banda, creiem que el desenvolupament concret de l'estudi de les matemáti¬
ques hauria de venir donat per certes característiques que conformen tot procés d'apre-
nentatge, i que haurien de presidir l'activitat quotidiana a la classe.

i) Un ensenyament cíciic

És evident, deien (i diuen), que ara ja totés veritat, ara ja es pot acabar amb aquest
ensenyament insatisfactori. No cal sino oferir ais estudiants el sistema deductiu inundat-
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de veritat indubtable que, per aixó mateix, cap ¡ntel.ligéncia normalment constituida no

pot deixar d'entendre. El que está funcionant al darrera d'aquesta creenga és una concep-
ció primitiva del coneixement, o dit amb més precisió, de l'adquisició del coneixement. És
una concepció segons la qual n'hi ha prou de desenrollar pas per pas els raonaments ver-
taders davant del deixeble, perqué la seva ¡ntel.ligéncia els copsi com a tais, i els fací seus,
tot d'una. Així es concep l'adquisició del coneixement com un acte puntual, i no gradual.
Les nombroses recomanacions que fan tots els psicólegs (recomanacions que la UNESCO
ha recolIit, i que ádhuc es troben a les orientacions legáis espanyoles sobre els programes
d'E.G.B. i de B.U.P.) sobre la conveniéncia que l'ensenyament sigui cíclic, responen a la
consciéncia que actualment es té que qualsevol coneixement no s'adquireix sino gradual-
ment, mai de cop, sempre com a resultat d'un procés. Aquesta és una adverténcia que mai
no es fará massa vegades a un matemátic: res no s'aprén de cop, tot cal veure-ho des de
diferents angles i perspectives per arribar a conéixer-ho bé.

Aqüestes consideracions, valides en general, encara són més manifestes en el tema
que hem tractat. En efecte, la majoria de capítols de l'álgebra són de prou envergadura
¡ntel.lectual per a no poder-ios presentar d'una vegada per totes. Si pretenem que l'alumne
vagi assimilant de forma consistent les eines algebraiques, caldrá anar treballant per
etapes. Només a l'etapa final, superades fases intermédies els continguts de les quals
hauran estat adaptats al desenvolupament ¡ntel.lectual deis alumnes i al seu grau de
domini de certs automatismes, es podrá arribar al domini algebraic que avui s'exigeix
després de tres mesos de classe. Aquesta forma de procedir, que s'ha convingut a anomenar
ensenyament cíclic, creiem que és la més oportuna per a desenvolupar aquests temes.
Obviament, tal opció comporta estructurar els programes, no des d'un punt de vista de la
rígida divisió de temes tradicionals: álgebra, análisi, geometría,..., sino per unitats funcio¬
náis i flexibles, que s'adaptin al desenvolupament de la psicología intel.lectiva de l'alumne.

i i) Un ensenyamen t heurístic

Limitar l'ensenyament de les matemátiques a l'exposició deis temes per part del
professor és condemnar l'alumne a la més absoluta passivitat, potenciant-li al máxim
l'actitud del televident. És esperar de l'alumne l'assentiment de les veritats que el professor
va exposant a la pissarra, amb la fe que la ¡ntel.ligéncia, posada davant d'uns raonaments
certs, els veu, els reconeix com a tais, i ja está tot fet. Tant els resultáis de les investiga-
cions psicológiques com la práctica diaria a classe fan veure que aixó no és veritat. Sense
l'activitat de l'alumne, sense la seva participació directa, sense la reconstrucció o reelabo-
ració propia, cap coneixement no passa a formar part del seu bagatge ¡ntel.lectual.

És massa simplificador (i cómode peí professor) concebre l'adquisició de coneixe-
ments com un acte purament ¡ntel.lectual, com un acte on no intervé sino la intel.ligén-
cia. Es dubtós que l'esforp que costa assolir qualsevol saber sigui simplement el resultat
d'un amor desinteressat cap a la veritat. El que és segur és que aixó, una disposició d'aques-
tes, no és la norma general, ni tan sois la majoritária, a les classes de B.U.P. La actitud
d un alumne cap a una assignatura queda determinada per molts factors, i un deis que
menys pesa, contráriament a alió que l¡ acostuma a passar al professor, és la satisfacció,
l'hipotétic plaer derivat de la contemplació de l'harmonia de la teoría estudiada. Aixó és
aixi, entre altres coses, perqué molts cops es pretén que els alumnes contemplin belleses,
harmonies i veritats que ultrapassen ámpliament els seus mares de referéncia i d'interessos.
L interés de l'alumne será tant més viu, com més a prop deis seus interessos estigui l'objec-
te d'estudi, i el primer pas per a aconseguir aixó consisteix a traslladar l'objecte d'estudi,
de la pissarra i del professor, al quadern de treball i a l'alumne.
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Si volem que el procés d'aprenentatge siguí actiu i que l'alumne redescobreixi el
teixit matemátic que comporta I'álgebra, convindrá no presentar cap teoría feta i elabo¬
rada des de tora del treball de l'alumne, ni tan sois unes regles de resolució. Haurem,
en tot cas, d'oferir una Mista de problemes ben elegits, i tais que l'aprofundiment deis
mateixos permeti generar els recursos algébrales que mes endavant pendran eos en la teo¬
ría. Les definicions i les demostracions formáis, en una primera etapa, ni han d'aparéi-
xer, sino que s'han de convertir en l'última baula de la cadena de raonaments emprada
pels alumnes. En una paraula, han de fer la seva aparició en el moment en qué, després
de moltes manipulacions concretes, s'imposi fer una mica d'ordre en totes aquelles coses

que han anat apareixent peí camí, i que tenen a veure les unes amb les altres. I ara que
hem parlat de definicions, potser no estaría de mes recordar el que deia Poincaré quan es
referia al paper que fan en l'ensenyament primari i secundari: “Una bona definido, a
l'ensenyament, és la que ha estat compresa pels alumnes, i no aquella construida d'una
forma lógica i completament rigorosa".

iii) Un ensenyament ¡nterdisciplinar

El desenvolupament de les matemátiques ha estat, i está, profundament determinat
pels problemes que resolien fora d'elles mateixes. Problemes que han estat, sovint, l'estí-
mul fonamental en la constitució de moltes de les seves branques. Plantejar l'ensenya¬
ment de les matemátiques partint directament d'aquests problemes (que no mencionant-
los com a aplicaclons) és donar ais alumnes una visió molt més real del desenvolupament
general del coneixement cienti'fic, i comporta, a més, l'aprofitament d'una infinitat
de recursos i solucions per a l'important problema de la motivació. Pensem que les mate¬
mátiques no poden reduir-se a un conjunt de técniques concretes, especialment ais estu-
dis secundaris, on han de ser básicament formatives. Que un estudiant sápiga derivar fun-
cions i coneixi les regles per les quals es regeix el cálcul de derivades no vol dir que com-
prengui el tema de la derivació. Les técniques matemátiques són l'últim esglaó de tot un
procés intel.lectual, procés que comenpa per plantejar-se qüestions i problemes a resoldre,
i que segueix a la recerca, per aproximacions successives i intuitives, de nous conceptes
que amplíen el marc teóric en qué incidien els problemes plantejats.

iv) Un ensenyament adaptat al nlvell Intel.lectual deis alumnes.

Una condició imprescindible per a aconseguir que les matemátiques tinguin real-
ment la capacitat, que el tópic generosament els atorga, de formar les intel.ligéncies
deis nens i deis nois és que escollim els continguts, i que adaptem el seu tractament
al nivell intel.lectual deis alumnes ais quals van destináis. Si volem que les classes de
matemátiques no siguin, com ara majoritáriament són, les que recu lien més fracassos
escolars I les que provoquen més esveraments i esgarrifances, si volem que siguin el factor
poderos d'estímul intel.lectual que tothom, alegrement, considera que són, aleshorescaldrá
pensar les nostres classes en funció deis alumnes que hi tenim, i no pas del tractament
deductiu, formalista i rigoritzant que organitza les matemátiques universitáries.

Saber perdre el temps és, sovint, la millor manera de guanyar-lo. Es una frase
ben coneguda, que té un significat especial aplicada al nostre cas. Hem parlat moltes
vegades de les precaucions i de la lentitud amb qué cal introduir certs conceptes i no-
tacions. Són adverténciees absolutament necessáries que cal oposar a la preocupado (del
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tot apedagógica) per a incrementar de qualsevol manera el nombre de coses que ensenyem.

L'ensenyament que proposem será possiblement més lent, en alguns moments, que el
tradicional i habitual. També será molí més ben aprofitat.

* * *

Un ensenyament viu, formador, ha de preocupar-se per transmetre la visió pluri-
dimensional del que les matemátiques han estat i són. Mai no hauríem d'oblidar que han
de ser molt més un factor que contribueixi a l'educació deis qui les estudien, que no

pas un obstacle enutjo's per a solitaris corredors de fons. Amb aquest esperit hem escrit
aqüestes págines.
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CAPÍTOL 21:

COL.LECCIÓ DE PROBLEMES, AMB L'AUTOR, OBRA I ANY

Els problemes que el lector trobará aquí recollits ho han estat en fundó d'un do¬
ble criteri: el seu Interés historie i la seva possible utilització com a material de classe. Els
problemes vénen classificats per autors, ordenáis cronológicament, amb excepció d'uns
pocs que tenien, en algún sentit, una relleváncia especial. En el cas d'enunciats extrets
d'obres catalanes i castellanes, hem respectat l'ortografia i puntuació arcaiques deis
origináis.

Alguns Problemes Singulars

DIOFANT: La potencia deis raonaments aritmétics (s. 2)

Enunciat i resolució del Problema III del Lllbre VI de /'Aritmética de Diofant.
Transcriurem íntegrament la resolució que presenta Diofant per tal de posar en relleu
l'enginy de qué fa gala, la potencialitat deis seus métodes, i la forma retórica d'expres-
sió que usa. Per la nostra parí ens llmitarem a clarificar, mit/anpant alguns esquemes
i equacions, els passos clau de la resolució.

Trobar un triangle rectangle de tal forma que el nombre de la seva área, augmentat
d'un nombre donat, esdevingui un quadrat.

Suposem que el número donat siguí 5 unitats, i considerem el triangle proposat,
de costats: 3 aritmes, 4 aritmes i 5 aritmes [Per Diofant aritma és equivalent a I ac¬
tual incógnita x] Llavors el número corresponent a l'área augmentat en 5 unitats, esdevé
6 aritmes quadrats més 5 unitats, que haurá de ser, ell mateix, un quadrat [6x2 + 5 —
P2]. Igualem-lo a nou quadrats d'aritma; eliminem els termes semblants, i ens resta: 3
aritmes quadrats iguals a 5 unitats [per p2 = 9x2, 6x2 + 5= 9x2;5 = 3x2].Cal que la
relació terme a terme siguí la corresponent a un nombre quadrat, i estem necessitats de
trobar un triangle rectangle, així com un nombre quadrat, de tal forma que aquest qua¬
drat, disminuít de l'área del triangle, formi la cinquena part d'un quadrat, ja que el
nombre donat és 5 unitats. [Diofant posa en relleu com ha de ser l'área i el nombre
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quadrat perqué l'equació que se'n derivi tingui solució: si A = Área i p2 — nombre
quadrat, llavors Ax2 + 5 = p2 x2; (p2 — A)x2 = 5, i es té que: p2 — A ha de ser 1/5 d'un
quadrat\

Formero un triangle per mitjá d'un aritma [nova incógnita] i i'invers d'un aritma;
el nombre d'área esdevé un quadrat d'aritma menys un invers de quadrat d'aritma.

[Diofant sap que amb dos nombres a, b es pot construir un triangle rectangle de
costáis a2 — b2; 2ab; a2 + b2. Aprofitant aixo construelx ei triangle rectangle que

indiquem aquí ]

A

Que l'arrel del nombre quadrat siguí un aritma, més una quantitat d'invers d'aritma

doble del número donat [ p = y +
2 . 5

], és a dir 10 inversos d'aritma. Aquest quadrat
esdevé un quadrat d'aritma més 100 inversos de quadrat d'aritma, més 20 unitats

[p2 = y2 + + 20]. Llavors, si d'aquesta expressió en restem l'área [p2 — A], és a

dir, el quadrat d'aritma menys un invers de quadrat d'aritma, la resta esdevé 101 inversos
de quadrat d'aritma més 20 unitats

100 1 101 , „„ 1
[p2 — A = y2 + + 20 - (y,?-^) = 101 + 20 ==

2 5 P2.

¡a que havíem quedat que aquesta diferénda havia de ser un cinqué d'un quadrat]. Pre-
nem el total 5 vegades i obtenim 505 inversos de quadrat d'aritma més 100 unitats iguals

r 505 ,
a un quadrat l —— + 100 — p2 ]. Multipliquem-ho tot per un quadrat d'aritma, i
obtenim 100 quadrats d'aritma més 505 unitats iguals a un quadrat [505 + 100 y2 =
(/3y)2]. Igualem aquest quadrat com arrel de 10 aritmes més cinc unitats, i es trabará,
com a aritma, 24/5. [Com que ei segon membre (py)2, ia condició és que siguí un quadrat,
sense importar per res quin quadrat pugui ser, Diofant ei pren lliurement com Í10y + 5)2,
a efectes que pugui trobar un valor senzill per ia y, que verifiqui i'equació i que a més
sigui racional. Assegura ia racionalitat en prendre 10y, ¡a que s'eliminaran les y al quadrat,
i les 5 unitats que afegeix (en pren 5), per obtenir un valor, per a ia y, el més senzill
posslble:

100 y2 + 505 = (10 y + 5)2; y =
24
5 ]

Tornem al que havíem posat. El triangle será, dones, format per mitjá de 24/5 i
5/24, i l'arrel del quadrat será 413/60.

[Ara Diofant ja sap que el triangle de partida, en IIoc de ser proporcional al de eos-

3, 4, 5, ho ha de ser aI de costáis: j - , 2, , ¡ que eltats

24
nombre quadrat, en IIoc de 9, ha de ser (10. —r + 5)2 ].5
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Llavors, si expressem el triangle rectangle en aritmes [Proporciona/ a /'anterior

trobat], i si igualem la seva área augmentada de 5 unitats, a
170.569

3.600
quadrats d'aritma.

la resta esdevindrá evident.

[Diofant, que no está per punyetes, considera els cálculs numérics que resten per
a culminar el problema, una triviali tat que deixa per al lector. Amb el nou triangie de
partida trobat i l'elecció adequada del nombre quadrat, Diofant ¡a sap que t'equació
Ax2 + 5 = p2 tindrá solució racional, i per la x que trobi augmentará proporcional-
mentels costáis de! triangle cercat:

El triangie forma t per y, — , despre's que y = — es:
Y 5

_7_ = 331.151 . 2 + JL = 332.401
y2 14.400 ' K 14.400 '

, , 413 ,2 170.569
w

60 3.600

Á ... . 331.151 „Area del triangle = ^ x¿
Area del triangle + 5unitats = nombre quadrat

331.151
, , r 170.569 ,

i+5=W'
351.125 , r , 72.000 24
-J4A00 *2=5;*2= 3ÍU25 :X=TS

Així dones, multiplicant eis costáis del triangle anterior per — obtenim el53

valor Iun deis valors) que satisfá les condicions del problema. Els costáis del triangle
són:

331.151 48_ 332.401
31.800 ’ 53 ' 31.800 J

LEONARDO DA PISA: El problema deis conills (1202)

La successió de Fibonacci (ag = 0, a-¡ = 1, an + ; = an + an _ j) és notable per dife-
rents raons. De fet, és un deis temes matemátiques més populars ais paisos de cultura
científica general ámplia i avanzada, on fins i tot existeix alguna revista dedicada específi-
cament ais problemes i interrogants associats a aquesta successió (The Fibonacci Quarter-
lyl. D'entre les seves propietats notables citarem i'expressió del terme general

, 1 + y/T , 1 in

'2 2
an = — .

que dos termes consecutius qualssevol són primers entre si, que el límit de an _ j/an és
el segment auri (y/ 5 - 1)/2, i que aquesta darrera succesió és important en l'estudi de
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fenomens de creixement i morfología vegetal. La denominado de Fibonacd és deguda al
fet que la successió va aparé¡xer, histórlcamen t, al següent problema, proposat per Leonar¬
do da Pisa (la taula adjunta al problema reprodueix la que acompanya la resolucló del
matelx Fibonacd):

parells
Quants parells de conills poden ser en- 1

gendrats a partir d'un parell en un any? primer 2

Un home té un parell de conills en un segon 3

lloc completament tancat per un mur. Volem tercer 5

saber quants parells poden ser engendráis a quart 8

partir del primer parell, en un any, si la natu- cinqué 13

ralesa d'aquests conills és tal que engendren sisé 21
un altre parell cada mes i comencen a en¬ seté 34

gendrar el segon mes després de néixer. vuité 55
nové 89

(Extret del Source book ¡n Mathematics de desé 144

D.J. Struik). onzé 233

dotzé 377

ARITMÉTICA DE TREVISO: El cálcul de la lluna nova (1478)

La reforma gregoriana del calendan no es féu fins l'any 1582. Al període anterior,
quan les unitats per a mesurar temps curts encara no estaven flxades, els IUbres d‘arit¬
mética ensenyaven a calcular el moment de la lluna nova amb enunciáis com el següent
(una llunació és el període de temps entre dues /lunes noves successlves, o mes llunar):

Si una llunació té 29 dies, 12 hores i 793 punts, i una hora 1080 punts, i es vol
saber quan fará la lluna [nova] el mes present, és a dir desembre del 1478, necessites
saber quan fou nova el mes propassat, és a dir novembre. Sabent que fou el dia 25, a les
8 hores i 408 punts, calcula quan la fará el present.

(Boncompagni, p. 1040).

NICOLAS CHUQUET: L'aparició deis negatius en la resolució de problemes. (1484)

La comparadó d'aquest enunda t amb el del problema N° XXXIV (el preceden t) per-
met observarque Chuquethi introdueix Intenciónadamen tuna petita variadó, per tal que el
problema manqui de solució. A continuado intenta de resoldre'l aplicant lesconegudes re¬
gles de /'álgebra, i troba una solució que implica un nombre negatlu peraunadeles quanti-
tats de peces de roba; tot seguit dóna una interpretadó al resultat dlent que aquesta quan-
tltatnega tiva de peces de roba potin terpretar-se com peces que ha quedat a deure.

A la página es troba el text complet de la interpretació que dóna Chuquet
d'aquesta solució:

17 peces i mitja, al preu d'11 escuts la pepa, i menys 2 peces i mitja al preu de
13 escuts la pepa.

Un negociant ha comprat 15 peces de roba per un preu total de 160 escuts. Entre
elles n'hi ha que costen 11 escuts la pepa, i les altres 13 escuts. Es pregunta quantes
n'hi ha de cada tipus.
(Prob. XXXV, p. 424).
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La solució aproximada a una equació exponencial (1484)

El següent problema conduelx a I'equació (1
31441

10
1/2, de so lució t =p°9 ■■

1-log 9
Chuquet dona la resposta t = 6dies

531441
de dia, i afegeix, conscient que el resultat

no és del tot satisfactori: "amb aquesta forma de fer hi ha qui¡a en té prou. No obstant
sembla que, per més ve rita t, entre 6 dies i 7, hem de cercar un cert nombre proporcio¬
nal, el qual de mornent, ens és desconegut".

La solució donada per Chuquet correspon a fer una extrapolado lineal entre la

poténcia 6 i a 7; si es fa, el nombre que s'obté és 6 i
314410

531441 '
No sabem si el zero que

falta a la solució de Chuquet és per error d'ell o si correspon a un error en la traducció
d'A. Marre. El cas és que entre la solució venadera i la que s'obtindria per aproximado
lineal hi hauria un error que no arribana a les 2 centésimes de dia, és a dir, un error d'uns
18 minuts.

Un barril té una aixeta tal que, si s'obre, cada dia es buida la décima part
[del que hi ha]. Es pregunta en quants dies es buidará la meitat del barril.
(Prob. XCIV, p. 439).

JOHANN WIDMAN: L'aparició impresa deis signes " + " i " (1489)

A /'aritmética de J. Widman, publicada a Leipzig el 1489, apareixien impresos,
per primera vegada, els signes " + "i " — "amb el significat aritmétic que avui els donem.
El següent problema és un deis primers enunciáis que els empren. En transcriure'l, Cajori
comentava /'origen d'aquest simbolisme de la següent manera: "Widman dona proble-
mes semblants relatius a pebre i sabó. L'análisi d'aquestspassatges ha conduít a opinions
divergents sobre el significat original deis + i —. De Morgan sospitava que eren senyais de
magatzem expressant excés o deficiéncia en el pes deis barriis de mercaderies. M.W.
Drobisch (...) diu que Widman els usa de passada, com si fossin suficientment coneguts
(■■■). C.l. Gerhardt, com De Morgan, diu que els + i — derivaven de la práctica mercantil".
El mot centner que apareix a l'enunciat que traduim a continuado designava una unitat
medieval de pes:

Una persona compra 13 barriis de figues; rep un Centner per 4 florins, i el pes de
cada barril és el següent:

4+5
4-17
3+36
4-19
3 + 44

3 + 22
Centner 3—11 lliures

3+50
4-16
3 + 44
3+29
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3-12
3+9

I jo vull saber quant costaran. Suma els
Centner i les lliures ¡ el que e's —, e's a dlr
menys, deixa-ho a part, ¡ resulten 4539 II. (si
converteixes els Centners en II. i llavors su¬

mes els + , és a dir més) i 75 menys. Ara has
de sostreure 24 II. per cada barril, de la fus¬

ta, i 13 cops 24 és 312, a la qual cosa suma
els —

, o sia 75 II., i resulta 387; sostreu-lo de
4539, i resten 4152 II. Ara digues 100 II., o

1
sia 1Ct., per 4 — fl., quant vindran de 4152

8
4

II.? I vánen 171 f1. 5ss. — hlr, i és veritat.
5

(Extret de F. Cajori, A History of Mathematical notations, pp. 232-233)

JUAN DE ORTEGA: El problema deis escacs (1534)

La suma de la progressió geométrica de raó 2, 1 + 2 + 22 + ... + 264, associada al
famós problema deis escacs, és realitzada de la següent manera en el IIib re d'aritmética de
Juan de Ortega:

...: mas por no dexar con desseo a ninguno de la presente leerá/ quiero poner aquí
un exemplo/ el qual sera para declarar como se han de contar breuemente las 64 casas del
axedrez poniendo en la casa primera una: y en la segunda 2 y en la tercera 4 y en la quar-
ta 8 y en quinta 16: i assi doblando todas las sumas hasta las 64 casas. Esta suma (...)
la quiero poner en esta otra manera: ya sabes que en la quinta suma como se viene do¬
blando faze 16 pues multiplica 16 veces 16 y montaran 256 los quales hallaras que
veniendo se doblando vienen los dichos 256 a las 9 casas y esto suman las 8 casas me¬
nos uno: pues torna a multiplicar 256 vezes 256 y montaran 65536 y esto suman las
16 casas menos uno: los quales hallaras que vienen en las 17 casas: torna otra vez a
multiplicar 65536 vezes 6 5536 y montaran 4294967296/ y esto suman las 32 casas/
y tanto hallaras que vienen a las 33 casas por su doblado: pues torna a multiplicar
4294967296 con 4294967296 y hallaras que vienen 18446744073709551616 los quales
hallaras que es la suma de todas las 64 casas menos un punto: como lo has visto por
exemplo.

El cuento de la tabla del Axedrez
18446744073709551615

(Tratado subtilissimo de Arismetica y de Geometría, f. 28-29, edició del 1537).

BEHÁ EDDIN: 7 problemes que els árabs van trobar irresolubles. (Fináis s. XVI)

Beba Eddin, al final del seu Ilibre, enuncia 7 problemes, els quals presenta com
a molt difícils de resoldre, dient que s'han resistit a Testor; deis matemátics més savis de
totes les époques. L'autor diu que els proposa per "provar que aquesta ciéncia presenta
dificultats d'envergadura tal que desanimen, per reduir al silenci a aquells qui pretenen
que en materia de cálcul no hi absolutament res que no puguin fer, per prevenir ais
calculistes que no perdin el temps buscant la solució, si algunes d'aquestes qüesttons
els són proposades, i per estimular a resoldre-los i treure-les del misteri a aquells que están
dotats de brillants facultáis".
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La /lista deis set problemes es la següent:

1. Dividir 10 en dues parts, de tal manera que, si s'afegeix a cada una la seva arrel,
quadrada, i es multipliquen les dues sumes Tuna per l'altra, resulta un nombre donat.

x + y = 10 ; (x + \Ax) (y + \/"y) = n

2. Si s'afegeix 10 á un quadrat, llavors la suma ha de teñir arrel quadrada, i si se li
treu 10 [a aquest quadrat], el que resta també ha de teñir arrels quadrada.

X2 + 1Q = y2 ;X2 - 10 = Z2

3. A Zaíd se li promet 10 menys l'arrel quadrada de la part d'Amrou, i a Amrou 5
menys l'arrel quadrada de la part promesa a Zaid.

x = 10 — \f~y ; y = 5 — V^x"

4. Un nombre cub ha de ser dividit en dues parts, que siguin també nombres cubs.

x3 = y3 + z35.10 es divideix en dues parts. Si dividim cada una d'elles per l'altra, i sumem els
quocients, llavors la suma és igual a una de les dues parts de 10.

x + y = 10 ; — + — = y
y x6.Tres quadrats en proporció continua, tais que la seva suma siguí un quadrat.

x4 + x2 y2 + y4 = z27.Si aun quadrat se li afegeix la seva arrel i 2, també a aquest mateix quadrat se I i treu
la seva arrel i 2, llavors s'ha de poder extreure l'arrel quadrada de la suma i de la resta.

x2 + x + 2 = y2 ; x2 - x - 2 = z2

D'aquests problemes direm que el primer té per solució trivial, si a n li donem
si valor de 24, la de x = 3 i y = 1, que és la solució que exposa A. Marre. La solució
dms del camp deis racionáis, que era el camp numéric de resultáis acceptats pels árabs,
admet una infinitat de solucions. Ens hem entretingut a exposar la forma de trobar-les,
utUitzant alguns recursos de Diofant:

Volem trobar dos nombres quadrats, que sumin 10:
P2 + q2 = 10, i una solució ja sabem que és 1 i 3. Modificarem lleugerament

aquesta solució, per tal d'obtenir-ne una altra. A 1 li restarem una certa quantitat, i a 3 h
sumarem una quantitat proporcional a la restada á 1:

(1 -x)2 + (3 + ax)2 = 10
1 + x2 - 2x + 9 + a2 x2 + 6ax = 10; (a2 + 1)x2 + (6a - 2)x = 0, que, a part del

zer°, té per solució x = , Llavors, donantá a va/ors racionáis convenients, pera2 + 1
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tal que 1 — x al quadrat no superi 10, s'obtenen infinites solucions En concrét, per
a = 1/4 hem trobat que x = 8/17, i llavors p = 9/17 i q = 53/17 verifiquen l'enunciat. És
a dir (fent operacions), l'enunciat del problema admet la solució, per á n = 3.944/289, de
x => 2 809/289 i y = 81/289.

L 'Aristide Marre fa els següents comen taris a la resta de problemes:
Ei segon declara que és impossible (s'entén que dins del marc deis nombres racio¬

náis).
El tercer condueix a una equació que no admet arrels racionáis.
Ei quart fou enunciat com impossible de resoldre (que no admet solucions racionáis)

per Fermat i'any 1657, i més tard aixího demostré Euler.
El cinqué condueix a una equació de tercer grau sense solucions racionáis.
El sisé tampoc no admet solució racional.
El seté, en canvi, admet la solució racional i positiva: 34/15 com arrel quadrada

del quadrat que s'ha de buscar.
* * #

DIOFANT: Els sis Ilibres d'Aritmética i el Ilibre deis nombres poiigonals (s. II)

9. Ens proposem partir 100 en dos nombres, de tal manera que un ten? del primer
nombre i un cinqué del segon, sumats, formin 30 unitats.
(Prob. V, L libre i, p. 11) Totes les referendes es fan a Tedició francesa de Paul Ver
Eecke, de I'any 1926.

10. Proposem sumar un mateix nombre a 100 i a 20, de tal manera que el més gran
nombre obtingut siguí el triple del més petit.
(Prob. VIII, Uibre I, p. 14).

11. Trobar dos nombres tais que cada un d'ells, després d'haver rebut un nombre
determinat cedit per l'altre, estiguin en una proporció determinada. Proposem dones, que
el primer nombre, rebent 30 unitats del segon nombre, esdevingui el doble d'aquest últim,
i que el segon nombre, rebent 50 unitats del primer, esdevingui el triple d'aquest últim.
(Prob. XV, Uibre I, p. 20).

12. Trobar quatre nombres tais que cedint cada un una fracció determinada d'ell
al que el segueix, donin nombres iguals, després d'haver cada un d'ells cedit i rebut. Pro¬
posem dones que el primer nombre cedeix el seu ten? al segon; que el segon cedeix el
seu quart al tercer; que el tercer cedeix el seu cinqué al quart; que el quart cedeix el
seu sisé al primer, i que, després de les cessions reciproques, s'obtinguin nombres iguals.
(Prob. XXIII, Lhbre /, p. 32). Aquest problema, que correspondía a un sistema de quatre
equacions amb quatre incógnites, Diofant el resol utilitzan t una única incógnita (1 aritme).
El sistema resulta ser indeterminat i d'infinites solucions. Diofant presenta les solucions:
150/23; 92/23; 120/23; 114/23, i després la deis enters formades pels numeradors de les
fraccions anteriors

13. Trobar dos nombres tais que la seva suma i la diferéncia deis seus quadrats
formin nombres determináis. Proposem dones que la suma deis nombres faci 20 unitats, i
que la diferéncia deis quadrats siguí 80 unitats.
(Prob. XXIX; Uibre /, p. 39).

14. Trobar dos nombres tais que la seva diferéncia i el producte siguin nombres
determináis.

És necessari sempre que el quadruple del producte deis nombres, augmentat del
quadrat de la seva diferéncia, formi un quadrat; qüestió que és figurativa [que és suscep¬
tible de representado geométrica].
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Proposem dones que la diferencia siguí 4 unitats i el producte 96 unitats.
(Prob. XXX, ¿.libre I, p. 40) Cal recordar que Diofant només accepta coro a soluclons
aquelles positlves i racionáis, d'aquí que imposi condiclons necessáries per a l'exlsténcia
de soluclons La condició diu que és figurativa, ¡a que expressa la identitat 4XY + (X —

Y)2 = (X + Y)2, fácil d'evidenciar per figures geométriques. Diofant troba la solució
utilitzant elegantment els seus recursos característics, i la sempre bona elecció de la
incógnita:

Si la diferéncia entre els nombre és 4, suposem que un siguí 1 aritmo més 2 unitats
i l'altre 1 aritmo menys 2 unitats El producte deis dos sera, dones, 1 aritmo quadrat
menys 4 unitats, que ha de valer 96; així dones, un aritmo quadrat és 100, i 1 aritmo és
10. Els dos nombres buscáis son el 12 i el 8.15.Dividir un nombre determinat, el qual és suma de dos quadrats, en dos altres
quadrats. Sigui 13, suma deis quadrats 4 i 9; cal dividir-lo entre altres dos quadrats.
(Prob. IX, Uibre II, p. 55) Diofant resol el problema a partir de buscar un nombre que

verifiqui l'equació: 13 = (x + 2)2 + (ax — 3)2 senta un nombre qualsevol diferent d'1;
Q

ell posa 2. L'equació de segon grau queda així: 0 = 5x2 — 8x, i dóna la solució: x — — ,

de manera que en el seu cas els dos quadrats són

25 '

és a dir
325

25

16. Trobar dos nombres en determinada proporció, tais que cada un d'ells aug-
mentat en un quadrat determinat, formin un quadrat. Proposem dones que el més gran
nombre sigui el triple del més petit, i que cada un d'ells, augmentat en 9 unitats, formi un
quadrat.
(Prob. XVI, LUbre II, p. 63). Diofant troba les soluclons: 1.080 i 3.240).

17. Trobar tres nombres tais, que el producte de dos qualsevol d'ells, augmentat
en 12, formi un quadrat.
(Prob. X, LUbre III, p. 93). Problema indeterminat de la forma: XY +12 — p2; XZ +12 =
q2; YZ + 12 = t2. Primer Diofant troba una solució particular per a la primera relació, i
després considera aqüestes solucions particulars multiplicades una per un aritme i l'altra
per un invers d'aritme, i així passa a les altres relacions... Al final troba les solucions
X = 2; Y = 2; Z = 1/8. Euler, treballant algebraicament el problema, troba una solució
elegant en nombres enters.

18. Trobar quatre nombres tais que el quadrat de la suma d'aquests quatre nom¬
bres, augmentat o disminuit de cada un d'aquests nombres, formi un quadrat.
(Prob. XIX, LUbre III, p. 108). És molt atractiva la forma de resoldre el problema que
utllitza Diofant Primer troba 4 triangles rectangles que tinguin igual hipotenusa, questió
que pot fer perqué abans ha estudiat, al Prob. IX, LUbre II, la forma de descomposar un
quadrat en suma d'altres dos d'infinites maneres. Així troba les descomposicions:

652 = 522 + Í92; 652 = 602 + 252;
652 =332 + 5G2; 652 = 6S2 + 162.
Posa X+ Y + Z + l/V = 65x

Suposa que X, Y, Z, <YJ són el quádruple de les arees de cada triangle rectangle,
després que fots els costats són multiplicáis per x.
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X = 4.056x2 . Y= 3 000x2; z = 3.696x2; W = 2.016x2
65

X+ Y + Z+ W= 12.768x2 = 65x;x =
12. 768

i les solucions fináis son:

17136600
. w_ 12675000 „ 15615600 ... 8517600

S\ — ■ . T — ' ' / — ' * W —

163021824 163021824 ' 163021824 ' 163021824

19. Trobar [tres] nombres tais que la seva suma slgui un quadrat, ¡ tais que el
quadrat de cada un d'ells, augmentat del nombre que el seguelx, formi un quadrat.
(Prob. XVI, Uibre IV, p. 129). Diofant dona les solucions:

36621 157300 317304

2704 ' 2704 ' 2704

20. Trobar dos nombres tais que el seu producte, augmentat de cada un d'ells,
formi un cub.
(Prob. XXVI, Uibre IV, p. 147) Diofantprocedeix així:

Cal trobar X; Y; tais que X • Y + X = p3; X - Y 4- Y = q3
Posa X = 8x; Y = x2 — 1, que evidentment satisfá la primera relació X(Y + 1) = P3

ja que 8x • x2 = 8x3 = (2x)3
Si ha de verificar la segona equació:

Y(X + 1) = q3; (x2 - 1) (8x + 1) = q3.

Posem que q = (2x — 1)3. Tenim llavors:

8x3 + x2 - 8x - 1 = 8x3 - 12x2 + 6x - 1 equivalen t a

Els nombres buscáis són:

13x2 = Ux;x
74

13

X = 8 ’
14

13

"2
.y 27

13 ' 169

302



21. Trobar tres nombres tais, que el cub de la suma d'aquests tres nombres, res-

tat a cada un d'ells, forml cubs.
(Prob. XVII, Lllbre V, p. 214). Problema que el condueix a les soluclons partlculars:

341 854 250

4913 '4913 ' 4913

22. Trobar un triangle rectangle tal que la seva área, disminuida peí nombre d'una
o de l'altra perpendicular [es referelx a la disminucló de l'area en la longitud d'un o l'altre
catet], formi un quadrat.
(Prob. XIII, Lllbre VI, p. 255).

BEDA: Aritmética (673-735)

Beda delxá escrltes certes qüestlons d'arltmétlca encamlnades fonamentalment a les
seves apllcaclons al Calendan. Entre els escrits matemátics s'hi troba una col.lecció
de 55 problemes, alguns d'ells molt curiosos, i que tenen els seus orígens en antigües
fons orientáis. La seva obra fou publicada a París l'any 1544.

Els problemes que hem escollit están tots ells trets de l'obra de Sánchez Pérez.
23. Un caracol fue invitado a comer por una golondrina. La comida estaba a una

legua de distancia y el caracol no andaba más que una uncía por día. Diga quien pueda
cuántos años y días tuvo que andar el caracol.

1 legua = 1.500 pasos; 1 paso — 5 pies; 1 pies =12 uncías.
(Probl. Io, p. 57).

24. Un hombre que iba por un camino se cruzó con un grupo de hombres y les dijo.
Si fuéseis los que vais y otros tantos y la mitad de los que vais y la mitad de la mitad
V me agregara yo seríamos 100. Diga quien pueda cuántos iban en el grupo.
(Prob. 2o, p. 58).

25. Un tratante dijo: Quiero comprar con 100 denanos, 100 cerdos, a razón de 10
denarios por cada macho grande, 5 denanos por cada marrana y 1 denario por cada dos
cochinillos. Diga quien lo entienda cuántos guarros, cuántas cochinas y cuántos gorrinillos
debe comprar para que no sobre ni falten denarios ni puercos.
(Prob. 5o, p. 58). Correspon ais tipies problemes diofántics, ais que eren molt aficionáis
els andes.

26. Se tiene un disco de metal que pesa 30 libras y vale 600 sólidos. El disco
está formado con aleación de oro, plata, cobre y estaño. Por cada parte de oro, tiene 3
de plata. Por cada parte de plata tiene 3 de cobre. Por cada parte de cobre tiene 3 de
estaño. Diga quien pueda cuánto hay de cada metal [en peso y en sólidos].(Prob. 6o, p. 59).

27. Una escalera tiene 100 travesaños. En el 1o se posó una paloma; en el 2 dos,
91 el 3o tres; en el 4o cuatro y así sucesivamente. ¿Cuántas palomas hay en la escalera?
(Prob. 14°, p. 61).

28. Un campo tiene 150 pies de largo; en un extremo hay un perro y en el otro
extremo una liebre. Sale la liebre huyendo y el perro tras ella. El perro recorre 9 pies
en cada salto, mientras que la liebre recorre solamente 7 pies. ¿Cuántos saltos da el
Perro y cuántos pies recorre para alcanzar a la liebre? [Se suposa que la liebre i el gos fan

matelx nombre de salts en un temps determinat].(Prob. 16°, p. 62). Aquest matelx problema, les dades lleugerament variades, el veurem
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reproduít al llarg del temps a nombrosos manuals de matemátlques. D'aquesta mane¬
ra, el tornem a trobar a l‘Aritmética de Treviso, quasl m¡! anys després.

ALCALSADÍ. (- 1.225)

29. Zaid tiene 22 dinares, Omar tiene 19 y Bakr tiene 7. Reúnen el dinero, hacen
negocio y ganan 12 dinares. ¿Cómo se los deben repartir?
(Problema extret del Ilibre de Sánchez Pérez, La Aritmética en Roma, en India y en
Arabia, p. 166).

30. Zaid tiene dinares, Ornar tiene y Bark tiene 7. Reúnen el dinero

y hacen una ganancia de 10 dinares. [¿Cómo se los deben repartir?].
(Del mateix Ilibre, p. 167)31.El séxtuplo de un número, más el séptuplo del mismo número, es igual a 25.
¿Cuál es el número?
(Del mateix /libre, p. 170).

ABENBEDER: Comprendí d'Álgebra (s. XII o s. XIII)

Els problemes son extrets de la tradúcelo castellana feta per Augusto Sánchez Pé¬
rez.

32. Si se te dice: el diez lo divido en dos partes, divido cada una de las dos por
la otra, resto lo menor de lo mayor y quedan cinco sextos.
(Cap. de los problemas sobre el 10. p. 41)

33. Si se te dice: el diez lo divido en dos partes, multiplico una de las dos por
cinco, divido lo que resulta por la segunda, tomo la mitad de lo que sale y resulta diez.
(Del mateix capítol, p. 43)

Hem constatat que son molts e/s matemátics que han prés com a referencia per ais
enunciáis deis seus problemes dividir 10 o 100 en dues parts que verifiquin tal o qual
relació. La tradicció es remonta a Dlofant, a la parí de problemes del primer Ilibre d'Arit-
mética, és seguida pels autors árabs, i arriba a Occident, on la podem trobar al /libre de
Chuquet

34. Si se te dice: multiplico la raíz de un cuadrado menos dos unidades por su
raíz menos una unidad y vale seis.
(Cap. de los problemas de los cuadrados, p. 48)

35. Si se te dice: un cuadrado lo multiplico por su tercio más una unidad y se
convierte en cinco semejantes al cuadrado.
(Del mateix capítol, p. 52)

36. Si se te dice: de un cuadrado resto su tercio y su cuarto y cuatro unidades,
multiplico lo que queda por sí mismo y es igual al cuadrado más doce unidades.
(Del mateix capítol, p. 55)

37. Si se te dice: un hombre tiene un capital; comercia con él y lo dobla; da de
limosna una unidad; comercia con el resto y lo dobla;da de limosna dos unidades; después
comercia con el resto y lo dobla; da de limosna tres unidades y no queda nada del capital.
¿Cuánto es el capital?
(Cap. de los problemas de comercio, p. 79)
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38. S¡ se te dice: un hombre tiene un capital; lo divide por mitad con un hombre
y le da además una unidad; después parte igualmente el resto con un segundo hombre y le
añade dos unidades; después parte el resto con un tercer hombre y le añade tres unidades.
Le quedan diez unidades. ¿Cuánto era el capital?
(Del mateix capítol, p. 80)

39. Si se te dice: una mujer se ha casado con tres maridos; le dió en dote el pri¬
mero una cantidad desconocida, la dotó el segundo con la raíz de lo que la dotó el pri¬
mero más una unidad, y la dotó el tercero con tres cantidades semejantes a lo que la dotó
el segundo más cuatro unidades. El total es cuarenta.
(Cap. de las dotes, p. 83)

40. Diez cahíces de trigo y cebada se venden: cada cahiz de trigo por cinco [unida¬
des] y cada cahiz de cebada por dos. El total es cuarenta y cuatro. ¿Cuántos cahíces hay
de trigo y cuántos de cebada?
(Cap. de los problemas del trigo y la cebada, p. 84)

41. Si se te dice: se compran tres cahíces de trigo por diez unidades; se compra
no se sabe cuánta cebada por doce unidades; se vende cada cahiz de trigo por el valor
de cada cahiz de cebada; se vende cada cahiz de cebada por el valor de cada cahiz de
trigo, y hay un excedente de cuatro unidades.
(Del mateix capítol, p. 85)

42. Si se te dice: un grupo de soldados realiza una expedición y recoge de botín
el primero de ellos [de los soldados] dos unidades y van aumentando de tres en tres; el
total de lo que cogen de botín es ciento veintiséis.
(Cap. de los ejércitos, p. 94)

43. Si se te dice: un correo sale de un pueblo con la orden de caminar cada día
veinte parasangas y viaja cinco días; después se envía tras él otro correo con la orden
de caminar cada día treinta parasangas ¿En cuántos días lo alcanzará? (S'entén que al cap
de cinc díes surt el segon correu i que el primer no es queda aturat, sino que cada dia
segueix al ritme indicat).
(Capitulo de los correos, p. 100)

NOTA: Una parasanga és una antiga unitat de mesura itineraria deis perses, que
valia 6.400 me tres.
44. Un correo sale de una ciudad con la orden de recorrer cada día una parasanga

y aumentar una más [cada día]; camina durante ochenta y cuatro días; después se envía
tras el otro correo con la orden de que recorra cada día una parasanga y aumente dos
Parasangas más [por día], ¿En cuántos días lo alcanzará?
(Del mateix cap., p. 101)

45. Si se te dice: dos hombres se encuentran teniendo cada uno de ellos un capital,
encuentran otro capital, y dice uno de ellos a su compañero: dame de lo que tienes una
unidad más este capital encontrado y tendré lo mismo que te queda; pero dice el otro:
antes bien, si tú me das de lo que tienes cuatro unidades ma's este capital encontrado,
tendré tres veces lo que te quede. ¿Cuánto tiene cada uno de ellos y qué capital es el
encontrado?
(Capitulo de los problemas de dos personas que se encuentran, p. 111)

NOTA: Aquest problema condueix a un sistema indeterminat, que fautor árab
resol a partir de suposar per exemple que la quantitat trobada ha estat d'una unitat.
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ARITMÉTICA DE TREVISO (1478)

46. El Sant Pare envía de Roma a Venécia un correu, manant-l¡ que arríbi a Venécía
en 7 jornades. I la ll.lustríssima Signoria de Venécia envía un altre correu a Roma que
ha d'arribar-h¡ en 9 jornades. De Roma a Venécía h¡ ha 250 milles. El cas és que, per
ordre d'aquests Senyors, els correus es posen tots dos alhora a fer el viatge. Demano
en quants díes es trobaran ¡ quantes milles haurá fet cadascun d'ells.
(B. Boncompagní, p. 570).

47. Una liebre és 150 passes davant d'un gos que l'encalga. En tant que la liebre
fa 6 passes, el gos ne fa 10. Demano: quantes passes haurá fet el gos quan atrapará la
liebre. (Cal sobreentendre que les passes de la liebre i el gos són equlvalents).
(B. Boncompagní, p. 575).

FRANCESC SANCTCLIMENT: Summa de la art de Arismetica (1482)
V 48.Son 2 quí volen baratar /e lo un te pebre/ e laltre te drap. e aquell del pebre
demana del quintar en la barata [permuta] a 25 liures: que no val en comptants
[alcomptat] sino a 20 liures. E aquell del drap demanalí ¡ustament 19 sous de la cana:
segons que ¡ustament val en comptants. Demane lo del drap: de quan l¡ sobremetra quada
cana del drap: que lo un ne laltre no sía enganat/ e quant drap l¡ donara per lo 1 quitar de
pebre: que sien ¡ustament contents los 2 que lo un al altre noshagen de tornar res en
diners comptants.
(f. 106).

1 1
49. Aci ha una langa: que la —esta en lo fanc e — es en laygua/ e defora layga

1 2 ^
7 palms e —. Deman: quant ha de larch aquella langa.

(f. 115).
Aquest tema de la Tanga clavada en l'algua és d'una gran antigultat. Amb vanants

menors, va apareguent a nombroses obres d'aritmética practica orientáis i europees. Es
pot comparar l'enunclat anterior amb el que apareix en una aritmética manuscrita en
/lengua d'oc, original de Pámies (Tactual Pamlers, prop de Foix), alxícom amb Tenunctat
que en dona N. Chuquet: "Una Iansa ha la ---—l~- en ayga et 9 pams de fora demandi
quant ha de lonc.Chuquet diu: "Una Ilanga está la — ¡el — en l'algua i 9 peus fora
de l'algua. A saber quants peus té aquella Tanga", (els dos enunciáis es troben a la pagina
420 de Cedido de Chuquet feta per Marre).

50. Es un mercader: qui ha comprades 3 peces de drap per 45 florins e la primera
es blanca, la segona es verda, la terga es negra. E la verda li costa lo doble de la blanca e
florins mes, e la negra li costa tres tants: que no fa la verda e 5 florins menys. Demana lo
mercader a com li costave quada una per si, perquant ell sapia: a com les pora tornar a
vendre: que noy perda.
(f. 120R.)

51. Es un mercader: qui ha comprat molts moltons a preu de 4 moltons per / °
rins le no sab quants/ ni tampoch sap: quants diners h¡ ha mesos, empero ell se recor
be: que lo nombre deis moltons e lo nombre deis florins tot es 170. Demana lo merca er.
quants moltons ha comprat/ e quants diners hi ha mesos.
(f. 122 R.)
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52. Es un home: qui te tants homens assoldadats e te tants diners en la bolsa:
que si ell dona a quascu 3 sous: a ell l¡ sobraran 17 sous. E si ell dona a quascu 4 sous:

a ell l¡ mancaran a compliment 9 sous. demana lome: quants assoldadats te / he quants
diners tenia en la bolsa.

(f. 122 v.)
53. Esdeues: que son 2 correus: qui volen fer un viatge / e lo un es en Roma / e

laltre es en Barcelona, e lo de Roma vol venir a Barcelona / e lo de Barcelona vol anar

a Roma / e tots parteixen en un temps e en un dia o en una hora, e lo qui ve de Roma
en Barcelona: ve en 17 dies. e lo que va de Barcelona en Roma: va en 15 [dies] . es e de
Roma fins en Barcelona fan 157 legues. Deman en quin temps se encontraran en lo cami /
e quant haura caminat quascu: quant se encontaran.
(f. 133 R.)

NICOLAS CHUQUET. Triparty en la Science des nombres (1484)

54. Vull dividir 100 en dues parts en la mateixa proporció que 7 és a 9.
(Cap. IV, 1a part, p. 635; totes les referéncies es fan a l'edicló francesa d'Arlstlde Marre
de 1880-81)

55. De 100 vull fer tres parts tais que els 2/3 de la primera, els 3/4 de I altra i els
4/5 de la tercera siguin iguals.
(Cap. IV, 1a part, p. 636)

56. Vull trobar quatre nombres tais que el primer amb els 2/3 deis altres fací
40. I el segon amb els 3/4 deis altres tres fací 40. El tercer amb els 4/5 deis altres tres fací
40. I el quart amb els 5/6 deis atres tres faci també 40.
(Cap. IV, 1a part, p. 640)

57. Vull trobar quatre nombres tais que tots junts sense el primer facin 120,
i sense el segon facin 90, sense el tercer 80 i sense el quart facin 75.
(Cap. IV, Ia part, p. 642). El matelx enunciat del problema, pero amb els nombres
20, 22, 24, 27, el trobem al primer Ilibre de EAritmética de Diofant, en el Probl. XVII, fet
que posa de manifest la tradició d'alguns problemes, que conservaren la seva vigencia en el
transcurs del temps.

58. Vull trobar dos nombres en tal proporció com 5 i 7, i tais que multiplicant
el més petit per ell mateix i encara per 6, l'arrel quadrada d'aquesta multiplicació faci
tant com el nombre més gran quan será multiplicat per ell mateix i encara el que dóni,
[multiplicar] peí nombre més petit.
(Cap. I, 3a part, p. 765)

59. Vull trobar tres nombres tais que el segon sumat al primer, I addició siguí
el triple del tercer i el primer siguí cinc vegades més que el segon.
(Cap. I, 3a part, p. 761). Chuquet fa notar que aquest tipus de problemes presenten tantes
solucions com hom vulgui, i que per a trobar-les n'hi ha prou de fixar un valor per a un
deis nombres, i llavors s'obtenen els altres.

60. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per 20, i a la multiplicació sumant-li
7 ¡ deixat a part, i després encara aquest mateix nombre multiplicat per 30, i de la mul¬
tiplicació traient-li" 9, la primera multiplicació i la segona siguin en tal proporció com 3 i

(Cap. I, 33 parxt p_ 7(¡2) Aquest és el primer problema que Chuquet presenta com impos-
sible de resoldre, a causa que l'equació fina! que acaba obtenint, no té solució positiva.
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61. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix i encara per 5, l'arrel
cúbica d'aquesta multiplicació siguí igual a l'arrel quadrada d'aquest nombre quan s'ha
multiplicat per 6.
(Cap. I, 3a part, p. 784)

62. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix ¡ encara per 5, l'arrel
quadrada d'aquesta multiplicació siguí igual a l'arrel quadrada de 12 menys el triple
d'aquest nombre.
(Cap. I, 3a part, p. 790)

63. Vull trobar dos nombres en tal proporció com 3 i 5, i tais que el més petit
multiplicat per ell mateix i encara per 2, i a aquesta multiplicació sumant-li 12, fa tant
com si aquests dos nombres es multipliquessin cada un d'ells per ells, i encara l'un per
l'altre.

(Cap. II, 3a part, p. 793)
64. Vull trobar un nombre que elevat a cinc i a deu, i tots dos sumats, fací 20.

(Cap. III, 3a part, p. 804)
65. Vull trobar dos nombres tais que sumats facin 10, i multiplicats l'un per

l'altra facin 10.

(Cap. IV, 3a part, p. 806).
66. Vull trobar un nombre tal que multiplicat per ell mateix vuit vegades i en¬

cara per 6, i a aquesta multiplicació sumant-li 12, fací tant com si [elnombre] fos multi¬
plicat per ell i després per 12 i encara el que doni multiplicat per si mateix.
(Cap. IV, 3a part, p. 812).

Els problemes que presentarem a continuació no corresponen propiament a la
Triparty, sino a una col.lecció de problemes que Chuquet afegí al final de la seva obra,
com aplicacions especiáis a l'aritmética, a l'álgebra, a les mesures geométriques i a les
qüestions de mercaderies.

67. Hi ha un home que diu: si tingués tants anys més com els que tiñe, i encara
1 1 1

y i — i — del que tiñe, tindria en total 50 anys. Es vol saber quants anys té aquest home.
(Prob. XVIII, p. 420).

68. Una peca de roba está tenyida de negre 1/3 i 1/4 [d'e/la] . I encara queden 8
metres que són de color gris. Quant té de llarg la pepa?
(Prob. XX, p. 420).

69. Un barril pie de vi te tres aixetes de diferent pas. La de pas més gran bui¬
da tot el vi en 3 hores. Utilitzant l'aixeta mitjana tarda a buidar-se 4 hores; i fent anar
l'aixeta petita tarefr a buidar-se 6 hores. Si totes tres aixetes s'obren alhora, quant tarda a
buidar-se tot el vi?

(Prob. XXI, p. 420)
70. Un home fa el seu testament i deixa la seva dona embarassada. I deixa 100

escuts, de tal manera que si la seva dona té una filia, vol que la dona s'emporti el doble
que la filia; en canvi si té un fill ordena que aquest s'emporti el doble que la mare. El cas
és que la mare té un fill i una filia. Es pregunta com s'han de repartir els 100 escuts?
Conservant el desig del qui ha fet el testament.
(Prob. XXIII, p. 421)

71. Un home ha gastat els 2/3 deis seus diners menys 8. Després ha gastat 1/4 del
que l¡ quedava més 5. Encara després ha gastat els 2/5 deis que li quedava menys 4. I
al final s'ha quedat amb 12. Es pregunta quants diners tenia al comenpament.
(Probl. XXVIII, p. 422)
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72. Un negociant ha comprat 15 peces de roba ¡ ha pagat per elles 160 escuts. De
les 15 peces n'hi ha que costen a 9 escuts le pepa ¡ altres a 13 escuts la pepa. Es pre¬

gunta quantes peces de cada preu ha comprat.
(Prob. XXXIV, p. 424)

73. Un revenedor ha comprat un cert nombre de pomes que no sap quant li han
costat. Pero si les ven a raó de 3 per cada moneda guanya dues monedes en total. I si
les revén a 4 per moneda, guanya una moneda. Quantes pomes ha comprat i quant li han
costat?
(Prob. XLI, p. 426)

74. Són dos fusters que volen fer cada un d'ells la fusteria d'una casa, idéntica
l'una a l'altra. Diu un d'ells al seu company que si el vol ajudar 8 dies a fer la feina de la
seva casa, la tindrá feta en 20 dies. I el segon li respon que si l'altre el vol ajudar a ell
durant 10 dies, fará la seva en 15 dies. Es pregunta, si cadascú fa la feina de la seva casa a

part, en quants dies acabaran la feina cada un d'ells.
(Prob. Lili, p. 429)

75. Un negociant ha prestat a un altre la suma de 20 escuts a cert interés, que
al cap de l'any guanya com el principal [que s'afegelx al capital prestat al prínclpl].
I al cap de dos anys els 20 escuts s'han convertit en 30. Es pregunta a quin interés per
cents'han prestat els 20 escuts.
(Prob. LXXXVII, p. 437).

76. Es un barril que té 9 barráis i mig, el qual té un forat de tal grandária que
el primer barral es buida en 1 hora. El segon barral es buida en 2 hores, el tercer en 4
hores. El quart en 8 i així successivament, doblant sempre les hores. Es pregunta en
quantes hores els 9 barráis i mig es buidaran.
(Prob. XCVI, p. 439). Un barral és una mesura antiga equlvalent a 25 /¡tres.

Chuquet dona la resposta, per a aquest problema, de V 524288 — 1 hores que
probablement obté raonant així: per a buidar-se 9 barráis han de passar 512—1 hores
(expressló que apareix a partir de la suma d'una progressló geométrica de raó 2); per a
buldar-se 10 barráis haurien de passar 1024 — 1 hores; aixídones, com que hi ha 9 barráis
i mig, haurem de buscar la mitjana proporcional (geométrica) entre 1024 I 512, que
és l'arrel quadrada de 524.288, d'on el resultat que dona.

77. Hi ha un home que vol fer un viatge de 100 llegües de tal forma que ha de re¬
correr 3 llegües el primer dia. El segon dia 6, i així'[sucessivament] augmentant3 llegües
mes cada dia. Es vol saber en quants dies fará el viatge.
(Prob. CIV, p. 441).

78. Una dona porta uns ous a vendre al mercat. Allá es troba un home que está dis-
P°sat a comprar-los tots. Pero la dona no sap quant puja el compte deis ous, excepció
feta que quan els compta de 2 en 2, o de 3 en 3, o de 4 en 4, o de 5 en 5, o de 6 en 6,
sempre li sobre 1 [ou]. I quan els compta de 7 en 7 no li sobra cap ou. Es pregunta
quina quantitat d'ous pot teñir la dona.
(Prob. CXLIII, p. 452)

JUAN DE ORTEGA: Tratado subtilissimo de Aritmética y de Geometría (1534)

78. Es una tierra redonda la qual tiene por diámetro 16 varas: en la qual su dueño
quiere fazer una torre quadrada: demando que quantas varas terna de anchura cada
cuadrángulo [qué medirá cada costar].
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(Capítol de Geometría, f. 228 de Tedie ¡ó del 1537; totes
les referéncles pertanyen a aquesta edicló, ¡ tots els exer-
cicis d'Ortega cltats al mateix capítol. Els dlbuixos
reproduelxen els de Torigina!).79.Un hombre tiene una tierra redonda que tiene por
diámetro 10 varas: este hombre en esta tierra quiere
fazer una torre que este fecha en manera de triangulo:
demando que quantas varas terna la tal torre por cada
un triangulo [per cada costat].80.Un hombre tiene dos fortalezas en que la una tiene
50 varas de alto: y la segunda tiene 30 varas de alto: es¬
tas dos torres están apartadas la una de la otra 20 varas:

y el dueño de estas dos torres quiere hazerun passadizo
de la una punta de la una torre fasta la otra punta de la
otra torre demando que quantas varas terna de largo el
tal passadizo.
(f. 231).81.Un señor manda hazer una tienda en un campo a un maestro: el tal maestro
fizo la tienda en que puso un mástil que tiene de largo 100 varas: y el pañoque viene desde
la cabepa del mástil fasta la tierra ha de largo 140 varas demando que quantas varas terna
de redondez toda la tierra que toma el paño: y quantas varas aura en toda la tierra: y
quantas varas terna el diámetro de la tal tierra: y que quantas varas aura en todo el paño
que cubre la tal tienda.
(f. 231)
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GEROLAMO CARDANO: Ars Magna (1545)

82. H¡ havia dos capitans que van dividir, cadascun, 48 monedes d'or entre els
seus soldats. Un d'ells tenia dos soidats més que l'altre. Aquell que tenia dos soldats
menys tenia 4 monedes d'or més per a cada un deis seus soldats que monedes tenia l'al¬
tre per a cada un deis seus propis. El que cal trobar és quants soldats tenia cadascun.
(Problema II, Capítol V, p. 40; totes les referéncies es fan a l'edició anglesa del 1969).

83. Hi havia dues societats, una de les quals tenia 3 membres més que l'altra.
Van dividir el mateix nombre de peces d'or entre els seus membres. Les peces d'or eren
93 més que el total d'homes existent en ambdues societats, i cadascun deis membres de la
societat més petita va rebre 6 peces d'or més que cadascun deis membres de la més gran.

[Quantes peces va rebre cadascun deis membres de cadascuna de les societats?\
(Prob. III, Cap. V, p. 41.).

84. Hi ha un nombre el qual, si el doble de la seva arrel quadrada li és sumat,
i si a aquesta suma li és addicionat el doble de la seva arrel quadrada [d'aquesta suma], el
total que dona és 10.

Per oposició al plantejament que resultaría traduint, sense reflexionar, y + 2 \fy~
+ 2 y) y + 2 yfy = 10, és interessant el plantejament que fa Cardano ■ "Tenim que 10 és
igual al segon nombre més dues vegades la seva arrel quadrada. Siguí, per tant, el segon
nombre, la suma, x2, i aquest, més dues vegades la seva arrel quadrada, és 10,...".
(Prob. lili, Cap. V, p. 42).

85. Trobar el nombre el qual, quan la seva arrel cúbica li és restada, i quan l'arrel
quadrada de la resta és sumada a la resta, dona el primer nombre.

Anomenant x el nombre buscat, resulta y/x — + x - <y~x = x, que, simplifi-

cant i anomenat y = S,Y x, dona y = V y3 — y. La resolució de Cardano és molí menys
formal i molt més "de cap": "Sigui la resta, després que hagis restat l'arrel cúbica, x2.
Llavors afegeix-li la seva arrel quadrada, fent x2 + x, i aixó és igual a x3, ¡a que la suma
de x2 i alió que li fou sumat és tant com hi havia al principi. Per tant, alió que és sumat és
igual a alió que fou restat Pero l'arrel cúbica de tota quantitat és alió que s'havia de
restar. Per tant x és l'arrel cúbica de la suma, i per tant la suma és un cub i és igual a
x2 + x. Divideix per x i x2 + x igualará a x + 1. (...)".
(Prob. V, Cap. V, p. 43).

86. Un rei envía 128.000 monedes d'or al general que li mana l'exércit perqué pu-
gui pagar 7.000 infants i 7.000 cavallers. L'estipendi éstal que 100 monedes pagarien 18
infants més que cavallers. Un capitá que es posa a les ordres del general amb 1700 infants
i 200 cavallers vol saber quina paga li pertoca.

Cardano, agafant x com el nombre de cavallers pagats amb 100 monedes, arriba a
„ 140.000 x + 126.000/ equació = 1.280

x2 + 18 x

(Prob. Vil, Cap. V, p. 44).
87. Divideix 20 en tres quantitats proporcionáis, la segona de les quals sigui igual a

la suma de les arrels de la primera i de la tercera.
(Prob. VIII, Cap. V, p. 45).

88. Divideix 10 en dues parts, la me's gran de les quals menys dues vegades la se¬
va arrel quadrada és igual a la més petita més dues vegades la seva arrel quadrada.
(Prob. IX, Cap. V, p. 46).
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89. Trobar dos nombres tais que la suma de llurs quadrats és 100, ¡ el producte
d'un d'ells per l'altre és Igual al doble de llur suma.

Cardano el resol a partir de (x + y)2 = x2 + y2 + 2xy = 100 + 4(x + y),
trobant x + y per una equació de segon grau i deixantel problema redui't a una darrera

equació de segon grau. Cardano acaba dient: així resulta) x igual a y/ 26 + 7 +

y/23 — V 104, i y igual a y/ 26 + 1 — y/23 — y/ 104. (...) Procedint de la manera ordina¬

ria hauríem arribat a y/ 50 + yf2068 ~ \f~26624 i y/ 50 - y]~2068 - y/~26^. És
evident, tanmateix, que, encara que son equivalents, aquests són més enredosos que els
que hem donat més amunt".
(Prob. I, Cap. X. p. 92).

90. Trobar dos nombres tais que la suma de llurs quadrats és 100 ¡ el quadrat
del gran és igual al gran per quatre vegades el petit més vult vegades el gran.
(Prob. II, Cap. X, p. 93).

91. Trobar dos nombres tais que la suma de llurs quadrats és 100 i el producte
d'un d'ells per l'altre és igual a tres vegades el quadrat del petit més sis vegades el mateix
petit.
(Prob. III, Cap. X, p. 94).

92. Dividir 10 en dues parts, la suma deis quadrats i cubs de les quals és 400.
Per advertir la importancia que té la bona elecció de la incógnita, es pot plante-

jar aquestproblema agafant x / 10 — x, o bé 5 + x i 5 — x.
(Prob. II, Cap. XXXII, p. 193).

93. Dividir 8 en dues parts, el producte de la gran i de la petita de les quals, elevat
al quadrat, és igual a la petita per nou vegades la gran.
(Prob. lili, Cap. XXXII, p. 194).

94. Trobar dos nombres, el producte deis quals és 8, i la suma deis quadrats deis
quals més els nombres mateixos és 40.

La bona elecció de les incógnites, segons Cardano, és prendre la suma deis nombres
igual a x/2 i un d'ells igual a y.
(Prob. XIIII, Cap. XXXV, p. 211).

95. Trobar dos nombres, la diferéncia entre els quadrats deis quals és 10, i el
gran deis quals més els dos quadrats és 40.

Segons Cardano, cal prendre x igual a la suma deis nombres i y/2 igual a un deis
nombres.

(Prob. XVI, Cap. XXXV, p. 213).
96. "També Euclídes dona, en la [proposició] 25 del sisé [Ilibre deis Elements] la

forma de saber dibuixar una superficie igual a una altra superficie rectilínea, i igual a una
altra [figura] proposada.

Os proposo que em siguí trobat la forma de concluir un tal problema amb qualsevul-
ga apertura de compás proposada peí adversan, intentant-ho sempre (encara que no es
digués) amb regla general, i amb demostració matemática".

NICCOLO TARTAGLIA: Sfida matemática (1546-1547)

Alguns problemes extrets deis Cartelli creuats entre Tartaglia i Ferrari, en la famosa
disputa que els va enfrontar. Tots ells són proposats per Tartaglia aI seu rival.
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97.Amb l'apertura a b, voldria que em designéssiu, sobre la lima ed, un triangle
[fixar 2 punís sobre el segment e d que determinaran els 3 segments del triangle] de tres
angles desiguals, amb la condició que la proporció entre l'angle més gran i el mitjá siguí
triple de la sesquitertia, i la de l'angle mitjá al [angle] petit siguí sesquáltera, sense alterar
l'apertura a b del compás.
(Prob. 25 Cartello 2a resposta, p. 55).

e

d x

98. Calculeu-me amb regla general la Radice terza relata propinqua [arre! d't'ndex
3 1

11, aproximada] de 999 999 999 999, i finalment de — i també de 177148 — .,

(Prob. 25 Cartello 2? resposta, p. 56).
99. Partiu 10 per R relata 5 piu R cuba 3 [ •»5'r5~+ ^~3~ ].

(Prob. 29 Cartello 2a resposta, p. 56).
100. Tiñe 27 cucu piu 36 primi relati piu 54 secondi relati piu 8 cubi egual a 1.000

[27 x9 + 36 x$ + 54 x7 + 8 x3 = 7.000] us demano de fer aixó [resoldre-ho] i altres
similars, resolent-ho per regla general, o en cas contrari, sent resoluble, us demano quant
val la cosa [la x],
(Prob. 31 Cartello 2a resposta, p. 56).

PEDRO NUÑEZ: Libro de Algebra en Aritmética y Geometría (1567)

101. Partir 30 en tales dos partes, que dando a la primera 3 y a la segunda 5
resulte la primera el duplo de la segunda.
(Prob. 1, Cap. 5, foli 151; tots els exercicis citats de l'obra de Núñez pertanyen al capítol
5, "De la práctica de las reglas de Algebra en los casos de Arithmetica, que son 110", per
la qual cosa n 'omitírem la referencia d'ara en endavant).

102. Buscar dos números, que la diferencia dellos sea 2, y la de los quadrados sea
10.

La descomposició x2 — y2 = (x + ) (x — y), coneixent el valor de x — y, simplifica
notablement la resolució.
(Prob. 4, f. 152).
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103. luntar con estos dos números 3 y 2, otros dos números en la proporción de 5
para 1, y que sean tales que hecha está addicion, resulte el uno duplo del otro.
(Prob. 10, f. 153)

104. Buscar un numero que multiplicado en si mismo [elevat al quadrat] y el
producto por 6 haga dos vezes tanto como si lo multiplicásemos en si dos vezes, que es el
su cubo.
(Prob. 13, f. 154)

105. Partamos 20 en tales dos partes, que la suma multiplicada por 4 haga tres
vezes tanto como la otra por 5.
(Prob. 16, f. 155).

106. Partamos 20 en tales 3 partes, que la primera multiplicada por 2, y la segunda
por 4 y la tercera por 8 resulten números en proporción tripla. (Un deis nombres resul¬
tará el triple d'un altre, i aquest darrer será el triple del tercer nombre).
(Prob. 18, f. 156).

107. Busquemos dos números en proporción dupla, y que el quarto del menor

multiplicado por el tercio del mayor haga 20.
(Prob. 24, f. 158).

108. Busquemos un numero que multiplicado por la su raíz quadrada haga 4.
(Prob. 27, f. 159).

109. Partamos 10 en tales dos partes, que el su quadrado y los de las partes guar¬
den entre si proporción Arithmetica (que estiguin en progressió aritmética).
(Prob. 29, f. 159).

110. Tenemos estos dos números 8 y 12 y juntando con el 8 un numero ignoto, y

juntando con el 12 la octaua parte del mismo numero ignoto, resultan iguales el 8 y el 12
hecha la tal addicion y queremos conocer el ignoto.
(Prob. 37, f. 161).

111. Tenemos 5 números, y los 4 dellos sin el primero valen 127 y los quatro sin
el segundo valen 119 y los quatro sin el tercero valen 109 y los quatro sin el quarto va¬
len 104 y los quatro sin el quinto valen 97 y queremos saber quanto es cada uno dellos.
(Prob. 38, f. 161).

112. Busquemos un numero que los quadrados de la su mitad, y del su tercio, y del
su quarto, todos juntos hagan tanta suma, como es el mismo numero.
(Prob. 39, f. 162).

113. Partamos 100 en tales 5 números, que el segundo exceda al primero en 3 y el
tercero al segundo en 7 y el quarto al tercero en 10 y el quinto al quarto en 20.
(Prob. 40, f. 162).

114. Tenemos un numero partido en tales tres partes, que dando la primera el
tercio de si misma, y la segunda dando un 1/4 de si misma, y dando la tercera el 1/5 de si
misma, y haziendo una suma de lo que las tres partes han dado, y partiendo esa suma en
tres partes iguales, y boluiendo a cadauna no lo que dado, mas el tercio de la dicha suma,
que fue partida en 3 partes iguales, quedan ordenadas por tal manera las primeras partes
del dicho numero, que la primera es la mitad del mismo numero, y la segunda es el tercio,
y la tercera es el sexto, y queremos saber quanto es este primero numero, y quanto es ca¬
da una de las partes, en las quales esta partido, y esto en enteras.

Les ultimes paraules fan referéncla al carácter indetermmat del problema, exigint
que les soluclons siguin nombre enters.
(Prob. 45, f. 166).

115. Busquemos tres números que el primero con 10 del segundo resulte ygual a lo
que resta del segundo, y el segundo con 10 del tercero resulte duplo de lo que resta del
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tercero, y el tercero con 10 del primero resulte triplo de lo que resta del primero.
(Prob. 48, f. 168).

116. Busquemos dos números, que el 1 con 1/3 del 2 y mas 4 resulte duplo de lo
que queda del 2, y el 2 con la mitad del 1 y mas 6 resulte 5 vezes mas que lo que queda
del primero.
(Prob. 50, f. 169).117.Partamos 10 en tales dos partes, que partiendo una por otra, y la otra por la

16
otra, entrambos los quoclentes hagan 2 .

(Prob. 53, f. 170).
118. Partamos 8 en tales dos partes, que los susquadrados y la multiplicación de la

una en la otra sea 49.

(Prob. 64, f. 174).
119. Busquemos dos números, que recibiendo el primero tal parte del segundo,

qual 9 es del mismo primero, resulte el primero mayor que lo que resta del segundo en 18
y recibiendo el segundo tal parte del primero, qual 10 es del mismo segundo, resulte el se¬

gundo mayor que lo que resta del primero por 24.
(Prob. 77, f. 184).

120. Partamos 20 por un tal numero, que el quoclente exceda al partidor en 4.
(Prob. 89, f. 198).

BEHÁ EDDIN: Kholácat al hissab(Finals x. XVI)

Els problemes són extrets de l'edlcló d'Arlstlde Marre, de l'any 1864.
121. A una quantltat de diners h¡ afeglm el seu clnqué I cinc dlrhems, I tralem

del que resulta el seu terp I cinc dlrhems, i llavors no queda res [Quina era la quantitat
inic¡al?\
(Prob. III, Cap. X, p. 44).

122. Quatre canonades van a parar a un dipóslt; una d'elles l'omple en un día, I
cada una de les altres en un día més. En quant de temps s'omple el dipóslt?
(Prob. IV. Cap. X, p. 45).

123. Dos homes asslstelxen a la venda d'un cavall. Un d'ells II dlu a l'altre: afegeix
al que jo tlnc un terp del que tu tens I llavors tlnc el preu [del cavall] ; l'altre respon;
afegeix al que jo tlnc un quart de que tu tens, I llavors jo tlnc el preu [del cavall]. Quant
tenia cada un d'ells, I a quant pujava el preu [del cavall] .

(Prob. VI, Cap. X, p. 47).
124. Tres garrafes s'omplen, l'una de 4 lllures de mel, una altra de 5 lliures de

vinagre, la tercera de 9 lliures d'algua. Les tres substancies s'aboquen en un reclplent
i es barregen per fer oximel; llavors es tornen a ompllr de nou les tres garrafes. Es demana
quina quantitat de cada substancia h¡ haurá a cada una de les garrafes.

L'oximel era un antlc preparat farmacéutlc fet a base de mel i vinagre, tal com
s'lndlca en el text del problema.
(Prob. Vil, Cap. X, p. 47).
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