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Abstract

The aim of this dissertation is the study of Chebotarev’s Theorem, which gives the density
of a set of prime ideals in terms of conjugacy classes of Frobenius elements.

In order to achieve our goal, this work has been divided into three parts. The first
part is an introduction to the basic properties of number fields. Moreover, two important
examples are studied in detail: quadratic and cyclotomic fields. The aim of this part is
to define and describe the ring of integrers of a number field.

Furthermore, it is important to understand the Frobenius element to reach the goal of
this work, therefore its second part is focused on the Frobenius element associated to a
prime ideal of a number field. The element of Frobenius, or more precisely its conjugacy
class in the Galois group is essential for the understanding of Chebotarev Theorem.

Lastly, assuming previous knowledge corresponding to the Dedekind zeta function,
the Chebotarev Theorem is stated and proved, and also two of its most known particular
cases are given: the Dirichlet’s Theorem on arithmetic progressions and the Frobenius
Theorem.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és estudiar el Teorema de densitat de Chebotarev,
que dona la densitat d’un conjunt d’ideals primers en termes de classes de conjugacié
d’elements de Frobenius.

Aquest treball esta dividit en tres parts. La primera part és una introduccié de les
nocions basiques dels cossos de nombres, i es detallen els dos exemples més usuals, els
cossos quadratics i els ciclotomics. L’objectiu d’aquesta part és donar les eines necessaries
per poder definir ’anell d’enters corresponents a un cos de nombres, en particular ’anell
d’enters dels cossos ciclotomics.

El segon objectiu del treball és entendre l’element de Frobenius associat a un ideal
primer d’un cos de nombres. Aquest element de Frobenius, o la seva classe de conjugacid
en el grup de Galois, és un dels ingredients essencials per a entendre bé ’enunciat del
Teorema de Chebotarev.

Finalment, assumint un resultat sobre funcions zeta de Dedekind, enunciem i demos-
trem el Teorema de Chebotarev i donem dos casos particulars d’aquest teorema que sén
més coneguts: el Teorema de Dirichlet sobre primers en progressions aritmétiques i el
Teorema de Frobenius.
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1 Introduccio

Classifiquem els 100 primers nombres primers segons el seu darrer digit i obtenim:
1:11,31,41,61,71

2:2

3:3,13,23,43,53,73,83

5:5

7:7,17,37,47,67,97

9:19,29,59,79,89

Per una banda, podem veure com no hi ha cap primer que acabi amb 0,4,6 o 8 i que
només hi ha un primer que acabi en 2 i un en 5.

Per altra banda, observem que els tnics enters positius entre 1 i 10 que satisfan la
condicié de coprimeritat amb 10 sén 1,3,7 1 9, que sén, precisament, els nombres pels
quals podem observar a la taula que hi ha més primers acabats en aquests digits.

Dirichlet va estudiar aquest fet i demostra ’anomenat Teorema de Dirichlet que afirma
que: ”"Donats a i m enters primers tals que (a,m) = 1, llavors la progressid aritmeética
a+ nm, amb n € N, conté infinits primers.” Aquest enunciat és equivalent a dir que
existeix una quantitat infinita de primers p tals que p = a(mod m). Per tant, podriem
dir que 'experiment que hem fet il-lustra el Teorema de Dirichlet en el cas m = 10.

Referent a la demostracié que va fer Dirichlet d’aquest teorema podem dir que va usar
conceptes com les L-series de Dirichlet associades als caracters de Dirichlet. En particular,
prova que L(x,1) # 0 quan x # 1 i que L(1,s), que és essencialment la funcié zeta de
Riemann, té un pol simple en s = 1. Per fer-ho va necessitar resultats de convergencia de
les L-series de Dirichlet.

El Teorema de Dirichlet es pot reescriure en termes de grups de Galois, per fer-ho
donem el segiient isomorfisme: sigui m un enter positiu i sigui p, = /™
primitiva m-éssima de la unitat. Aleshores,

(Z/mZ)" = Gal(Q(pm)/Q)

a > (pm = P,

En particular, a cada primer p € (Z/mZ)* li correspon un element Frob,, del grup de
Galois de 'extensié ciclotomica Q(py,)/Q. De manera que el Teorema de Dirichlet es
tradueix a: "Donat h € Gal(Q(pp,)/Q) existeizen infinits primers p tals que Frob, = h.”.

una arrel

L’objectiu d’aquest treball és entendre el Teorema de Chebotarev, que és una generalit-
zaci6 del Teorema de Dirichlet canviant Iextensié ciclotomica Q(py,)/Q per una extensié
de cossos de nombres L/K, on un cos de nombres és una extensié de cossos de dimensi6
finita de Q. També en donarem una demostracié, assumint un resultat de teoria analitica
de nombres.

Per estudiar-ho desenvolupem les eines necessaries per poder definir els cossos de nom-
bres i els anells d’enters corresponents. A continuacié, ens preguntem quin és i com es
tracta I'element del grup de Galois que s’associa a cada primer de L: el concepte que cal
assimilar s’anomena element de Frobenius i es denota per Frob,, i per poder manejar-lo
s’estudia com descomponen els ideals primers en els anells d’enters de cossos de nombres.
Finalment, acabarem el treball enunciant i demostrant el Teorema de Chebotarev.



2 Cossos de nombres

En aquesta seccid, es defineixen algunes de les nocions basiques de la teoria algebraica de
nombres, i es donen alguns resultats per poder definir els conceptes de cos de nombres i
de 'anell d’enters corresponent.

Definicié 2.1. Un nombre algebraic o és un nombre complex que satisfa algun polinomi
monic amb coeficients racionals. Es a dir, per algun

p(X) =X"+ anlen_l + anszn_2 +...+ag
amb ag, ...,an—1 € Q, es compleiz que p(a) = 0.

Observacié 2.2. Recordem que el polinomi minim d’un element « és el polinomi monic
de grau més petit que té o com arrel. De fet, cada nombre algebraic té un polinomi minim
de coeficients racionals.

Definicié 2.3. Direm grau d’un nombre algebraic o al grau del seu polinomi minim. Es
denota per deg(a).
Teorema 2.4. Sigui o un nombre complez, llavors son equivalents:

1) o és un nombre algebraic.

2) L’anell
Qle] = {ao + a1 + ... + an—10" Hag, ..., an—1 € Q}

€s un espai vectorial de dimensio finita sobre Q.

3) a pertany a un anell L C C que és espai vectorial de dimensid finita sobre Q.

Demostracié.  En primer lloc, provarem que 1) implica 2). Com « és un nombre
algebraic compleix algun polinomi

p(X)=X"+ 1 X" N+ anoX" 24 . +ag

amb coeficients racionals. Aleshores o' = —Z?;OI a;a’, aixi lespai vectorial complex
generat per {1,a,a?,...,a" !} també conté a™. A més, per recursivitat tenim que totes
les potencies majors de « estan a l’espai vectorial.

Veure que 2) implica 3) és immediat, ja que Q[a] C C. Cal posar L = Qla].

I per acabar, provem que 3) implica 1. Considerem 'anell L =< gy, ..., g, > com espai
vectorial sobre Q. Per cada i € {1,...,n}, ag; = 27:1 aijgj. Definint g = (g1, ..., gn)7 i
una matriu M de dimensi6é n X n amb coeficients a;;, tenim

ag = Mg.

Per tant « és un valor propi de M, és a dir, a és ’arrel del polinomi caracteristic de M,

que és monic i de coeficients racionals.
O

Corol-lari 2.5. Els nombres algebraics formen un cos Q.

Demostracié.  Siguin « i S nombres algebraics. Per la demostracié de 'anterior
teorema i suposant que deg(a) = m i deg() = n, tenim que els anells Q[a] i Q[S5] tenen



bases {1,q,...,a™ 1} i {1,3,..., 87!}, respectivament, com a espais vectorials sobre Q.
Sigui L = Q[a, 3] generat pel conjunt {a!37]0 < i <m —1,0 < j <n— 1} com a espai
vectorial sobre Q . Llavors, o + 8 1 af pertanyen a L. Per la condicié 3) del teorema
sabem que a4+ 5 i af sén nombres algebraics.

Ens queda veure que existeix 'invers pel producte de qualsevol nombre algebraic di-
ferent del zero. Sigui v # 0 i sigui p(X) el polinomi que té o com arrel i té el seu terme
1 _ ple)=

independent ag # 0, llavors p(«) = 0 implica que o' = TSO € Q|a], el que significa
1

per la condicié 3) que o™ és nombre algebraic.

O

Definicié 2.6. Un cos de nombres K és un subcos de Q que té dimensié finita com a
espai vectorial sobre Q. Es a dir, [K : Q] = dimg(K) < oo.

Definicié 2.7. Direm que dimg(K) és el grau del cos de nombres K.

Observacié 2.8. Quan K és extensié finita de Q, el cos de nombres K és espai vectorial
de dimensié finita sobre Q. Per tant, existeix una base de K sobre Q.

No donarem la demostracié del segiient teorema, pero en cas de ser d’interes pel lector
es pot trobar en el Teorema 50 del Apéndiz B del llibre [1].

Teorema 2.9. Sigui K un cos de nombres de grau n. Llavors, existeixen n Q-morfismes
de cossos no trivials, és a dir, ezisteizen o; : K — C per i € {1,...,n}.

En el cas particular K = Q[a], denotem per p(X) al polinomi minim d’a, que és
irreductible sobre Q. Aquest polinomi té n arrels complexes diferents, ay, ..., ay. Per cada
i, 'embedding o; compleiz,

oilag + aro + ... + an_10" ") = ag + @105 + .. + ap_1af

2.1 Enters algebraics

Definici6é 2.10. Un enter algebraic o és un nombre complex que satisfa algun polinomi
monic amb coeficients enters. Fs a dir, per algun

p(X)= X"+ ap 1 X" P+ a, o X%+ ... +ag
amb ag, ...,an—1 € Z, es compleix que p(a) = 0.

El polinomi no necessariament és irreductible sobre Z. Pero, a continuacié, veurem
que cada enter algebraic és arrel d’algun polinomi monic irreductible sobre Z. Recordem
I’enunciat del Lema de Gauss:

Lema 2.11. (Lema de Gauss) Sigui f un polinomi monic amb coeficients enters, i supo-
sem que f = gh, on g i h sén polinomis monics amb coeficients racionals. Llavors g i h
son polinomis amb coeficients enters.

Teorema 2.12. Sigui o un enter algebraic, © f un polinomi monic sobre Z de grau minim
tenint o com arrel. Llavors, f és irreductible sobre Q.

Demostracié.  Per provar el teorema suposarem el contrari. Suposem que f no és
irreductible sobre Q, llavors f = gh on g i h s6n polinomis no constants en Q[X]. Suposem



que g i h sén monics i, pel Lema de Gauss, tenen coeficients enters. Com « és arrel de f,
llavors ho sera o de g o de h. Pero, aixo és impossible per la hipotesi que f és el polinomi

de grau menor que té o com arrel.
O

Teorema 2.13. Sigui @ un nombre complex, llavors son equivalents:
1) a és un enter algebraic.
2) El grup additiu de l’anell Z[a] és finitament generat.
3) a pertany a un subanell L C C que té un grup additiu finitament generat.
4) aA C A per algun subgrup additiu finitament generat A C C
Demostracié.  Primer, provem que 1) implica 2). Que « sigui un enter algebraic,

significa que és solucié d’un polinomi monic p(X) = ag + a1 X + aa X2 + ... + a1 X1
sobre Z . Es a dir, p(a) = 0. Llavors, obtenim

n—1
a = — Z a;a’.
10
Aixo significa que a” es pot generar a partir de {1, q,...,a”"!}. Per tant,
Zlo] =< 1,0,...,a" 1 > .

Provar que 2) implica 3) és immediat. Posant L = Z[a] obtenim el que voliem.

Suposem que o € L =< g1, ..., g, >C C. Llavors,

al =< agy,...,agy, >C< g1,.ey g >= L

Finalment, ens queda veure que 4) implica 1). Sigui A generat per {ai,...,a,}, per

tot ¢ € {1,...,n} expressem aa; com a combinacié lineal de {aq,...,a,} amb coeficients
enters. Obtenim,
aal aq
=M
aap, an,
a
on M és matriu de dimensié n x n sobre Z. Es a dir, (ald — M)
an

Prenent determinants, com que no tots els a; sén zero tenim det(ald — M) = 0. Aixo
significa que « és valor propi de M. Per tant, « és arrel del polinomi caracteristic de M,

que és monic i de coeficients enters.
O

Teorema 2.14. Els enters algebraics 7. formen un subanell de Q.

Demostracié. Siguin « i  enters algebraics (suposem que els seus polinomis minims
tenen grau n i m, respectivament), llavors per l'apartat 2) del teorema anterior te-
nim que existeixen {1,q,...,a" 1} tal que Z[a] =< 1,q,...,a" ! > i també existei-
xen {1,8,...,/™ 1} tal que Z[8] =< 1,3,...,8™ ! >. Llavors, el conjunt de productes
{a!pl i€ {l,...,n},j €{1,...,m}} genera Z[a, 3.



Com a+ f,apf € Z[a, ], o sigui els dos elements pertanyen a un subanell que té grup
additiu finitament generat, llavors per apartat 8) del teorema anterior a + 8 i a3 sén
enters algebraics.

A partir del que acabem de provar i sabent que —1 és enter algebraic (per ser enter),
obtenim que per qualsevol enter algebraic v, —v és enter algebraic.

Evidentment 0, 1 sén enters algebraics que segueixen sent elements neutres per la suma
i el producte, respectivament.

Llavors, Z és subanell de C.
O

Definicié 2.15. L’anell d’enters corresponent a un cos de nombres K és l'anell de tots
els enters algebraics que estan continguts en K. Es denota per

OK:KQZ.

Com que K és cos, i per tant anell, i Z és anell pel Teorema 2.14, llavors O és anell.

2.2 Traca i norma.

En aquest apartat definim la norma i la traga de cossos de nombres. Sén dos conceptes
que solen usar-se en la teoria algebraica de nombres.

Definicié 2.16. Sigui K un cos de nombres tal que n = [K : Q|, siguin oy,...,04, els
embeddings de K en C. La norma de K és una aplicacic N : K — C tal que, per cada
a€ K,

N(a) = o1(@)...on().

Definicié 2.17. Sigui K un cos de nombres tal que n = [K : Q|, siguin o1,...,04, els
embeddings de K en C. La traca de K és una aplicacic T : K — C tal que, per cada
a€ K,

T(a) = o1() + ... + on(a).

Tant la norma com la traga de K depenen del cos K, per aix0 en alguns casos per
evitar confusions escriurem N5 (a) i T5 ().

Observaci6 2.18. Sigui K un cos de nombres, siguin «, 3 € K i A € Q. Aleshores,
N(aB) = N(a)N(B), T(a+pB)=T(a)+T(B)
N =X T(A)=nA

N(Aa) =X"N(«a), T(Aa)=AT(«)

El segiient teorema es dona per provar que la norma i la traca d’un cos de nombres
sén nombres racionals.

Teorema 2.19. Sigui K un cos de nombres tal que n = [K : Q], i sigui o € K de grau d
sobre Q. Llavors, tenim

N(a) = (NU) )/, T(a) = 51 (a)).



Demostracié. Tenim [K : Q[a]] = [K : Q]/[Q[a] : Q] = n/d, i pel Teorema 2.9 sabem
que existeixen n/d embeddings de Q[a] en C. Finalment, per les definicions de la norma

i la traca tenim el que voliem provar.
O

s

Corol-lari 2.20. Sigui K un cos de nombres i sigui o € K, llavors N(«) 1 T(a) son
nombres racionals.

Demostracié. Es suficient provar que N (a) i 7@ (o) sén nombres racionals. El
polinomi minim p(X) de o descompon per p(X) = (X — a1)...(X —ap) a Q, i per tant el
terme independent de p(X) és £NU(q) i el coeficient de X1 és —TU ().

Com que « és nombre algebraic, llavors els coeficients de p(X) sén nombres racionals.
Per tant, N%(a) i TUY(q) sén nombres racionals.
O

Corol-lari 2.21. Sigui K un cos de nombres i sigui o« € K és enter algebraic, llavors
N(a) i T(a) sén nombres enters.

Demostracio. Si a és enter algebraic, llavors el seu polinomi minim sobre Q té
coeficients enters. Per la demostracié del corollari anterior, tenim NQl(a) i 7@ (q)
sén nombres enters.

O

2.3 Discriminant.

Com bé hem explicat a la introduccid, aquest capitol conté una serie d’eines necessaries
per determinar alguns anells d’enters de cossos de nombres. Per exemple, es necessita per
calcular I'anell d’enters corresponent als cossos ciclotomics.

Definicio 2.22. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Siguin o1,...,0pn els n
embeddings de K en C. Definim el discriminant de o, ...,an € K per

diSC(Ozl, ey Ozn) = det([o‘i(Oéj)]@j:17._.’n)2
Com que el discriminant és un quadrat, és indiferent 'ordre dels o; i dels «a;, per a
i,7 €{1,...,n}.

Teorema 2.23. Sigui K cos de nombres de grau n sobre Q. Siguin aq,...,a, € K.
Llavors,
disc(anq, ..., o) = det([T(s)]ij=1,...n)

Demostracio. Fem producte de matrius,

[oj(i)lijj=1,...nloi()]ij=1,..n = [o1(qic) + ... + on(@i)]ij=1,..n = [T(iaj)lij=1,.n

I prenent determinants tenim el que voliem.

O

Corol-lari 2.24. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Siguin ay,...,a, € K.
Aleshores disc(ayq, ..., ap) € Q.



Demostracio. Pel Teorema 2.28,
diSC(Oél, ey an) = det([T(aiaj)]iyjzl,m,n).

Sabem pel Corol-lari 2.20, per qualsevol i,j € {1,...,n}, T(cyj) és un nombre racional.
O

Corol-lari 2.25. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Siguin aq,...,an € K
enters algebraics, llavors disc(aq, ..., an) € Z.

Demostracio. Pel Teorema 2.283,
disc(az, ..., o) = det([T(iaj)ij=1,...n)-

Sabem que el producte de dos enters algebraics és enter algebraic, i pel Corol-lari 2.21,
per qualsevol i,j € {1,...,n}, T'(c;crj) és un nombre enter.
O

A 1’ Observacid 2.8 hem assegurat Iexisteéncia de bases de K en Q. El seglient teorema
ens dona la relacié que existeix entre els discriminants de dos bases de K sobre Q.

Teorema 2.26. Sigui K cos de nombres de grau n sobre Q. Siguin {w1,...,wn} 1 {B1, .-, Bn}
dues bases de K sobre Q, llavors

on [aijlij=1,..n €s la matriu de canvi de la base {wr, ...,wn} a la base {B1, ..., Bn}.

Demostracié. Escrivim la base {w1, ...,wy, } en funcié de {1, ..., Bn}. Perk € {1,...,n},

n
wi =Y aiBi.
i=1

Com que {wy,...,wn} i {B1,..., Bn} sén bases de K sobre Q, llavors det([aix)i k=1,...n) # O.
Aplicant que tot automorfisme de K fixa Q, per j, k € {1,...,n},

n n
oj(wr) = 05O ainfi) =Y aino;(B:)
i=1 i=1
Prenent determinants obtenim, per k € {1,...,n},

det ([0 (wk)]jh=1,..n) = det([D_ aio; (B1))ji=1,..n) = det((airlip=1,..n) det([0;(B:)]ji=1,..n)

=1

Elevant al quadrat 'anterior igualtat, per la Definicio 2.22, obtenim el que volem
provar,

disc(wy, ...y wy) = det([aik]m:l“..7n)2disc(51, vy Bn)
O

El segilient teorema ens dona una férmula del discriminant d’una base, de K sobre Q,
que esta formada per les poteéncies d’un sol element.



Definicié 2.27. Sigui K un cos de nombres. Sigui o € K. Sigui f un polinomi monic
irreductible per o sobre Q. FEls conjugats de o sobre Q son les arrels aq, ..., oy, de f.

Teorema 2.28. Sigui K = Q[a], i siguin aq, ...,y els conjugats de o sobre Q. Llavors,

disc(1, a, ...,a" 1) = H (0 — Oéj)2 = j;NK(f’(a))

1<i<j<n

on f és el polinomi monic irreductible per o sobre Q.

Demostracid. Sabem que existeixen n embeddings, els denotem per o1, ..., 0.

Comencem provant la primera igualtat. Com que [0;(a?™1)] = [(0y(a)?™1)], lavors
tindrem disc(1, a, ..., " 1) = det([ai(ajfl)]i,jzl,m,n)Q = det([(O'Z'(Oé)jil]i’jzl,m’n);

Usant que {o;(a)’™1}; j=1,. 5 és matriu Vandermonde, obtenim
disc(@) = [ (oila) —o5(@)’ = J] (ei—ay)?
i J i J
1<i<j<n 1<i<j<n
on aq, ..., &y, soén els zeros del polinomi minim de «. Es a dir, aq, ..., a;, sén els conjugats.
Passem a provar la segona igualtat.
Sabem que f té coeficients racionals, i per tant la seva derivada també. Aleshores,

NE(f(@) = T el (@) =TI Floi@) =TT f(«).

1<i<n 1<i<n 1<i<n

Com que f és polinomi monic irreductible, i aq, ...,y les seves arrels en C llavors
podem escriure f(X) = (X —aj1)--- (X — ay). Fent la derivada, per algun i € {1,...,n},
obtenim

— —

fX)=X-a) (X —a) - (X—om)+ (X —a)[(X —a1) - (X — i) - (X —am)]"

Avaluat a oy, tenim

Fles) = (@5 —aa) -+ (o —ai) -+ (o —an) 0= [ (o~ )
=

Tenint en compte que

I (@-ap)>== ] (ci—ay)
1<j<n 1<j<n
i<y i#£]

obtenim el que voliem.

2.4 Aplicacions del discriminant. Base d’enters.

Definicié 2.29. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Una base de O sobre
Z s’anomena base d’enters de K.



Per cada cos de nombres K de grau n, existeixen n enters algebraics wq, ..., w, tals que
Ok = {miw1 + ... + mpwp|ma, ..., m,, € Z}.

De fet, els enters wy, ..., w, formen una base d’enters de K, és a dir O =< wy, ..., wn >7z.
Abans d’usar les bases d’enters cal provar que realment existeixen, cal provar que Ok és
grup abelia lliure de rang n.

Definici6 2.30. Un grup lliure abelia finitament generat de rang n €s un grup isomorf a
7.

Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Existeix una base de K sobre Q,
{aq, ..., ap}. Definim el conjunt

A ={a10q + ... + apay lay,...,an € Z}

que és un grup generat per < af, ..., &, >. Podem expressar A com Zaoq D ... D Za,. Aixi
doncs, podem afirmar que A és un grup abelia lliure de rang n, per tenir cada sumant
isomorf a Z. Per tant, A C O.

A continuacié donarem un teorema per provar que Ok esta contingut en un grup lliure
abelia de rang n.

Teorema 2.31. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Sigui {aq,...,an} C Ok
una base de K sobre Q. Llavors, qualsevol element de O es pot expressar de la forma

seguent
araq + -+ apoy

disc(a, ..., a)

onai,....an € Z, iper a toti € {1,...,n} es compleiz que a? és divisible per disc(ar, ..., o).

El teorema esta ben definit ja que, pel Corol-lari 2.25, disc(ayq, ..., ) € Z i és no nul.

Demostracio. Siguin o1, ..., 0, els embeddings de K en C. Considerem o € Ok tal
que
a=Xjo1+ ... + Xphap

on Xi,..., X, € Q. Apliquem cadascun dels embeddings obtenint un sistema d’equacions

lineals
0'1(04) = X10'1(Oé1) + ...+ Xnal(an)

on(a) = Xjop(a1) + ... + Xpon(an)
Resolem el sistema usant el criteri de Cramer, tenim

X; = % per a tot j € {1,...,n}
on § = det([oj(0;)]ij=1,..n) 1 7 és el determinant de la matriu [0;(;)]i j=1,..n canviant
la j-éssima columna per el vector columna o;(c). Per aixo, v; i 6 s6n enters algebraics i
62 = disc(a, ..., o). Posem d = disc(av, ..., ). Com 62 = d, es té que dX; = d; és un
enter algebraic, i per tant dX; = a; € Z. Ens falta provar que a? és divisible per d per
cada j € {1,...,n}. Tenim

a? (6 .)2
g 0% _ 2 _
7d_ d —VJGOKQQ—Z



per tant, a? és divisible per d.

Per tant, hem provat que

1 o Qi
“A=7Z—&..0Z—
Ok C d d D...D d

Finalment, com que O conté i esta contingut en un grup lliure abelia de rang n
llavors Ok també és grup lliure abelia de rang n. I també, podem afirmar que les bases
d’enters existeixen.

Totes les bases d’enters d’un mateix anell d’enters de cossos de nombres tenen el mateix
discriminant. Vegem-ho:

Teorema 2.32. Siguin {wy,....,wp} @ {B1,..., Bn} dues bases d’enters de Ok . Aleshores,

disc(wy, ..., wy) = disc(B1, .-, Bn)-

Demostracié. Primer, escrivim la base {w1, ...,wy} en funcié de laltra {1, ..., Bn }.
w1 b1
Wn, Bn

on M és una matriu sobre Z de dimensio n X n.

Considerem els n embeddings de K en C. Els apliquem en les n equacions anteriors i
obtenim

[0 (wi)lij=1,... = M[0;(Bi)]ij=1,...n

Prenent determinants i elevant-los al quadrat, tenim

disc(wy, ..., wn) = det(M)?disc(By, ..., Bn).

Com que M és matriu sobre Z, es compleix que det(M) € Z. Per tant, disc(w1, ..., wn)
és divisible per disc(f1, ..., ) amb el mateix signe.

Fent el mateix pero escrivint la base {f1, ..., B, } en funci6 de {w1, ..., wy, }, obtenim que
disc(p1, ..., Bn) és divisible per disc(wy, ...,wy)

Per tant, podem concloure dient que

disc(B1, ..., Bn) = disc(wr, ..., wp)

O

El teorema que acabem de donar ens permet definir el discriminant d’un cos de nombres

sobre Q.

Definicié 2.33. Sigui K un cos de nombres de grau n sobre Q. Sigui wi, ...,w, una base
d’enters. Siguin o1, ...,0, els n embeddings de K en C. Definim el discriminant de K per

diSCK = det([ai (w]')]iﬂ':l,”’n)%
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Hem vist que el discriminant serveix per demostrar l'existencia de bases d’enters.
Pero té altres aplicacions com la identificacié de bases d’enters. El teorema que es dona a
continuacié s’usara per calcular ’anell d’enters dels cossos ciclotomics. La prova d’aquest
es pot trobar al capitol 2 de [1].

Teorema 2.34. Siguin K i L dos cossos de nombres de grau n i m, respectivament, sobre
Q. Sigui d = med(disck,discr,). Suposem que [KL : Q] = nm. Llavors,

1
OKL C gOKOL

Corol-lari 2.35. En particular, si [KL: Q] =nm id =1, llavors Ogr = OOy,
Donat un cos de nombres K, no sempre existeix una base d’enters de Ok de la forma

{1,a,...,a" '} per a a € K, i per tant no tots els anells d’enters de cossos de nombres
tenen la forma Z[a].

2.5 Cossos ciclotomics i cossos quadratics

L’objectiu d’aquest apartat és donar I'anell d’enters corresponent als cossos ciclotomics i
el corresponent als cossos quadratics.

Cossos quadratics.

Sigui m un enter lliure de quadrats. El cos Q[v/m] s’anomena cos quadratic.

Teorema 2.36. Sigui m enter lliure de quadrats. El conjunt d’enters algebraics en un
cos quadratic Q[y/m] és

Z[\/m] = {a+ by/m|a,b € Z} si m =2 o 3(mod 4)

Z[Hﬁ} :{%]a,bez,azb(mod@} si m = 1(mod 4)

Demostracié.  Sigui a = r + sy/m € Q[\/m], on 7, s sén nombres racionals. Si s # 0,

aleshores el polinomi monic irreductible sobre Q que té o com arrel és X2 —2rX +7r2—ms>.

Per tant, o és enter algebraic, si i només si, 2r i 72 —ms? sén nombres enters. 1si 2r € Z,

llavors r € Z o bé r =k + 1/2, per k € Z.

Per una banda, si r € Z i 2 — ms? € Z, llavors ms® € Z. Com que m és enter lliure
de quadrats, tenim s € Z.

Per altra banda, suposem que r = k + 1/2 per algun k € Z. Tenim, doncs, que
r2 = k2 4+ k +1/4. Com que 7? — ms? € Z veiem que 1/4 — ms? € Z també. Posem
n = 1/4 —ms? amb n € Z. Aleshores 4n = 1 — m(2s)? i, per tant, m(2s)? € Z. Per ser
m enter lliure de quadrats tenim que 2s € Z. Aleshores, tenim dues possibilitats: s € Z,
obés=1+1/2ambl € Z.

La primera opcié no pot ser ja que tindriem 4n = 1—4s? i reduint modul 4 ens quedaria
0=1(mod 4). Isis=1+1/2amb [ € Z, aleshores 4n = 1 —m(2s)? = 1 —m(2[+1)?, és a
dir, 1 — m(4l? + 41 + 1) = 4n. Reduint la igualtat modul 4 ens queda que m = 1(mod 4).
En resum, suposant que r = k + 1/2 amb k € Z tenim s = [+ 1/2 per algun | € Z i
m = 1(mod 4).

1+vm

Finalment, obtenim que 5~ és enter, si i només si, m = 1(mod 4).
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El discriminant de Q[y/m] és

d@i ] d st d=1(mod 4)
BQVT T V44 si d # 1(mod 4).

Cossos ciclotomics.
Sigui w = e2™/m |’
quadrats. El cos Q[w] s’anomena m-éssim cos ciclotomic. Tots els resultats que es donen
a continuaci6 poden trobar-se demostrats a [1].

arrel m-éssima primitiva de la unitat, on m és un enter lliure de

Teorema 2.37. Els conjugats de w son els w¥, per k € [1,m] tal que (k,m) = 1.

Corol-lari 2.38. El m-éssim cos ciclotomic té grau o(m) sobre Q, on ¢ és la funcid
d’Fuler.

Corol-lari 2.39. El grup de Galois de Q[w] sobre Q és isomorf al grup multiplicatiu
d’enters modul m. Es a dir,

Gal(Qw]/Q) = (Z/mZ)* = {k € Z|k € [1,m] tal que (k,m) = 1}.

Cada element k € (Z/mZ)* correspon a un automorfisme del grup de Galois de Q[w]

sobre Q que envia w a wF.

Volem estudiar com sén els anells d’enters corresponents als cossos ciclotomics per a

m primer. Volem provar que l'anell d’enters corresponent al cos de nombres K = Q[w],

2mi/m

onw=c¢e , per algun m enter, és Z[w].

En el cas de m = 2, tenim w = €2™/2 = —1. Per tant, el cos ciclotomic és Q(—1) = Q
i el seu anell d’enters és Z.

En el cas de m # 2, ho separem en dos resultats, el primer assumeix que m és una
potencia de primers i el segon que m no és poteéncia de primers.

Teorema 2.40. Sigui w = €2™/™  on m = p" per un primer p. Aleshores,
OQ(w) = Z[w]
Per provar aquest teorema necessitem dos lemes.

Lema 2.41. Per m > 3 enter, tenim

disc(1 — w) = disc(w).

Demostracio. Denotem per «; als conjugats de w, per a tot 1 < ¢ < n. Pel Teorema
2.28 tenim

disc(w) = H (v — ) = H (1 — ;) — (1 —a;))? = disc(1 — w)

1<i<j<n 1<i<j<n

on usem que 1 — «; sén els conjugats de 1 — w, per a tot 1 < i < n.

12



Lema 2.42. Per m = p" enter, tenim

1<k<m
ptk
Demostracio.
Prenem
xr —1 . - .
fX0) = g = L+ XY 4 X X

Llavors tot w®, per k € [1,m] tal que p no divideix k, sén arrels de f, per ser arrels de
XP" — 1 perd no de X'~ — 1. Per tant,

0= I (x-uh)
1<k<m
ptk

ja que exactament hi ha o(p”) = (p — 1)p" ! valors de k. Finalment, prenem X = 1.
O

Demostracio del Teorema 2.40.

Denotem per n = p(p") = (p — 1)p" ! i d = disc(w) que, pel Lema 2.41 , és igual a
disc(1 — w). Pel Teorema 2.51 tenim que tot element a € Ogy,) es pot escriure de la

forma,
my +ma(l—w) + -+ mp(l —w)" !
o= 7

on mi, ma, ..., My s6n nombres enters.

Volem provar que Ogy, = Z[1 — w]. Suposem el contrari, és a dir ha d’existir algun «
pel qual no tot m; és divisible per d. Tenim que Ogj,) conté un element de la forma
mi(1 —w) tm (1 —w)i + -+ mp (1 —w)" !

) :

8=

per algun ¢ < n i P'enter m; no és divisible per p. Pel Lema 2.42 tenim

I[I a-uh=p

1<k<m
Ptk
i per ser 1 — w¥ divisible per 1 — w, llavors oy € Zlw]. Aleshores, ﬁ € Zw], i per
tant, % € Ogu)- Aixo significa que {2 € Ogyy-

Prenent la norma de Q[w], tenim N (1 —w)|N(m;), pero és impossible ja que N(m;) =
m;, i pel segon lema tenim N (1 —w) = p.
U

2mi/m

Teorema 2.43. Sigui w = ¢ , onm no €és potencia d’un primer. Aleshores,

Og) = ZLw).
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Demostracio. Fem inducci6 sobre el nombre de primers diferents en que es descompon
m, denotem-lo per n. Comencem fent el cas n = 2: sigui m = myms, on my i my
s6n potencies de primers que satisfan mecd(mi,mg) = 1. Denotem per w; = g2mi/m
i wy = e¥™/™2. Suposem que Oguy) = Zlw1] i Og(uy) = Zlwe]. Tenim que w™ =
e2mimi/m — o2mi/ma — ) § M2 = e2mima/m — ¢2mi/mi — ) T, Identitat de Bézout afirma
que si dos nombres enters my i mo sén coprimers, llavors existeixen dos enters r i s tal
que rmy + smg = 1. Per tant,

W= eQm'/(mlmg) _ e(27‘ri)(rm1+sm2)/(m1m2) _ 627rir/m1+27ris/m2 _ w{wg.

Per tant, Qw] = Qwjw;] = Q[w1]Q[wz]. Com que

[Q[wr]Qlws] : Q] = [Quwn] : QJ[Q[wo] : Q] = @(ma)p(m2) = @(m),

per ser my i mg coprimers, llavors pel Corol-lari 2.35, obtenim que Og() = Og(w;) Og(ws)-
Es a dir,
OQ[w} = Z[W1]Z[WQ] = Z[w]

Ara, suposem que és cert per n — 1 i ho provem per n. Posem m = mj---my, on
mi,...,my s6n poténcies de primers que satisfan med(my,...,m,) = 1. Per a tot i €
{1,...,n}, denotem per w; = e2mi/mi i pel Teorema 2.40 tenim Oq(w;) = Zlwi]. Per la
Identitat de Bézout afirmem que existeixen 71, ..., 7,, nombres enters tals que rymq+-- -+
rn,m, = 1. Per tant,

_ 627ri/m1-~mn _ e27ri7‘1/m1+~~~+27rirn/mn _ w71“1 coewm

w n

Per tant, Qw] = Qw7 - - - wl"] = Qlwy + - - wp—1]Q[wy,]. Com que
[Qlw] : Q] = @(m1) - - p(mn) = p(m)

per ser mi, ..., my coprimers, llavors pel Corol-lari 2.35, obtenim que
Oqlu) = Oglwr-wn-1]OQluwn)-

Per hipotesi d’induccié tenim que Ogy,...,_y] = Zlw: -+ - wp—1], 1 pel Teorema 2.40
tenim que Ogy,,,,] = Z[wy] Navors

OQ[M] = Z[w1 s wn_l]Z[wn] = Z[w].
(]

Finalment, calculem el discriminant del cos de nombres Q(w), on w = e2mi/P per algun
p enter primer.

Teorema 2.44. Sigui p enter primer. El discriminant del cos de nombres Q(w), on
w=e2mi/P g5

diSCQ(w) = :tppfz.

Demostracio. Com hem vist abans O, = Z[w], aixo significa que existeix una base
d’enters de Q(w) de la forma {1,w,...,wP~'}. Aleshores, pel Teorema 2.28 tenim que el
disc(1,w, ...,wP™1) = iNQ(“’)(qﬁ;(w)), on ¢ és el polinomi minim de w = *™/? que en el
cas de p primer és de la forma:

XxP-1
X -1

¢p(X)
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Fem la derivada ¢,(X) = (X=L)p ()g({':)}(XLl), i llavors ¢f,(w) = _Iifi:l. Aleshores,

(—p)P~!

—pwp—l) _ NEpN@Pt = P2

iN(gﬁ;(w)):iN( 1l—w N(1—-w)

Per tant, tenim discg(,,) = +pP—2.
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3 Cossos de nombres de Galois

3.1 Descomposicié de primers en anells d’enters de cossos de nombres.

A continuacié estudiarem com els nombres enters primers es converteixen en ideals en
I’anell d’enters corresponent. Donarem una série de definicions basiques per poder intro-
duir la teoria de ramificacié d’ideals primers. La majoria de resultats d’aquest apartat
no estan demostrats ja que es considera que és més important entendre la construccié de
l’automorfisme de Frobenius. Si el lector vol consultar les proves que falten, pot trobar-les
en el capitol 3 de [1].

Definicié 3.1. Sigui K un cos de nombres. Un ideal a de O és un subconjunt no buit
de Ok que compleiz:

1) Siguin a,b € a, llavors a +b € a

2) Siguin a € a ir € Ok, llavors ra € a.

Definicié 3.2. Sigui p un ideal de Og. Direm que p és un ideal primer si no €s igual a
Ok 1 si per a qualsevol a,b € O tal que ab € p es té que a € p 0 bé b € p.

Definicié 3.3. Sigui p un ideal de Ok . Direm que p és un ideal mazimal si no existeix
cap ideal b tal que a & b & Ok

El Teorema Fonamental de I’Aritmética afirma que:

”Qualsevol enter positiu magjor que 1 pot escriure’s de forma unica com a producte de
poténcies de nombres primers.”

En aquest cas, el generalitzarem per a qualsevol cos de nombres.

Teorema 3.4. (Teorema Fonamental de I’Aritmética) Sigui K un cos de nombres i O
el seu anell d’enters. Llavors, cada ideal no zero de Ok es pot escriure com a producte
d’ideals primers de manera unica llevat reordenacions dels factors.

Volem resoldre el problema de determinar com un ideal primer no zero es factoritza
en un anell d’enters donat. Tots els ideals primers que tractarem en aquesta seccié sén
diferents del trivial tot i que no s’especifiqui.

Definici6 3.5. Sigui K un cos de nombres i Ok el seu anell d’enters. Sigui L un cos de
nombres tal que K C L. Donat p un ideal primer de O . L’ideal que es genera per p en
l’anell de nombres Oy, és

pOr = {1+ ..on-frla; € p, 8 € Or}.

Observacié 3.6. Si p és un ideal principal, és a dir que esta generat per un sol element
a tal que p = («), llavors tenim que

]JOL = {04,8‘5 S OL}.

Teorema 3.7. Sigui K un cos de nombres i O el seu anell d’enters. Sigui L un cos de
nombres tal que K C L. Considerem un ideal primer p de Ok i un ideal primer q de Of,.
Aleshores, es diu que q esta a sobre de p si es compleix alguna de les segiients condicions,
totes elles equivalents.
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1) q divideiz a pOy,.
2) pOr, C q.
3)pCq.
4)aN Ok =p.
Teorema 3.8. Cada ideal primer q de Op, esta a sobre d’un unic ideal primer p de Ok.
Donada una extensié K C L de cossos de nombres . Els ideals primers de O, que es
troben a sobre d’un ideal primer p de Ok sén els que es troben en pOy. A més, com que

pOyp, és un ideal de Oy, pel Teorema Fonamental de I’Aritmética, tenim que es factoritza
de manera tnica per pOy, = p{' -+ - pg’, on pi, ..., pg s6n ideals primers de Or..

Definicié 3.9. Els exponents e1, ..., e, es diuen indexs de ramificacio de p en L.
Definicié 3.10. Direm index de descomposicio de p en L a g, que és el nombre d’ideals
primers diferents en qué es factoriza pOyp.

Suposem que q es troba a sobre p, com que els dos ideals sén maximals podem afirmar
que Ok /p i Or/q sén cossos.

La inclusié Ok C Of indueix un morfisme d’anells O — O /q i, per tant el seu nucli
és O N q. Sabem que Ox N q = p pel Teorema 3.7. Aleshores, obtenim un embedding

OK/]J — OL/q.
Definicié 3.11. Si els cossos Ok /p i Or/q son de dimensio finita, llavors Or/q és una
extensio de O /p de grau finit. Aquest s’anomena grau d’inércia de q sobre p.
Sabem que el cardinal de Or,/q és N(q).

Teorema 3.12. Sigui K C L una extensio de cossos de nombres de grau finit n. Sigui
p un ideal de Ok. Siguin pi,...,p4 els ideals primers diferents de O, en els quals fac-
toritza pOr,. Siguin e1, ...,eq els seus indexs de ramificacio ¢ f1,..., fq els graus d’inércia
corresponents. Llavors,

n = €1f1 + ...+ egfg.

Definicié 3.13. Sigui K un cos de nombres i O el seu anell d’enters. Sigui L una
extensio de K de dimensio n, i denotem per O al seu anell d’enters.

1) Un ideal primer p de Ok ramifica en O, si i només si, l'index de ramificacid e de
q en K és major que 1, per algun primer q de Or que es troba a sobre de p.

2) Un ideal primer p de Ok és totalment ramificat en O, si pOr = q", per un primer
q de Or, que es troba a sobre de p.

3) Un ideal primer p de Ok és inert en Op, si pOr, és un ideal primer de l'anell Of,.

Teorema 3.14. Sigui K un cos de nombres i O el seu anell d’enters. Sigui p un primer
enter. Aleshores p ramifica en Ok, si i només si, p|discg.

3.2 Automorfisme de Frobenius.

L’objectiu del nostre treball és el Teorema de Chebotarev que tracta extensions de Galois.
Per aix0 ens sera 1til aplicar la teoria de Galois a la descomposicié de primers en anells
d’enters de cossos de nombres.

Donem la definicié d'una extensié de Galois de cossos, i la de grup de Galois.
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Definicié 3.15. Siguin K i L cossos. Direm que K C L és una extensié de Galois si és
una extensio normal i separable.

Definicié 3.16. Siguin K i L cossos tal que K C L és extensio de Galois. S’anomena
grup de Galois de L sobre K al grup d’automorfismes de L que deixen fize a tot element
de K. L’operacié del grup és la composicio. Es denota per Gal(L/K).

Donada una extensié normal, el seu grup de Galois permuta transitivament els ideals
primers que es troben a sobre un mateix ideal primer. Vegem-ho:

Teorema 3.17. Siguin K un cos de nombres i Ok el seu anell d’enters. Sigui L una
extensio normal de K. Siguin q 1 q' dos ideals primers de Oy, a sobre del mateiz primer
p de Ok. Llavors, o(q) = ¢, per algun o € Gal(L/K).

Demostracio. Suposem el contrari del que volem provar, és a dir suposem que
o(q) # q' per a tot 0 € Gal(L/K). Pel Teorema Xinés del Residu, existeix una solucid
del sistema de congruéncies

X = 0(mod q')
X = 1(mod o(q)), per a tot o € Gal(L/K).

Denotem la solucié per a € Oy, aleshores tenim que

Ng@)= ]I o
o€eGal(L/K)
té un factor que és a € q'. Per tant, NE(a) € Ox Nq' = p.

A més, sabem que existeix almenys un o € Gal(L/K) tal que a ¢ o(q) i per tant,
o1 (a) € q. Doncs, podem expressar la norma de la segiient forma

Ng@) = I o)

0€Gal(L/K)

i com que no tots pertanyen a q llavors N I%(a) ¢ q. Pero aix0 es contradiu amb el que
haviem vist que NZ(a) € p C q.
O

Corol-lari 3.18. Sigui L una extensié normal sobre K. Llavors, els indexs de ramificacio
i els graus d’inércia de dos ideals primers q i q' de O que estan a sobre del mateiz primer
p de Ok, son iguals.

Observacié 3.19. A més, pel Teorema 3.12 es té que [L: K| = efg.

A partir d’aqui, considerem un cos de nombres K i una extensié L de Galois de K.
Denotarem per G = Gal(L/K). Definirem dos subgrups de G per poder entendre la
definicié de I’element de Frobenius.

Definicié 3.20. Sigui p un ideal primer de Ok. Per cada ideal primer q de O que es
troba a sobre de p, definim el grup de descomposicio de q sobre K per

Dy = {0 € Glo(q) = q}.

Proposicié 3.21. El grup de descomposicio té ordre ef.
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Demostracio. Com que els elements del grup de descomposicié de ¢ sobre K satisfan
que, per 0 € G, o(q) = q, llavors podem dir que Dy és l'estabilitzador de q per I’accié
de G. L’orbita de q és el conjunt {o(q)|oc € G}, i pel Teorema 3.17 sabem que G actua
transitivament i per tant ’orbita té cardinal g. Tenint en compte I’Observacié 3.19 que
afirma [L : K] = efg, llavors #Dq = ef.

O

Definicié 3.22. Sigui p un ideal primer de Ok. Per cada ideal primer q de O que es
troba a sobre de p, definim el grup d’inércia de q sobre K com

Iy ={0 € Glo(X)= X(mod q), VX € Or}.
Observacié 3.23. L’expressié o(q) = q pot escriure’s, també, de la forma
o(X) = 0(mod q), si i només si, X = 0(mod q).
Per aixo0, sabem que I C Dy.
Donat un primer p de Ok, siguin qq, ..., q4 ideals primers de Of, que es troben a sobre

de p. Pel Teorema 3.17, G actua transitivament en el conjunt {qi,...,q4}, i per tant els
grups de descomposicié de q1, ..., q4 sobre K sén conjugats en G.

Sigui q de Oy, sobre p. Sigui o un element del grup de descomposicié Dy de q sobre
K. El restringim a Or, 00, : Op — O.

Reduim I"automorfisme 0|, modul q i obtenim: & : Or/q — OL/q.
Definicié 3.24. Es diu que Fq = Or/q és el cos residual de l’ideal q de O,.
Sabem que els automorfismes o € Gal(L/K) deixen fixe a tot element de K (i per

tant, ojp, fixa a tot element de Ok), llavors els automorfismes & deixen fixe tot element
del subcos Ok /p. Per tant, 6 € Gal(F,/Fy). Aix0 defineix un morfisme de grups:

¢ : Dy — Gal(F,/F,).

Es facil comprovar que ¢ és morfisme de grups, ja que la composicié d’automorfismes de
Dy correspon a la composicié en Gal(Fq/Fy)

Proposicié 3.25. La aplicacio ¢ : Dg — Gal(F,/F,) és exhaustiva.

Demostracid. Si t € Op denotarem per ¢ € Fy la seva classe modul q. Donat
7 € Gal(Fy/Fy), volem provar que per algun o € Gal(L/K) es satisfa

o(X) =7(X)
per a qualsevol X € Op. Aixo significa que o(q) = ¢, és a dir o pertany al grup de
descomposicié de g, i que ¢(o) = 7.

Per ser Oy, un subanell finitament generat de Ok, existeixen enters algebraics wi, ..., wy,
de L tals que podem escriure qualsevol element de l’anell d’enters de L de la forma
Z?:l QjWj, per a; € Ok.

Considerem el polinomi

P(Y, X1, ., Xp) = [[(V = o(w) X1 — -+ = o(wn) Xn)
ceG
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que pertany a Or[Y, X1, ..., X;,]. Els coeficients del polinomi P pertanyen a Oy NK = Ok-.
Avaluem per Y = w1 X1 + -+ + wp X, en el polinomi P i ens queda:

P X1+ F wnXn, X1, 0, Xp) = [[ (w1 = 0(@1)) X1 + - + (wn — 0(wn)) Xn) = 0.
oceG

Si ho reduim modul ¢, en Fy[X1, ..., X,,], obtenim:

P(@iXi+ - + 0 Xn, X1,..., X,) = 0.

Si estenem 7 € Gal(Fq/Fy)) en Fq[X1, ..., X}, i ho apliquem a banda i banda de la
igualtat anterior, llavors:

P(r(w) X1+ + 7(wn) X, X1,y o0y X)) = 0.

Per tant,

[1(F@) = o) X1+ + (7(@n) = o(wn)) Xs = 0.
ceqG

Aleshores, un dels factors del producte ha de ser 0, per ser Fq[X1, ..., X;,] un domini.
Per tant, existeix algun o € G tal que o(w;) = 7(wj), per a tot j € {1,...,n}.

O

El nucli de ¢ és el grup d’'inercia de q sobre K (i.e. Ker(¢) = I;). Per tant, I; és
subgrup normal de Dy. Llavors, Dq/I; = Gal(Fq/Fp).

El grup de Galois Gal(Fq/Fy) és un grup ciclic d’ordre f generat per I'automorfisme
z — VM) Per tant, per 'isomorfisme que abans hem definit, Dq /14 també ho és.

Posem K = Q, i per tant O = Z. Considerem un nombre primer p i un ideal g
de O, a sobre p. Si F, = Z/pZ el veim com a subcés de Fy = F,s, llavors tindrem un
isomorfisme ¢ : Dy/I;—Gal(F,/F,). Es satisfa que

(o) : Fq — Iy
X+q—=o0)(X+q)=0(X)+q.

Definicié 3.26. Sigui L/K una extensié de Galois. Sigui p ideal primer de O que no
ramifica a lextensio L/K. Sigui q un ideal primer de Op a sobre de p. L’element de
Frobenius de q sobre p, Frobg, és ’element del grup de descomposicio Dy que satisfa

Frobg(X) = XV® (mod q)  per a tot X € O..

Observacié 3.27. Podem assegurar que és unic ’element de Frobenius, ja que quan q és
no ramificat aleshores I; = {1}. Si p ramifica llavors no podem assegurar la unicitat de
I’element de Frobenius de q sobre p.

Proposicié 3.28. Sigui L/K una extensio de Galois. Sigui p un ideal primer de Ok que
no ramifica a lextensic L/K. Sigui q un ideal primer de O, que es troba a sobre de p.
Per a tot ideal primer q' de Or, que es troba a sobre de p, els elements de Frobenius Froby
i Froby son conjugats en el grup de Galois de L/K.
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Demostracio. Denotem per G = Gal(L/K). Pel Teorema 3.17 tenim que G permuta
transitivament els ideals primers que es troben a sobre d’un mateix ideal primer. Consi-
derem o € G tal que ' = o(q). Per a tot X € Of tenim, per definicié de I’element de
Frobenius de q sobre p, que

Frobg(X) = XV®) (mod q).
Apliquem o a banda i banda, i obtenim:
o (Froby(X)) = o(XV®)(mod o(q)).
Es a dir,
oFroby(X) = o(X)N® (mod ¢').
Reemplacem X per o~ 1(X), i tenim que:
oFrobg(oc1(X)) = o(oH(X))N® (mod ¢')

per tant, ens queda:
(oFrobye1)(X) = XV®) (mod ¢')

Per la unicitat de I’element de Frobenius Froby tenim Froby = UFrobqa*1 que és el
que voliem demostrar.
O

Observacié 3.29. Quan G és abelia, tenim que Froby només depen de p i podem dir que
Frobg(X) = XN®)(mod pOr), peratot X € Or.

Aixo es satisfa ja que, per cada o € G, Froby = o Frobg ol =007t Frobg = Froby, i tots
els primers que es trobin a sobre de p també tindran aquesta forma.

Observacié 3.30. Seguint en el cas particular, K = Q. Sigui p primer racional i sigui q
ideal primer de Oy, a sobre p. Un element de Frobenius de q sobre p és un element Frob,
del grup de descomposicié Dy que satisfa

Froby(X) = XP(mod q)  per atot X € Or.

Si p no ramifica en L, aleshores I’element de Frobenius és I'inic automorfisme de Dy que
ho satisfa. A més, es compleix que

Dy = Gal(F,; /F).

3.3 Exemples: cossos ciclotomics i cossos quadratics.

En aquest apartat estudiarem els elements de Frobenius en el cas dels cossos ciclotomics i
quadratics, i també altres propietats de ramificacié. Es una continuacié de 'apartat 2.5.

Cossos quadratics.

Estudiarem com els nombres enters primers factoritzen en els cossos quadratics. Sigui
m un enter lliure de quadrats, posem K = Q i L = Q(y/m). Denotem per Og( /m) a
lanell d’enters corresponent a Q(y/m), el discriminant del qual és

4@ m  si m = 1(mod 4)
1SC =
Qvml = ) am  si m £ 1(mod 4).

21



I una base d’enters és

{{1, (14 /m)/2} si m = 1(mod 4)
{1,v/m} si m # 1(mod 4).

Sigui p un enter primer. Com que [Q(y/m) : Q] = 2, tenint en compte el Teorema
8.12, 'ideal generat per p en (’)Q( D) és

p?, si el grau d’inercia de p sobre p és 1
pOq(/m) = | b, si el grau d’inercia de p sobre p és 2

P1po, siel grau d’inercia de p; i po sobre p és 1.

Teorema 3.31. 1)Si p divideix m, llavors pOg, /m) = (P, Vm)?.
2) Sip =2, llavors

(2,14 /m)? si m = 3(mod 4)
POg(im) = (2, 1+ﬁ) (2, 1‘ﬁ> si m = 1(mod 8)

és primer si m = 5(mod 8).

3) Sip és imparell i p no divideix m, llavors

(p,n 4+ /m)(p,n — /m) si n és una solucié de m = X?(mod p)

és primer si 'equacié m = X?(mod p) no té solucié.

POq(ym) = {

Demostracié. En aquesta demostracié denotarem per O a l’anell OQ( J)-

Com que la factoritzacié en producte d’ideals primers és unica, llavors si pO conté el
producte de dos ideals p i q aleshores pg = pO.

Si p divideix a m llavors (pO + /mO)? = p?O + py/mO + mO C pO.
Suposem que m = 3(mod 4), és a dir m = 3 + 4¢. Aleshores,

(20 + (1 + vVm)0)? = 40 + 2(1 + vV/m)O + 2y/m C 20.

1+5/E i Fﬁ pertanyen a O. Sigui

1—
2\/%0

Suposem que m = 1(mod 4), llavors

1++m
2

p =20+ Oiq=20+

aleshores pq = 40 + (1 +/m)O + (1 — /m)O + tO.
Si t no és parell, aleshores 1 € pq, i aixo implica que p = q = O.

Si tenim que t és parell, que és equivalent a m = 1(mod 8). Aleshores pq C 20, i per
tant com que p i q no estan continguts en 20 llavors pq = 20.

Per la darrera part de la demostracid, suposem que p és imparell i suposem que m =
n?(mod p) té solucié, és a dir, m = n? + tp. Siguin

p=pO0+ (n++vm)Oiq=pO+ (n—+/m)O.
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Com que p i g no estan continguts en pQO i
pq = p*O + p(n + vVm)O + p(n — vV/m)O + tpO C pO
llavors, pO = pq.

Finalment, per provar quan pO és ideal primer cal veure que el grau d’inercia f és 2.
Es suficient provar que Z + pO # O. Per una banda, si p és imparell i no divideix a m,
llavors el polinomi X2 — m és irreductible sobre Z/pZ, i per tant \/m és un element de
O que no esta en Z + pO. Per altra banda, si m = 5(mod 4) llavors % pertany a O,
pero no a Z + 20.

O

Donarem una serie d’eines per poder donar ’element de Frobenius d’un ideal primer
de I'anell d’enters corresponent a Q(y/m).

Usarem el simbol de Legendre per saber si, per a € Z i p primer imparell, a és residu
quadratic modul p. Recordem la definicié del simbol de Legendre:

0 si pla
a _ . : 2
() =14¢1 si X?=a(mod p) té solucié
—1 si X2 =a(mod p) no té solucié.

El simbol de Kroneker és una generalitzacié del simbol de Jacobi, I'usarem en el cas
a=0,1(mod 4) ip=2,

1 si a=1(mod 8)
2Y={-1 si a=5(mod8)
O EE.
0 si 4a.

Per una banda, suposem que p és imparell. Usem el Teorema 3.14 i el Teorema 3.51,
llavors obtenim que:

di 0 si p|discy, 0 si p ramifica en O,

isc

( ) L) =< 1si X% = discy(mod p) té solucié = < 1 si p descompon en Of,
—1 si X% = discz(mod p) no té solucié —1 si p és inert en Of,

D’altra banda, suposem que p és parell, és a dir p = 2.

di 0 si discz, = 0(mod 4) 0 si 2 ramifica en Of,
( IS;L> = ¢ 1 si discy, = 1(mod 8) = {1 si 2 descompon en O,
—1 si discz, = 5(mod 8) —1 si 2 és inert en O,

Considerem un primer enter p que no ramifica. Sigui q un ideal primer de O que
es troba a sobre de p. Llavors, ’element de Frobenius de q sobre p és tinic. Com que
el grup de Galois de 'extensié Q C Q(y/m) és abelia, aleshores Frob; només depen de

p. Considerem l’element d’aquest grup de Galois que envia y/disc;, a —+/disc,. Cada
a+ bdiscLJr\/discL
2

€ Oy, es redueix al cos residual Fy de la segiient manera:

discy, 4+ /discr \? discy, + discg,P~V/2\/disc,
a—i—bf =a+b 5

(mod p)
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on a,b i discy, es redueixen en el subcds [y, i 2 es redueix al grup multiplicatiu de F,,.

L’element de Frobenius és I’element de Gal(Q(y/m)/Q) que envia v/discy, a <dis%> Vdiscy, =
(discr)®=D/2 per enters primers p t discy,.

Existeix, per tant, un isomorfisme de la segiient forma:

Gal(Q(v/m)/Q) — {+1}

discL ) per p primers imparells tal que p { discy,.

Frobg +— (
P
Cossos ciclotomics.

Posem K = Qi Og = Z. Sigui L un cos de nombres tal que Q C L. Donat q un ideal
primer de Op, tenim, pel Teorema 3.8, que q es troba a sobre d’un Unic primer enter p.
Aleshores, Or,/q és un cos d’ordre p! on f és el grau d’inércia de q sobre p.

Fixem un primer enter p. Sigui m un enter positiu i sigui L = Q(w) = €2™/™. Tenim
[Q(w) : Q] = ¢(m). Per ser Q C Q(w) una extensié normal, pel Corol-lari 3.18 tenim
pOr = (q1---q4)° on q; sén ideals primers diferents de Z|w] amb el mateix grau d’inercia
f sobre p. A més, pel Teorema 3.12 tindrem efg = p(m).

Sabem que Gal(Q(w)/Q) = (Z/mZ)*. Aleshores, tot element o € Gal(Q(w)/Q) cor-

respon a k € (Z/mZ)*, si i només si, o(w) = w*.

Considerem un primer enter p que no ramifica, és a dir un primer que no divideix m.
Sigui q un ideal primer de Og,, a sobre de p. Llavors, I’element de Frobenius de q sobre
p és tinic. Com que el grup de Galois de 'extensié Q C Q(w) és abelia, aleshores Frob,
només depen de p, de fet tenim, per a tot X € Z(w),

Frobg(X) = X?(mod pZ(w)).

Sigui 0 € Gal(Q(w)/Q) l'automorfisme que envia w en wP. En general, tenim

o (Z aiwi> = Zaiwm, per a tot a; € Z.
i

Per tant, reduint modul pZ(w) tenim

Z aiwPt = (Z aiwi> (mod pZ(w)).

Per tant, I’element de Frobenius de q sobre p és o.

Existeix, per tant, un isomorfisme de la segiient forma:

Gal(Q(w)/Q) = (Z/mZ)*

Frobg — n

tal que p = n (mod m) per p primers tals que p { m.
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4 Teorema de Chebotarev

Per entendre ’enunciat del teorema cal entendre les classes de conjugacié. Ens serveixen
per tractar varis elements d’un grup en un conjunt en el qual els seus elements compar-
teixen moltes propietats.

Definicié 4.1. Sigui 0 € Gal(L/K). Direm que C és classe de conjugacio de o si es
compleix que
C={h"'oh:hecGa(L/K)}.

Com hem vist a la Proposicié 3.28 els elements de Frobenius dels ideals primers que
es troben a sobre d’un mateix ideal primer sén conjugats, per tant, formen una classe de
conjugacio.

Definicié 4.2. Sigui K C L una extensio de cossos de nombres. Sigui p un ideal primer
de Ok. Es diu classe de conjugacié de Frobenius de p en L/K a la classe de conjugacio
que té la seguient forma:

Frob, = {Frobq : q|pOr}.
Definim la funcié zeta d’un cos de nombres per poder entendre el concepte de densitat.
De fet, és la generalitzacio, en el cas de cossos de nombres, de la funcié zeta de Riemann.
Definicié 4.3. Per s € C tal que Re(s) > 1, la funcid zeta de Riemann és

=TI —

pEZ p?
p primer

Definicié 4.4. Sigui K un cos de nombres. Per s € C tal que Re(s) > 1, definim la
funcio zeta de Dedekind per

1
CK(S) - H 1 1
pCOk N(p)s
p primer

on el producte recorre tots els ideals primers p de Ok .

Sigui s € C tal que Re(s) > 1, prenem logaritmes a banda i banda de la seva definicid,
i obtenim:

1
log(Ck (s Z log (1 - N(p)g) —pc;K log <1 — N(p)5> .

pCOK
p primer p primer

Desenvolupant per la serie de Taylor, tenim:

p primer p primer p prlmer

on g(s) és una funcié acotada quan s tendeix a 1. Anem a provar-ho: sabem que N (p

)>p
per un primer racional p que es troba a sota de p, per tant N(p) =/ < plj per j =2,3,.
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Cal tenir en compte, també, que el sumatori recorre tots els ideals primers de O, de
manera que ens queda:

> <1N(p)_2+1N(p)_3+...> <y MEQ LR,
ggp?igler p primer

Traient factor comu ens queda:

1 1 1 1 1
(K : Q] E ?+]¥+§2[K@] E P+E+§2[KQ] E 2|
peQ peQ n>1
p primer p primer

Finalment, obtenim una seérie convergent tal i com voliem.

Per tant, podem escriure

1

1 ~ .

08(Cx (5)) pg% N(p)
p primer

La notacié f(s) ~ g(s) significa que dues funcions, que tenen una singularitat en 1,
difereixen per una funcié analitica en 1.

El lector pot trobar demostrat a [3] el segiient resultat.

Teorema 4.5. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, la funcid zeta de Dedekind (i (s)
defineix una funcié holomorfa en el semipla Re(s) > 1 que pot ser estesa a una funcid
meromorfa a tot el pla complex amb un dnic pol simple a s = 1.

Desenvolupant per la serie de Taylor, tenim

Cr(s) = (a1 +ao+ai(s—1)+ag(s —1)2+..),

s—1

a més, sabem que el numerador no s’anul-la en s = 1 per ser un pol. Per aix0, podem
prendre logaritmes a banda i banda de la igualtat, de manera que ens queda:

log(¢x (s)) = log (L) +log(a—1 +ag+ai(s—1)+...).

Com que log(a—1 +ag +ai(s — 1) + ...) esta acotada en s = 1, aleshores

log(Cx(s)) ~ —log(s —1).

Llavors, podem escriure

E L log <1 )
Con N(p)* s—1
p primer

Donem el concepte de densitat natural perque el lector pugui entendre millor la nocié
de densitat, tot i que sol usar-se la densitat analitica per provar resultats. De fet, si la
densitat natural existeix aleshores la densitat analitica també. Pero, en general, al revés
no es compleix.
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Definicié 4.6. Si S és un conjunt d’ideals primers de O . Definim la densitat natural
de S, sempre que el limit existeixi, per

- #{peS:N(p) <X}
dn(S) _Xinoo #{p € Or : N(p) SX}

Definicié 4.7. Sigui K un cos de nombres. Sigui S un conjunt d’ideals primers de O .

1) La densitat inferior es defineix per dy(S) = liminf <Z N(l)s/log(il)> .
s—1 pES b S

s—1

2) La densitat superior es defineiz per dj;(S) = limsup (E N(lp)s/log(sll)> .
pes

Definici6 4.8. Sigui K un cos de nombres. Sigui S un conjunt d’ideals primers de Of.
La densitat analitica de S existeix quan la densitat superior i la inferior de S son iguals.
Si aizo passa, es defineiz per di(S) = dy(S) = dj(S).

Observacié 4.9. Pel fet que

g 1 log (1 >
oo N(p)® s—1
p primer

els denominadors de les densitats superior i inferior sén, llevat d’una certa funcié acotada,

igual a ) N(lp)s. De manera informal, es pot dir que la densitat és la proporcié de
pCOK

primers de Ok que sén de S.

Proposicié 4.10. Sigui K un cos de nombres. La densitat d’un conjunt S d’ideals pri-
mers de Ok €s igual a la densitat del conjunt format pels primers de S de grau 1.

Demostracié.  Denotarem per gr(p) al grau de ideal primer p. Per provar que la
densitat d’un conjunt S d’ideals primers de O és igual a la densitat del conjunt format
pels ideals primers de S de grau 1, cal demostrar que la segiient série convergeix.

P
Nt N(p)
gr(p)>1

Sigui p el primer racional que es troba a sota dels ideals primers de Og. Per definicié
tenim N(p) = P8 () per tant, per a tot primer p de grau major que 1 tenim
1 1

Np) = PP

A més, si posem d = [K : Q] sabem que qualsevol primer racional p té com a molt d
primers p de Ok per sobre seu. Es a dir,

1 d
P P
— 2
ocon V) TP
gr(p)>1



Sabem que )’ p% és convergent i aixo ens dona la convergencia de
PEZL

Sigui S un conjunt d’ideals primers de Ok. Escrivim la seva densitat de la segiient
forma:

1 p):
Z:SN(p)s peS pes pes
. € . .
lim P = lim + = lim

s—1 10g<8%1) s—1 log(k%) log S&) s—1 log(s%l)

Podem afirmar la segona igualtat ja que el primer terme de la suma tendeix a 0, quan
s tendeix a 1, per ser el numerador una serie convergent.

Per tant, tal i com voliem demostrar la densitat del conjunt d’ideals primers de S és
igual a la densitat del conjunt d’ideals primers de S amb grau 1.
O

Proposicié 4.11. Sigui K un cos de nombres i m un nombre enter positiu. Sigui pm
una arrel m-éssima primitiva de la unitat. Per cada h € Gal(K(pm)/K), la densitat
del conjunt d’ideals primers de Ok pels quals Uelement de Frobenius és h, és igual a

L/#Gal(K (pn)/K).

Demostracié. Denotem per H al grup Gal(K(pnm)/K). Per qualsevol ideal primer
p de Ok, el seu element de Frobenius és N(p) € H. Tenim el morfisme de restriccié
Gal(K (pm)/Q) — Gal(Q(pm)/Q), en particular tenim el morfisme H — Gal(Q(pm)/Q)
que és injectiu i permet identificar H amb un subgrup de Gal(Q(pn,)/Q) = (Z/mZ)*.

Per cada caracter de Dirichlet y : H — C* i per s € C tal que Re(s) > 1, definim la

L-serie de Dirichlet per
X(N(a))
L(s,x) = Z AT s
o, N
on a recorre tots els ideals de Og-.

La L-serie de Dirichlet es pot expressar pel producte d’Euler de la segiient forma:

ve0= I 7 man

pCOx (1 - Xz%?) |

p primer

El conductor de x és el nombre r més petit tal que x es pot veure com un caracter
modul 7. Llavors, té sentit parlar de x(k) quan k és un enter coprimer amb r. Si k no és
coprimer amb r, aleshores x(k) val 0 per definicid.

Aleshores, per la Definicid 4.4 tenim

Ckomy(8) = ] L(s.%0).

x:H—C
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on x recorre els caracters de Dirichlet de H. Observem que la L-serie corresponent al
caracter trivial és la funcié zeta del cos de nombres K.

Referent a les L-series corresponents als caracters no trivials volem saber si conver-
geixen, per s € Re(s) > 1. Farem servir el Criteri de Dirichlet que afirma que per a
. N . .

tota successié de nombres complexos {an}, tal que ) ' a, és acotat quan N — oo, i

considerant {b,}, una successié de nombres complexos que tendeix monotonament a 0,

x(N(a))
aCOkg N(a)s >

que, per a s € Re(s) > 1, les L-series de x no trivial convergeixen. A més com que (x(s) i
CK(pm)(8) tenen pols simples d’ordre 1 en s = 1, llavors per x no trivial tenim L(1, x) # 0.

quan n — oo, llavors Y -, anb, convergeix. L’apliquem en ) i obtenim

Llavors, per qualsevol y no trivial,

=
b rimer
esta acotada per s — 1.
Per cada element h € H i per a qualsevol s € C tal que Re(s) > 1, definim:

fe X T )

x:H—C pCOK
p primer

on Y recorre els caracters de Dirichlet de H en el primer sumatori. Tenim que F}, difereix
de L(s,1) per una funcié acotada quan s — 1.

Per tant, Fj,(s) ~ log (ﬁ)

Posem
S X ()X (N (p)) > X(h~'N(p))
Fy ~ X = X .
" pCZQK N(p)* ,,CZQK N(p)*
p primer p primer

Donat h € H, una propietat dels caracters de Dirichlet sén les relacions d’ortogonalitat

que satisfan
#Hsih=1
> x(h) = {

0 altrament.

Per tant,

#H
P~ )
VO N(p)®
N(p)=h(mod m)

on la suma recorre tots els ideals p que satisfan que N(p) = h(mod m). Es a dir,

1 #H
log [ —— ) ~ .
% (s - 1) pgoKZ N(p)®

N(p)=h(mod m)

Llavors, la densitat del conjunt d’ideals primers de O pels quals ’element de Frobe-
nius és N(p) = h(mod m), és igual a

lim 72 N(lp)s = lim ZN(lp)s _ !
s—1 1og<$) s—1\ o 28 #H’

N(p)s
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on els sumatoris recorren els ideals p tals que N(p) = h(mod m).
(]

Per provar el teorema de Chebotarev usarem el cas particular en extensions cicliques.
La segiient proposicié dona la densitat d’un conjunt d’ideals primers pels quals ’element
de Frobenius pertany al grup de Galois d’una extensi6 ciclica. Pero abans, donem un
lema i una definicié que necessitem per la prova d’aquest resultat. El lema es pot trobar
provat a la seccié 13.11 del llibre [9].

Lema 4.12. Sigut K un grup ciclic d’ordre m. Sigui d un divisor positiu de m. El nombre
d’elements en K d’ordre divisible per d és

1
m H <1 o pordp(m)—ordp(d)—‘rl)
pld

Definicié 4.13. Sigui H un subgrup de Gal(L/K). El subcos de L fix per H és

Ly={Xe€Llo(X)=X,Vo € H}.
Observacié 4.14. Per tant, L;jy = L'i Lg = K, ja que L/K és una extensi6 de Galois.

Proposicié 4.15. Sigui K un cos de nombres. Sigui K C L una extensid ciclica de
Galois. Posem G = Gal(L/K). Aleshores, per o € G, el conjunt d’ideals primers de O
pels quals Uelement de Frobenius és igual a o té densitat 1/#G.

Demostracio. Donat o € GG i sigui ¢ un nombre primer que no ramifica a 1’extensié
Q C L. Denotarem per p a una arrel primitiva g-éssima de la unitat. Tenim que LNQ(p) =
Q i posant H = Gal(K(p)/K) tenim H = (Z/qZ)*. ldentifiquem el grup Gal(L(p)/K)
amb G x H via el morfisme de restriccié.

Sigui S el conjunt d’ideals primers de O pels quals I’element de Frobenius és o € G.
Usant la restriccié d’abans, escriurem S com la unié de conjunts d’ideals primers de Ok
pels quals 'element de Frobenius és (o, 1) € G x H, per a algun u € H. Aquests conjunts
els denotarem per S,,.

Treballarem amb el concepte de densitat inferior que sempre existeix. Prenent limits

inferior a la igualtat S = U S, obtenim
pneH

d () 2 ) dpe(Sp)-

pneH

Fixem p € H i suposem que ¢ = 1(mod #G). Suposem que pu té ordre divisible per
#G. Siguin < (o,p) > i G x {1} dos subgrups de G x H. Denotem per L(p)<(s > i
L(p)axq1y els subcossos de K(p) fixos per < (o,u) > i G x {1}, respectivament. Com
que < (o,u1) > NG x {1} = {1}, i tenint en compte I’Observacid 4.14 tenim

L(p)<(ow)> - Lp)axpy = Lp) iy = Lip).

Posant L(p)<(s,)> = F, tenim que F(p) = L(p), per aixo I'extensié F' C L(p) és ci-
clotomica. Per la Proposicié 4.11 que tracta les extensions ciclotomiques, sabem que
existeix la densitat del conjunt d’ideals primers T' de Op pels quals I’element de Frobe-
nius en Gal(L(p)/F) C G x H és (o, p), i és igual a:

1
~ #Gal(L(p)/F))’

dp(T)
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Com hem vist a la Proposicid 4.10, el subconjunt de T format pels ideals primers
de Of de grau 1 té la mateixa densitat. Recordem que S,, on p € H, és el conjunt
d’ideals primers de Ok pels quals ’element de Frobenius és (o, u) € G x H. Per tant,
dp(T) = dp(T) = [F : K|d(Sy). Aleshores, per la restriccié que hem suposat al principi
de la demostracié, tenim:

_dp(T) 1 1

(S = (F K] ~ 7 KI#Gal(L(p)/F) ~ #CHH"

Sigui H' el conjunt de p € H d’ordre divisible per #G. Llavors, sumant tots els seus

elements i tenint en compte la desigualtat dj(S) > 3 dj(S,) obtenim
pneH

__#H
T HGHH

Volem aplicar anterior proposici6 per a demostrar que existeix ¢ tal que ¢ = 1(mod (#G)*).
L’apliquem a ’extensi6 ciclotomica Q(p(#G)k) /Q, on p#cy+ €s una arrel de la unitat d’or-
dre (#G)¥, i obtenim que per cada o € Gal(Q(p)/Q) la densitat del conjunt d’ideals pri-
mers pels quals 1’element de Frobenius és o, és igual a 1/[Q(p) : Q] = 1/p(q). Aix0 és el
Teorema de Dirichlet sobre progressions aritmeétiques que més endavant enunciarem. Lla-

vors, per qualsevol k > 0, existeix un nombre primer ¢ = 1(mod (#G)*) que no ramifica
en L.

d(S) = #H'dy ()

Pel Lema 4.12, tenim que el nombre d’elements en H = (7Z/qZ)* d’ordre divisible per

(#G)F és
1
(¢-1) H <1 - p(k—l)ordp(#G’)—f—l) .

pl#G

Per tant, per a cada k > 0 tenim i—lg > Hp|#G (1 — #) . Aleshores,

d;((S)z#lG 11 (1—;@)

p|l#G

. 5o . — 1
Fent tendir £ a U'infinit, d(S) > Erel
Fent el mateix considerant, enlloc de la densitat inferior, la densitat superior que també

existeix, ens queda dj;(9) < ﬁ Es a dir, tenim d(S) > #1—G > d}(S). Com que les

densitats han de coincidir tenim el que voliem provar

O

Teorema 4.16. (Teorema de densitat de Chebotarev) Sigui K un cos de nombres. Sigui
K C L extensié de Galois de dimensié finita. Posem G = Gal(L/K). Sigui C C G una
classe de conjugacid. Aleshores, el conjunt S d’ideals primers p de Ok pels quals la seva
classe de conjugacid de Frobenius és C, té densitat

_#C

aK(8) = e
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Demostracio del Teorema de densitat de Chebotarev.

Sigui C' una classe de conjugacié de G. Sigui o € C' que deixa fixa a tot element d’un
cos FE, ésadir E = {X € Llo(X) = X}. Per tant, E C L és una extensi6 ciclica de
Galois tal que G' = Gal(L/E) =< o >.

Sigui T el conjunt dels ideals primers de E pels quals I’element de Frobenius és ¢ en
Gal(L/FE), per la Proposicid 4.15,

1
e

dp(T)

Per la Proposicid 4.10 tenim que el subconjunt de T format pels ideals primers de
grau 1 sobre Op té la mateixa densitat que dg(T"). Recordem que S és el conjunt d’ideals
primers de O pels quals la classe de conjugacié de Frobenius és C'. Considerant un ideal
primer p de S, existeixen #G/#G’ ideals primers q de Op a sobre de p. Els elements de
Frobenius d’aquests ideals q sén conjugats i, per tant, pertanyen a la classe de conjugacié
C'. Per tant, per qualsevol ¢’ € C, el nombre d’ideals de O, que estan per sobre de p i el
seu element de Frobenius és o/ és el mateix, és a dir, aquest nombre no depen de o’, i és
%. En particular, es satisfa per o € C.

Com que per cada ideal primer de O n’existeix un de O, a sobre aquest, aleshores
existeixen #%C%LC ideals primers de Op que es troben a sobre de p amb l'element de
Frobenius igual a 0. A més sabem que p factoritza completament en E, i aix0 implica
que N(q) = N(p) si q esta per sobre de p. Per tant,

1 1 1
2 N(p)s ~ _#CG 2 N(q)*

peS (#G'#C) qeT

Quan s tendeix a 1, llavors

TN FGECY p N gGpC
dic(S) =liminf 3o =1y — sy 4a e
Com dp(T) = ﬁ, ens queda que
_H#GH#C 1 H#C

O

El Teorema de Chebotarev és més facil d’entendre quan el cos que tractem sén els
racionals. Sigui f un polinomi monic irreductible de grau n amb coeficients enters, que
té a com arrel. Considerem K = Q(«). Sigui P = (ni,...,n,) una particié de n, és a
dir, un conjunt ordenat d’enters n; > ... > n, amb n = n; + ... + n,. Com hem vist al
Teorema 3.14, un nombre primer no ramifica sobre el cos de nombres K si no divideix el
discriminant de f.

Sigui p un primer i sigui S un conjunt de primers que no ramifiquen. Sigui S, un
conjunt de primers que no ramifiquen pels quals f es descompon en factors irreductibles

f; mddul p que tenen grau n;. Es a dir, f(X) = f1(X)--- f(X)(mod p). La densitat del
conjunt S, és la densitat natural, és a dir

. #peSp <N}
I (5p) = i #{peSlp <N}’
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Denotem per G al grup de Galois de 'extensié Gal(K/Q) del cos de nombres K. Com
bé sabem, G és un subgrup del grup simetric 5, llavors cada element de G es pot escriure
com una permutacié de n membres, els quals tenen una tinica factoritzacié com a producte
de cicles disjunts. Ara, considerem el subconjunt d’elements G, de G’ que consisteix en
cicles disjunts de dimensié n, ..., n,. Aleshores,

#G),
4G

d(Sp) =

4.1 Casos particulars del Teorema de Chebotarev

Dos dels resultats més coneguts sén el Teorema de Dirichlet sobre primers en progressions
aritmetiques i el Teorema de Frobenius, els dos sén casos particulars del Teorema de
Chebotarev.

Teorema de Dirichlet sobre primers en progressions aritmetiques.

Com bé hem dit a la introduccié del treball, el resultat de Dirichlet es considera un
cas particular del Teorema de Chebotarev per extensions ciclotomiques. De fet, el primer
es pot deduir a partir de ’analisi de ’element de Frobenius en el cas ciclotomic, a la
demostracié de la Proposicio 4.15 ho podem veure.

Teorema 4.17. (Teorema de Dirichlet sobre primers en progressions aritmetiques.) Sigui
m un nombre enter positiu. Aleshores, per cada enter a tal que med(a, m) =1 el conjunt
de nombres primers p amb p = a(mod m) té densitat 1/p(m).

Demostracid  La demostracié es deduira del Teorema de Chebotarev. Sigui m un
nombre enter positiu. Recordem l'isomorfisme del Corol-lari 2.59

(Z/mZ)" = Gal(Q(pm)/Q)

que envia un primer p € (Z/mZ)* a element de Frobenius corresponent, Frob,. A més,
a qualsevol enter a tal que a € (Z/mZ)" li associem un element h del grup de Galois
de l'extensié Q(pm)/Q. Aplicant el resultat de Chebotarev obtenim que la densitat del
conjunt de nombres primers p tal que p = a(mod m) té densitat

1/#Gal(Q(pm)/Q) = 1/¢(m).
O

Teorema de Frobenius.

Per moltes aplicacions del Teorema de Chebotarev és suficient usar el Teorema de
Frobenius, per exemple una d’elles és determinar el grup de Galois d’un polinomi amb
coeficients enters. Més endavant en veurem un exemple.

Sigui f(X) un polinomi monic irreductible amb coeficients enters. Siguin ayq, ..., a;, les
arrels de f en Q. Denotem per G al grup de Galois de l'extensié Q(ar, ..., ;) C Q, que és
subgrup del grup de permutacions Sy, també denotem per K = Q(ay, ..., ay,). Sigui p un
primer racional que no divideix al discriminant de Q(«1, ..., o), és a dir, p no ramifica i,
per tant, descompon en Q(ar, ..., ) com p = p; - -pg, on cada p; és un ideal primer de
Og(as,...,an)- Sabem que tots ells tenen el mateix index de ramificacié pel Corol-lari 5.18,
denotem-lo per f. Escollim un p; i definim el segiient morfisme de reduccio:

7 Oglaq,...,an) = Oglau, ..., o) /by,
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a més, tal i com hem pogut veure a la secci6 3.2 tenim que Og(az, ..., @) /pi = Fr.

Reduint la igualtat f(a;) = 0, per a qualsevol 1 < j < n, pel morfisme de restriccié
definit abans, i tenint en compte que reduir els coeficients de f modul p; és el mateix que
reduir-los modul p, ja que sén nombres enters, obtenim que les arrels ay, ..., o, corresponen
a arrels de f(X) modul p. Per tant, Og(aq, ..., ay,)/pi és el cos de descomposicié de f(X)
modul p sobre el cos finit de p elements.

Denotem per 0, a 'automorfisme de Frobenius de Gal(F,; /) que envia X a XP. Tal
i com hem vist a la seccié 3 tenim el seglient isomorfisme:

Dy, = Gal(F, /F,)

que envia l’element de Frobenius Froby,, que és un element de D,,, a 0,. Aixo significa
que Froby,, permuta les arrels aq, ..., o, de la mateixa manera que o, permuta les arrels
m(aq), ..., (). Sabem que el polinomi f(X) descompon en factors irreductibles sobre
el cos F), aleshores podem escriure f(X) = fi1(X)--- fr(X)(mod p), direm tipus de des-
composicio de f modul p a cadascun dels graus de f;. Per tant, o, permuta les arrels de
cada factor irreductible, i com que G és un subgrup del grup de permutacions S, tenim
que o, correspon a un producte de r permutacions.

Volem veure que cadascuna d’aquestes permutacions és un cicle de longitud igual que
el grau de f;. Per una banda, tenim que Gal(F,s/IF,) actua transitivament en les arrels
de cada factor irreductible de f, i per 'altra banda, el grup de Galois esta generat per o,,.
I I'inica manera que les potencies de o, actuin de manera transitiva en les arrels de cada
factor irreductible és que cadascuna de les permutacions corresponents a cada f; sigui un
cicle de longitud el grau de f;.

Direm tipus de cicle d’un element de S, a les longituds de cadascun dels factors de la
descomposicié d’aquest element en producte de cicles.

Teorema 4.18. (Teorema de Frobenius.) Sigui S el conjunt de nombres primers pels
quals f té un tipus de descomposicio nq,...,n, donat. Llavors, la densitat de S existeiz ¢
és igual a ﬁ vegades el nombre d’elements de G amb tipus de cicle ny,...,n,.

Demostracié. Com que acabem de provar que el tipus de cicle de Froby, coincideix
amb la particié de n donada pels graus f; modul p, el conjunt S esta formant pels nombres
primers pels quals el tipus de cicle és nq, ..., n,.

Pel Teorema de Chebotarev, obtenim que el conjunt d’ideals primers p de Og(a1, ..., o),
és a dir, el conjunt S té densitat i és ﬁ vegades el nombres primers pels quals el tipus
de cicle de o}, és nq,...,n,.

O

Donem un exemple de com determinar el grup de Galois d’un polinomi amb coeficients
enters mitjancant el Teorema de Frobenius. Considerem diferents polinomis f de grau 4,
i donem les densitats de les quantitats de nombres primers pels quals f modul p té un
tipus de descomposicié donat.

Considerem el polinomi X*+3X2+7X +4 i el descomponem en polinomis irreductibles
modul els diferents nombres primers menors que 1000. Llavors, per exemple, tenim:

/= X(X3 + X + 1)(mod 2) que té tipus de descomposicié 1, 3

f=(X—=3)2X +3)%*(mod 7) que té tipus de descomposicié 2, 2
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f=(X+9)(z—3)*(mod 19) que té tipus de descomposicié 1, 3.

Classifiquem els 168 nombres primers més petits que 1000 depenent del tipus de des-
composicié en que descompon f modul tal primer, i obtenim que: hi ha 112 primers que
els hi correspon el tipus 1,3, 44 el tipus 2,2 i 10 el tipus 1,1,1,1. Per tant, les densitats
de les quantitats de nombres primers pels quals f modul p té un tipus de descomposicié

donat sén:
tipus densitat

1,3 112/168 =2/3
2,2 44/168 ~ 1/4
1,1,1,1 10/168 ~ 1/12

De manera similar per altres polinomis de grau 4, obtenim que:

f 4 1,3 2,2 1,1,2 1,1,1,1
Xt-X-1 1/4 1/3 1/8 1/4  1/24

Xt - X?2+1 0 0 3/4 0 1/4
Xt+ X34+ X24+X+1 1/2 0 1/4 0 1/4
Xt -Xx?2-1 1/4 0 3/8 1/4 1/8

X1 4+3X2+7X +4 0 2/3 1/4 0 1/12

Tenint en compte el Teorema de Frobenius que ens afirma que la densitat del conjunt
de primers p pels quals f modul p descompon completament en factors lineals té densitat
1/#G, el grup de Galois de cadascun dels polinomis anterior tenen ordre 24, 4, 4, 8 1 12,
respectivament. Aix0 es pot veure directament amb la darrera columna de la taula.

De fet, els grups de Galois d’aquests polinomis, que sén irreductibles de grau 4, sén
subgrups de S4. Tenint en compte que han de ser transitius i mirant I'ordre de #G, tenim
que:

f G
Xt-X-1 Sy grup simetric de grau 4
X4 -Xx%2-1 D,  grup diedral d’ordre 8
X4 4+3X24+7X +4 A grup alternat d’ordre 12.

Pels altres polinomis, no sera suficient 'ordre per determinar el seu grup de Galois, ja
que existeixen diferents subgrups transitius de Sy d’ordre 4. Existeixen dues possibilitats:
el grup de Klein i el grup ciclic d’ordre 4.

Per una banda, sabem que V; = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}, o sigui té tres ele-
ments amb tipus de descomposicié 2,2 i un element amb tipus de descomposici6 1,1, 1, 1.

D’aqui, deduim que el polinomi X% — X2 4+ 1 té com a grup de Galois el grup de Klein
d’ordre 4.

Per altra banda, sabem que Cy = {Id, (1234), (13)(24), (1423)}, és a dir, té dos ele-
ments amb tipus de descomposicié 4, un amb 1,1,1,1 i un altre amb 2,2. Per tant, es
pot deduir que el polinomi X* + X3 + X2 + X + 1 té com a grup de Galois el grup ciclic
d’ordre 4.

Resumint, tenim:

f G
X4 - X241 V4 grup de Klein d’ordre 4
X4+ X3+ X2+ X +1 C; grup ciclic d’ordre 4.
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5 Conclusions

L’estudi que s’ha fet en aquest treball esta centrat en entendre i demostrar el Teorema
de Chebotarev, i, a més, s’han donat dos casos particulars: el Teorema de Dirichlet sobre
progressions aritmeétiques i el Teorema de Frobenius, el primer il-lustra el cas d’extensions
ciclotomiques i el darrer ens serveix per donar una de les aplicacions que té el resultat
principal d’aquest treball.

Es pot dir que la motivacié de Nikolai Grigorévich Chebotarev per provar el seu teore-
ma fou la conjectura que va formular Frobenius quan estudiava el teorema de la densitat.
Tot i que algunes proves d’aquest utilitzen la teoria dels cossos de classes, Chebotarev ho
va fer sense aquesta eina. De fet, en el moment de la publicacié del resultat, Chebotarev
encara no tenia coneixements sobre aquesta teoria. La clau del raonament de Chebota-
rev fou barrejar les extensions abelianes d’un cos de nombres amb els cossos ciclotomics,
només usant la teoria basica de Galois. En aquest treball, s’ha demostrat el Teorema de
Chebotarev seguint I’estrategia original de ’autor, sense usar la teoria de cossos de classes.
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