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comme groupe de Galois sur V

P. Bayer, P. Llórente, N. Vila

Introduction

Soit l'unique extensión non triviale du groupe de Mathieu M^,
de noyeau Z/2Z . D'aprés la réalisation de comme groupe de Galois

sur 0 [T] donnée par Matzat dans [2] , on peut considérer le probléine

de plongement lié á la réalisation de comme groupe de Galois. En

utilisant la formule de Serre sur la trace [5] , on prouve qu'il y a

des spécialisations de T pour lesquelles ce probléme de plongement sur

t> a une réponse affirmative. Ceci donne que et, d'ailleurs, toute

extensión céntrale du groupe se r®alise comme groupe de Galois

sur le corps des rationnels.
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1. Probléme de plongement associé h M^

Soit f(T,X)
12

i=0
12-i

par

s=l
o

st = 22 52
s2 = 2 34 52
s3 = 22 33 32 31

4 2
&4 = 3 5c 439
s_ = 23 36 54

O

s = - 22 36 53 29
O

X le polynSme irreductible sur <P [t] donné

„3 _7 c3 „2
s? = - 2 3 5 7

9 3

s8 = 39 53 41

sg = 22 39 54 23

s10= - 54 (2 39 13 + 56 T)
su = 22 312 54

12
= 31254

D'aprés Matzat [2] , on sait que le groupe de Galois de ce polynóme sur

<5(T), (f(T,X)), est isomorphe au groupe de Mathieu En spécia-

lisant T á valeurs entiéres t = 1 (mod 66), on a aussi que le groupe de

Galois G^(f(t,X)) est isomorphe á (cf. [2j ).
Soit x = x^ une racine de f(T,X) dans une clSture algébrique Q(T)

de <p(T) . Soit E = Q(T,x), et soit N la clóture galoisienne de E dans

WtT.

L'_action de M^2 sur les racines de f(T,X) nous donne une représenta-
tion de perimitation de degré 12 , p : M 12 *12 ’ ”tant *e 9rouPe alterné.

* ?},e^n^r^B|>eá A^2 «t ont Z /2Z comme groupe des multiplicaieurs de

a^2> resp. m^2, ^es áléments non nuls de H2(A^2> Z/2Z ),
rase. de^( M Z/2Z ); et A1?, resp. M les extensions centrales12’

correspondantes:

1 Z /2 Z

1 -» Z /2 Z

12

12

12

12
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Proposition X, Soit res : N2(A 2» Z/2Z ) —► h2(mí2* ) 11 homomor-
phisme de restriction induit par p . On a resía^) = m ^ •

Démonstration. L'extension N/Q?(T) a deux points de ramification rtj et -j*

(cf. [2] ).Soit TeG(N/$(T)) un générateur d'un groupe d’inertie d'un divi-
5 ;

seur premier de dans N. On a que p( x ) est un produit de six transpo-
~ü 5

sitions disjointes. Tout élément bdA^ tel que«^(b) = p ( x ) a ordre
2

quatre, car on peut voir que b est 1'élément non trivial du noyeau de .

Ceci montre que resía^) ne peut pas étre trivial.

Soit S - t e Z| t = 1 (mod 66) | . Pour chaqué t e st soient Q(x^)
et la clotQre galoisienne de dans 1¡. Nous considérons les problémes d

plongement donnés par:

g«(t)

1.
1-»Z/2Z

12 12 1,

l Wfc
2/21 ’12 «12 ->

oü G G
0(T)’ 0

par N et N^..

désignent les groupes de Galois absolus correspondants, et

les projections associées aux réalisations de M^2 définies

L'obstruction á chacun de ces deux problémes de plongement est égale

a inf (m12), resp. inf^tm^g), ou

inf : H2(M12, Z/2Z) > H2(Gq(t), 2/22) ,

inft: H2(M12> l/2l ) > H2(G{), Z/2 Z )
sont les homomorphismes d'inflation induits par tt et v r respectivement.

On va voir d'abord que le premier probléme de plongement n'a pas



de solution.

PropoBitlon 2. inffm^^) t 0.

Démonstratlon. Soit r^ = r^(t) le nombre de racines réelles de f(t,X),
11 S. Soit y £ ~ GfN^/ip) le générateur, induit par la conjugaison
complexe, d'un groupe de Galois local 5 l'infini. L'obstruction lócale á

l'infini, inf,(m,0) , est nulle si et seulement si il y a un élément

d'ordre deux dans l'anti-image de P( Y) par ; c'est a dire, si et seule¬

ment si rj=4(mod 8). On peut constater que r^(t) = 4 si t - 197, et que

r^t) = 0 si t < - 197. Done inf(m^2) ne peut pas étre trivial.

Néanmoins on peut se demander si le probléme de plongement sur í a des

Solutions pour certainpsvaleurs de t ~i- - 197. Pour le savoir, on va utili-

ser la formule de Serre sur la trace (cf. [5]) qui, dans notre caB, nous dit:

Théoréme (Serre) Soit w(t) = w (Tr„ (X )) l'invariant de Witt de la forme

2
quadratique TrE ^ (X ), alors on a inf^ím^) = w(t).

O

2. Calcul des facteurs invariants de Tr(X )

Soit B = (b.j) í 7n,12 (5 [T] ) , oü b = bij (T)= TrE/„(T)(;Kl+:lhla »a-
trice de la forme bilinéaire Tr^^,^ (XY) relative á la base 1, x,...,x
D'aprés les formules de Newton:

Tr(l) = 12

i-1

Tr(xÍ_J)sf - i s4
j=l

“j * “i

Tr(x ) =.

12

- L
j=i

Tríx1 J)s

si 0 .< i ^ 12

si 12 « i ^ 22,

on obtient les termes de la matrice B.



En faisant par exemple t = 1 , quelques termes de la matrice spécialisée

ont deja environ une trentaine de chiffres. Etant donné que pour déter-

miner w(t) 11 faut diagonaliser cette matrice, on va d'abord étudier son dis-

criminant et ses facteurs invariants, afin de débarrasser les calculs.

Proposition 3. Soit 0;, la fermeture intégrale de <P fT[ dans E. Soient
fc

<9 = & (Ol/O [tJ) l'ideal discriminant, et d(T) le discriminant du po-
c. ■ ...... — ...

lynome f(T,X). On a:

i) <T = (dx(T)6) , oü d1(T) = 515 T2 - 222 318 ,

ii) d(T) = 212 312 544 d^T)6

i i i) 0"E = <p[T,xJ .

Démonstration ■ Soit í| l'unique ideal de $[t] ramifié dans E. Soit
L = E(/*f) . D'aprés Matzat on sait que la décomposition de ej en ideáis
premiers dans L est donnée par 0| = <^4 (R. i Qj 2<^2 ’ avec deg( = 2
et deg((|P^) = 4 pour i = 1, 2. Etant L un corps de genre zéro, ou peut
choisir des générateurs q^(X) , r. (X) des ideaux i-J . , (Jí^, respectivement,
de sorte que

g(T,X) = -j- (q^(X)4 rx(X) + q2<X)4 r^X) ) - TX2
ou g(T,X) = 5-12 f(T, 5X).

La connaissance explicite de ces polynómes permet le calcul de i).

Notons x^ = 5 1 x une racine de g. On a

12 ,-12 _20
d(g(T,X)) = Ne/ (g'(T,x1))=2 3 5 NE/Q(T)(q1(x1)q2(x1))

5



Le polynóme h(X) = q^(X) q,,(X) est unitaire, á coefficlents rationnels, et
de degré 4. Soient £ les racines de h(X) dans Q , alors

4
^ 4 0

N(h(x^)) = | | g(T, Etant le coefflcient de T égal á 3 5 on
obtient ii), car d(T) = 5^2 d(g(T,X)).

Maintenant, iii) est clair.

Pour déterminer les facteurs invariants de la raatrice B nous utillserons

le

Leimna 4. Soit 0' un anneau principal et K son corps des fractions. Solt E/K

une extensión separable de degré n , et 0'g la fermeture intégrale de & dogs E.
Soient 1 ^ i < n , les facteurs invariante de la matrice

B = (Trg^^(x1+'*)), étant x e un générateur de 1'extensión E/K. On a:
i) est égal á l'annulateur de O'-module XLO* fij/O1) des Qldifférentielles

de 1' anneau OfxJ .

ii) Soit ny= £'(0^/0) l1 ideal discriminant et rad •&■=*£ .
s\0 . Dans
-'m

le cas modérément ramifié et monogéne, c'est S dire si 01 = O^x] . on a

m

yi.i

alnon.

^ i ¿ n, oü e = 1 si ^,( &) > n - i et c =o

Dénionstration■ i) Soit f(X) é CL le polynome minimal de x. Pour simpli-

fier, désignons par l'anneau 0" [xj . Considérons la codifférente de O^. sur 6"
donnée par

0-* = Jü)6 ^(E|K) | «(Op c 0-

La matrice B s'interprete alors comme la matrice associée á 11application
*

linéaire <—> 0^. induite par la trace, done an est l'annulateur du
O'-module O'j./O'^.. Compte tenue de la proposition 11, § 6, Ch. 111 de [4] ,

on a les isomorphismes de O^-modules suivants

6



cr / <rf = o' [x ]/ (f, f) = a (o-f/a) ,

d*oü 11affirmation i).

ii) Dans le cas monogéne, on sait que la différente ${0'/(y) est égale

á l'iddal principal engendré par f'(x). Ceci permet d'écrire 1' isomorphisme

de O^-modules

' / o-f = %/& .

d'oú le résultat.

Corollaire 5. Les facteurs invariants a ^ sur $ [T ] de la matrice
B = (TrE/^cr) (*1+J)) sont égaux á

1 si i -í i ¿ 6

“i = <

d. (T) si 7 í i í 12 ,
V 1

15 2 22 18
oü dj.fT) = 5 T - 2 3 est donné comme dans la proposition 3.

Pour chaqué entier t * S,

spécialisée B(t) = (TrE /(p <

d(t) = 212 312 544

il est clair que le déterminant de la matrice

xt i+^)) est égal a

d^t)6 .

On va étudier les facteurs invariants de cette matrice dans la proposition

suivante.

Proposition 6. Les facteurs invariants

®(t) sont égaux á:

a

i, t
sur Z de la matrice

7



“l.t =2 “T.t = 2 54 d1(t)

a =2
2,t

52 a =2
8, t

54 d^( t)

°3,t = 2 52 a9,t = 2 55 d1(t)

a =2
4,t

52 a10,t = 2 56 dx(t)

a =2
5,t

53 a =2
11,t

56 d1(t)

a =2
6, t

54 a =2
12, t

312 56

Démonstration. On designe par a . . les facteurs invariants sur Z111, p p

de la matrice B. . . Soient Bv (T) les mineurs d'ordre v de la matrice
\ t ¿

B. Dans le cas p = 2, il faut seulement observer que a. „ = 2, pour

tout t.

A l'aide de 1'ordinateur, on a calculé les facteurs invariants de B^j
pour p = 3, et on a obtenu que ^ ^ = 1. Ceci nous dit qu'il existe un

mineur B*1 (T) tel que b!* (1) jÉ 0 (mod 3), done a,, . _ = 1 pour tout
X 1 ilj t,o

o o

t 6 S.

Le résultat dans le cas p = 5 a été obtenu en estimant la valoration

minimale des mineurs VxV de la matrice B^j , pour chaqué V .

Soit p un premier différent de 2, 3, 5. D'aprés le corollaire 5 on

sait que a (B) = 1; c'est A dire, il existent des polynómes ^.(T) ( Z [t1
O 1

teis que

L Xl (T) Bt (T) = c ,

oh c"¿ Z- En calculant le premier mineur principal d'ordre 6 de la matrice

B6<
1

a 31 15 20
B on obtient B (T) = — 2 3 5 T. En consequence,

8



p g c d { B®(0) } = p g c d { B®(0) } = 26 513 .

i >1 i > 1

Soient A^£ Z , i ^ 2 , tels que í.' A^ Bb(0) = 2^ 5*3 . Alors on volt
qu'il existe un polynóme A^ÍT) £ Z [t^ tel que

\ y n* \ P>^/m\ _31 15 20
X1(T) B1(T) +2 3 5 I

i > 1

A. B?(T) = 237 315 533

Ceci entratne que a. . =1, done d, (t) divise a dans Z .

6,t,p 1 12,t,p p

D'autre part, d^(t)b divise chaqué raineur B33(T) dans Z^tJ, car
5

5, et aussi d'aprés le corollaire 5. En conséquence, d^(t) divise
le produit n , t pour tout t {7 . Done d, (t) et

l,t ,p 11, t ,p p 1
<*. doivent étre associés dans Z pour chaqué i telle que 7 ¡¡ i ^1 »t >P P

3. Calcul de l'invariant de Witt de Tr„ (X2)
V5'

2
Pour calculer l'invariant de Witt de la forme quadratique Tr . (X )),

Et/<?
il faut d'abord diagonaliser la matrice B^^ pour tout p divisant d(t).
Par fptiieations successives de matrices du type

/ 1, 2

Vi
~bl,k \

1,1

0

0 1

oü 12 1 k 'i- 1 et p | b . , on arrive á diagonaliser B. , sur Z
-i t * l t j |

En fait, on peut travailler mod p , avec s petit, grace au résultat

12.

9



classique suivant (cf. ^3^ ):

Proposition 7. Soient et deux formes quadratiques non singulieres,

á n variables, avec matrices associées B^, B.j£'Y)|n( Zp)- Soient

Cij(Bj), 1 <j ín, ses facteurs invariants sur Zp< Si B^ = B^tmod pS) ,

s > sup { v p(4 a^íB.) ) , alors on a que et Qg sont Zp -équi-
i=l ,2

valents.

Démonstration. Vu que a^(B^) = a^ (Bg), on peut supposer que a(B,)= 0.

Si p ¿ 2, ou bien si p = 2 et dans la diagonale de Bj il y a une unité
2-adique, alors on peut trouver une décomposition des formes Q. du type

'3 <u. >1 Q'
1.2,

oü u^ £ Zp , sont des formes quadratiques non singuliéres, á n-1
variables, et satisfaisant u^ = Ug (mod pS), B^ = Bl, (mod pS), oü B| de¬
note la matrice de Q! . Comme, d'autre part, a (B.) =a , (B!) et

i ni n-1 i

< u^ > < u^ > , démonstration finit par induction sur n.

Si p = 2 et tous les termes de la diagonale de B^ sont pairs, alors
on peut trouver une décomposition du type

Q . -L Q! i - 1,2,

oü Fj. est une forme quadratique á deux variables sur Zg, improprement
primitive, et satisfaisant F^ 5 Fg (mod 2S), Bj = Bi, (mod 2S). Ceci im-

1 2 r
plique que F^ F(cf. [lj , ch. 8) et, en consequence, la démonstra-
tion finit aussi par induction car, comme dans le cas précédent,

«„ (B.) = <B! ).

10



On note w(t) la p-composante lócale de l'invariant de Witt de la
2

forme quadratique Tr . (X ) .

Proposition8 • Pour chaqué spécialisation t 6 S, on a :

t-1

i) w(t)g = (-1)
2

ii ) w(t)3 = 1 •

iii) w(t)5 = 1

/

»

V (d,(t))
iv) w(t) =

! -6t p
t si p ^ 2, 3, 5

p Vp )
v) w(t)„ - 1 si et seulement si t ^ «197

Démonstration■ Au moyen d'une diagonalisation module pS , s >v (4 u^)),
on obtient le resulta!' pour p = 2 et 5; le cas p = 3 est trivial.

Soit p ¿ 2, 3, 5. Si Vp(d^(t)) est pair, alors la proposition 6
suffit pour voir que w(t)p = 1.

Si vp(d^(t)) est inpair, on remarque d'abord que p | B^(t). Done,
compte tenu de la proposition 6, il existe una diagonalisation de B^.^,

QP
B(t) ~ < U1 >1 • • • 1 < ,J6 > 1- < Pu7 >!• • • 1< Pui2 > •

telle que uf 6 Zp , 1 < i JS 12 , et .. .• ug = B^(t) . D’oü

w(t)p
t~r- \

*

U12
I \

-V * * * * U6
.

í-at\
P \ P 1 .

-

l p -

11



Corollaire 9 ■ Pour chaqué entler t 6 S tel que:

t - 197 , t =1 (mod 4), et d^(t) solt premier, on a que w(t) = 1.

On vérifie que si t = 66 k + 1 et k = 2, 4, 42, 44, 56, 62, 74, 80,

alors d^(t) est, en effet, un nombre premier, d'oü l'on obtient finalement
le

Théoréme 10.. se réalise comme groupe de Galoís sur Q .

Remarque. Etant donné que est le groupe des représentations de Mj^,
on a, plus géneralement, que toute extensión céntrale de se réalise

comme groupe de Galois sur 0.

La table suivante, élaborée par J. Quer, donne les valeurs de

t = 66 k + 1, -2 £ k < 98, pour lesquelles w(t) est aussi trivial.

TABLE

k t a1(t) factorisation de dx(t)

-2 -131 -1101247148491531 46487700979 * 23689
2 133 -1085133867241531
4 265 518137617133469

12 793 17565989179633469 516054795371 * 34039
26 1717 88343577070258469 1814446324021 * 269 A
42 2773 233040842695258469
44 2905 255913645429633469
50 3301 330912913007750469 434839570312429 A 761

52 3433 358039621992133469 2402950483168681 A 149
54 3565 386229807539008469 ‘ 3550484611 A 108782279
56 3697 415483469648383469
60 3961 477181223554633469 25114801239717551 A 19

62 4093 509625315351508469
74 4885 726622873945258469
80 5281 849478586835883469
82 5413 892557444257758469 947140186039 * 942371
92 6073 1123903879804633469 4364014303871 A 257539

181

12
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