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ABSTARCT

Wz psiziznt 4 orne azlattoni beiween tíiz 4pec.tte (maxúnaC)
0(S a fizitdaatzd Zatttcz and thz hzitduatzd Zatttcz
o i tti aegwtaAi zZzinznti.
Wz note tire ciiaAactzAttzatíon (ound ¿o* thz fuidic.ai o(¡
a aeitduatzd Zatttcz vta thz aadicat ofi thz kzítduatzd
Zatttcz 0(5 thz azgtiZau zZzinznti.
ftnally, tíitA ta.it A.e.4 uZt ti apptizd tu thz itudy tire
Atmpttctty and i ejnt-itnipZZcíty o¿ a nzitduatzd lattícz.

0. Introduction.

L'objectif principal de cet article c'est de caractériser le radical d'un
treilli residué par l'usage du radical du treilli resudué des éléments ré-
guliers du treilli.

II faut deux marches pour atteindre ce but:
1. démontrer l'existence d'un epimorphisine réticulaire entre le spectre

d'un treilli residué et le spectre du treilli residué de ses éléments
réguliers (81);

2. démontrer l'existence d’une bijection entre les respectifs spectres
maximeaux (82).

La bijection établie en 82 nous pennetra de demontrer que le radical d'un
t.r. c'est l'ensemble des éléments tels que leur double negation ést un é-
lément du radical du t.r. des éléments réguliers. Ce resultat est d'inté-
ret parce qu'il transporte le calcul des éléments du radical d'un t.r,
au connaissance des éléments du radical d'un t.r. oú la negation est une/ ¿,I'!.V!"SITAT*
involution et, en plus, il satisfait les lois de de Morgan.

Cet article a été acceptA et lu dans le COJ.l.Oqlli; UC LOGIQUL: R5, RftJNlON
BURuPElINNIJ de 1'Ansociattion for Symboiic Logic. París 1885.
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En conséquence nous pouvons faire une étude de la semplicité et de la senii-
simplicité d'un t.r.. En particulier, nous trouvons une caracterization
par la quelle le radical d'un t.r. est le filtre implicatif des éléments
denses, resultat d'una claire interpretation si le t.r. inicial est une

algebre de Heyting.

Cet article est la continuation de 161 que, avec (51, (81 et (71, nous

donne les propriétós nécessaires pour suivre conniodement notre exposer.

II faut reconnaitre 11inspiration duea l'article 131 , oú NEWITZ travaille
la mente sorte de qüestions avec les inf-treillis residués.

1. Spectre d'un treilli residué.

Soit < A, ,0,1> un treilli residué (cf. i 31, p.2). Definissons
une application

T1.,-, :A —A, x .—► d>_,^ (x)= m x = (x^0)-~0.
Les éléments fixes de ^ s'appellentéléinents réguliers et Rg (A) est
l'ensemble des éléments réguliers de A. Dans 161 on demontre que

<Rg (A) , +,0,1 > , oú x.y = T<(x*y) et x+y = n(xvy), a une

structure de treilli residué que nous appelerons treilli residué des élé¬
ments réguliers. Les structures

Spec (A) = < JE>(A), o , v^,(ll,A>et
Spec (Rg(A)) - <-®(Rg(A)), n , vRg(fl) ,(1|. Rg(A) >
representent les treillis bornés formés par les filtres implicatifs des
respectifs treillis residués i nous les appelerons spectres.

En plus, on á e. .B(A) que appelerons le filtre impl icatif
des éléments denses.

Soit Ic A; désignons par D^(X) le filtre implicatif engendré par X en A
(et auss 1 °Rg(A)(V)* oQ Y s Rg(A).)

Proposition. Si D£-©(A), alors Dr->Rg(A)e J&(Rg(A)).

l_.2. Proposition. Soit XsA tel que 4>^^(X) X. Alors:

DRg{A)ÍXoRgífl)) = °A{X) ^R9ÍA)-



Démonstration: nous pouvons supposer que parce que, pour X=0,
le théoreme est trivial.

Si -y e ®Rg(A)(^ ^ R9(A)) par le théoreme de la deduction complete (tdc)
J, prop

< tj tels que

(cf. f 51, prop.6,p.ll) existent Xj,... ,xn e X r> Rg(A), k < , et itj,...,

'"i' xrnk' <vX1 xk ^ y’
oú x'.ni' = . VI. .x,. (i=l,...,kl et, en plus, y e Rg( A). Ale

facilement

x"1 * *x"k ^ x’ni’ xrnk’ < VX1 * ••• *Xk * X1 xk ^ y’
OU x.1 = x^* *x. (i=l,...,k); d'oú, par le tdc, ye Dft(X> et alors

y e 0A(X) r\ Rg(A).
Soit ye D^(X) oRg(A). Per le tdc, on connait l'existence de Xj,
rij,... ,nk> k <u avec

n< n,

X1 * ••• *xk e y et y e Rg(A);
alors:

ou bien:

n-iíx.1 * ... * x.k)í ny = y

n i nL

-n((nXj) * ... * (vixk) y.
En plus, coinme Xj,... ,x c X et X ) s X nous auronsinxj,...,

~nxk e XnRg(A); de cela, nous deduissons:
/ n,1 . ni-i ,, ."j . ."k.
(nXj) '* ... *(-nxk) K *n((nXj) ** ... *(nxk) ) -c y

et par le tdc:

y G °Rg(A)(Xr' Rg(A))‘
Corol Jai re. Si X c Rg(A), alors DRg(/\)(x) = D^(X) ° Rg(A)-

1_.£. Corol .laire. Si D e ^(Rg(A)), on a: D = D^(D) r> Rg(A).
Les resultats donnés dessus nous faciliterons de voir que 1’application

O • < i){A), A , vA,m,A> —*> -¿.6 (Rg(A)),n , vRg(ft)»'<1Mg(A)>
definie par: o(D) = 0 o Rg(A) est un epimorphisme reticulaire.

f ni,i ,nk.



_1_.5_. Théor&me. L'application o est un epimorphisme réticulaire.
Démonstration: Par 1.1 et 1.3 l'application O est bien definie

et est une application 'sur'. C'est facile de voir que 0(\lp = $l),
0(A) = Rg(A) et O est morphisme de 1'intersection de filtres implicatifs.
Manque, done, de voir que elle est morphisme de l'operation de suprem;

c'est-a-dire:

0(Dl ^ 02) = OÍOj) vrRg(A) 0(D2).
Soient 0^2 c 3 (A). Alors ^(DjU 02) c Dju D2 et, parl.2avec
X = nous avons:

0{Dj ^A D2) = {Dj vA 02) n Rg(A) = D^ÍDjUD^nRgíA) » ^
= DRg(A)((D1^D2)r,Rg(A)) = %(A)((D^ Rg(A)) o (Dpr>Rg(A)) =
' DRg(A)(DlnRg(A)) VRg(A) (DRg(A)(D2°Rg(A)) =
= (D^DjJnRgíA)) vRg(A) (D^) n Rg(A)) = 0(0^ -Rg(A} D^).

i-£- Coro! .laire. i) Ker 0 = l Deí'IAlrDs Djl;
11) -S(A)/Ker 0 «■ ^(Rg(A)).

Seulenient il faut noter que D Rg(A) = 1ll si et seulement si De DA, oú
Da est le systeme deductif des éléments denses.
1-7. Théoreme. Pour tout e. on a"

©_1(1dH) = LD^D1),*;^1)]^ £>(A).
Dánonstration: il est inniiédiat que «^(D1) appartienne a .Q(A)

parce que 4»-,-, est un morphisme d'ordre et de l’operation produit. Si nous
faisons X - D1 en 1.2., nous obtenons que Da(d’) e 0 ^(^D1)) et, finale-
ment, que

♦«(D1) G 6'1 <iD1}) -

Soit maintenant, done, un De -£>(A) tel que Dr>Rg(A) = D1 et voyons que

De lDA(Ui), ÍÑÍíO1)!:
- si t e D, alors *vite DnRg(A) = dS d'oú: te 4>~.j(D^);
- si te Da(D’), par le tdc, nous savons qu'il existent Xj,...,x^ eD1

et n1,...,nk,k<ca tels que
nl nk

xj * ... *x^ e t•
i n1 "lí

Mais, comme que Xj e D = DriRg(A) pour tout j t 1,... ,k J, Xj \ ... «x^e D

1.



et t e D.

De i) et ii) nous obtenons que <5; l D^( ) 1.
L'autre inclusión est trivial.

1_.8. Proposition. Pour tout XsRg(A) nous avons: " D^(X).

2. Spectre maximal et radical.

Nous designerons par Spec Max (A) ou par Spec Max (Rg(A)) 1'ensemble de tous
les filtres implicatifs réguliers maximeaux des reticles respectifs. Par
Rad (A) et Rad (Rg(A)) les respectifs radicaux, c'est-a-dire, 1'intersection
de tous les filtres implicatifs maximeaux respectifs.

2..]^. Propositlon. 1. q(D..) = D. r\ Rg(A) g Spec Max (Rg(A)) pour tout

D.. € Spec Max (A);

2. D1) G Spec Max (A) pour tout D1 g Spec Max (Rg(A)).

Démonstration: 1. Soit D.. g Spec Max (A) et supposons 1'existen-
ce d'un De fl(Rg(A)) tel que 0(D.)^D; alors il existe un x e D tel que

x £0{D.). Mais, comme que xe Rg(A), nous savons que x <£ D.. Mais D.. est
un filtre implicatif maximal de A et alors (cf 151) il existe un n<us tel
que TXn = x11—-OeD.; de plus, on a que xn-*0eRg (A); d'oú nous ob-
tenons que

xn — 0 e 0(Di) D,
et alors xn-*0 e D. Par modus ponens nous avons que Oe D. De tout cela en

resultera que, si D,. e Spec Max (A), ©( D^) g Spec Max (Rg( A)).
2. Soit De^(A) tel que ij>~*(D^)<^ D, oú D1 g Spec Max (Rg(A)). Alors nous
avons:

D1 = +7i^(d') Rg(A) « D r> Rg(A),
d'oú, par la maximalité du filtre implicatif D1, nous obtenons:

D ri Rg(A) = D1 ou bien D n Rg(A) = Rg(A).

La derniere egalité nous conduira vers D = A, parce que Oerü; la premiere,
nous dirá que D e o'^(ÍD’f) et par le th.1.7 nous obtiendrons que D = ^"^(D.).
De tout cela il en resultera que, si D1g Spec Max (Rg(A)),

<|)~*(D ) g Spec Max (A).



2_.2. Théoreme. L'application 0: Spec Max (ñ)
0 •

est bijective , ou 0
-1 ,-1

Spec Max (Rg(A)),
0(D) = D r. Rg(A)

¡Spec Max (Rg(A))'
Démonstration: II faut suelement bien appiier la proposition

2.1. pour voir que les anterieurs applications sont bien definies et que

leurs compositions nous donnent les applications identitées.

2.3. Coro! .laire. Les enseinbles Spec Max (A) et Spec Max (Rg(A)) ont le
mane cardinal.

2.4_. Corol .laire. Rad (A) o Rg(A) = Rad (Rg(A)).
Démonstration: Rad (Rg(A)) = O ÍD^:D^ e Spec Max {Rg (A))} =

= O | D. r> Rg(A) :D^ c Spec Max (A) l = Rad (A) a Rg(A).
2.5. Corol .laire. Rad (A) = ^¿{Rad (Rg(A>).

Démonstration: Rad (A) = H |d.: e Spec Max (A) } =

D1e Spec Max (Rg(A))| = ^(Rad (Rg {A))).
I-i- Coro! .laire. Rad (Rg(A)) = ^(Rad (A)).

Démonstration: II faut seulement le corol.laire anterieur et le

fait que est sur.

3. Semplicité et semi-simplicité d'un treilli residué.

Nous applierons maintenant les resultáis anterieurs pour donner certaines
caracterizations de la semplicité et de la semi-simplicité des treillis re-

sidués A et Rg(A).

3.1. Proposition. Sont equvalents:
1. « A,*,-» , «>, >*,0,1 > est un treilli residué

simple (c'est-a-dire: avec duex congruences seule¬
ment) ;

<Rg(A),., -* ,n ,+,o,l> est un treil 1 i residué
simple et les éléments denses de A se reduissent
a l'unité (c'est-a-dire: D^ = Jl|. ).

2.



Démonstration: C'est une conséqüence ininedia te des resultáis an-

terieurs, si on observe que le filtre implicatif des éléments denses est
contenu toujours dans le radical du reticle A.

La condition = |1\ est indépendente de la condition de simplicité du
treilli < Rg(fl),., — , * ,+ ,0,1 > , colime nous montre l'exemple suivant:

— 1 a b 0 * 1 a b 0

/ 1 a b 0 / 1 a b 0

a i / a 0 a a b b 0

b i i i 0 b b b b 0

0 i i i 1 0 0 0 0 0

Le treilli Rg(A) = {0,1} et pour tant est un t.r. simple, «ais = tb,l].
On a une équivalence semblable por la semi-simplicité:

2-2- Proposition. Sont equivalents:
1. <A,*, — , ^ ,0,1> est un treilli residué semi-

simple (c'est-a-dire: Rad (A) =4 11);
2. <Rg(A),.,— , r>,+,0,l> est un treilli residué

semi-simple et le filtre implicatif des élé¬
ments denses de A se reduisse a l'élément u-

nité, Da = { 1(.
2-2- Proposition. lis sont equivalents:

1. <Rg{A),.,— ,r.,+,0,l> est un t.r. semi-simple;
2. Rad (A) = Da.

De la proposition 3.3 nous n'obtenons un resultat assez connu de les alge¬
bres de Heyting:

2-2- Corol .Taire. Si <A,*,— , 0,1 > est un algebre de Heyting,
alors Rad (A) = DA-

2-5. Corol.laire. lis sont equivalents:
1. <Rg(A),., -» ,n , + ,0,l> est un t.r. simple;
2. Spec Max (A) = ■( DAl.

/
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