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ABSTARCT

We present some nelations between the spectre {maximal)
of a nesiduated Lattice and the nesiduated Lattice
0§ Lts regularns elements.

We note the characternitzation found for the radical of
a resdiduated Lattice via the nadical of the nesiduated
Lattice of the regularns elements.

Finally, this Last nesult (8 applied .in the study cf the
AimpLicity and semi-Aimplicity of a resdduanted Lattice.

0. Introduction.

L'objectif principal de cet article c'est de caractériser le radical d'un
treilli residué par 1'usage du radical du treilli resudué des éléments ré-
guliers du treilli.

I1 faut deux marches pour atteindre ce but:

1. démontrer 1'existence d'un epimorphisme réticulaire entre le spectre
d'un treilli residué et le spectre du treilli residué de ses éléments
réguliers (81);

2. démontrer 1'existence d'une bijection entre les respectifs spectres
maximeaux (82).

La bijection &tablie en &2 nous permetra de demontrer gque le radical d'un
t.r. c'est 1'ensemble des éléments tels que leur double negation ést un é-
1ément du radical du t.r. des éléments réguliers. Ce resultat est d'inté-

rét parce qu'il transporte le calcul des éléments du radical d'un t.r.

: P . - . L 3 Unt
au connaissance des €léments du radical d'un t.r. ol la negation est un i VERSITAT,

Lu BARCELON/

EBM

“vet  article a &téd acceptd et lu dans le COLLOGUE DE LOGIQUL 85, RRUNION
EURUPELNNE de L'Associattion for Symbolic Logic. Paris 1985,

involution et, en plus, il satisfait les lois de de Morgan.



En conséquence nous pouvons faire une étude de la semplicité et de la semi-
simplicité d'un t.r.. En particulier, nous trouvons une caracterization
par 1a quelle le radical d'un t.r. est le filtre implicatif des &léments
denses, resultat d'una claire interpretation si le t.r. inicial est une
algébre de Heyting.

Cet article est la continuation de 16) que, avec {51, 18Y et {71, nous
donne les propriétés nécessaires pour suivre comnodement notre exposer.

11 faut recomnmaitre 1'inspiration duea 1'article 131 , ol NEWITZ travaille
1a meme sorte de guestions avec les inf-treillis residués.

1. Spectre d'un treilli residué.
Soit { Ayx, —» s a4~ ,0,1> un treilli residuéd (cf. £33, p.2). Definissons
une application
baq A —= A, X = b (x)= 2 x = (x—=0)—0.

Les @léments fixes de &,  s'appellentéléments réguliers et Rg (A) est
1'ensemble des é1éments réguliers de A. Dans 161 on demontre que
$Rg (A)y.y >, +,0,1> , 00 x.y = (xxy) et x+y = 2~ (xvy), a une

structure de treilli residué que nous appelerons treilli residué des élé-
ments réguliers. Lles structures

spec (A) = < B(A),~, vp,i1tA et
Spec (Rg(R)) =< B(Rg(A)),n . Vpoca):Alls RY(A)>

representent les treillis bornds formés par les filtres implicatifs des
respectifs treillis residués i nous les appe lerons spectres.

En plus, on & DA=¢-|1'1({1))G. B (A) que appelerons le filtre implicatif
des éléments denses.

Soit X< A; désignons par DA(X) le filtre implicatif engendré par X en A
(et aussi DRg(A)(Y)’ oli Y = Rg(A).)

_1.1. Proposition. Si D€ B(A), alors D~ Rg{A)e L{Rg(A)).
1.

i~

. Proposition. Soit X< A tel que ¢, (X) < X. Alors:
DRg(A)(X e~ Rg{B)) = DI\{X)  Ro(A).



Démonstration: nous pouvons supposer que X#f parce que, pour X=@,
le théoreme est trivial.

Si vyeby (A)(X" Rg(A)) par le théoreme de la deduction complete (tdc)
(cf. 151, prop.6,p.11) existent XpseensX, € X~ Rg(A), k< , et LI

n <w tels que

Ing) g
Xl 1 “ eee e Xk <Y,
ol x'i"i‘ = X, ™ X4 li=1,...,k1 et, en plus, y € Rg{(A). Alors on a
facilement
n Nk tnp) gy
xll*...*xk < xl o e .ka <Y,
. Ny ng . . -
Ol Xi™ = Xgu «oh aXg (i=1,...,k); d'old, par le tdc, ye DA(X) et alors

Y€ DA(X) ~ Rg(A).

Soit y € DA(X) ~Rg(A). Per le tdc, on conmait 1'existence de XpreeooXy € X,

"1""’nk‘ k < avec

n
x;l* *xkksy et y eRg(A);
alors:
M "k
(X ke kX )€ MYy =y
1 k
ou bien:

n n
() e v k) sy

En plus, comme XyseeeoX, € Xet ¢4,0X) < X nous AUFONS: ¥1X{ 5. oy
M, € XnRg(A); de cela. nous deduissons:

I n{d fn n n
(-nxl) nl* . *(“xk) "k su((‘nxl) L. *(“Xk) k) <Yy

et par le tdc:
y€ DRg(A)(XnRg(A)).

1.3. Corol.laire. Si X < Rg(A), alors DRg(A)(X) = Dp(X) ~ Rg(A).
1.4. Corol.laire. Si D € H(Rg(A)), on a: D = DA(D) ~ Rg(A).
Les resultats donnés dessus nous faciliterons de voir que 1'application

0 <B(A)s’\, VA,‘I},A> e (.B(RQ(A)),’\, VRQ(A)’{I}’RQ(A)>

definie par: O(D) = D ~ Rg(A) est un epimorphisme reticulaire.



1.5. Théordme. L'application O est un epimorphisme réticulaire.

Démonstration: Par 1.1 et 1.3 1'application © est bien definie
et est une application ‘sur'. C'est facile de voir que o({1}) = {1},
o(A) = Rg(A) et 0 est morphisme de 1'intersection de filtres implicatifs.
Manque, donc, de voir que elle est morphisme de 1'operation de suprem;
c'est-3-dire:

(')(D VA Dz) = O(Dl) VPQ(A) @(02)-

Soient Dl D2 € 8(A). Alors ¢_‘1(Dlu DZ) < DluD2 et, par 1.2 avec

X = Dlu DZ’ nous avons:

0(01 VA DZ) = (DI ~a DZ) N Rg(A) = DA(DIu D,)n Rg(A) (;.2)

Drg(a) (D1 D) R(A)) = Dpo ) (D~ Rg(A)) w (D,nRe(A)) =
Rg(A,(o nRg(N) Vpoia) Ongia) 0z Re(A)) =

1.6. Coro}.laire. i) ker 0 = {De £(A):D< Dy};
i1) & (A yop o = O (Re(A)).

Seulement i1 faut noter que D~ Rg(A) = 41} si et seulement si D Dpo ob
DA est le systewe deductif des éléments denses.

1.7. Théoréme. Pour tout e ng(A) on a:

oMo' = Lo,0'), 430" e o).

Démonstration: i1 est inmédiat que d’:,l(Di) appartienne a DO(A)
parce que ¢,, est un morphisme d'ordre et de 1 operatlon _produit. Si nous
faisons X = D' en 1.2., nous obtenons que D ) e o ({D }) et, finale-
ment, que

¢1oh e oo’ ,
Soit maintenant, donc, un De H(A) Le]l que DARg(A) = D' et voyons que
pe (o, wh, &lohn: ' '
- si teD alors -1t e DARg(A) = B'; d'oil: te ¢:11(D]); )
-site DA(D‘), par le tdc, nous savons qu'il existent X{peresXy € p'!

et nl,...,nk,k.:w tels que
" n
Xpox e W & t.
j n n
Mais, comne que xje p' = DnRg(A) pour tout je 4l,...,k}, xll* *xkkel)



et t €D, .
De i) et ii) nous obtenons que 0'1({01}) < [DA(DI), ¢;1(D‘)].

L'autre inclusion est trivial.

1.8. Proposition. Pour tout X < Rg{A) nous avons: DA(DRg{A)(X)) = Dy (X).

2. Spectre maximal et radical.

Nous designerons par Spec Max (A) ou par Spec Max (Rg{A)) 1'ensemble de tous
les filtres implicatifs réguliers maximeaux des reticles respectifs. Par
Rad (A) et Rad (Rg(A)) les respectifs radicaux, c'est-3-dire, 1'intersection
de tous les filtres implicatifs maximeaux respectifs.

2.1. Proposition. 1. (-)(D].) = Di ~ Rg(A) € Spec Max (Rg(A)) pour tout
Di € Spec Max (A); ‘
2. ¢:11(D1) € Spec Max (R) pour tout o} € Spec Max (Rg{A)).

Démonstration: 1. Soit Di € Spec Max (A) et supposons 1'existen-
ce d'un D e 8 (Rg(A)) tel gque o(Di)g, D; alors il existe un x € D tel que
X ¢6(D‘.). Mais, comme que x € Rg(A), nous savons que x ¢ D;. Mais D est
un filtre implicatif maximal de A et alors (cf 151) il existe un n<w tel

n

gue X" =x"—~0 €D;; de plus, on a que x"'— 0 & Rg (A); d'ol nous ob-

tenons que

"0 € o(D;) % D,
et alors x"—0 € D. Par modus ponens nous avons que 0 € D. De tout cela en
resultera que, si D]. € Spec Max (A), O(D].) € Spec Max (Rg(A)).

2, Soit DeO(A) tel que ¢:£(Di)g D, oi Di € Spec Max (Rg(A}). Alors nous
avons:

o' = #71(0%) ~ Ra(A) < D A Ry(A),
d'oli, par Ja maximalité du filtre implicatif D', nous obtenons:

D ARg(A) = D' ou bien D~ Rg(A) = Rg(A}.

La dernifre egalité nous conduira vers D = A, parce que 0 € D; la premidre,

nous dira que D (—)'l(ﬂ)i}) et par le th.1.7 nous obtiendrons que D = ‘1’:}1(01‘)‘

De tout cela il en resultera que, si b' e Spec Max (Rg(A)),
q);i‘(D ) € Spec Max (A).




2.2. Théoreme. t'application ©O: Spec Max (A) —w Spec Max (Rg(A)),
D (D) = D ~ Rg(A)

o I
est bijective » U 0T = by, Spec Max (Rg{A})"

Démonstration: 11 faut suelement bien applier la proposition
2.1. pour voir que les anterieurs applications sont bien definies et que
leurs compositions nous donnent les applications identitées.

2.3. Corol.laire. Les ensembles Spec Max (A) et Spec Max (Rg(A)) ont le
méme cardinal.

2.4. Corol.laire. Rad (A) ~ Rg(A) = Rad (Rg(A)).
Démonstration: Rad (Rg(A)) =/ toint e Spec Max (Rg(A))} =

n

r-\‘Di ~ Rg(A):Di < Spec Max (A)} = Rad (A) n Rg(A).
2.5. Corol,laire. Rad (A) = ¢ 1(Rad {Rg(A)).

Démonstration: Rad {A) =M\ {Di: D; € Spec Max (A) I =

]

ﬂh:i(ﬂ‘): i e Spec Max (Rg(A))} = ¢:}(Rad (Rg(A))).
2.6. Corol.laire. Rad (Rg(A)) = ¢ ,(Rad (A)}.

Démonstration: I1 faut seulement le corol.laire anterieur et le
fait que ¢, est sur.

3. Semplicité et semi-simplicité d'un treilli residué.

Nous applierons maintenant les resultats anterieurs pour donner certaines
caracterizations de la semplicité et de la semi-simplicité des treillis re-
sidués A et Rg(A).

3.1. Proposition. Sont equvalents:

1. <Ayx,—=,a,~,0,1> est un treilli residué
simple (c'est-3-dire: avec duex congruences seule-
ment);

2. <Rg(A),., = ,n,+,0,1% est un treilli residué
simple et les éléments denses de A se reduissent
a 1'unité (c'est-a-dire: Dy = {1}. ).

/ (s



Démonstration: C'est une conségiience immediate des resultats an-
terieurs, si on observe que le filtre implicatif des &léuents denses est
contenu toujours dans le radical du reticle A.

La condition Dp = {1} est indépendente de la condition de simplicité du
treilli <Rg(A),., —,~ ,+,0,1>, comme nous montre 1'exemple suivant:

1, -1 _a b 0 « 1 a b o0
a‘ 1 J1 a b 0 {1 a b 0
b' a |l 1 a 0 a fa b b 0
O! b ! 1 1 0 bbb b b 0

0 1 1 ! 1 o0 0 0 ¢

Le treilli Rg(A) = {0,1} et pour tant est un t.r. simple, mais Dy = [b,1].
On a une équivalence semblable por la semi-simplicité:

3.2. Proposition. Sont equivalents:
1. ¢A,xy = ,a,~v,0,1> est un treilli residué semi-
simple (c'est-a-dire: Rad (A) =11i);
2. <Rg(A),.,~ ,n,+,0,1> est un treilli residué
semi-simple et le filtre implicatif des élé-
ments denses de A se reduisse a 1'élément u-
nité, Dp = {1t.

3.3. Propesition. Ils sont equivalents:
1. <Rg{A),., = ,n,+,0,1> est un t.r. semi-simple;
2. Rad (A) = Da-
De la proposition 3.3 nous n'obtenons un resultat assez connu de les algé-
bres de Heyting:
34. Corol.laire. Si <A,+,—,~, v, 0,1 > est un algébre de Heyting,

alors Rad (A) = DA‘

3.5. Corol.laire. Ils sont equivalents:
1. ¢Rg(A),.y = yn ,+,0,1> est un t.r. simple;
2. Spec Max (A) = { DA}.
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