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SOBRE UNA CLASE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS
INTEGRABLES EN EL SENTIDO DE JACOBI

Rafael Ramirez,
Departamento de Matemitica Aplicada y Andlisis, Universidad de Barcelona.

Natalia Sadovskaia,
Departamento de Matematica Aplicada I, Universidad Politécnica de Cataluia.

Se estudia el sistema hamiltoniano que tiene como invariante la funcién

F = |gradf|*|p|* — (gradf - p) — 26(z).

Se analiza la integrabilidad de los sistemas hamiltonianos con H:

_NPE ¥(f)
1)H_§k: >~ 1/2 ST

en la subvariedad

{(f=) Bzl =1}.

1. . z -z
2) H = Z 5(35% — U) + €5 T cos(yrpr — yk) -
k

1. Introduccién. Sea dado el campo vectorial hamiltoniano Zy que genera las ecua-

.x_ OH
rt = —
{ Opx (1.1)

pk:_akH3k:13N7

ciones

donde H = 1/2G Y (p,p) — U(z) = 1/2|p|* — U(z), las cuales pueden representarse de la

forma

Vv = gradU , (1.2)
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donde v € x(X) es el campo vectorial de velocidades, x(X) es el dlgebra de Lie de los
campos vectoriales en la variedad diferenciable X (espacio de configuracién), V es la
aplicacién (conexién riemanniana):
Vo x(X) x x(X) — x(X)
(W, V) — VywV,

que es IR lineal con respectoa V y C*°(X) con respecto a W y ademds cumple que

VwG(Vi,V3) = 0
VwWi = Vy W = [W, V]

YW, W1, V2 € x(X),

nos interesa primeramente establecer las condiciones bajo las cudles la funcién F €

C>(T(X)) :
F = G(&6)G(v,v) = [G(&0)] = 20(z) = [E]*|v]® = (€ v)* — 26(X),

es invariante a lo largo de las soluciones de (1.2).

Aplicando los resultados expuestos en [1], obtenemos que
Vignm + Vagme + Vingin =0, (13)

Ok — |€120kU + G(&,gradlU)éx = 0 (1.4),

donde gnm = |[£|2Gnm — &nbm, &n = Yo Gam€™, estas igualdades se obtinen de la
relacion,

F =V,g(v,v) = 2[v(8) — g(v,gradU)] =0 (1.5),

que se debe cumplir para cualquier v.

Considerando que (1.5) se puede representar como sigue
{ F =14 — [V,£(v) + &(gradU]€(v),
v=1¢P(U+h)~6, h=0,
entonces se tiene la siguiente :

Consecuencia 1.1. En la subvariedad {£(v) = 0} la funcién F es integral primera del

campo Zy siy solo si se cumple

b =0.

{9= IENI*(U +R) + ¢ 16)



En [1] se estudiaron las ecuaciones (1.3), (1.4). Se demostré que se cumplen si y sélo si el

espacio Vi = (X,G) es equidistante es decir,
VvE(W) = oGV, V) VYV, W e x(X), ¢ € C®(X) L
e (),
y las funciones U y 6 son tales que
6 = |gradf[>(U + h(f)) + 4,
grady = {grad|?h; — 2(U + h(f))¢} gradf = Agradf, (1.8)
gradf(6) =0, f=0.

En base a las igualdades

{ grad(|gradf{?) = 2¢gradf ,
_ a6 /iGlaef) (1.9)
Af= el = ¢6,

donde |G| =detG, 6 =3, , G**Gn, de (1.8) resulta que

{9: lgrad f[2 (U + k(f)) + o(f) (1.10)

gradf(f) =0,

donde (f) = [A(f)df, % =0.

La funcién F puede representarse de varias maneras, en las que cabe destacar las

sigulentes

F =) MM —26(z)

k’j
Mkj = gkp]' - éjpka Mkj = Z GknGijnm = GknGijnmv
{F = (v,v) - 26(z),
g(v,v) = [€]* = [G(&v))*.

Si se cumple (1.7) y ¢ es tal que
{ ¢=¢(f),

¢'(f)#0,
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entonces, considerando que

E(R(VLVa)W) = 94 (£0A)G(W, i) — 6(R)G(W, 1)) )
R(V1, Vo)W =V, Vy,,W -V, Vy W - Viy, v, )W,
obtenemos )
F=% (R(v, gradf)v) —26(z), € = df ,
y finalmente si la funcién 6 es tal que
26 = Z Brak, (1.12)
entonces se tiene la siguiente representacion
F=> pFi (1.13),
donde
M M J
Fr=ar+ Z il
oy (1.14)
E Qp = Z: Fk ’
a (1,...,B8n son ciertas funciones.
El objetivo del siguiente apartado es de estudiar la representacién (1.13).
2. Sobre las funciones (1.14).
Nos interesara sélo el caso cuando &i,...,&Nn son tales que
£ = Ok f .
Introduzcamos la matriz IF' con elementos (Ff) :
( H (B + B; — 28x)
FF=vky; + > MM, L k3
) ’ r;c (= B+ Br) (= Ba + By) 21)
Mankn )
F,f =k .+ Z
k ntk ﬁk - ﬁn

Vamos a estudiar estas funciones en el caso cuando el espacio Vy = (X, G) es pseudoeu-

clidiano, es decir

Grx = Ar(z*), Gr; =0, ¢ = ¢o,
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por tanto [1]

f=3 [ VAT dz v b0 [ VTATdn+ a0 (2.9)
k

Haciendo el cambio de coordenadas correspondiente se pueden las funciones FY¥ , escribir

como sigue

2
Ff=Fi=ar+ Y (akf?k:aﬁ"fpk) . (2.3)

Teorema: Las funciones (2.3) son involutivas si se cumple que
{ak,a;} =0 (2.4),
{ak,Fj}+{Fk,aJ~}=0 (25),
Mk Mg My, <8gaf(ﬁk - ﬂn) + a]%kf ) (,Bn - ,8.9) + agnF(ﬂs - :Bk)>
R (ﬁs - Bk)(ﬂn - /Bs)(ﬂk - ﬂn)

<

(2.6).
La prueba se logra después de ciertos cdlculos.
Evidentemente que (2.6) se cumple en particular si la funcién f es tal que
(B = Bn)05,f + (Bn — B)Okf + (Bs — Br)O2 f =0 (2.7).
Consecuencia 2.1. Las condiciones (2.4), (2.5) se cumplen
0 .
1) akak = akf, =k = Oa kv] = 1a ’
9pj
e (2.9)
11) - =Pk, Bjakzo, k,j=1,N.
Opk
Después de ciertos calculos, aplicando lo expuesto, se demuestra el siguiente
Teorema 2.1. Sean H, Fy,...,Fn,f tales que
2
Dy P(f)
H = = —1/2 =5~
23 Vi Em
2
g BrTkPn — BnTnpk 2.10
Fk=—2h(f)ﬁkxi+2( > L (2.10)
k#n k n
f=>Brri=1.



Entonces se cumple que

{H,Fy} =0,
{Fv, Fj} =0,
2 Fe=-2h(f)- f,
{EFkﬁk =F.

Por consiguiente el campo vectorial Zy es completamente integrable en la subvariedad

{Zﬂk$£=1}~

3. Sobre la funcién F en los espacios riemannianos equidistantes.

En base a lo expuesto se deduce que la funcién U y la matriz G:

0 — J A(f)df
v =)+ (3.1),
lgradf|* = 2 [ ¢(f)df (32)
(Vodf)(W) = G(v, W)$(f),
La funcién 6, como hemos notado, es solucién de la ecuacién
gradf(8) =0. (3.3)

Daremos, previamente, algunos aspectos geométricos de los espacios equidistantes.

Considerando que se cumple (1.9), entonces la funcién Q :

_ df
"= / lgrad f |V
grad f

d} = ——
B8N TgradfIV

satisface la ecuacion

A (G""\/I—@_IB,,Q)
AQ = v

=0, |G|=det(G).

Si la funcién ¢ :
fm

= Smt 1)

m# —1
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entonces en la subvariedad {f =0} se tiene que
F = fm+1H, (33)
si en (1.10) se cumple que

W(f) + fmIR(F) = 0.

En el caso particular cuando V es de curvatura constante, entonces

R

¢ = —N(_N——l)f + const. (3.4)

El campo de curvatura en los espacios equidistantes satisface la ecuacién
4 (R(Vi, V)W) = dé(V3)G(Va, W) — d(V2)G(Vi, ). (3.5)

Analizaremos los siguientes casos:
) f=Xsz, ¢=2
i) f=Xbhzi, ¢=2,
i) f=3 Brxx, ¢=0.
Si suponer que f = 5 z?, entonces de (3.1) - (3.3) se deduce que

Gie=1, Gi;=0; k#y,

=9("’—1,... “"1),

N’ zN
z - 3.6
U—-o(x_};"”,xgwl) f)\(f)df h(f) ( )
- 2f 2f '
La funcién F en tal caso se puede representar de la forma (1.12), en particular si se
tiene que
{ ap = :1:?C
B3 1 o fra?
= ———— 9 = — n
,Bk xi y 2 Z f )
entonces ) 2
z — 4n
szwi-i-z( KPn = TnPk)
< ntk /Bk - ;Bn
Y. BiFy=F
S Fr=f.




En base a lo expuesto mads arriba se deduce que el sistema dado, conocido como de Neu-

mann, es completamente integrable [2].

En el caso cuando f =3 Bz, ¢ =2, se deduce que

Grk = Br, Gi;j=0, k#7J,

e:e(ﬂ i—) lgrad 2 = 2f

o omes 2.7
G ) B 27
- 2f 2f '

Las funciones (2.3) en este caso toman la forma

2
o 1 (Onfpr —0efpn)
Fe=balt ) g 55,

si la funcién 8 es tal que

g _ 2 TkPrT} s

= Th = —=——>5 .

> Brzy 22 By
En base a lo expuesto se deduce la integrabilidad de este sistema, que llamaremos de
Mak-Kin y Trubovich.

Esta situacién se puede ilustrar en el caso simple, cuando N = 3. Supongamos que

se tiene un punto que se mueve por la hoja superior de hyperboloide

2 2
2} —22—22=12,>0,

con energia 2T = — (1% — 72 — 2 bajo la accién de fuerza con potencial
1 2 3) Y Daj p

2 .2
U= 62(:’:2 23:3)2

En coordenadas oriesféricas )
) = chr + ¢*/2e"

Ty = shr — ¢?/2e"

- T
I3 =¢4q,
se tiene que

T=1/2(rF* + e¥"¢*), U =eshr(shr —g%e"),
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por tanto
H.=1/2(p? + ezrpg) eshr(shr — ¢%e”) .

El campo Zp, es completamente integrable, como se desprende de lo expuesto més arriba,

como lo es también el campo Zy,, con Hj :
Hy=1/2(p% + e %" 2) 1/2(p2 + e *"a?), o’ = p(;’ = const.

que se puede interpretar como el modelo de Tod no cerrado cuando N =2 [4].

Supongamos que en (2.7) § = 0, entonces U = U(f). Definamos las funciones (2.3)

como sigue

2
:l?kp Pk
I

(S Fr =3 pi,

YA P =8+ F
F=fY68;'nt—1/2f%,
f=Y8ti=1.

Basdndonos en lo expuesto se prueba la integrabilidad y en este caso, que es conocido como

sistema de Jacobi [2].

Finalmente hacemos notar que si U = y el espacio Vxn es equidistante con

v
|lgradf|
¢ = ¢(f), entonces las ecuaciones (1.2) toman la forma

oo = B

= ___‘gradf|3/2 -gradf.

Como se demostrd en [1], en tal caso se tiene que se cumplen las igualdades

Vo M(W,V)=0 VW,V € x(X)
Vyy=0,
donde M(W,V) = df (W)p(V)—df(V)p(W), v € x(X) y tiene los siguientes componentes:
Onf )
" Terad/]

vgrad f _
G(’y + Tadf]’ gradf) =F

G(v,7)=v*+HF.

~ _Gkn( n]$J
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En el caso particular cuando ¢ = 1, f = Y z% se obtiene el modelo de Kepler no

perturbado con F':
= (2 — &) + (27 — 23)° + (v# — 2§)°
y €l campo v coincide con el de Laplace-Runge-Lenz.

3. Estudio del caso cuando f =3 Biz, ¢ =0.

Como se desprende de (1.11) si ¢ = 0 entonces el espacio Vy equidistante es pseu-

doeuclidiano, por tanto de (2.2) resulta que
f= ch/\/lA;cldxk, lgrad f|? = Z c, (3.1)
k

donde c¢;,...,cny son constantes arbitrarias. Por consiguiente, bajo tales restricciones,

siempre podemos suponer que

Grk = €k, Grj =0,
(3.2)
f =3Bz, B =i,
donde €; puede ser +1 6 —1
Consecuencia 3.1. En la subvariedad
{f= Z Brzr = 0}
las soluciones de la ecuacién
Z Brord =0
se pueden representar como sigue
8 = 61(r) + 62(Baz1 — Prz2, Paz2 — Poz3,...,P1zN — BNT1) (3.3).
La funcién F' y el hamiltoniano H por lo tanto toman la forma
d 2
F= Zk ['(%(Bkmk+1 - ﬂk+1$k)] — 0, (,321131 - B1za,. .. ,) - 91(7‘)
IN+1 = T1, PN41 = ,31 (3.4)
1 2
H=§ 5—:: - Zﬁk [91 7‘)+92(ﬂ2$1 51502,---,)] —Uo(Zﬂkwk)
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Como casos particulares importantes cabe anotar los siguientes:

1) Sistema de Kepler no perturbado (6, =0, 6, = %)

L
k

2

R LI o)

donde . .
b =yz— 2y,

ﬁz =2t —xz
Bs =yz —zy .
Se puede comprobar la igualdad

3
d 2 . '
Z [a(ﬂkxk—i-l - ﬂk+1$k)] - ‘l;' = Z ($k$k+1 - $k+1-'13k)2, ry =17,

k=1

2) Cadena de Tod

91 = 0, 02 = zexp(zk - $k+1), IN41 = T .
k

3) Sistema de Calodgero

1
6, :aZ——————;, IN41 = Ty, a = const..
(xk‘$k+1)

4) Sistema de Moser-Calodgero [2]
91 =0
6 = Z Bz — Tht1) ,

donde ‘B—funcién de Weirstrass

5) El sistema analizado en particular en {2]

2
a
€

1
S e
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6) La cadena de Tod no cerrada (3]

61

0
N-1

b2 = 9% exp2(g; — ¢j+1)
=1

7) Otro sistema particular es el siguiente [1]

) - Z ( P Brbr+1(Brt +,3k)) _ (aZﬂj)r2, a = const. |
J

205 (zk — Th41)?

si Gir =Bk, Gx; =0, h = +Zﬂk§:ﬂjﬂj+l ;
9 2
— Tk41

h = ZﬂkZﬁjﬁj—H, Gir =1, Gij=0.

Como se puede observar la funcién

S=Y BBrsrlaler —zrsal+ ) _Brar® =Y B Binbit,

es tal que
0Os
H(z, 5 ) = D28 3 Bl
Finalmente, como caso particular de (3.4) se pueden incluir el sistema con H :

1 . . -
Hy =53 (4% — 47 +2¢™4 7 cos(yrn —wr)) ,

= 13" (i 2w st ),

que estudiaremos a continuacién.

4. Sobre la integrabilidad del sistema hamiltoniano con H; :

1 . . Tpaq—
H, = § Z <mi _ yz + 2eTk+1 7Tk COS(yk+1 — yk)> (4.1).

Previamente haremos algunas acotaciones relacionadas con la representacién de Lax.
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En el estudio y construccién de sistemas hamiltonianos completamente integrables

juega un papel fundamental la representacién de las ecuaciones de movimiento en la forma
de Lax [5].
d

ZL=IL,A]=LA-AL (4.2).

Para nuestros objetivos nos sera de interés el caso cuando las matrices L y A:

{L:L1+iL2, i =v-1, (4.3)
A=A +14,.
De (4.2) obtenemos que

spL = sp(L1) +ispLy = c11 +ici2,

spL? = sp(L? — L2) +1(2sp(L1Ly + LyLy) = cgy +icaa 3 (4.4)

sp(L*) = spRe(LF) + i sp(ImL¥) = ¢y +icpa -

Como ilustracién puede servir el sistema de Calodgero, para el cual se tiene que [2]

. 1 ] .
Ly = diag (y1,...,Yn) Logi=14 307 si k#J
Ly, = (L2kj 3 ’ 25 Ok I k=]

Las relaciones (4.4) se escriben como sigue

spL = spL; = Zyk = (11,

1
2 2 _ = H =
spL? =Y yi +22 2, (Zr —oern)? 21

sp(L1Ly + L, L) =0,

\ L

Pasaremos al estudio del caso cuando L, Le, Ay, A3 son tales que

71 aq 0 e 0 %1 ,31 0 0
L} = (5} Yo Q2 0 e 0 N L2 = ﬂ] Vg ﬂz 0 .
0 Qo V3 (8% 0 ‘e 0 ,32 V3 ' ,33 0
0 (a5} 0 0 e 0 ,31 0
A= —oy 0 az 0 ... , Ao = | =0 0 B2 )
0 —Q9 0 Qg 0 e 0 —,32 0

13



por consiguiente
(
sp(L1) = Zw = ci1, spLs = ZVJ- =c2,

J
Jep(Li-L) =Y (7] —v}) +22 (] - 3}) = Hi = ean (4.5)
SP(Lle + L2L1) = 2273‘111' + 225;‘011' = Hy = ¢y,

\ ©

De las ecuaciones (4.2) deducimos que

{ 2a, = an(7n+1 - 711) - ;Bn(yn-i-l - Vn)
. (4.6)
Qﬂn - an(Vn-H - Vn) - Bn(’Yn-{-l - 7n) )
{ Yn = of —abh_y — (B~ Br_y) (4.7)
U = 20nf0n — 20001 fn—-1 -

Teorema 4.1. El sistema hamiltoniano con H; dado por la férmula (4.1) es completa-

mente integrable.

Demostracion. Las ecuaciones de movimiento del sistema dado en este caso son las si-

guientes

{ Tp = e"* 1%k cos(yg41 — Yk) — €7 Tk 1cos(yk — Yk, ) (4.8)
4.8

Yk = —eT* 1 " Thsen(yry1 — Yk ) + e "% - 1sen(yk — Yr—1) -

Supongamos que en (4.6), (4.7)

Tk41Tk k+1 — Zk$1=%h k+1 —
Ap = € 2 cOS 2.-*—_2__?15.)’ :871 = e 2 Sen(y..+_12__:'J_k.) s

por tanto

Yo = ZTn, Vn = Yn -
Colocando estas expresiones en (4.7) obtenemos que

{{in = eTk+1 Tk (Cosz(ykilz—yk) _ Sen2(ykj;12—yk )) — eTk=Tk-1 (COS2(yk—;!k—1) _ sen2(yk—;/k_1 ))

S Tr41—Th Ye41 Yk Ye41"Ye Tp—Tho1 Ye —Yk-1 Yie—Yr41
Yp = 2eTk+ cos( 5 )sen 5 2e cos (————2 )sen(——lL2 ) ,

que evidentemente coinciden con (4.8) con lo que se demuestra la afirmacién.
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Las ecuaciones (4.8) también describen el comportamiento del sistema hamiltoniano

1 .. -
con Hy = = Z (22,9, + 2e™*+1 " " sen(yrq1 — yi)).
2
Consecuencia 4.1. Fl sistema descrito coincide con el Tod en la subvariedad
{yi=y2=...=yn=0}.

En forma anéloga puede ser estudiado el sistema con H :

N 2 2
H=) (% -9} + (r+1 — 26)” — (Y41 — Yi) i
k=1 ((zk41 — Tn)? + (Yk+1 — Y&)?)

que coincide con el de Calodgero en la subvariedad
{y1 =y2=...=yN=0}.
Introduzcamos las siguientes designaciones
=z +iyr, t=+—-1,

Pk = Tk, qk = Yk
Pk:pk+iQka kzlaN*)

F(Zl,...,ZN):U(xl,xz,...,mN,yl,...,yN)+iv(x1,...,xN,y1,...,yN) ,
rH =H1+2H2

Hy :Z(P?c_qz)+U($1,-~,$N,yl>--~’yN)’

k
H, = Z2pqu +v(:c1,...,:cN,y1,.‘.,yN) ,
k

\

Teorema: Sea F funcién holomorfa en D C CV entonces las ecuaciones

. Ov Y

v —_—
.’:"—a .‘=__7 k‘=1,N,
Pk I qr o

coinciden.

La prueba se deduce de las igualdades de Cauchy-Riemann [5]. Como casos particu-

lares se pueden citar los siguientes

{ F =% eZ+17Z  (cadena de Tod compleja)
1)
U=e"+17%cos(ypp1 — Yr), v =e 1 75Msen(ypi1 —yi),

15



2) F= (sistema de Calodgero complejo)

1
2. (Zk41 — Zn)?

v=%" (@41 = 70)% = (Yrr1 — yi)® = 2(zkt1 — Tx)(Yk+1 — k) ’

(241~ )2 + (yrs1 — ya)?)” (2her — 22)2 + (Y1 — y2)?)”

3) Fo XN: 1 " [ 1 1 ]
S\ (i~ 2k 2 W Zkr — 2k~ Qmn)? Q8 ’

nk
7" m

(sistema de Moser—Calodgero complejo)

U= Re(F), v=Im(F),

donde F' es la funcién de Weirstrass.

Se puede probar que el sistema con hamiltoniano H,; es completamente integrable en

estos tres casos y su restriccidn en subvariedad

{vi=y2=...=yn =0},

coincide con los sistemas clasicos.

En el caso general se tiene que las funciones U y v son tales que

U= Re [FQ)(c,2),
< oD

v="Im [F(CW((,2),
\ 8D

donde
F(Z) = /F(<>w<c,2>,
oD

es la representacion de Martinelli-Bochner [5].

Nota. Los resultados expuestos pueden ser aplicados a casos méas generales, como se

demuestra en [6].
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