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SOBRE UNA CLASE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS
INTEGRABLES EN EL SENTIDO DE JACOBI

Rafael Ramírez,
Departamento de Matemática Aplicada y Análisis, Universidad de Barcelona.

Natalia Sadovskaia,
Departamento de Matemática Aplicada I, Universidad Politécnica de Cataluña.

Se estudia el sistema hamiltoniano que tiene como invariante la función

F = |grad/|2|p¡2 - (gradf ■ p) - 26(x).

Se analiza la integrabilidad de los sistemas hamiltonianos con H:

-

¿—t i' ÍCw fc

en la subvariedad

{/ = = 1J*

2) H = Y1 _ 1/*) + e*k+1 *" cos(yk+1 - Vk) ■

1. Introducción. Sea dado el campo vectorial hamiltoniano Zfj que genera las ecua¬

ciones

{ k_dH\X dpk (1.1)
KPk = -dkH, k = 1,JV,

donde H = 1/2 G~1(p,p) — U(x) = l/2|p|2 — U(x), las cuales pueden representarse de la
forma

V„t; = gradU , (1.2)



donde v G y(A') es d campo vectorial de velocidades, \(bf) es d álgebra de Lie de los
campos vectoriales en la variedad diferenciadle X (espacio de configuración), V es la
aplicación (conexión riemanniana):

V : x{X) x X(X) - X(X) ,

(W,V) —> VWV ,

que es IR lineal con respecto a V y C°°(X) con respecto a W y además cumple que

(VwG(VuV2) = 0

\vwv1-vVlw=[w,v1] vw,y1,F2ex(X),

nos interesa primeramente establecer las condiciones bajo las cuáles la función F G

C°°(T(X)) :

F = G(F £)G(v, v) - [G(£, u)]2 - 26{x) = |e|2|y|2 - (£ • ^)2 - 29{X),

es invariante a lo largo de las soluciones de (1.2).

Aplicando los resultados expuestos en [1], obtenemos que

^k9nm "b ^nQnxk "b ^m9kn = 0 » (1-3)

dke - \tfdkU + G(Z,gcadU)Zk = o (1.4),

donde gnm = \£\2Gnm - , (n = estas igualdades se obtinen de la
relación,

F = V„g(viv) ~ 2[t>(0) - g(v,gradU)] = 0 (1.5),

que se debe cumplir para cualquier v.

Considerando que (1.5) se puede representar como sigue

F = ip - [V„£(u) + £(gradU]((v),
rj> = \tf(U + h)-6, h = 0,

entonces se tiene la siguiente >

Consecuencia 1.1. En la subvariedad (£(u) — 0} la función F es integral primera del
campo Zh si y sólo si se cumple

0= !líl|2(C + h) + 4’
(1-6)

tjj = 0.
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En [1] se estudiaron las ecuaciones (1.3), (1.4). Se demostró que se cumplen si y sólo si el
espacio V¡s¡ = (X,G) es equidistante es decir,

f Vu£(W) - W) V V, W <E x(X), <f> G C°°(X)

l t = df,

y las funciones U y 9 son tales que

(9 = |grad/|2(£7 + h(f)) + V»,
< grad0 = {grad\2h'f - 2(U + h(f))<¡)} grad/ = Agrad/,

. gradf(6) = 0 , / = 0 .

En base a las igualdades

grad(jgrad/|2) = 2^grad/,
a r _ ^(Gn*\A^/) <f)ó,

donde |G| = det G, ó = n GknGkn, de (1.8) resulta que

f 0 = |grad/|2 (£7 + h(f)) + </>(/)

1 grad/(9) = 0 ,

donde i>(f) = f A(f)df , V> = 0 .

La función i*1 puede representarse de varias maneras, en las que cabe
siguientes

'

F = Mk}Mk} - 29(x)
< k’J

Mkj = ikPi - £jPk, Mki = Y, Gkn&mMnm = GknG>mMnm .
\ n,m

í F = g(v,v) - 29(x),

1 g(v,v) = |£|2 - [G(£,u)]2.

Si se cumple (1.7) y b es tal que

( <t> = 4>{f),

U'(/)#o,

(1-7),

(1.8)

(1.9)

(1.10)

destacar las
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entonces, considerando que

í f(fi(rI,r2)ir) = ^(í(c1)G(ir,r2)-e(U)G(w,y1)),
\ ií(Vi, V2)W = V„,VVj17- V^Vv.W - vm,V!]w,

(1.11)

obtenemos

F = (R(v, gradf)v) - 20(x), $ = df ,
(p f

y finalmente si la función 0 es tal que

29 = '22 fikak , (1.12)

entonces se tiene la siguiente representación

F=£>.F* (1.13),

donde

(
„ MkjMki

I S 5

(1.14)

a fi^j son ciertas funciones.

El objetivo del siguiente apartado es de estudiar la representación (1.13).

2. Sobre las funciones (1.14).
Nos interesará sólo el caso cuando £i,..., £n son tales que

6 = dkf •

Introduzcamos la matriz IF con elementos (Fk) :

■nk k 1 p uhu (/?* + fij ~ 2>fin) .Fj = V Vj + 2^ M MJn -- 0 w o i o \ ’ k # J
njík

F£ = <'k ■ V* + E
n^k

( — /?n + /?*) ( — /?n + /??')
MknMkn
Pk~ fin

(2.1)

Vamos a estudiar estas funciones en el caso cuando el espacio Vjy = (X, G) es pseudoeu-
clidiano, es decir

Gkk — Ak(xk), Gkj = 0, <j> = (j)o,
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por tanto [1]
f = T,J \/|Ak\rkdxk, rk = 4’fj j \/|Ak\dxk + ck (2.2).

Haciendo el cambio de coordenadas correspondiente se pueden las funciones F£ , escribir
como sigue

=Fk=ak+Y:{Skfp:' a:,Pk)2. <2.3)
n^£k Pk - Pn

Teorema: Las funciones (2.3) son involutivas si se cumple que

'

{ctjt, oíj} = 0

{&k,Fj} + {Fk, aij} = 0

(difO3t - /?„) + dlJ ■ (/?„ - 0,) + dl„F(P, - ffk))
, (Ps - Pk){Pn - Ps)(Pk - Pn)

£

La prueba se logra después de ciertos cálculos.
Evidentemente que (2.6) se cumple en particular si la función / es tal que

(A - Mdlf + (/?„ - /3,)dlkf + (0, - pk)dij = o

(2.4).

(2.5),

(2.6).

(2.7).

Consecuencia 2.1. Las condiciones (2.4), (2.5) se cumplen

i) dkotk = dkf,

ü)
dak
dpk

dak
dpj

= 0; k, j = 1,JV,

= Pk , djak = 0, k,j = 1,N .

Después de ciertos cálculos, aplicando lo expuesto, se demuestra el siguiente

(2.9)

Teorema 2.1. Sean if, Fi,..., Fn, f tales que

Hf)* = Ef-i/2EíJii2„2 ’

r* = -2h(f)0k*i + £ ,
k^ín

, / = Y,Pkx\ = 1-

(2.10)
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Entonces se cumple que

{H,F„}= 0,

{Ft,Fj}=0,
rEn- = -2fc(/)-/,

(E Fk0t = F.
Por consiguiente el campo vectorial Zr es completamente integrable en la subvariedad

{'E'Pkxl = I}-

3. Sobre la función F en los espacios riemannianos equidistantes.
En base a lo expuesto se deduce que la función U y la matriz G:

U = -h(f) +
<-/w

|grad/|2
|grad/|2 = 2} ’pffjdf

( (V,df)(W) = G(v,WWf),
La función 9, como hemos notado, es solución de la ecuación

gradf(9) = 0 .

Daremos, previamente, algunos aspectos geométricos de los espacios equidistantes.
Considerando que se cumple (1.9), entonces la función Í2 :

df

(3.1),
(3.2)

(3.3)

jo = /
gradíl =

|grad/|N
grad/

|grad/| N ’

satisface la ecuación

Aft = —^ ;= L = 0, |G| = det(G).
VW\

Si la función </> :

<¡>
r

2(m + 1) ’
m —1
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entonces en la subvariedad {/ = 0} se tiene que

F = fm+1H, (3.3)

si en (1.10) se cumple que

</>(/) + /<m+I)A(/) = 0.

En el caso particular cuando Vjv es de curvatura constante, entonces

R
<t> - / + const.

N(N — 1)'
El campo de curvatura en los espacios equidistantes satisface la ecuación

df(R(V!, V2)W) = d<t>(V\)G(V2,W) - d<j>{V2)G(yx, W).

Analizaremos los siguientes casos:

i) f = J2xh =

“) f = Y,Pkxl, 4 = 2,

üi) f = Y,0kXk, <f> = 0.
Si suponer que f = Ylx‘k > entonces de (3.1) - (3.3) se deduce que

(3.4)

(3.5)

Gkk = 1, Gkj =0; k jé j ,

I 'Xn Xn /

<
/\(f)df

(3.6)
U =

2/ 2/
- Kf).

La función F en tal caso se puede representar de la forma (1.12), en particular si se

tiene que
Oik = x\

• (‘íEE*í ’ 2 '
entonces

r 2 , “ XrtPk)
n^k

ZPkFk = F

EFk = f.
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En base a lo expuesto más arriba se deduce que el sistema dado, conocido como de Neu-
mann, es completamente integrable [2].

En el caso cuando / = X) Pkx\i <j> = 2, se deduce que

Gkk = Pk , Gkj = 0 , k ± j ,

£Sr) 1 |grad/¡2 = 2/

-M/)

Las funciones (2.3) en este caso toman la forma

(2.7)

í* = *4 + £
1 (pnfPk - dkfPn'j

PkPn Pk - Pn
•>

si la función 6 es tal que

. E rlhxl r¡
E&4 ’ ‘ E

En base a lo expuesto se deduce la integrabilidad de este sistema, que llamaremos de
Mak-Kin y Trubovich.

Esta situación se puede ilustrar en el caso simple, cuando N = 3. Supongamos que

se tiene un punto que se mueve por la hoja superior de hyperboloide

x\ ~~ xí ~ xí — 1? xi > 0,

con energía 2T = —{x\ — x2 — ¿|) y bajo la acción de fuerza con potencial

e(xj-x¡)
U ~2 ~2 —2

X1 x2 x3

En coordenadas oriesféricas
"

X\ = chr + q2 /2 er

Ix2 = shr — q2 /2erx3 = erq ,

se tiene que

T = 1/2(r2 + e2rq2) , U = eshr[shr — q2er) ,

8



por tanto

H£ = 1/2(pl + e2rp2q) - eshr(shr - q2er) .

El campo Z¡-¡c es completamente integrable, como se desprende de lo expuesto más arriba,
como lo es también el campo Z#0, con Hq :

H0 = 1/2(pl + e 2rp2) = 1/2(p2r + e 2ra2) , a2 = p\ = const.

que se puede interpretar como el modelo de Tod no cerrado cuando N = 2 [4].

Supongamos que en (2.7) 6 = 0, entonces U = U(f). Definamos las funciones (2.3)
como sigue

77! 2 , (XkPj — xjPk)ft = Pi + E-

ÍE Fk = Y,ñ,
Y.fc'Fk = I:k'pI + f,
í’ = /E/5d?í-i/2/2,

U = EAr'4 = i.

Basándonos en lo expuesto se prueba la integrabilidad y en este caso, que es conocido como

sistema de Jacobi [2].
Finalmente hacemos notar que si U = y el espacio Vn es equidistante con

|grad/|
o = </>(/), entonces las ecuaciones (1.2) toman la forma

Como se demostró en [1], en tal caso se tiene que se cumplen las igualdades

VvM(W,V) = 0 VW,V<Ex(X)
V„7 = 0 ,

donde M(W,V) = df(W)p(V) — df(V)p(W), 7 € x(-^0 y tiene los siguientes componentes:

dnf

= v2 + HF.

9



En el caso particular cuando 0 = 1, / =

perturbado con F :

se obtiene el modelo de Kepler no

F — (xij - yx)2 + (xz - zx)2 + (yz - zy)2 ,

y el campo 7 coincide con el de Laplace-Runge-Lenz.

3. Estudio del caso cuando / = ^20kxk, 0 = 0.
Como se desprende de (1.11) si 0 = 0 entonces el espacio Vn equidistante es pseu-

doeuclidiano, por tanto de (2.2) resulta que

f = ^2ck í VPfcfdxk, |grad/|2 = ^ 4 , (3-1)J k

donde cj,...,cjv son constantes arbitrarias. Por consiguiente, bajo tales restricciones,
siempre podemos suponer que

Glek — Glej — 0,

f — ^^,0kXki 0k = Cfc ,

donde e* puede ser +1 ó — 1

(3.2)

Consecuencia 3.1. En la subvariedad

{/ = PkXk = 0}

las soluciones de la ecuación

^2Pkdk0 = 0
se pueden representar como sigue

8 = 8j(r) + 82(02Xl -01*2, 02X2 ~ 02X2,-“, 01 *N ~ 0N*l) (3.3)

La función F y el hamiltoniano H por lo tanto toman la forma

r d 12
F = J2k jj{PkXk+l - Pk+lXk) -02(02X1-P1X2,...,)-01 (r)
XN+1 = Xl, 0N+ 1 = 01

* = ;£?* 1
(3.4)

E 01 0i(r) + 62(02X! - 01X2,...,) -Uo(^20kXk) ,
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Como casos particulares importantes cabe anotar los siguientes:1)Sistema de Kepler no perturbado (02 = 0 , 9\ = —)

ff = l/2£pí-í,
k

+ ^(Ax-Az)
2

+ 'jt(hz-hyf a
r

donde
Pi — y¿ ~ zy ,

02 = ZX — XZ

/?3 = yx -xy .

Se puede comprobar la igualdad

Y2 f dt^kXk+i ~ Pk+iXk}
k= 1

a
r

^ ^ (xkik+l Xk-\-l¿fc)
2

• 2:4 - X\ ,2)Cadena de Tod

01=0, 02 = ]Pexp(xjfc - Xk+i), xN+i=xx.
k3)Sistema de Calodgero

0i =0,

62 = a Y - xN+1=xx, a = const. .^ (®fc ~ ^Jt+i)24)Sistema de Moser-Calodgero [2]

0i =0

02 = Y2*$(xk ~ xk+*) ’

donde ^-función de Weirstrass5)El sistema analizado en particular en [2]

01

bJ2~( Ñ2 ’(x* - Xk+ \Y
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6) La cadena de Tod no cerrada [3]

= 0
N-1

#2 = eXP2(^J “ gj+ O ’

J=1

7) Otro sistema particular es el siguiente [1]

i) H = y (4-- Mk+li0k+l \p]) - (ay a = COnst.' ^V2/3fc (xk-xk+iy ) K Y
si Gkk = flk, Gkj =0, h = + f3k y^ f3j(3j+i ,

z {xk-xk+i)

h=y^Pky,PjPj+u Gkk = i, Gkj = o.

Como se puede observar la función

5 = yMk+i¿n\xk - **+1i + y¡3kar2 - y Pk y ^ Pj+ifijt i

es tal que

H (x’ Qx ) ~ ^2 @n Pj+1Pi ■

Finalmente, como caso particular de (3.4) se pueden incluir el sistema con H

H\ = ^ y (x\ ~ y\ + 2ez*+1-1* cos(y*+i - y*)) ,

H2 =
g X! + 2eZn+1 z" sen(j/fc+i - y*)) ,

que estudiaremos a continuación.

4. Sobre la integrabilidad del sistema hamiltoniano con Hi :

Hi = ^y (x2k - y2k + 2eXfc+1_Zfc cos(yfc+1 - y*)) (4.1).
Previamente haremos algunas acotaciones relacionadas con la representación de Lax.

12



En el estudio y construcción de sistemas hamiltonianos completamente integrables
juega un papel fundamental la representación de las ecuaciones de movimiento en la forma
de Lax [5].

jtL = [X, A] = LA - AL (4.2).
Para nuestros objetivos nos será de interés el caso cuando las matrices L y A :

L — L\ + i L21 i — \f—A ,

A = Ai + i Ai .

(4.3)

De (4.2) obtenemos que

' spL = sp(Li) + ispL2 = cn + i Cj2 ,

spL2 = sp(L\ — ¿2) ■+■ i (2$p(LiL2 A L2L\) = C21 A i c22 •
<

. . (4-4)

«. sp(Lk) = spRe(Lk) -f i sp(ImLk) = cki + i ck2 .

Como ilustración puede servir el sistema de Calodgero, para el cual se tiene que [2]

L\ = diag (j/i,..., yn) J si k ± j
£* = (W), ’ k = i

Las relaciones (4.4) se escriben como sigue

' spL - spLi = yk = cu ,

< SPL2 (Xjt_Xfc+1)2 =H = C21,
sp{L\L2 + L2Li) = 0 ,

Pasaremos al estudio del caso cuando Li,L2,A\,A2 son tales que

/ Ti «1 0 ... 0 \ / v\ Pi
L\ = I aq 72 c¡l2 0 ... 0 1 , L2 = I v2

\ 0 a2 73 a3 0 ... / \ 0 ¡32

/O ai 00... \ /O
Ai ; í —ai 0 a2 0 ... J , A2 = I —0\

\ 0 —a2 0 a3 0 .../ \ 0

13
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por consiguiente

sp(Lt) = = cu, spL2 = '^vi = ci2 i

Sp(L\ - L¡) = £ (7? - *)) + 2 £ - %) = H, = c2I ,

Sp(KL\Ii2 + L2L1) = ^3 ^‘ljuj + 2 ^3 Pjaj = -^2 = c22 ?

De las ecuaciones (4.2) deducimos que

2dn = 0'n(qn^-i Tn) /^n(^n+1 ^n)

2/?n = ®n(^n+l ^n) ftn(/Yn+1 'Tn) ?

(4.6)

i'n — 2Otnf3n 2CXn — lftn—l •

(4.7)

Teorema 4.1. El sistema hamiltoniano con ifi dado por la fórmula (4.1) es completa¬
mente integrable.

Demostración. Las ecuaciones de movimiento del sistema dado en este caso son las si¬

guientes

íxk = eXk+l Xkcos(yk+1 - yk) - eXk Xfcicos{yk - ykl)

l yk = -eXk+1~Xksen(yk+i - yk) + e**-**-iSen(y* - yk-i)

Supongamos que en (4.6), (4.7)

(4.8)

(yk+\-yk\ o
an — e 2 COS( ), ¡3n =

Xk+\~Xk /Vk+i - yk
senl ).

por tanto

'Jn — 2-n) — J/n

Colocando estas expresiones en (4.7) obtenemos que

in = e*k+i~*> (coS2(^±p^) - sen2(^±^)) - e**"**-1 (cos2(^f^-) - sen2(^|^))
yn = 2eXk+1~Xk eos (yk±l2~y-)senyk^12-yk- — 2eXk~Xk~1 eos (3t—|.fc ~_L)sen(V—1) ?

que evidentemente coinciden con (4.8) con lo que se demuestra la afirmación.
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Las ecuaciones (4.8) también describen el comportamiento del sistema hamiltoniano
con H2 = ^ X! + 2ex*+l“:E*sen(y*+1 - yk)).
Consecuencia 4.1. El sistema descrito coincide con el Tod en la subvariedad

{yi = V2 = • • • = VN = 0} •

En forma análoga puede ser estudiado el sistema con H :

N

* = E
fc=i L

~ Vi) +
(xk+1 - xk)2 - (yk+1 - ykf

((a:jfc+i - xn)2 + (y*+i - yk)2)2 J
que coincide con el de Calodgero en la subvariedad

{yi = 1/2 = • • • = VN = 0}.

Introduzcamos las siguientes designaciones

Zk = xk + i yk , i = ^/^T ,

Pk = ¿k, <lk = í/k
Pk=Pk + iqk, k = l,N,

F(ZU..., ZN) - U(x1,x2, ■ ■. ,xn,Vi, • • • ,vn) +iv(xi,.. .,xN,yi,
H = Hi + i H2

k

H2 — ^2pkqk + v(xl,...,xN,yi,...,yN) ,

• ,yiv) ,

Teorema: Sea F función holomorfa en D C CN, entonces las ecuaciones

Qk =

Pk =

dv

dTk'
dv

Pk =
dU

dxk
dU

7 r-Tr
9fc = -ñr—, fc = l,iv,^ ™ dyk

coinciden.

La prueba se deduce de las igualdades de Cauchy-Riemann [5]. Como casos particu¬
lares se pueden citar los siguientes

F = Y2 ezk+i-zk (cadena de Tod compleja)
1)

u = eXk+l Xkcos(yk+i -yk), v = eXk+1 Sensen(yk+1 - yk) ,
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2) f = £
^ = £

(zk+1 - zny-
(z*+i - xk)2 - (í/fc+i - Vk)2

(sistema de Calodgero complejo)

2(£fc+i - xk)(ijk+1 - y*)
(0*+l - xn)2 + (2/Jfe+l - y¿)2)

2 >
= -£ ((xfc+i - xkf + (yk+1 - Vk)2)

2 ’

3) F ^1((zt+¡-zt)2+'^J(zi+,-zk-nm„r ni
(sistema de Moser-Calodgero complejo)
U = Re(F), v = Im(F) ,

donde F es la función de Weirstrass.

Se puede probar que el sistema con hamiltoniano H\ es completamente integrable en

estos tres casos y su restricción en subvariedad

{vi = V2 = ■ • • = Vn - 0} ,

coincide con los sistemas clásicos.

En el caso general se tiene que las funciones U y v son tales que

U = Re JF(CMCZ),

donde

dD

es la representación de Martinelli-Bochner [5].

Nota. Los resultados expuestos pueden ser aplicados a casos más generales, como se

demuestra en [6].
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