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Abstract

The aim of this project is to prove the two fundamental theorems of the theory of Lévy
Processes: the Lévy-Khintchine Theorem and the Lévy-1t6 Decomposition. We can inter-
pret this two theorems as a description and classification of infinite divisible probability
measures and Lévy processes, respectively. The importance of this type of probability
measures and processes is that they appear in the modeling of random phenomena under
certain reasonable hypothesis.

Resum

L’objectiu del treball és demostrar els dos teoremes fonamentals de la teoria de processos
de Lévy: el Teorema de Lévy-Khintchine i la Descomposicié de Lévy-Ito6. Aquests dos
teoremes els podem interpretar com una descripcié i classificacié de les lleis infinitaments
divisibles i dels processos de Lévy, respectivament. La importancia d’aquestes lleis i
processos és que en la modelitzacié de fenomens aleatoris apareixen de manera natural
sota certes hipotesis raonables.

2010 Mathematics Subject Classification. 60G51.
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0 Introduccio

En aquesta introduccié s’explica una possible motivacié del Teorema de Lévy-Khintchine
i de la Descomposicié de Lévy-Ito.

Sigui S = {S(t),t > 0} un procés estocastic tal que S(¢) és el preu d'un determinat bé a
I'instant ¢. En molts contextos simples podem considerar les segiients hipotesis:

1. Els increments relatius de S en intervals de temps que no se solapin sén indepen-
dents.

2. La llei d’'un increment relatiu de S en un interval de temps només depen de la
duracié d’aquest interval.

Aixi doncs, sota aquestes hipotesis per a 0 <t <to =t +h <tz=to+ h,on h >0, les
variables:

S(t2) = S(t1) . S(ts) — S(t2)
S(t1) S(t2)
sén independents i identicament distribuides. Notem que llavors també sén independents
i identicament distribuides les variables:

S(t2) : S(t3)
S(t1) S(ta)

log (S(t2)) —log (S(t1)) i log(S(t3)) —log (S(t2)) -

Podem aconseguir una expressié més adient dels increments relatius usant que:

log(z+1)=z+0(2?) , |z[<L

Fent una tria adequada de ¢1 i to és raonable suposar que 0 < ggi; < 2. Llavors:

S(t2) = S(t1) S(t2) — S(t1) e (52)
St ”1°g< St “)‘lg(sm))

= log (5(t2)) —log (5(t1)) -
Aix0 ens motiva a definir el procés de preus logaritmics X := {X(¢),t > 0} on
X(t) i= log (S(t)) — log (S(0)) .

Notem que llavors si 0 < s < ¢, U'increment relatiu de S en U'interval [s, t] és, aproximada-
ment, l'increment absolut de X en linterval [s,t]. Aleshores, les hipotesis (1) i (2) sobre
S es tradueixen a les segiients hipotesis sobre X:

1. Els increments de X en intervals de temps que no se solapin sén independents.

2. La llei d’'un increment de X en un interval de temps només depen de la duracié
d’aquest interval.

Direm que X és un procés amb increments independents i estacionaris.
Fixem ara T' > 0. Notem que I'increment de X en [0, 7] és la suma dels increments de X
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en qualsevol particié de [0,7]. En particular, per tot n > 1, dividint 'interval [0,7] en n
subintervals de longitud T'/n es té:

w3 (2) 5 (5] -0

i=1

on Y,(i) := X (%) - X (%) Per les hipotesis que hem pres, les variables Y, ()
sén independents i idénticament distribuides ja que corresponen a increments de X en
intervals de temps que no se solapen i de la mateixa longitud. Per tant, a la conclusié
a la que hem arribat és que per tot n > 1, existeixen variables aleatories independents
identicament distribuides Y, (), tals que:

Pxry = Py, (1)+..4Yn(n) -

Direm que la llei Py 7y és infinitament divisible. Preguntes naturals que ens podem fer
sén:

e Com expressar Py, (1)1 yv,(n) €0 funcié de les Py, ;7 Veurem més en general que
si X(1),..., X (n) sén variables independents aleshores:

Px)4.axm) = Px@) * - * Px@) >
on * és la convolucid, una operacié sobre el conjunt de probabilitats.

e Quines lleis satisfan la propietat de ser infinitament divisible? Veurem que la llei
normal, la llei de Poisson i la llei de Poisson composta en sén exemples.

e Com de forta és la condicié de ser infinitament divisible? Veurem que pel Teorema de
Lévy-Khintchine tota llei infinitament divisible queda caracteritzada per una tnica
terna (a,0?, 1) on a € R, 02 >0, i pu és una mesura a R que satisfa 1 ({0}) = 01ila
propietat:

/ (1A x2) p(dr) < oo
R

Direm que p és mesura de Lévy.

Aix{ doncs, el Teorema de Lévy-Khintchine el podem pensar com una classificacié de les
probabilitats infinitament divisibles.

Fins aqui hem estudiat la variable aleatoria X (T') perd també ens interessa estudiar el
procés X globalment. Per fer-ho farem una altre hipotesi raonable:

3. Fixat ¢ > 0, amb probabilitat 1, no es produiran salts en el procés S en l'instant ¢ i
per tant, tampoc en X.

Direm que X és un procés continu en probabilitat. Notem a més que X(0) = 0. Un
procés que satisfaci les tres hipotesis i aquesta ultima propietat direm que és un procés
de Lévy. Preguntes naturals que ens podem fer son:

e Quins processos sén de Lévy? Veurem que el moviment Brownia, el procés de
Poisson i el procés de Poisson compost en sén exemples.



e Quina llei segueixen els salts d’un procés de Lévy? Veurem que el procés que compta
el nombre de salts (d'un tamany prou lluny de 0) produits fins a un cert instant de
temps és un procés de Poisson.

e Com de forta és la condicid de ser procés de Lévy? Veurem que la llei d’un procés de
Lévy, queda caracteritzada també per una tnica terna (a, a2, p) onacR,o?>0,
i p és mesura de Lévy. I finalment demostrarem la Descomposicié de Lévy-Itd que,
a grans trets, afirma que tot procés de Lévy es descomposa en un part determinsta,
en una part Browniana corresponent a la part continua del procés i en una part de
Poisson associada als salts del procés.
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1 Teorema de Lévy-Khintchine

En aquest primer capitol es demostra el Teorema de Lévy-Khintchine. Usarem resultats
de la teoria de mesura, de funcions caracteristiques, de convergéncia de variables aletories
i d’analisi complexa, que per raons d’espai, estan escrits en ’annex en la seccié de Preli-
minars Capitol 1.

Fixem la notacié que utilitzarem al llarg del treball:

Notacié 1. Sigui (Q, F, p) un espai de mesura. Escriurem:

o LOMOF)={X:(QF)— (R,B(R)): X funcié mesurable }

o LP(Q,F, 1) :={X €LOF): [(|X(w)] puldw) < oo} onp>1.

¢ SHQF)={XeLO(UF): X =" a;lp, amba; >0iB; € F }

e S(QF) ={XeL(QF): X=>" alp amba; ER i B; € F }

o M(Q,F):={ p:p mesura o-additiva en (Q,F) }

o My(LF):={peM(Q,F):u mesura finita }

o My (Q,F):={pe M(Q,F): p probabilitat }.

e By (R) :={f:R — R Borel mesurables i acotades }

Per comoditat si 7 = B (R) escriurem M (R) := M (R, B(R)), My (R) := M (R,B(R))
i My (R) :== My (R, B(R)).

Al Tlarg del treball (2, F,P) sera un espai de probabilitat fixat.

1.1 Convolucié

Siguin X,Y € £°(Q, F) independents. Ens interessa descriure la llei de X + Y en funcié
de les lleis de X ide Y. Es a dir, ens preguntem com podem relacionar Px iy en termes
de Py i Py. Aleshores si B € B(R), s : R? — R és 'aplicaci6 s(z,y) = z +y , usant la
independeéncia de X i Y i el Teorema de Fubini (Teorema 3.10):

Py (B) = P(X +Y € B) = E(I5(X +Y)) = E (Lp(s(X,))) = E(lL 1 (X, Y))
= [ 1 P o) = [ [ s ) P Py )

_ /RZ 11 d(Px ® Py) = (Px @ Py)(s~\(B)) . (1.1)

Aix0 ens motiva a definir una operaci6 sobre M; (R) que anomenarem convolucié de la
seglient forma:

Definicié 1.1. Siguin P,Q € M; (R). Definim la convolucié de P i @ com l’aplicacio
PxQ:B(R)—[0,1]:

(P*Q)(B)=(P©Q) (s (B))
on B € B(R), P®Q és la probabilitat producte de P i Q a (]R{2, B (RQ)) is:R?> =R és
Uaplicacio definida per s(x,y) = = +y.



Hem usat que B(R) ® B(R) = B(R?) i que s~!(B) € B(R?) per ser s continua.
Seguidament es demostren propietats basiques de la convolucié, com per exemple que la
convolucié de dues probabilitats és una probabilitat i com expressar la funcié caracteristica
de la convolucié de probabilitats en termes de les seves funcions caracteristiques. Acabem
veient com podem expressar la llei d’'una suma de variables aleatories independents en
termes de les seves lleis.

Observacié 1.2. Siguin P,Q € M; (R) i B € B(R). Aleshores pel Teorema de Fubini:

(P*Q)(B):/s_l( d(P® Q) = //{nyB , Q(dy)P(dz) /Q — 2)P(dz) ,

on B—xz={y €R:y+x e B}. Simetricament:

(P P(d d dy) .
Q= [ [ Paneu) = [ PB-vQw
Proposicié 1.3. Siguin P,Q € M (R). Aleshores P xQ € M (R).

Demostracio. Hem de veure:

o (PxQ)(2)=(P®Q) (s () =(P®Q)(2) =0
e Siguin {B;};2; C B(R) disjunts dos a dos. Aleshores

oo (Qn)wea( (Gn)) - rea (o)
ipé@c? i))zg(P*Q)(B)

Hem usat que s~ (U2, Bi) = U2, s (Bi) i que {s7* (BZ)}fil sén disjunts dos a
dos per ser els B; disjunts dos a dos.

e (PxQ)(R)=(P®Q) (s (R) =(P®Q)(R*) =1.
Per tant, P x Q € M; (R). [ |

Proposicié 1.4. (M1 (R), ) és un monoide abel-lia.

Demostracié. Siguin P,Q, R,0, € M;(R) i B € B(R), on ¢, és la delta de Dirac amb
acR.

e Per la Proposici6 1.3 P x Q € M (R).
e Per I’'Observacié 1.2 és clar que P * Q = Q * P. Per tant, * és commutativa.

e Volem veure que * és associativa. Usant I’Observaci6 1.2 i el Teorema de Fubini:

(P+Q)+R)(B)= [ (P+Q)(B-a)Rids) = | [ P(B~2—y)QUy)R(dz)

//PB z—y)R(dz)Q(dy) = /( * R) (B —y) Qdy) = (P * R) Q) (B) -
Per tant, (P * Q) * R = (P * R) * Q). Aleshores:
Pi(Q+R) = (Q+R)+P=(Q+P)+R=(P+Q)+R.



e En general es té:

(P +6,) /5 — 2) P(dz) = /HB(a—i—x)P(dx)

= / Ip_q(z)P(dx) = P(B—a) .
R
Per tant, per a = 0 tenim P % §y = P. Es a dir & és I'element neutre. |

Proposicié 1.5. Sigui f € By(R) i siguin P,Q € My (R). Aleshores:
[ e xQan = [ [ s+ pPanei .
R R JR

Demostracio. Notem per ser f acotada les dues integrals estan ben definides.

1. Si f = 1p, amb B € B(R), es dedueix de la definicié de convolucié. Notem que:
Ip(z+y) = 1p(s(z,y)) = L,-1(p)(z,y) i aplicant el Teorema de Fubini:

[ 1P Q) = [ (P Q)dn) = (P Q)(B)
R B

/ / 15(x + ) P(d2)Q(dy) = / / 1,1 () (2, 9) P(d)Q(dy)
R JR RJR
= [ 1miPe@) = (Po @ (B) = (P+Q)(B)

2. Si f € 8T (R,B(R)) per linealitat de la integral obtenim el resultat.

3. Si f > 0 usant la Proposicié 3.1 sabem que existeix {S,} 7>, C ST (R, B(R)) tal
que lim S, = f amb S, < S,11. Llavors, aplicant el Teorema de convergencia
n—oo

monotona (Teorema 3.5) un cop per treure el limit de la integral i dos cops per
posar-lo dins de 'integral doble:

[ )@ = [ im Su(w)(PQ)(du) = lim [ S, )P+ Q)(du)
R R R

:nhi?o/ / Snle + ) Pldr)Q(dy) = Anliﬁ /Rsn(“y)P(dfc)Q(dy)
/ AJE&S ( +y)P(dz)Q(dy) = /R /R f(x +y)P(dz)Q(dy) -

4. Si f € By (R) qualsevol, separem entre part positiva i part negativa f = f* — f~:
ff=fvo i f :=(=f)VvoO.

Com que f*,f~ > 0, usant lapartat 3 i la linealitat de la integral obtenim el
resultat. |



Corol-lari 1.6. Siguin P,Q € M (R), aleshores pp.q = vprpqQ.

Demostracié. Si f(u) := cos(tu), g(u) := sin(tu), on t,u € R aleshores f,g € By (R) i
aplicant la Proposicié 1.5:

praal®) = [ (P Q) = [ F@P Q) +i [ gu)(PxQ)(du)

//f:z:+y (dr)Q dy—l—z// (x +y)P(dz)Q(dy) = //Z”y (dz)Q(dy)

— /R /R ™ P(dx)Q(dy) = /R " P(dx) /R eQ(dy) = op(t)pq(t) -

|
Corol-lari 1.7. Siguin Pi, ..., P, € Mi (R), aleshores op,«..«p, = ¢pP, * - - ©P, -
Demostracio. Conseqiiencia d’aplicar repetidament el Corol-lari 1.6. |
Proposicié 1.8. Siguin X,Y € L°(Q, F) independents. Aleshores:
Pxiyv =PxxPy .
Demostracié. Sigui B € B(R), aleshores per ’equacié (1.1):
Pxiy(B) = (Px ® Py)(s~(B)) = (Px * Py)(B) .
[ |

Corol-lari 1.9. Siguin X (1),..., X(n) € £L°(Q, F) independents. Aleshores:
Px@)t.axm) = Px@) * - * Px(m) -

Demostracio. Ho demostrem per induccié. El cas n = 2 s’ha demostrat en la Proposicio
1.8. Suposem cert per n — 1 i veiem per n:

Px)t..+x(n) = Px) ot X(n-1)+X(n) = Px)+..4x(n-1) * Px(n)

= PX(l) * ..k PX(nfl) * PX(n) .

Usem que si X (1), ..., X(n) sén independents, aleshores X (1)+...4+X(n—1) i X(n) també
ho sén ja que usant la Proposicié 3.13(5) i 3.13(6):

X+t X (1) X () (E ) = E (eit(X(1)+--.+X(n—1))+tnX(n)>

E (eitX(l)Jr...JritX(nf1)+tnX(n)) = X)X (1), X () (s s s )

=px1)t) - ex =) (O Oxm) (tn) = Ox (V)44 X (=) ()P x (n) (En) -



1.2 Lleis infinitament divisibles

En aquesta seccié definim la propietat ja introduida de que una variable aleatoria sigui
infinitament divisible i veiem condicions equivalents.

Notacié 2. Sigui P € M (R). Aleshores escriurem:
n
——

P =Px..xP sin>1

P =6 sin=20
Definicié 1.10. Sigui X € £°(Q,F). Diem que X és infinitament divisible si per tot
n > 1 ezisteizen Yy, (1), ..., Yo (n) € LY (Q, F) independents i idénticament distribuides tals
que:

Px = Py, (1) 4..4Yu(n) -

Proposicié 1.11. Sigui X € £°(Q, F). Son equivalents:

1. X és infinitament divisible.

2. Pertotn>1,3Y, € L°(Q,F) tal que (Py,)*™ = Px.

3. Pertotn>1,3Y, € L%(Q,F) tal que (¢y,)" = px.
Demostracio.

(1) = (2) Sigui n > 1, per definici6 existeixen Y;,(1), ..., Yn(n) € £° (2, F) independents i
identicament distribuides tals que Px = Py, (1)4...4v, (n)- Pel Corol-lari 1.9 tenim:

n

PYn(1)+...+Yn(n) = PY,L(l) *oox PY,L(n) = (PYn(l))*

(2) = (3) Siguin > 1iY, € £°(9,F) tal que (Py,)*™ = Px. Aplicant el Corol-lari 1.7
obtenim px = (py;, )"

(3) = (1) Siguin > 11Y, € £L°(Q,F) tal que px = (py)" Escollim Y, (1),...,Y,(n) €
L0 (92, F) copies de Y,, independents. Aleshores usant la Proposicié 3.13(7):
px(t) = (¢v, ()" = E(exp(itYy))" = E (exp (itYy(1))) - ... - E (exp (itYy(n)))

= E (exp (it(Yn(1) + ... + Ya(n)))) = v, (1))+..4vn(n) (1) = Px = Py, (). 4va(n) -
|

Notem que la Proposicié 1.11(2) ens motiva a definir de forma més general la propi-
etat de ser infinitament divisible per probabilitats. Veurem una condicié equivalent per
les funcions caracteristiques i que la convolucié manté la propietat de ser infinitament
divisible. Finalment veurem exemples d’aquest tipus de probabilitats.

Definicié 1.12. Sigui P € M; (R). Diem que P és infinitament divisible si per tot n > 1
existeiz Qn € M1 (R) tal que (Qn)*" = P.

Proposicié 1.13. Sigui P € M; (R). Aleshores:

P és infinitament divisible < Existeiz Qn, € Mi (R) tal que op = (¢g,)" -



Demostracié. Per definicié P és infinitament divisible si i només si existeix @, € M (R)
tal que (Q,)*" = P . Llavors usant el Corol-lari 1.7:

(Qn)™ =P & 9.~ =vpr < (0g,)" = vp -
| |

Proposicié 1.14. Siguin P,Q € M; (R) infinitament divisibles. Aleshores P x @Q és
també infinitament divisible.

Demostracié. Per hipotesi, per tot n > 1 existeixen Qy,, R, € M1 (R) tals que (Q,,)*" = P
i (R,)*™ = Q. Aleshores, (Q, x Ry,)*™ = (Qn)*" * (R,)™ = P x Q, per tant, P x Q) és
infinitament divisible. |

n’mn

ortt) = esp (10— T ) = fewp (2 - ZE) | = (oo 0"

n

Exemple 1.15. Si P = N(a,0?), llavors per tot n > 1si Q, = N (9 0—2) es té:

Per tant, usant la Proposicié 1.13 la llei normal és infinitament divisible.

Exemple 1.16. Si P = Poiss()\), amb A > 0, llavors per tot n > 1 si Q,, = Poiss (A) es

n
té:
n

. A
er(0) = e A (e - D] = lexp (2 (- 1)) | = (e (0" -
Per tant, usant la Proposicié 1.13 la llei de Poisson és infinitament divisible.

Exemple 1.17. Si P = ¢, amb b € R, llavors per tot n > 1 si @, = Jy,, €s té:

or) = exp ith) = [exp (it )| = (v, ()"

Per tant, usant la Proposicié 1.13 la delta de Dirac és infinitament divisible.

1.2.1 Llei de Poisson composta

Per enunciar i demostrar el Teorema de Lévy-Khintchine, hem d’introduir les lleis de
Poisson compostes, les mesures de Lévy i les lleis de Poisson compostes respecte mesures
de Lévy. Veurem que les lleis de Poisson compostes i les lleis de Poisson compostes
respecte mesures de Lévy son també probabilitats infinitament divisibles.

Definicié 1.18. Siguin {X(n),n > 1} C L% (Q, F) variables independents idénticament
distribuides, copies de X € L°(Q,F), amb llei Px = p € My (R), i sigui N € L°(Q, F)
independent de les variables X (n) amb llei Poisson de parametre X > 0. Aleshores,
definim la llei de Poisson composta Poiss(\, p) com:

Poiss(\, 1) == Pz = Px(1)1.. 4+ x(N) -

Calculem la funcié caracteristica de la llei de Poisson composta Poiss(A, u):

¢ Poissio (t) = E <eit<X<1>+~--+X(N>>> _ /

E (eit(X(1)+...+X(N))|N = n) Py (dn)
R

6



— ZE ( Dt +Xm) | N = n) P(N =n)= iE (eit(x(1)+...+x(n))> 6,,\&

n!
n=0

B oy A
AZ )] = A Z e A (px (1) — 1)

Observacié 1.19. Sigui g € M; (R) i A > 0 definim ¢(t) := exp [A (¢,(t) —1)]. Ens
podem preguntar si ¢ és la funcié caracteristica d’una certa probabilitat P € M;j (R).
Usant la correspondeéncia de Schoenberg (Teorema 3.15), obtenim que si 9(t) := ¢, (t) —1
és hermitica i condicionalment definida positiva aleshores ¢ és definida positiva. Veiem-ho:

Y(—t) = ou(—=t) =1 =pu(t) — 1 =pu(t) =1 =9(1) .
Sigui n > 1, t1,....t, € R, 21,..., 2, € C tal que Y ;" | z; = 0, aleshores:

D> amti—t) =D > zFpulti—t) — Y > z%

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n n n n n n
=D ameulti—ty) = Y z) 2= ) wFealti— ;) 2 0.
i=1 j=1 i=1  j=1 i=1 j=1

Hem usat que ¢,, és definida positiva. Per tant, ¢ és definida positiva. A més:

©(0) = exp[A(pu(0) =] =expA(1-1)] =1,

i per ser ¢,, uniformement continua a R, ¢ és continua a I'origen. Aixi doncs, usant el
Teorema de Bochner (Teorema 3.14) obtenim que existeix P € Mj (R) tal que pp = .
Definim Poiss(A, p) := P. Notem que aquesta definicié extén la que hem fet anteriorment.
En la segilient observacié calculem la funcié caracteristica d’una classe de lleis de Poisson
compostes que apareixeran al llarg del treball:

Observacié 1.20. Sigui p € My (R) mesura finita, 4 # 0. Aleshores si A := pu(R) > 0,
V= ﬁ € M1 (R) i P := Poiss(\,v) = Poiss (,u(R), ﬁ) es té:

pp(t) = exp (/R (" —1) M(d$)> :
Demostracié. Calculem:

op(t) = exp [\ (pu(t) — 1)] = exp [ua@) /R itr ALT) 1}

= exp (/R @y (dx) — (R)) = exp </R (e —1) u(dx)) .

Exemple 1.21. Sigui p € M1 (R)i A > 0. Si P = Poiss(\, ), llavors per tot n > 1 si
Qn, = Poiss (%, ,u) es té:

orlt) = exp (1) D] = [exp (2 (0001~ 1) | = (e, 0"

Per tant, usant la Proposicié 1.13 la llei de Poisson composta és infinitament divisible.



1.3 Mesures de Lévy

Definicié 1.22. Sigui p € M (R). Diem que pu és una mesura de Lévy si pn ({0}) =0 i:

/ (LA 2?%) p(dz) < oo .
R

Observacié 1.23. Sigui € My (R) tal que p ({0}) = 0, aleshores ;1 és mesura de Lévy
ja que:

/(1/\:B2),u(dx)S/l-,u(dx):,u(R)<oo.
R

R
Proposicié 1.24. Sigui p € M (R) mesura de Lévy. Aleshores Ve >0 , pu([—¢,€]) < oo.

Demostracié. Suficient demostrar-ho per 0 < € < 1. Llavors €2 A 22 < 1 A 2?2 i per tant:

o0 > /R (% A1) p(de) > /R (2% A &) pu(de) = /

[_6?6}

2?p(dx) +/ e u(de) .

[_Eve]c

Per tant:

1.3.1 Llei de Poisson composta respecte una mesura de Lévy

Per introduir la llei de Poisson composta respecte una mesura de Lévy hem de fer unes
definicions prévies. Sigui € M (R) mesura de Lévy,  # 0 i n > 1. Definim:

n 1= u|[,%7%]c 1 Gy = /{i<x|§1} zp(dz) .

Per la Proposicié 1.24 tenim p, € My (R). A més C,, < oo ja que usant la desigualtat de
Holder (Proposici6 3.8) i que p és mesura de Lévy:

cil< | [alja(de) < ( J) xQu(dfv)> " ( J) 12M(dx)> "
{7 <lzl<1} {L<lzi<1} {L<lz<1}
= </{0<|x<1} xQde)) m“ <[_Tll H ) e

Notem que per n prou gran es té que p, # 0 ja que en cas contrari si u, = 0 per tot
n > 1 es tindria que u = 0 ja que:

u<R>:u<R\{0}>=u(G HH) <§_°ju([—;i]) ~0.

n=1

Aix{ doncs, per n prou gran, podem definir P,, := d_¢, * Poiss (An, vpn) on Ay, = pup(R) >0
iy, = % € Mj (R). Calculem la funcié caracteristica de P, usant el Corol-lari 1.6 i
I’Observacio 1.20:

0P, (t) = @s_c., (£)PPoiss(rnvn) (L) = exp (—itCy) exp ( /]R (e"* —1) un(dfc))
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= exp (—itCy) ex eitﬂv -1 dr — ex —itC), eitm _1 dr
A </{i<"’”} oo )> ’ < o /{;<x|} S >>
=& —itzu(dr eitm 1 da
’ </{i<$|§1} ) /{i<x|} ( " )>

=ex et — 1 —gtally, < dx
P </{i<wl}( bl (jay<1y) 14 )>

Observacio 1.25.

lim pp, (t) =exp </R (e —1— itall gy <1y) u(daz)) =:¢(t) .

n—oo

Demostracio. Notem que:

lim ]1{%<|x‘} (em —1- itx]l{|x|§1}} - itellyz <1y -

n—o0

D’altra banda, usant la Proposicié 3.23 existeix § € C amb |0| < 1 tal que:

) | ) | )
Lps o € =1 —italygan| = [ = T —itw| L1 ey + [ = 1] Ty

1 w11 < lppy 21
(ei<ty € = 1 Doy < 582 Ipaycy + 20 a1y -

< ’9152:52
2

Integrant respecte p i usant que és mesura de Lévy:

1 1
/ (t2$211{|x|<1}+211{|x>1}) plda) = tz/ ar?u(dw)Jr?/ pld) < oo .
R \2 2 Je<a

lz|>1

Per tant, podem aplicar el Teorema de convergencia dominada (Teorema 3.6) i obtenim:

lim pp, (t) = exp (/ i By (€7 =1 = itel <) u(dw)>
R n

n—o0 n—o0

= exp </R (eim -1- itz:]l{|x|31}) u(dm)) .

Observaci6 1.26. ¢ és continua.
Demostracio. Notem que:
¢ continua <t +— / (em —-1- it:r]l{mgl}) p(dx) continua
R

Si f(z,t) == et* —1 —itzllf|y<1y, 6s clar que per z fixat, f(z,-) és continua i que f(-,t) és
integrable respecte la mesura de Lévy u per tot t > 0 per I'observacié anterior. Aleshores
aplicant el Teorema 3.7(1) obtenim que ¢ és continua. |

Pel Teorema de continuitat de Lévy (Teorema 3.19), obtenim que existeix P € M; (R)
tal que op = ¢. Notem que si u = 0, aleshores ¢(¢) = 1 per tot ¢ € R i, per tant, ¢ = @5, .
Aquests resultats ens motiven la segiient definicié.



Definicié 1.27. Sigui p € M (R) mesura de Lévy tal que p # 0. Anomenem llei de
Poisson composta respecte a la mesura de Lévy p i l’escrivim com ¢ — Poiss(u) a la
probabilitat P € M (R) tal que pp = ¢ on ¢ és la funcid definida en I’Observacid 1.25.
Si =0, definim ¢ — Poiss(u) := dy.

Exemple 1.28. Sigui 4 € M (R) mesura de Lévy, si P = ¢ — Poiss(u), llavors per tot
n>1siQ, =c— Poiss (%) es té

wp(t) = exp </R (e =1 —itall g <iy) u(dx))
_ [exp </R (¢ — 1 — itall 1)) ’;(d:ﬁ)ﬂn — (pa. ()" .

Per tant, usant la Proposicié 1.13 la llei de Poisson composta respecte una mesura de
Lévy és infinitament divisible.
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1.4 Teorema de Lévy-Khintchine

Necessitarem uns resultats importants de les lleis infinitament divisibles: les seves funcions
caracteristiques mai s’anul-len i es poden aproximar per lleis de Poisson compostes.

Lema 1.29. Sigui P € M (R). Definim P(B) = P(—B) amb B € B(R) i —B =
{ —2:2 € B}. Aleshores P € M1 (R) i p5(t) = op(—t).

Demostracio. Apliquem el Teorema de la mesura imatge (Teorema 3.2):

e5(t) = /R et P(dx) = /R e P(dx) = pp(—t) .
|

Proposicié 1.30. Sigui P € M; (R) infinitament divisible. Aleshores: pp(t) # 0Vt € R.

Demostracio. Per tot n > 1 existeix @, € Mj (R) tal que:

op(t) = (9@ ()" = lop(t)] = leq. ()" = e, ()] = lep(t)] " .

Veiem que existeix R, € M (R) tal que @r, (t) = |po, (t)|*:

0. (1)1 = 0u ()9, (1) = . (D)ea. (=) = 0. (t)eg, (1) = ¢o. .5, 1) -

Per tant, R, := Q, * @n L’objectiu és aplicar el Teorema de continuitat de Lévy. Per
fer-ho, calculem:

1 sipp(t) £0

t) := lim t) = lim % = lim D" =1 —
p(t) = lim pp,(t) = lim |pq, (t)" = lim |op(t)] {op(8)£0} {o S op(t) = 0

Veiem ara que ¢ és continua en el 0. Sabem que ¢p(0) = 11 que @p és uniformement
continua a R. Per tant, en un entorn del 0, pp(t) # 0 i, llavors, ¢ és continua en el 0.
Pel Teorema de continuitat de Lévy obtenim que ¢ és funcié caracteristica. FEn particular
és uniformement continua en R, llavors necessariament ha de ser:

p(t)=1 Vte R= pp(t) #0.
|

Observacié 1.31. Sigui P € M; (R) infinitament divisible. Sabem que ¢p és una
funcié uniformement continua, que ¢p(0) = 1 i per la Proposicié 1.30 que no s’anul-la
mai. Estem en les hipotesis de la Proposicié 3.24 i per tant, d’ara en endavant, podrem
prendre logaritme i arrel n-essima, en el sentit que es detalla en la Proposicié 3.24, de
funcions caracteristiques de probabilitats infinitament divisibles .

Proposicié 1.32. Sigui P € M (R) infinitament divisible. Aleshores existeiz una suc-
cessid {Qn}2, € M (R) tal que Poiss (n,Qy) —— P.
n—oo

Demostracid. Per tot n > 1 existeix @, € M (R) tal que ¢p(t) = (¢, (t))". Com que
a més g, (0) =11 ¢g, és continua, usant la unicitat de l'arrel n-essima (Proposicié
3.24(2)), es té que:

Q. (t) = op(t)/" .
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Aleshores:
PPoiss(n,Qn) (t) = exp [n (pq, (t) — 1)] = exp [" (Sﬁp(t)l/ " 1)} '

Usant pp(t)Y/™ = elosler®)/n ohtenim:

" (SOP(t)l/n _ 1) . (elog(gop(t))/n B 1) . (1 N log(ip(t)) n i log(sz;g(!t))k B 1)

k=2

log(pp(t
log (’OP + Z nk lk"

Com que n > 1, per tot k > 2 es té n < nF~1 i, per tant, —— < % Aleshores:

nk

lim

n—00

i log(¢p(t))

k
ol log(¢p(1)) ‘ < fim Lellosler®l _ o
nv— KR!

Per tant: - i
. log(pp(t)" _

B D TR

Finalment:
: log(¢p(t
1m poiss(n,q,) () = exp [nlggo <log op(t) + Z — T k,

= exp [log(¢p(t))] = ¢p(t) -

Aplicant el Teorema de continuitat de Lévy, obtenim que Poiss (n, Q) —“ 5P . |

n—oo

Usarem un seguit de funcions que definim a continuacié. Enunciem les propietats
d’aquestes funcions que necessitarem i per raons d’espai les demostrarem en I’annex.

Notacié 3. Siguint € R i P € M; (R) infinitament divisible. Definim:

o h:R%Rcomh(w)zl—% sixz#01h(0)=0.

gt : R — C com gi(z) = €™ — 1 — itrllgz)<1y

e fi:R—C com fi(z) = %((;C)) siz#0i fi(0) = —3t2

 ¢p(t) :=log (@P(t))
o op(t)i=op(t) — 5 [ dp(s)ds

Lema 1.33.

1. h(z) >0Vz eR i h(x) =0 x=0.

2. h és continua i acotada. Per tant, és integrable respecte una mesura finita.
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3. g¢ €s integrable respecte una mesura de Lévy.

4. Sigui P € M; (R) i k > 0. Definim Q(dz) := %]1{1750}]3(6&).
Aleshores Q € M (R) i és mesura de Lévy.

5. ft és continua i acotada. Per tant, és integrable respecte una mesura finita.
Demostracio. Veure annex, pagina 57, Lema 3.27. |

Finalment, necessitem tres lemes per demostrar el Teorema de Lévy-Khintchine. En el
primer lema veiem que la convergencia feble de probabilitats infinitament divisibles cap
a una probabilitat infinitament divisible també implica la convergencia uniforme en com-
pactes del logaritme de les seves funcions caracteristiques. En el segon lema demostrarem
una caracteritzacié de la delta de Dirac, que usarem en I'tltim lema.

Lema 1.34. Siguin {P,},”; C M1 (R) infinitament divisibles, P € M (R) infinitament
divisible tal que P, _)L> P. Aleshores:
n—oo

1. ¢p, convergeix uniformement en compactes a ¢p.

2. ILm op, (t) = dp(t) per tot t € R.

Demostracio.

(1) Pel Teorema de continuitat de Lévy, sabem que ¢p, convergeix uniformement en
compactes a @p i per ser P, i P infinitament divisibles podem aplicar la Proposici6 3.25,
i obtenim que ¢p, convergeix uniformement en compactes a ¢p.

(2) Sigui t € R, escollim 'interval compacte K := [t — 1,¢ + 1]. Per l'observaci6 anterior,
¢p, convergeix uniformement a ¢p en K, per tant, aplicant la Proposicié 3.26, tenim:

t41 t+1 B _
lim op,(s)ds = ¢p(s)(ds) = lim ¢p, (1) = op(t) -

=0 Ji—1 t—1
Lema 1.35. Sigui P € M; (R). Aleshores:

P:50<:>(pp(t):1 Vte[—l,l] .

Demostracio.

(=) Es clar que gs,(t) = 1 per tot t € R.

(<) Si veiem que pp(t) = 1 per tot t € R ja hem acabat. Usant la desigualtat de la
Proposicié 3.13(9):

es=1ite[0,2 = |pp(t)—1|> < 0= 2[1—Re(¢p(t—1))] = @p(t) = 1 per
te[-1,2].
es=2ite[l,4 = |pp(t)—1|> < 0 = 2[1 —Re(¢p(t—2))] = @p(t) = 1 per

te[—1,4].

Repetint ’argument per valors adients de s i ¢ obtenim que ¢p(t) = 1 per tot t € R i,
per tant, P = 4. |
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Lema 1.36. Sigui P € M; (R) infinitament divisible. Aleshores:
1. ¢p(0) > 0.
2. &)73(0) =0= P =, per algun a € R.

Demostracio.
(1) Veiem primer que Im (¢p(t)) és una funcié senar. Sigui t € R, aleshores:

P = op(—t) = pp(t) = e2r®) = ?P() = $p(—t) = ¢p(t) + 2k(t)mi .

On k(t) € Z. En particular, per t = 0, es té ¢p(0) = 0, per tant, k£(0) = 0. Com que ¢p
és una funcié continua, s’ha de tenir k(t) = 0 per tot ¢t € R. Aix{ doncs:

op(—t) = pp(t) = Im (¢pp(—t)) = —Im (¢p(t)) .

Per tant, Im (¢p(t)) és una funcié senar. Veiem ara que Re (¢p(t)) < 0 V¢ € R:

e0r0) = pp(t) = Rl = |82 = |pp(t)] < 1= Re(4p(t) <0

Finalment per veure que (?5\1;(0) > 0, usant que ¢p(0) = 0, que Im (¢p(t)) és una funcié
senar i que Re (¢p(t)) < O0:

. 1
m (57(0)) = Im (60(0)) — 5 / T (9p(s) ds =0

2 2

— 1 1
Re (60(0)) = Re(67(0)) = 5 [ Re(@p(s))ds =5 [ Re(ér(s)ds 0.

(2) Suposem que ¢p(0) = 0. Volem veure que existeix a € R tal que P = §,. Notem que:
. 1
op(0) = 0= / Re (6p(s)) ds = 0 = Re (¢p(s)) = 0 Vs € [~1, 1]
-1

= op(s) = ™M@r() vse[-1,1] = |pp(s)| =1 Vs e[-1,1] .

Considerem la funcié caracteristica de la probabilitat P x P:

ep,5(t) =opt)opt) = op(t)ep(—t) = pp(t)op(t) = lop(t)?

Per tant, ¢, 5(t) = 1 per tot ¢t € [~1,1] i usant el Lema 1.35 obtenim que P * P = do.
Suposem ara que existeix b € R tal que P ((b,4+00)) =: p € (0,1) i arribarem a una
contradiccié. Llavors:

(P+P) (0. +00) = /(  P(Crro0) Pl + /[_b,m) P ((—a, +00)) P(dz)

>0+ P((bv +OO))P([_b7 +OO)) =D P((_Ooab]) :p<1 -p

)
Fet que contradiu que P % P = &y. Aixi doncs per tot b € R es t& P ((b, +00)) € {0,1}.
A més, existeixen ¢,d € R, ¢ < d tals que P ((¢,+o0)) =11 P((d,4+00)) = 0. En cas
contrari si:

P((b,400))=0V¥beR= P(R)=P (G (—n,+oo)> < iP((—n,+oo)) =0,
n=1 n=1
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P((b,+oo)):1Vb€R:>P(R):P<[j oon> i =0

n=1

obtindriem contraddicions.
Per tant, P = §, on a :==sup{b € R: P((b,40)) =1} € R. [ |

Teorema 1.37. Teorema de Lévy-Khintchine Sigui P € M (R). Aleshores:
P és infinitament divisible <3 a € R, 62>0, pe M (R) mesura de Lévy tal que:
P = N(a,0?) % ¢ — Poiss(p) .
Equivalentment:

P és infinitament divisible 3 a € R, 02 >0, p € M(R) mesura de Lévy tal que:

ot : :
op(t) = exp [zat — 5 + /R (e — 1 —itallyy<1y) p(de)

Demostracio.

(«=) Pels exemples 1.15 i 1.28 les lleis normals i lleis de Poisson compostes respecte una
mesura de Lévy sén lleis infinitament divisibles. Per la Proposici6é 1.14 la convolucié de
lleis infinitament divisibles és infinitament divisible. Per tant, P és infinitament divisible.

(=) Sigui P € M; (R) infinitament divisible. Pel Lema 1.36 sabem que a;:( 0) > 0.
Si ¢p(0) = 0 ja hem acabat ja que P = §, per algun a € R i llavors escollim: a, 02 := 0 i
u=0.

Suposem doncs que ¢p(0) > 0. Per la Proposicié 1.32 existeix una successié {Qn}, C
M (R) tal que Poiss(n,Qn) T P. Definim fi,, :=nQp € My (R) i
n—oo

Qp 1= /Rxﬂ{|x§1}ﬂn(d$) .

(bn(t) = ¢P0iss(n,Qn) (t) = IOg (@Poiss(n,Qn)(t)) = IOg [exp (n (()DQn (t) - 1))] .

L’objectiu és reescriure les funcions ¢, i ¢, en termes de a,,g; i h. Notem que a, < oo
usant que p, sén mesures finites:

ol < [ Jaluierpadn) < [ 1L aperypn(dn) < [ palde) =n < o0

Pel Lema 1.33(3) g; és integrable respecte les mesures p,. Per rescriure ¢, (), notem que

f(t) :=n(pg, (t) — 1) és continua i satisfa que f(0) = 0, que e/®) = P Poiss(n,Qn)(t). Per
tant, usant la unicitat del logaritme (Proposicié 3.24(1)), s’ha de tenir:

bu(t) = (9o, (1) — 1) = /R e nQp (d) — 1 = /R (¢ — 1) pn(d)

= /R (e —1— itall gy <1y + itallyy<iy) pn(dz) = /Rgt(:z)un(dx)—i—it/Rxll{$|§1}un(dx) .

Per tant, la funcié ¢,(t) es pot escriure com:
bnt) = /R (¢ — 1) pn(dz) = /R 01(2) i (de) + itar . (1.2)
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Per reescriure ¢, (t) ens interessa calcular 1’expressié ﬁtjll ¢n(s)(ds). Notem que:

t+1 t+1 t+1
on(s)ds —/ / BT 1) p (da)ds = // 1) dspp(dz) . (1.3)
t—1 ¢ ¢

Hem aplicat el Teorema de Fubini ja que usant que u, és mesura finita:

t+1 t+1
/ /‘e’sx—l‘,un dmds</ /2un dxds-4/un(dx)—4n<oo.
t t

Notem que per z = 0 lintegrand de (1.3) és 0. Per tant, podem excloure x = 0 de

I'integral:
t+1 ‘ t+1 .
// 1) dspin (dz) / / 1) dsp (dx)
¢ R\{0} /¢

1ST t+1 ) eiz _ efix
-/ i) = [ (@ 2 (e
R\{0} t—1 R\{0} v

e
= 2/ (emsm(:c) — 1) tn(dz) .
R\{0} r

Tornant a usar que per x = 0 'integrand és 0 obtenim:

G = | L 7 D ) =] . ( () _ 1> ()

— / <€it1‘ —1— e’itISIH(x) 4 1) Mn(dx) — / eitx <1 o Sln(l‘)) //Ln(d-r) )
R\{0} r R\{0} z

Per tant, la funcié %(t) es pot escriure com:

— S

6u(t) = [ e h@ds) (1.4)

El segiient objectiu és construir unes mesures de probabilitat a partir de les u, que
convergeixin a una certa probabilitat. Com que ¢p(0) > 0, pel Lema 1.34(2) existeix
ng € N tal que ¢,,(0) > 0 ¥n > ngy. Definim ara per n > ng les mesures de probabilitat

(veure Proposicié 3.3):
- h(x)
fin(dz) %(O)u(w)

Veiem que efectivament g, € M; (R) usant (1.4):

~ B h(z) o) = 1 . 1 . o) =
i ()= [ i) = = | Maatir) = INTeTme | raatin) =1

Notem que la integral [ h(x)pun(dz) només podria ser igual a 0 si Q,, = dg ja que h(z) =
nomsés per x = 01 per z # 0, h(z) > 0. Pero en aquest cas, tindriem per ’argument de la
Proposicié 1.32 que P = dg, cas que ja hem estudiat. A més, la integral és finita ja que h
és acotada i u,, és finita.

Volem veure que les mesures ji,, convergeixen feblement cap a una probabilitat . Per
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fer-ho volem aplicar el Teorema de continuitat de Lévy estudiant el limit de les funcions
caracteristiques de fiy:

. itx~ . 1 itx n(t Op t
Jim o, (1) = lim Ret pin(dr) = lim. o(0) /Ret (@) pn(d) = lim zvn((o)) B g;)go)) '

(1.5)

Hem usat que hm %(t) = J)}(t) per tot t € R i (1.4).
—00

$p(t) 4

¢p(0)

que existeix € My (R) tal que f, _)L> [ 1a més:
n oo

Com que és una funcio6 continua en el 0 pel Teorema de continuitat de Lévy obtenim

op(t)
ép(0)

El segiient pas és construir una mesura de Lévy, a partir de la mesura p. Definim la
mesura

pa(t) = Tim n (1) = 229 o 5o (1) = Gp(0) /R i i(dx) |

n—oo

pldz) = ¢hlz((;>ﬂ{x¢o}u(dx) :

Pel Lema 1.33(4) 1 € M (R) és mesura de Lévy. Usant que Poiss(n, Qn) —— P i (1.2):

n—o0

op(t) = Tim g,(t) = lim [ /R gt(;v),un(dm)jLiant} . (1.6)

n—o0

Volem reescriure la integral respecte p,, per una que sigui respecte fi,, i poder aixi usar la
convergencia feble d’aquestes. Llavors com que ¢;(0) = 0 i 1, ({0}) = 0:

() pn(dz) = M dx) n ()i (dx) .
/Rg()u() /R\{O} o () = /f 2)7in(de)

Pel Lema 1.33(5) f; és continua i acotada. Com que i, % f usant la Proposicié
n—0o0
3.18(2) es té:

Jim /ft ) fin (dz) /ft p(dz) = lim /Qt )i (dz) = ¢p(0 /ft dzx) .

(1.7)
A partir de (1.6) i (1.7) podem assegurar que lim a,, existeix. Definim:
n—oo
a:=lim a, i o2:=6¢p(0)fi(0)>0. (1.8)

n—o0

L’dltim pas és reescriure ¢p(t) en termes de a, 02, g; i la mesura de Lévy p utilitzant

(1.7) i (1.8):
op(t) = lim [/ ge(x )Mn(dﬂf)+zant] op(0 /ft fi(dx) + dat

n—oo

— 47(0) [ / 9 5 )~ 3127(0)

1
+iat:/ ge(x)p(dx) — =0t +iat .
\oy h(@)” R\{0} () = 3

Aixi doncs, obtenim:

rlt) = exp [t = T+ [ garnta)
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. 02t2 itx -
= exp |iat — 5 + (e —-1- ztx]l{mq}) p(dx)
e <

Observacié 1.38. Es pot demostrar que:
P és infinitament divisible & 3! a € R, 0? >0, p € M (R) mesura de Lévy tal que
P = N(a,0?) % ¢ — Poiss(p) .
Veure [3], pagina 335, Teorema 16.17.

Com a conseqiiencia del Teorema de Lévy-Khintchine, introduim aquestes dues defi-
nicions.

Definicié 1.39. Sigui P € M (R) infinitament divisible. Definim la terna caracteristica
de P com la unica terna (a,a2, u), ona€R,0?>01iu és mesura de Lévy tal que:

P = N(a,0?) * ¢ — Poiss(p) .

Definicié 1.40. Sigui P € M (R) infinitament divisible. Definim el simbol de Lévy de
P com laplicacio n : R — C definida per:

o2t2

n(t) := dat — —— +/ (€ =1 —itallyy<ry) plde) -
R
Corol-lari 1.41. Sigui P € M; (R) infinitament divisible. Aleshores:

e 1 és continua.
e 7(0) =0.
o op(t)=e).

Per tant, n(t) = ¢p(t) = log (¢p(t)) i en particular Re (n(t)) <0Vt € R.

Demostracio. Per veure la continuitat de n, només cal veure la continuitat de ’aplicacié:
t— / (eim —1- itaﬁ]l{mgl}) ,u(dx) y
R
la qual s’ha demostrat en I’Observacié 1.26. Les altres dues propietats sén evidents i per

la unicitat del logaritme (Proposicié 3.24(1)) obtenim que 7n(t) = ¢p(t) = log (¢p(t)) i
tal com hem vist en el Lema 1.36(1) es té Re (n(t)) < 0 Vvt € R. [ |
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2 Descomposicio de Lévy-I1to

En aquest segon capitol es demostra la Descomposicié de Lévy-Ito. En la primera seccid
de preliminars es presenten definicions i proposicions que usarem en aquest capitol sobre
processos estocastics, funcions cadlag, instants d’aturada, espais de martingales i de va-
riacions de funcions.

En aquest capitol hi ha demostracions que no es fan ja que escapen dels objectius del
treball i n’hi ha que es troben en 'annex en la seccié de Demostracions Capitol 2 per
raons d’espai.

2.1 Preliminars

2.1.1 Processos estocastics

Definicié 2.1. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic. Diem que:
1. X és centrat si E (X (t)) =0Vt > 0.
2. X és de quadrat-integrable si E <\X(t)|2> < ooVt > 0.

3. X té trajectories continues si existeiz Q € F tal que ]P’(Q/) = 1 i les trajectories
X()(w) : [0,400) = R sén funcions continues per tot w € Q'

Definicié 2.2. Siguin X = {X(t),t >0} i Y = {Y (t),t > 0} processos estocastics. Diem
que 'Y és una modificacio de X si per tot t > 0:

P(fweQ: X(t)(w) # Y()w)}) = 0.

2.1.2 Funcions cadlag

Definicié 2.3. Una funcié f : [0,b] — R és cadlag si és continua per la dreta en [0,b) i
existeix el limit per lesquerra en (0,b]. Definim el salt en 0 com Af(0):=0. Sit e (0,D]
escriurem f(t—) := lim f(t), ¢ definim el salt en t com:

t—s—

f:[0,+00) = R és cadlag si per tot b >0, f|gp €s cadlag.

Proposicié 2.4. Sigui f : I = [0,+00) C R — R una funcid cadlag. Aleshores:

1. Ye > 0, el conjunt S :=={t € I : |Af(t)| > €} és finit.

2. El conjunt S :={t € I : Af(t) # 0} és numerable.

Demostracié. Veure [1], pagina 140, Teorema 2.9.2. [ |

Definicié 2.5. Sigui X = {X(¢t),t > 0} un procés estocastic. Diem que X és cadlag si
existeiz Qo € F tal que P(Qy) = 1 i les trajectories X (-)(w) : [0,4+00) = R sdn funcions
cadlag per tot w € g
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2.1.3 Instants d’aturada

Definicié 2.6. Sigui X = {X (t),t > 0} un procés estocastic. Definim la filtracié natural
de X com F* = {F¥,t >0} on F¥ :=0{X(s),0 <s < t}.

Definicié 2.7. Sigui T : Q — [0, +o0] variable aleatoria i F = {Fi,t > 0} una filtracid.
Aleshores:

T és instant d’aturada €4 {weQ:T(w) <t} € F per tott > 0.
Definicié 2.8. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés adaptat, T un instant d’aturada i

F = {F,t > 0} una filtracio.
Definim la variable aleatoria aturada X (T) com

Definim la o-algebra aturada Fpr com:
Fr:={BeF:Bn{weN:T(w) <t} € F,Vt >0} .
Definim un nou procés estocastic Xp = {Xr(t),t > 0} on:

Xr(t) = X(T +1t) — X(T) .

2.1.4 Espais de martingales

En el conjunt de totes les martingales respecte una filtracié donada F = {F;, ¢t > 0}
definim la relacié d’equivaléncias:

def , . .,
M, ~ My & M, és modificacié de My .

Aleshores considerem ’espai vectorial Ml := {[M] : M martingala de quadrat integrable }.
Definim la nocié de convergencia en aquest espai Ml com:

. def L?
lim M, = M < M, (t) —— M(t) Vt>0.

n—o0 n—oo

El resultat que usarem per estudiar la convergencia d’una successié de martingales és el
segilient:

Proposicié 2.9. M és un espai complet.

Demostracié. Veure [1], pagina 91, Lema 2.1.11. |

2.1.5 Variacié d’una funcié

Definicié 2.10. Sigui g : [0,b] = R una funcid cadlag i P particid de linterval [0, b]
P={0=t1<ta<..<t,=0>} .

Definim la norma de la particié com

0= tiv1 —t;| .
1§rz¥1§a7§_1| i+1 7,|
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Definim la variacio de g respecte la particio P com

n—1
varp(g) = Z lg(tiv1) — g(t)] -
i=1

Definim la variacio total de g com

Vg i= sup varp(g) .
P particié de [0,b]

Definim Vy(t) com la variacié total de g|o4, on 0 <t <b.
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2.2 Processos de Lévy

En aquesta seccié definim el concepte ja introduit de procés de Lévy i veiem resultats
importants d’aquests tipus de processos: cada variable aleatoria del procés és infinitament
divisible i tot el procés queda determinat per la terna caracteristica d’una tnica variable
aleatoria del procés, la corresponent a t = 1.

Definicié 2.11. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic. Diem que és un procés de
Lévy si:
1. X(0)=0 gs.

2. X té incremenents independents, aizo és: Yn > 11V 0 <t < tg < ... < t, les
variables X (t2) — X (t1), X (t3) — X (t2), ..., X (tn) — X (tn—1) son independents.

3. X té increments estacionaris, aixo és V 0 <t1 <ta, Px(,)-x(t;) = PX(ta—t1)—X(0)-
4. X és continu en probabilitat, aizo és Ve >0 i Vs > 0:

Hm P (X (8) = X(s)] > ) =0 .

Al llarg del treball per comprovar que un procés X = {X(t),t > 0} que satisfa les
propietats (1) i (3) de la Definicié 2.11 és continu en probabilitat utilitzarem la segiient
proposicié.

Proposicié 2.12. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic amb increments estacio-
naris i amb X (0) =0 ¢.s. Aleshores:

We>0iVs>0 mP(IX() — X(5)| > ¢) =0 & Ve >0 lim P(X(6)]>e)=0.
t—s t—0t

Demostracio.
(=) Prenem s = 0 i utilitzem que X (0) =0 g.s.
(<) Sigui € > 01 s > 0. Aleshores usant que X té increments estacionaris:

tliISrLIP’ﬂX(t) —X(s)] >e€) :tlirgIP’(]X(t—sﬂ > €) :uli%l+P(|X(U)’ >¢€)=0.

lim P (X (1)~ X(s)] > ¢) = lim P(|X(s) = X(1)] > ) = lim P(IX(u)| >e)=0.

t—s— t—s—

Per tant, per a tot s > 0 71im}P’ (IX(t) — X(s)| > €) = 0 com voliem veure. [ |
—s

Proposicié 2.13. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores X (t) és infini-
tament divisible YVt > 0.

Demostracié. Sit =0 escollim per n > 1, Y € £9(Q, F) tals que Y™ = 0. Aleshores:
pxo)(t) =1=1)" = (pym(t)" -
Usant la Proposicié 1.11(3), obtenim que X (0) és infinitament divisible.

Sit > 0, per a qualsevol n > 1 escollim la particié ¢t; = jt/n on j =0,...,n. Aleshores
per ser procés de Lévy, les variables X (t1), X (t2) — X (¢1), ..., X (tn) — X (t,,—1) s6n variables
independents idénticament distribuides. Ara:

Px(t) = Px(tn) = X (t) =X (ta ) HX (tn-1) =X (tn-2)] ot [X (82) = X (1) +X (1) -

Per tant, X (¢) és infinitament divisible. [ |
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Lema 2.14. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic continu en probabilitat, llavors
Uaplicacié 1, : RT — C definida per 1, (t) = ©x()(u) és uniformement continua per
cada u € R.

Demostracio. Per s,t > 0, s # t, escrivim X (s,t) := X () — X(s). Fixem u € Rie > 0.
Com que l'aplicacié y — e™¥ és continua a l'origen, existeix §; > 0 tal que

- €
sup ‘e“‘y — 1‘ < 3"
0<|y|<d1

Per ser el procés continu en probabilitat, existeix do > 0 tal que si 0 < |t —s| < do,
aleshores P (| X (s,t)| > 01) < §. Llavors per tot 0 < |t — s < J2, es té:

[bu() = Yu(s)] = lox () — ex@@)| = | [ " XOIP(dw) - /Q ei“X(S)(w)P(dUJ)'

[ [gmxtonw 1) p(dm\ < [ 1 jem 1] Pty
Q R

< / €™ — 1| Px(s)(dy) +/ " — 1| Py (5.4 (dy)
ly|<d1 01 <yl

~1+2‘§:€.

Per tant, l’aphcamo 1, és uniformement continua per cada u € R. |

< P(| X (s,t)] < 01) +2-P(|X(s,t)] > d1) <

l\D\m

Proposicié 2.15. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores si n(t,-) és el
stmbol de Lévy de X (t) es té n(t,u) = tn(1,u).

Demostracio. Per tenir X increments independents i estacionaris es té:

¢u(t + 8) = Ox(t+9) (’U,) - (eiuX(t+s)) - F <eiu(X(t+s)—X(s))eiuX(s))

_E (eiu(X(t-i-s)—X(S))) E (eiuX(s)> _E <eiuX(t)) B ( uX (s ) Pu(B)u(s) -
A més:
Yu(0) = px(0)(u) =E (emX(O)> =E(1)=1.

Pel Lema 2.14, 1, és una aplicacié continua per cada u € R. Llavors, I'aplicacié ¥, és de
la forma 1, (t) = e!*® on o : R — C és una aplicacié continua (veure [5] pagines 4-6).
Sabem que X (1) és infinitament divisible i per tant:

) =, (1) = pxy(u) = ™ = n(1u) = alu) + 2k(w)mi , klu) €Z.

Com que 7n(1,-) i a(-) sén aplicacions continues s’ha de tenir k(u) = k € Z Vu € R. A
més es té a(0) = 0 perque:

2O = gy (t) = @x()(0) =1Vt > 0= a(0) =0 .

Si fos a(0) # 0, llavors escollint ¢ > 0 tal que ta(0) # 2kmi, amb k € Z tindriem una
contradiccié. Com que també n(1,0) = 0 de n(1,0) = «(0) + 2k7i deduim que k = 0 i,
per tant, n(1,u) = a(u). Queda veure que n(t,u) = tn(1,u). Fixem u € R. Tenim:

Yult) = px((u) = M = ) = 4(1 u) = n(t, ) + 2k(t)mi . (2.1)
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Com que ), (t) = "% és continua, llavors 7(-, u) és continua. S’ha de tenir k(t) = k € 7Z
Vt > 0. Ara 1(0,0) = 0 per ser 7(0,-) simbol de Lévy de X(0), com que pxg)(u) =1 =
0w vy € R, i al ser 7(0,-) continua, ha de ser 7(0,u) = 0 per tot u € R. Substituint
t =0 en (2.1) obtenim que k() = k = 0 i per tant:

n(t,u) =tn(1l,u) .
[ ]

Corol-lari 2.16. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy tal que E (| X (t)]) < oo per
tot t > 0. Aleshores per tot t > 0:

E(X(t) = t-E(X(1)) .

Demostracié. Usant la Proposicié 2.15, sabem que ¢x ) (u) = e on 5(-) és el stmbol
de Lévy de X (1). Usant que X (¢) és integrable, podem aplicar la Proposicié 3.16 i llavors:

ECX(0) = Joio(0) = 5O 0) = 51/ 0) = (340)) =+ E(X(1) .

Definicié 2.17. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Definim la terna carac-
teristica i el simbol de Lévy de X com la terna caracteristica i el simbol de Lévy de X (1).

Observacié 2.18. Sigui X = {X(¢),t > 0} un procés de Lévy. Hem vist que X (t) és
infinitament divisible per tot ¢t > 0 i que si (¢, -) és el simbol de Lévy de X (t), aleshores
n(t,u) =tn(1,u). Es a dir, un procés de Lévy queda totalment determinat pel simbol de
Lévy de X (1). Si (a,02, 1) és la terna caracteristica de X (1), llavors:

o?u?

©x () (u) = exp [t {iau ) + /]R (ewm —-1- iua:]l{mgl}) u(d:ﬂ)H .

Seguidament veurem com de robusta és la propietat de ser procés de Lévy: es manté
per successions de processos de Lévy que convergeixin en probabilitat cap un procés i es
manté per modificacions. Aquests dos resultats ens seran de gran utilitat per demostrar
que un determinat procés és de Lévy i per treballar amb una modificacié adient d’'un
procés de Lévy.

Teorema 2.19. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic, { Xy}, una successié de

processos de Lévy tals que per cada t > 0 X,,(t) LN X(t) iVe>0
n—o0

lim limsupP (| X,,(¢t) — X(¢)| >¢) =0.

N0 40+

Aleshores, X és un procés de Lévy.

Demostracio. Veure annex, pagina 59, Teorema 3.29. |

Proposicié 2.20. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i Y una modificacio de X.
Aleshores Y és un procés de Lévy amb la mateiza terna caracteristica que X.

Demostracié. Veure annex, pagina 61, Teorema 3.30. |
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2.3 Processos de Lévy cadlag

En aquesta seccié veurem que donat un procés de Lévy existeix una modificacié d’aquest
tal que el procés és cadlag. Aquest fet ens sera de gran ajuda per estudiar els salts
d’un procés de Lévy, ja que treballarem directament en la modificacié cadlag d’aquest,
simplificant aixi ’estudi dels seus salts.

Teorema 2.21. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores existeix una
modificacio Y = {Y (t),t > 0} de X tal que Y és cadlag.

Demostracié. Veure [1], pagina 87, Teorema 2.1.8. [ ]

Observacié 2.22. D’ara en endavant suposarem que tot procés de Lévy X = {X(¢),t > 0}
és cadlag i escriurem )y com en la Definicié 2.5:

Qo ={we Q: X()(w):]0,+00) = R és cadlag } .

Pel Teorema 2.21 P(Q) = 1.

2.3.1 Instants d’aturada

Al llarg del treball ens sera 1til considerar diferents instants d’aturada associats al procés
de Lévy X. Per comprovar que en efecte ho sén i poder treballar amb ells necesitarem els
dos teoremes segiients: la Propietat forta de Markov i un criteri per deduir que en efecte
una variable aleatoria és instant d’aturada.

Teorema 2.23. Propietat forta de Markov. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de
Lévy, T instant d’aturada tal que T < 0o ¢.s. Aleshores:

1. X7 és un procés de Lévy independent de Fr.
2. Per cadat >0, Px,) = Px(p)-

3. Xr és cadlag i Xp(t) és Fris-mesurable.

Demostracio. Veure [1], pagina 97, Teorema 2.2.11. [

Teorema 2.24. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés adaptat i cadlag i sigui B € B (R).
Aleshores:
T:=inf{t>0:X(t) € B}

és un instant d’aturada.

Demostracié. Veure [4], pagina 5, Teoremes 3 i 4. [ ]

Observacié 2.25. Treballarem amb successions d’instants d’aturada {7, },~, que essen-
cialment prendran la segiient forma:

To=0 , T,:=inf{t>T,_1:X(t)—X(Th-1)€eB} n>1,
on B € B(R). Notem que podem escriure per n > 1:

T, =inf{t >0: X(t+ Tp—1) — X(Tp—1) € B} =inf {t > 0: Xp,_,(t) € B} .
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Veiem per induccié que els T}, sén instants d’aturada. Tg és clar que és instant d’aturada.
Suposem que 7;,—1 ho és i veiem-ho per 7T;,. Per la Propietat forta de Markov, X7, , és
cadlag i X7, _,(t) és Fri-mesurable, per tant, podem aplicar el Teorema 2.24 i obtenim
que T}, és instant d’aturada.
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2.4 Exemples de processos de Lévy

En aquesta seccié presentem exemples de processos de Lévy i caracteritzacions d’aquests
exemples que usarem per identificar els diferents processos que ens aniran apareixent al
llarg del treball.

2.4.1 Moviment Brownia

Exemple 2.26. Un moviment Brownia és un procés de Lévy B = {B(t),t > 0} tal que
Pguy = N(0,t) Vt>0.

Lema 2.27. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i ¢ > 0. Aleshores el procés
Y :={Y(t),t > 0} definit per Y (t) := X(t) + ct és també un procés de Lévy.

Demostracid. Es clar que Y (0) = 0 q.s, que té increments estacionaris i independents. A
més per tot € > 01t < o, usant la desigualtat del Lema 3.28:

P(Y(t)] > €)= P(IX(t) +ct| >¢) <P (|X(t)y > g) P (|ct| > %) —P (yX(t)| > %) .

Aleshores prenent limit i usant la Proposicié 2.12 ja que X és procés de Lévy:

0 <liminfP(|Y(¢)] > ¢€) <limsupP (|Y(¢)| > €) < limsupP (|X(t)\ > E) =0.
t—0+ t—0t t—0+ 2

Per tant, limJr P(|Y(t)| > €) =0 i per la Proposicié 2.12 Y és procés de Lévy. [ |
t—0

Exemple 2.28. Un moviment Brownia amb deriva és un procés C' = {C(t),t > 0} tal
que C(t) = bt + oB(t), on B = {B(t),t > 0} és un moviment Brownia i b € R, ¢ > 0.
Aleshores pel Lema 2.27, el moviment Brownia amb deriva és procés de Lévy i compleix
que Pogy = N(bt, 0°t). Quan b = 0, escriurem By2(t) := C(t) i 'anomenarem moviment

Brownia amb variancia o2.

Proposicié 2.29. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy adaptat centrat amb tra-
jectories continues i tal que E(X(t)X(s)) = o%(t A s) per tot t,s > 0 amb 0% > 0.
Aleshores:

X moviment Brownia amb variancia o® < ox(e)(u) = e 2 >0 ueR.

Demostracié. Veure [1], pagina 95, Corol-lari 2.2.8. [ ]

2.4.2 Procés de Poisson

Exemple 2.30. Un procés de Poisson de parametre A > 0 és un procés de Lévy N =
{N(t),t > 0} tal que
Py = Poiss(\t)  Vt>0.

Donat un procés de Poisson N = {N(t),t > 0} li associem els instants d’aturada
segilients:
To:=0 , Tp,:=inf{t>0:N(t)=n} n>1.

Proposicié 2.31. Sigui N = {N(t),t > 0} un procés de Lévy tal que N(t) € N i tal que
{AN(t),t > 0} pren valors en {0,1}. Aleshores N és un procés de Poisson.

Demostracio. Veure annex, pagina 62, Proposicié 3.31. |
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2.4.3 Procés de Poisson compost

Definicié 2.32. Siguin {X(n),n > 1} C £°(Q, F) independents idénticament distribui-
des, copies de X € L0 (Q,F), amb llei Px = p € My (R) i sigui N = {N(t),t > 0} procés
de Poisson de paramere X\ > 0 que és independent del procés {X (n),n > 1}. Aleshores el
procés de Poisson compost Y = {Y (t),t > 0} de parametre X > 0 i llei ju es defineix com:

Y(t) = Z X(@)=X(1)4 ...+ X(N(t)) .

Proposicié 2.33. Sigui X € L°(Q,F) amb llei Px = pu, A > 04 Y = {Y(t),t > 0}
procés de Poisson compost de parametre X > 0 i llei u. Aleshores:

1. Y és procés de Lévy.

2. Py () = Poisson(\t, ).

Demostracio. Veure annex, pagina 64, Proposicié 3.32. |
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2.5 Salts de processos de Lévy

Donat un procés de Lévy X = {X(¢),t > 0}, li associem el procés de salts AX :=
{AX(t),t >0} on

AX(0)=0 i AX(t)=X(t)—X(t-) pert>0.

Com a conseqiiencia de que X és continu en probabilitat i és cadlag, demostrarem que,
com un espera, la probabilitat que hi hagi un salt de X en un instant de temps fixat és 0.

Lema 2.34. Sigui X = {X(t),t > 0} procés de Lévy, aleshores per tot t > 0:
AX(t)=0 g¢q.s.

Demostracid. Sigui {t,},>; C [0,+00) tal que ¢, < tpy1 VR >11 lim ¢, =t. Per ser X
n—oo
continu en probabilitat i usant la Proposicié 3.22(4) tenim que:

Ve >0 lim P(X(t,) = X(6)] > ) =0 = X(ta) LX)

n—o0

= F{X (tn,) 132, tal que X (tn,) —— X(t)

k—oo

=3IN e Ftalque P(N) =01 lim X(tp,)(w) =X(t)(w) Vwe Q\ N .

k—o0

Notem que P (29 \ N) =11iVw € Qo \ N es té:

X(t=)(w) = lim X(t,)(w) = lim X (tn,)(w) = X(t)(w) = AX() =0 qs .

n—00 k—o00

Volem estudiar els salts de X, per fer-ho, comptarem el nombre de salts que es produ-
eixen fins a un cert temps. Aix0 ens motiva la segiient definicié.

Definicié 2.35. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, t > 0 i B € B(R) definim:

#{0<s<t:AX(s)(w) e B\{0}} siweQ
0 51w € Qf

N(t, B)(w) := {

Observacio 2.36.

1. Fixat t > 01 B € B(R), N(t,B) € L£°(R,B(R)) és una variable aleatoria que
retorna el nombre de vegades que hi ha hagut un salt de longitud pertanyent a B
en 'interval de temps [0, ¢].

2. Fixat t > 0iwe Q, N(t,-)(w) € M(R) ja que N(¢t,9)(w) =01si {B;};2; € B(R)
son disjunts i w € Qp:

{0 <s<t:AX(s)(w) e (DBZ> \{0}} = G{O <s<t:AX(s)(w)e B; \{0}} .
=1

=1

Usant que # és o-additiva obtenim que N (¢,-)(w) és o-additiva.
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3. Fixat t > 01 B € B(R) si definim 14(B) := E(N(t,B)) , aleshores 1, € M (R) ja
que si {B;};2; € B(R) sén disjunts:

1 (@) =E(N (t,2)) =E(0) =0 .

v (L:J13> = /Q N (t,i:U131-> (W)P (dw) = /Q NN (t,By) ()P (dw)

i=1

= N (t,B) (WP (dw) =S 14 (B;) .

Hem usat el Teorema de convergencia monotona ja que la segiient successio és

creixent:
{Z N (t, B;) (w)}
i=1

Definicié 2.37. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i B € B (R).

o0

m=1

1. Definim la mesura d’intensitat de X com p € M (R):
pu() = wi(s) = E(N(L,-)) .
2. Definim la restriccid de y a B com up € M (R):
u(C):=p(CNB) on CeB(R).
La Proposici6 2.4 (1) ens motiva a estudiar els salts de X de tamany més gran que un
cert € > 0, ja que aleshores n’hi ha un nombre finit. Aixo justifica la segiient definici:

Definicio 2.38. Definim la segiient classe de subconjunts:
B:={BeB(R):3e>0 tal que BC (—o0,—€ U[e, +00)} .
Com a resultat important d’aquesta seccié veurem que N (-, B) és un procés de Poisson
de parametre p(B).

Lema 2.39. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i B € B. Aleshores:

N(t,B)<oo Vt>0.

Demostracio. Sigui € > 0 tal que B C (—oo0, —€¢] U [¢, +00).
Si w € QF el resultat és clar ja que N (¢, B)(w) = 0.
Si w € Q, per la Proposicié 2.4(1), es té que Se és finit, i per tant N (¢, B)(w) < oco. W

Teorema 2.40. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores:
1. Sigui B € B(R), llavors {N(t,B),t > 0} és procés de Lévy.
2. Sigui B € g, llavors:

(a) p(B) =0= N(t,B) =0 per tott > 0.
(b) w(B) > 0= {N(t,B),t > 0} és un procés de Poisson de parametre ji(B).
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3. Siguin By,...,B,, € B disjunts dos a dos i tals que p(Bj) > 0 per j = 1,..,m.
Aleshores les variables aleatories

N(t, B1), ..., N(t, By

son independents per qualsevol t > 0.

Demostracio.
(1) Siguin 0 < s < t , definim primer la o-algebra:

Fop =0 (X(u)—X@w),s<u<v<t) .

Clarament N (0, B) = 0. Per veure que té increments independents veiem que N (t, B) —
N(s, B) és Fs-mesurable. Sigui n > 1, aleshores:

N(t,B)—N(s,B)>n< 3s<t; <..<t, <ttalsque AX(tj) e Bper1<j<mn.
A més siu > 0:

AX(u) e B& 3dbe Btal que lim X(u) — X(v) =10

v—uUT
&3dbeB Ve>0 36>0talquesiO<u—v<d=|X(u)—X(v)—bl<e.
Per tant, hem vist que si n > 1 aleshores {N(¢,B) — N(s,B) > n} € Fs;. Sigui ara
C € B(R), aleshores:
{N(t,B)-N(s,B)eC}= | J {N(t,B)—N(s,B)=n} .
neCNN

Per n > 1:
{N(t,B)— N(s,B) =n}={N(t,B) — N(s,B) >n}\{N(t,B) — N(s,B) >n+1} € Fs; .
El cas n = 0 el podem escriure com:

{N(t,B) — N(s,B) =0} = ﬁ {N(t,B) = N(s,B) =n}“€ Fs; .

n=1
Per tant, {N (¢, B) — N(s, B) € C} € Fs com voliem veure. Siguin 0 <t <ty < ... < ty,,
aleshores usant que X té increments independents, es té per j = 2,...,m:
N(tj,B) — N(tj-1,B) és F;_, t;-mesurable

o = N(t;, B)—N(tj—1, B) s6n independents.
Fit;_y,t; sOn independents

Siguin 0 < t1 < to, usant que X té increments estacionaris es té:

N(ta, B) — N(t1, B) és Fi, t,-mesurable
N(tQ — tl, B) és foytrtl—mesurable = PN(tQ,B)—N(tl,B) = PN(tQ—tl,B) .
PX(u)—X(v) = PX(u—v) per tots t1 < v <u < tg

Per tant, N (-, B) té increments estacionaris i independents.
Per veure que N (-, B) és continu en probabiltiat veurem que:

lim P(N(t,B) #0) =0 .

t—0t
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Usant que si N (¢, B) = 0 per algun ¢ > 0, aleshores N (s, B) = 0 per tot 0 < s < t, i que
N(-, B) té increments estacionaris i independents obtenim que per tot n > 1:

P(N(t, B) = 0) = P 6N(JZ,B> 0

n . . n
-1
=P ]N(Jt,B> —N<(] )t,B) =0 :P<N<t,B) :0> .
g n n n
J=1
Usant que elevar a n > 1 és una funcié creixent en [0, 1] deduim que:

limsupP (N (¢, B) =0) = lim limsupP (N <t,B> = 0)
n

t—0+ n=o0 4o+

— lim [limsupP(N (Z,B) :o)}n: lim [limsup[P’(N(t,B) 20)r .

N0 | g0+ n=oo | g0+

Analogament deduim que:

liminf P(N(t,B) =0) = lim [liminf]P’(N (t, B))}n .

t—0t n—o0 | t—0+

Es poden donar dues situacions:

1. limsupP (N(¢,B) =0) = liminf P (N (¢,B) =0) = lim P(N(¢,B) =0) =: L

t—0+ t—0+t t—0+
2. limsupP (N(¢,B) = 0) # liminf P (N(¢,B) = 0)
t—0+ t—0+

En el cas (1) notem que a més L satisfa L = lim L™. Per tant, L € {0,1}. Suposem que

n—oo
L =0, llavors

lim P(N(t,B) #0)=1.

t—0+
Siguin By, By € Bi disjunts, aleshores:
P(N (t,B1UB2) #0) =P ({N (¢, B1) # 0} U{(N (¢, B2) # 0})
— P(N(t,B1) # 0) + P (N (1, By) £0) .
Aix0 implica que:

lim P (N (t, B; UBs) £ 0) = lim [P(N (t,B;) # 0) + P(N (£, By) £ 0)] = 2 .

t—0t t—0t

Obtenint aixi una contradiccié. Per tant, L = 1 i llavors

lim P(N(t,B) #0)=0.

t—0t

En el cas (2) s’ha de tenir:

liminfP (N (¢, B) =0) =0 i limsupP(N(t,B) =0)=1.

t—0t t—0+
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Notem que si ¢ < s, llavors P(N(s,B) =0) < P(N(¢,B) =0). Aleshores per s > 0 es
compleix:

P(N(s,B)=0)=06>0= liminf P(N(t, B) =0) > 5 .

t—0t

Aleshores:

lminfP(N(t,B) =0)=0=P(N(t,B)=0)=0 V¢t > 0= limsupP (N(¢,B) =0)=0.

t—0t t—0t

Obtenint aixi una contradiccié. Aixi doncs lim+ P(N(t,B) #0) = 0, aix0d implica que
t—0

per tot € > 0 es té
lim P(N(t,B) >¢) =0,

t—0t

ja que usant que P (N(t,B) > ¢) <P(N(t,B) # 0):
0 <liminfP (N(t,B) > ¢€) < limsupP (N(¢t, B) > ¢)

t—0+ t—0+

<limsupP (N(t,B) #0) = tlir&P(N(t,B) #0)=0.

t—0t+

Per tant, usant la Proposici6 2.12 N(-, B) és procés de Lévy.
(2)(a) Notem que:
w(B)=0=E(N(1,B))=0= N(1,B)=0q.s .
Com que N (-, B) és procés de Lévy, per tot t € N, t > 1 es té:
Pn.B)-N(-1,B) = Pna,py = N(t,B) = N(t—1,B) =0q.s .
Usant que N(1, B) = 0 g.s obtenim que per tot t € N, ¢t > 1 es té N(t,B) =0 ¢q.s. Com

que N (-, B) és un procés creixent ha de ser N (¢, B) = 0 per tot ¢ > 0.

(2)(b) Com que B € B pel Lema 2.39 es té N(t,B) € N1ique {AN(t,B),t > 0} pren
valors en {0,1} ja que AN(t,B) =1si AX(t) € Bi AN(t,B) =0 en cas contrari. Com
que {N(t,B),t > 0} és un procés de Lévy, usant la Proposicié 2.31 obtenim que és un
procés de Poisson de parametre A = E (N(1, B)) = u(B) > 0.

(3) Veure [1], pagines 268-269, Seccié Poisson random measures revisited. |

Corol-lari 2.41. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, i B € B. Aleshores pu(B) <
oo i, per tant, pp € My (R).

Demostracié. Conseqiiéncia de que N (-, B) és procés de Poisson de parametre pu(B). B

2.5.1 Processos de Lévy amb salts acotats

Per motivar la integral de Poisson, veiem primer que els processos de Lévy amb salts
acotats compleixen una propietat forta: existeixen els moments de qualsevol ordre de
totes les variables del procés.

Definicié 2.42. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, diem que té salts acotats si
existeir C > 0 tal que:
sup |[AX(t)] < C .

0<t<oo
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Teorema 2.43. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy amb salts acotats, aleshores
es té E (| X (¢)|P) < oo per tot p > 1.

Demostracio. Veure annex, pagina 65, Teorema 3.33. |

2.5.2 Integral de Poisson

Ens interessa construir un nou procés de Lévy a partir del procés de Lévy X el qual tingui
salts acotats i poder aplicar el Teorema 2.43.

Fixem w € ) i no l'escrivim per estalviar notacié. Hem d’eliminar els salts de X més
grans que un cert tamany a > 0. Definim B := [—a,a]® € B. Siguin {T},},~, els instants
d’arribada associats al procés de Poisson N (-, B) que es corresponen als instants en que
X té salts de tamany més gran que a. Analitzem com hem de construir el nou procés,
que anomenarem Wj:

e Site[0,71), X no té salts de tamany més gran que a, i per tant:
We(t) == X(¢) .
e Sit =11, volem eliminar el salt que s’ha produit. Per tant, el restem:
Wo(Ty) = X(Th) — AX(Ty) = X(Ty) - X(T}) + X(T-) = X(T{—) .
e Sit € (1Th,T2), X no té salts de tamany més gran que a, llavors per mantenir
I'eliminacié del salt en T definim:
W,(t) == X(t) — AX(TY) .

e Sit =15, volem eliminar el salt que s’ha produit. Per tant, el restem de la definicié
anterior W:

Wa(Tg) = X(t) - AX(Tl) - AX(TQ) .

e Sit € (Tp,T3), X no té salts de tamany més gran que a, llavors per mantenir
I'eliminacié dels salts en 17 1 T definim:

Wa(t) == X(t) — AX(T1) — AX(T3) .

Arribem a la conclusié que la definicié de W, ha de ser:
Wa(t) == X(t) = > AX(Tu) Lo (Tp) -
n=1

L’estudi del procés W, es fara en la Seccid 2.5.3 ja que abans necessitem estudiar la suma
dels salts que apareix en la definicié anterior. Usant que N(¢,-)(w) € M (R), la suma dels
salts la podem reescriure de la segilient forma:

Z xN(t,{x}) :/ xN(t,dz) .
€D B
N(t{z})#0

> AX (T y(Tn) =
n=1

Aix{ doncs, la suma dels salts de tamany més gran que a produits a 'interval [0, ¢] es pot
escriure com la integral de f(x) = x respecte la mesura N (t,-)(w). Més en general, podem
considerar integrals de qualsevol funcié f € LY (R, B(R)) respecte aquesta mesura. Aixo
motiva la definicié d’integral de Poisson.
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Definicié 2.44. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, f € L (R, B(R)), B € B.
Aleshores per t > 0, w € Q definim la integral de Poisson de f:

Yi.8( /f N(t,dz)(w)= Y f@)N (t,{}) (). (2.2)
z€EB

N(t,{x})#0

Observacié 2.45. Notem que la suma de la dreta de (2.2) esta ben definida i és finita,
ja que per ser B € B, existeix € > 0 tal que B C (—o00, €] U [¢,400) i usant la Proposicié
2.4(1) es té que S, és finit. Aleshores N (t,{z}) # 0 només per un nombre finit de = € B.
Per estalviar notacié, d’ara en endavant en el subindex de la suma de la dreta de (2.2)
només escriurem x € B.

Observacié 2.46. Com que N (t,{z}) # 0 & AX(u) = z per algun u € [0,t] podem
escriure:

/ F@N@Edr) = Y F(AX () Lp(AX () . (2.3)

0<u<t
AX(u)eB

Tornem a notar que pel mateix argument de 1’observacié anterior la suma de la dreta en
(2.3) esta ben definida i és finita. Per estalviar notacié, d’ara en endavant en el subindex
de la suma de la dreta només escriurem 0 < u < ¢.

Un cop definit Y} g, volem estudiar quin tipus de procés és. Hem vist en el Teorema
2.40 que:

u(B) =0= N(t,B) =0 per tot t > 0= Yyp(t) =0 pertot t >0 .

Per tant, ens podem restringir al cas en que p(B) > 0. Com que ens interessara considerar
el procés centrat f’ﬁ B, hecessitarem coneixer 'esperanca de Yy p(t). En el segiient teorema
veiem que Yy p(t) té llei de Poisson composta i derivant la seva funcié caracteristica
obtindrem la seva esperanca i variancia.

Teorema 2.47. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, B € B tal que w(B) >0
feLY(R,BMR),ug). Aleshores:

1. Py, ;) = Poiss (tuﬁB(R), %) on psp € My (R) és la mesura finita definida
per pyp(C):=p (BN f1(C)) on C € B(R).

2. E(YfB _tf]R z)pp(dz).
3. Si f e L?(R,B(R),up), aleshores V (Y p(t)) =t [ f(2)*up(dz).
Demostracio.

(1) Notem que si C' € B(R), aleshores puf,5(C) = pup (f~1(C)). Aleshores, com que
up € My (R) pel Corol-lari 2.41, és clar que també psp € My (R).

Suposem primer que f = 2?21 cjillp, € S(R,B(R)). Podem suposar que els B; sén
disjunts. Notem que:

n

Y B(t) /Zc]]lB N(t,dx) ZCJ N(t,dx) ¢;N(t,B;NB) .
BNB; st
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Podem suposar que p(B; N B) > 0 ja que en cas contrari:
uw(BjNB)=0= N(t,BjNB)=0pertott>0.

I aleshores ¢; no apareixiria en la integral de Poisson.

Usant el Teorema 2.40 sabem que Py pnp) = Poisson(tpp(Bj)) 1 que les variables
aleatories N (¢, B; N B) sén independents. Usant també el Teorema de la mesura imatge
obtenim:

oy, p(u) = E (£477:50) = E H w2n8) | _ ]k (cwere.m0m)

=1

n
= P Poisson(tpp(B;)) UC] Hexp tup(B ( ey _ 1)]
7j=1

= exp tz,uB(Bj) (emcﬂ' —1)| =exp tZ/R [emcj — 1] 1, (z)up(dx)
=1 =1

—oxp [t [ [60 1] pptan)| =exp | [ [~ 1) (g
(R

Sigui ara f € L' (R,B(R),up) qualsevol. Per la Proposicié 3.21, existeix {f,}°°
S (R, B (R)) tal que:

C

n=1 =

Lt s
In m f= ﬂ{fnk}iozl tal que f,, m f.

on hem usat la Proposicié 3.22(4). Aleshores amb probabilitat 1:

Yy B( Z hm fnk N (t,{z}) = hm Z fnp(@)N (8, {z}) = klgrolo Yy, (1) .

:L"EB zEB

Com que ’eiuyM,B(t)‘ <1li ’ei“f"(”") — 1‘ < 2, podem usar dues vegades el Teorema de
convergencia dominada i usant també el Teorema de la mesura imatge:

Py pn (W) =E ( lim ei“ank’B“)) = lim E (é“yfnk,s(t))

n—oo n—0o0

= lim exp [t /R [emfnk@f) - 1} pB(dx)} = exp [t /R Tim. [emf"k(z) - 1} HB(dx)}
— exp [t /IR [ewﬂx) _ 1} uB(da;)} — exp [ /R e — 1] (wf,B)(da;)] .

Per tant, per I’Observaci6 1.20 Py, , ) = Poiss (t,uf,B(]R), ﬂ%) com voliem veure.
(2) Volem aplicar el Teorema 3.16, per fer-ho veiem que ¢y, .(1)(u) és derivable. Definim
h(u,z) = e™f(*) — 1, aleshores:

©y; p(t) derivable < g(-) == /Rh(',l‘)ug(dx) derivable

J

Pel Teorema 3.7(2):

Oh(u,x)

pp(dx) < oo = g derivable
ou
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Llavors usant que f € £! (R, B(R), up) i el Teorema 3.7(2):

/[R pp(dz) = /R

SO;/f,B(t) (u) = PY; p(t) (U)téif(x)eiuf(w)ﬂB(dm) = SOYfB(t / f@)pp(dx) .

Per tant, pel Teorema 3.16:

Oh(u,x)
ou

i (2)| ppdr) = /R ()] () < oo

1 .
B (V1.0(t) = 16,,,00(0) = 1t [ Faun(do) = ¢ [ floyun(is)

(3) Volem aplicar el Teorema 3.16, per fer-ho veiem que v, (1) (u) és dos cops derivable.
Aleshores:

Py} (1) dos cops derivable < g(-) = /R h(-,z)pup(dz) dos cops derivable

Pel Teorema 3.7(2):

J

Llavors usant que f € £2 (R, B(R), up) i el Teorema 3.7(2):

/R pp(dr) = /R

(P’)’/f’B(t)(u) _ tSOIYf,B(t)(u) /sz(x)ezuf(x)uB(d{L‘) — tSOYf,B(t)(U)/Rf(x)zeiuf(x),U:B(d-f) .

Per tant, pel Teorema 3.16:

0?h(u, x)

902 | 1B (dr) < 0o = g dos cops derivable
u

0?h(u,x)
ou?

IO (@) () = /R (@) up(dz) < oo

E (Yy5(t)?) = Solxl/fB(t) = t* (/ f(@)up(dz) > +t/ f(@)?up(dr) .

Finalment usant que V (Y 5(t)) = E (Yy,5(t)?) — E (Y;.5(t))? obtenim:

V (¥} p(t)) = t /R F(@)us(de) .
|

Al llarg del treball usarem que Yy g és un procés de Lévy i ho demostrem en el segiient
teorema. A més, enunciem sense demostrar que, com un espera del teorema anterior, Yy g
és un procés de Poisson compost.

Teorema 2.48. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, B € B tal que u(B) > 0 i
feLY(R,BMR),ug). Aleshores:

1. {Y;.B(t),t > 0} és un procés de Lévy.

Hf B
prB(R)"

2. {Y;B(t),t >0} és un procés de Poisson compost de parametre p(B) i llei

37



Demostracio.
(1) Clarament Y7 g(0) = 0 ja que N(0,B) = 0.
Siguin 0 <ty <to < ..<tp, perj=2,...m

Yrg(ty) = Yra(ti) = > aN(tp{z})— > aN(t1,{z})

z€EB x€EB
N(tj,{x})#0 N(tj—1,{z})#0
= > aNEi{zh) - > 2Nt {z})
z€EB TEB
N(t;,{z})#0 N(tj,{z})#0

= > z [N(tj, {z}) — N(tj-1,{z})] .
reB
N(tj{z})—N(tj—1,{x})#0
Aleshores:
Y; B(tj) — Y B(tj—1) sén Ft;_, t;,-mesurables

7 } = Y p té increments independents.
t

i_1,t; son independents

Com que N(-,{x}) té increments estacionaris, per la igualtat obtinguda anteriorment es
té que Yy p té també increments estacionaris.
Finalment per veure la continuitat en probabilitat, sigui € > 0:

P(IYy,(t)| > €) = ZP Yr.5()] > €[N(t, B) = k)P (N(t, B) = k)

Aleshores usant que N (-, B) és procés de Poisson de parametre p(B) i que el cas k =0 el
podem excloure ja que llavors Yy g(t) = 0:

e MBI (u(B)t)k

[e.e]
hmsupIP’(]YfB()|>e <Zl lim sup ZZOZO
—0t k=1 t—0t+ ‘ k=1

Aixi doncs, per la Proposici6 2.12 Y} g és un procés de Lévy ja que:

0 <liminf P (|Yy p(t)| > €) < limsupP (|Y;g(t)| > €) =0= lim P(|Y;p(t)| >€) =0.
t—0+ t—0+

t—0t

(2) Veure [1], pagina 108, Teorema 2.3.9.

2.5.3 Eliminacié de salts no acotats d’un procés de Lévy

Estudiat el procés Yy g, ja podem estudiar el procés W, introduit en la Seccié 2.5.2.
Veurem que W, hereda la propietat de ser Lévy de X i que compleix ’objectiu pel qual

I’hem construit: té salts acotats. Veurem també que ens interessa construir el procés
centrat W, ja que a part de ser també procés de Lévy amb salts acotats, és martingala.

Definicié 2.49. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, a > 0, definim els processos
estocastics Wy = {W,(t),t > 0} i W, = {Wa(t),t > 0} com

Wa(t) := X (t) —/ xN(t,dx) i Wa(t) = We(t) —E(Wu(t)) .
|z|>a
Per comoditat direm W := W7 i W= Wl.
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Teorema 2.50. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i a > 0. Aleshores:

1. Wy és procés de Lévy.
Ezisteizen els moments de qualsevol ordre de Wy i E (W, (t)) =t - E (W,(1)).
W, és procés de Lévy.

Existeizen els moments de qualsevol ordre de W, i« W, és un procés centrat.

SR

W, martingala respecte FX .

Demostracio.
(1) Usant que

W,(t) = X(t) — /| N eN(t,dz) = Wa(t) = X(1) — Y aN (¢, {z}) .

|z[>a

obtenim que W,(0) =0 ja que X(0) =01 N(0,{z}) =0.
Siguin 0 <t) <to < ... <tp, per j=2,..,n:

Wa(tj) - Wa(tjfl)

= X(t;) — X(tj-1) + > z[N(tj,{z}) = N(tj-1,{z})] .
N(tjv{x})*l?\"%tjfh{r}#o

Aleshores:
X (t;) — X(tj—1) sén Fy,_, ,-mesurables
N(tj,{z}) — N(tj—1,{z}) son Fy,_, s,-mesurables » = W, té increments independents.
Ft;_y t; sén independents
Siguin 0 < t1 < to, usant que X té increments estacionaris es té:
We(t2) — Wa(t1) és Fi, 1,-mesurable
Wa(tg — tl) és ‘7:07t2_t1—mesurable = PWa(tz—Wa(t1) = PWa(tz—tl) .
PX(u)fX(v) e PX(ufv) per tots 11 < v <u <ty

Per tant, W, té increments estacionaris. Finalment volem veure que W, és continu en
probabilitat. Usant la desigualtat del Lema 3.28 i usant que tant X com f| xN(t,dx)

z|>a

> €
B .

Prenent limits obtenim que W, és procés de Lévy usant la Proposicié 2.12.

s6n processos de Lévy pel Teorema 2.48(1):

P(IWa(t)] > &) <P (1X()] > %) +P <‘/| i eN(t, dz)

(2) Per la construccié de W, en la Secci6 2.5.2, es té que qualsevol salt de X de tamany
més gran que a sera compensat pel fet de restar la suma dels salts. Més concretament,
siguin {T},},~, els instants d’arribada del procés de Poisson N(-, [—a, a]). Aleshores:

AWL(Ty) = AX(T,) — A aN(T,,dz) = AX(T,) — AX(T,)-1=0 .

|z|>a
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Qualsevol altre salt de X sera acotat per a, i no hi haura salt en la suma dels salts de
tamany més gran que a de X. Aixi doncs, W, té salts acotats. Per tant, pel Teorema
2.43 existeixen els moments de W, (t) de qualsevol ordre per tot ¢ > 0. En particular,
podem aplicar el Corol-lari 2.16 obtenint que

E (Wa(t)) =t-E (Wa(l)) .

(3) Notem que W, és un procés de Lévy i Wu(t) = Wu(t) —t - E(Wy(1)). Apliquem el
Lema 2.27 i obtenim que W, és procés de Lévy.

(4) Com que els salts de W, sén els mateixos que els salts de W, el mateix raonament
usat en (2) és valid. Es clar que W, és centrat.

(5) Es clar que W, és adaptat a FX i és integrable. Llavors, si 0 < s < t usant que:

o Wa(t) — W,(s) és independent de FX per ser F, ;-mesurable i X tenir increments
independents,

o W,(s) és FX-mesurable,

es té:

E (Wa®IFY) = B (Walt) = Wals) + Wals)| FX) = E (Wa(t) = Wals)) + Wals)

—E (Wa(t)) _E (Wa(s)) F Wals) = Wals) .

Per tant, W, és martingala respecte FX. |

2.5.4 Integral de Poisson compensada

De la mateixa manera que hem introduit en la seccié anterior la versié centrada de W,
ens interessa també introduir la versié centrada Y} p de la integral de Poisson Yy p. La

motivacié per fer-ho és que apart de mantenir la propietat de ser procés de Lévy, Yﬁ B és
martingala, fet que ens sera 1til més endavant.

Definicié 2.51. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, B € B i f € L' (R, B(R), up),
aleshores definim per t > 0 la integral de Poisson compensada com:

/f N(t,dz) := Yy (t) — E (Y}.5(t) /f N(t,dz) —t/f Vs (dz) .

Escriurem Yf B(t) :== [5 f(x)N(t,dx).

Proposicié 2.52. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy, B € Bifec! (R, B(R), up).
Aleshores:

1. YﬂB = {Yf,B(t),t > 0} és procés de Lévy centrat.

2 2, (1) = exp [t Jg (€™ — 1 —iux) py,p(de)].

3. f/f,B és martingala respecte FX .
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Sia més f € L2(R,B(R), up):

2
4. E( YfB(t) ) < oo per tot t > 0.
. Yf, B €s de quadrat integrable.

Dempstmcio’.
1) Yr p és procés de Lévy perque Y p ho és i pel Lema 2.27.
f’ f7
(2) Usant el Teorema 2.47(1) obtenim:

Py () = E (720 ) exp [‘“‘t / f(x)uB(dx)] -

~ exp [t /R (¢ — 1) puyp (d:c)] exp [—t /R iuwf,B(dx)]
— exp HR( e 1 jug) ufB(da:)] .

(3) Es clar que Yf, B és adaptat a FX i és integrable. Llavors, si 0 < s < t usant que:
o Yf, B(t)— f’ﬁ 5(s) és independent de FX per ser Fs;-mesurable i X tenir increments
independents,

o Vi p(s) és FX-mesurable,

es té:

E (Vs FY) = B (V150 = Vin(s) + Vpn(s)lFX) =B (Yrn() = Vy.n(s)) +V7,(5)

=E (V1) —E (Vy.n(s)) + Vy.n(s) = Vy.505)

Per tant, ny B és martingala respecte FX.
( ) Veiem ara que la variacié és de quadrat integrable. Sigui ¢t > 0, notem primer que si

=t Jp f(z)pp(dz):
VYf,B (t) < VyfyB(t) + Vg(t) .

Sigui P = {0 =ty < t; < ... < t,, = t} partici6 de l'interval [0, ], aleshores usant (2.3):

n n

varp (Vi) = > [Vip(t) = Yis(t)| =Y | D> [(AX(u)1p(AX ()

=1 =1 [t;—1<u<t;

<Y FAX)| s (AX(w) = Y |f(AX (W) 1 (AX (u) =Y 5(t) -

=1 t;_1<u<t; 0<u<t

Per I'Observacié 2.45, sabem que Y|y p(t) < oo, per tant:

Vy, (1) = sup varp(Yyp) < Y|p,B(t) <oo.
P particié de [0,¢]

Per laltra banda:

< 00 .

varp (g) = ' | f@nstao

izn; [t —tia| =t ‘/Rf(ﬂf)uB(dx)
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Per tant, també:

Vo(t) = sup varp(g) <t <00 .

P particié de [0,t]

/ f(@)up (dz)
R

Aix{ doncs com que f € £2 (R, B(R), up), pel Teorema 2.47(3) Y|f|,B és de quadrat inte-
grable i llavors:

Vy

o0 = Vi) +1] [ s@ntan)| = 2 (|15, 0 ) <o

(5) Usant la Proposicié 2.47(3):

B (V1.0(02) =B (700~ E(V20(0)?) =V (Vy(0) = | fafps(ao) < oo

42



2.6 Descomposicié de Lévy-1to

Estudiats els processos Yy g, W, i les seves versions centrades notem que podem escriure
el procés X com:

X(t) = W(t)+/| - N (t,dz)+E (W (t)) = W(t)+/ |>1a:N(t,dx)+t-E(W(1)) , (2.5)

on sabem que f‘x|>1 N (-,dx) és un procés de Poisson compost corresponent a la suma
dels salts de X de tamany més gran que 1.

Recordem que W és el procés que resulta d’eliminar a X els salts de tamany més gran que
1,1 W la seva versi6 centrada. Intuitivament, W es descomposa en la part compensada
dels salts de tamany més petit que 1, la qual anomenarem Wy, i en la part restant W,
que sera continua, i de fet veurem, que sera un moviment Brownia amb variancia.

Per estudiar els salts de X de tamany més petit que 1, voldrem donar sentit a ’expressié:

/ aN(t,dz) . (2.6)
|z|<1

Com que (—1,1) ¢ B, no podem fer-ho directament aplicant els resultats obtinguts.
Aproxirarem la integral anterior per integrals sobre conjunts de B.
Sigui {en},2; € R, successié tal que:

° 61:17
® 6,11 <€, pertotn>1

e lim ¢, =0.
n—oo

D’ara en endavant, definim per m,n > 1:
n
By ={zeR:eni1 <|z|<epn} 1 A= U B, ={xeR:ey1 <|z| <1} . (2.7)
m=1

Notem que per tot n > 1, A,, B, € B i:
[t uan(dn) = [ lofutda) < [ 1-utde) = p4,) < o0

Pel mateix argument, [ |22 up, (dz) < co. Aleshores podem aplicar la Proposicié 2.52 i
en particular pertotn > 1, de, A, € M (veure Secci6 2.1.4). Llavors, la suma compensada

dels salts de tamany més petit que 1, sera, en certa manera, el limit de }A/[d, A, en l'espai M.
Abans d’estudiar la convergéncia d’aquest procés, presentem dos resultats que usarem.

Proposicié 2.53. Siguin M; i My dues martingales cadlag centrades tals que M;(0) =0
g.s per j = 1,2. Suposem que My és de quadrat integrable i que per cada t > 0 es té
E (Var, (t)?) < co. Aleshores:

E(M () My(t)) =E [ > AM(s)AMy(s)

0<s<t

Demostracié. Veure [1], pagina 112, Proposicié 2.4.1 |
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Corol-lari 2.54. Sigui X = {X(t),t >0} un procés de Lévy, B1,By € B i disjunts,
f,g € L% (R,B(R), up). Aleshores per tot t > 0:

E (Yf,Bl ()Y, 5, (t)) ~0.

Demostracio. Usant la Proposicié 2.52 podem aplicar la Proposicié 2.53 i aleshores:

E (Y, (0)¥5.5.(0)) =B | S AVyp,(5)AY5(5)
0<s<t

Notem que: R
AYf,Bj (S) #0< AYf’Bj (S) #0& AX(S) S Bj .

Per tant, al ser By i By disjunts es té:
AV, (s) #0= AY, p,(s) =0 .

Aixi doncs:

E( Y AVp (9)ATm(s) | =0=E (V5 (0)V56.(0) = 0.
0<s<t

Teorema 2.55. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores:

~ oo
1. La successio de martingales {Y[d, An} convergeix en l'espai Ml a un procés Wy.
n=1

2. Wy és un procés de Lévy centrat.

3. W =W — Wy és un procés de Lévy centrat.
Demostracio.
(1) Per veure que la successié convergeix en 'espai M, veurem que és de Cauchy i usarem
la completitud de M (Proposicié 2.9).

Per tot ¢ > 0, les variables de’ B,, SOn mutuament ortogonals ja que aplicant el Corol-lari
2.54 per i # j:

E (ffld,Bi (t)ffld,Bj (t)) =0.

Aleshores per cadan >11C € B(R) es té:

pa,(C) =Y 1B, (C) .
m=1

Per tant, per tot t > 0:

Viga,(t) = Z

1

{/Bm N (t,dx) —t/Ra:uBm(da:)} :éf/ldﬁm(ﬂ ‘
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Usant que les variables Y74 p,, sén mutuament ortogonals obtenim:

n 2 n
E (V1a4,()?) =E (Z Vi, <t>) =Y E(Viap.®?) . (28
m=1 m=1

Es pot demostrar que per n > 1, W — Yld,An(') i }A/]CLA"(-) s6n processos independents
(veure [1], pagina 121, demostracié Teorema 2.4.11) i llavors:

% (W(t)) v (W(t) — Viaa, (t)) +V (YM,An (t)) .

Usant que W és un procés de Lévy centrat i amb salts acotats, que les variables YId’ A, (1)
sén centrades i la igualtat anterior es té:

E (fnd,An (t)z) —V (fqd,An) <V (W(t)) ~E (W(t)Q) <.

Aleshores per (2.8) i aquesta ultima observaci la successié:

{E(Frua?)},

és creixent i acotada per dalt, i, per tant, és convergent.
Siguin ara 1 < k < j, llavors es comprova facilment que:

J
Yiaa;(t) = Yiga,(t) = Yigana, () = Yias,  u.0s,() = Y Yias,(t) .
m=k-+1
Per tant, usant que }A/ICL B,, S6n mutuament ortogonals:

) 2 )
E (‘f’ld,Aj (t) — ﬁd,Ak(t)r) =E < i f’ld,Bm(t)> = i E (Yld,Bm(t)2)

m=k+1 m=k+1

=SB (B 0) — B (Fra (0) = E (Vran, 07) — & (Frann07)
m=1 m=1

Llavors:

{E (fﬁdvAn (t)2) }7010—1 de Cauchy en R = {YId’An}OO . de Cauchy en M

Com que M és complet obtenim que la successié és convergent. Escriurem el seu limit
com Wy = {Wy(t);t > 0} € M, és a dir:

~ 2
Yia.a, (t) —=— Wy(t) per tot £ >0 .
n—o0

(2) Per veure que Wy és procés de Lévy usarem el Teorema 2.19. Primer observem que
usant la Proposicié 3.22(2) per tot n > 11 per tot ¢t > 0 es té:

~ L2 A~ P
YId,An (t) E— Wd(t) = YId,An (t) — Wd<t) .
n—oo n—oo
Sigui € > 0, usant la desigualtat del Lema 3.28 tenim:

P (’Wd(t) + <_Y1d,An(t)>‘ > 6) <P (\Wd(t)’ > %) +P (‘Yld,An(t)‘ > %) :
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Per ser Y74 a,, procés de Lévy tenim que:

lim P(’ifld,An(t)) > g) —0.

t—0t

Per I'altra banda usant la desigualtat de Txebixev (Proposicié 3.4) amb f(z) = 2% obte-
nim:

P (\Wd(t)| > g) < %E (Wa(t)?)

i per la Proposicié 3.22(3):
E (Wa(t)?) = lim E (YM,An(tﬁ) )
. (?zd,An(tV) i (W(t)) . (W(t)2> (7 E (Wy(t)?) <E <W(t)2) <.

Aplicant el Teorema de convergencia dominada per entrar el limit i usant que amb pro-
babilitat 1, W és continua per la dreta en t = 0:

limsupP (|Wa(t)] > 5 ) < S limsupE (W?)

t—0+ 2 € (ot

_ 4 ion2) _ 4 o) 4 _
_f%E%EUWQ)_éEQfﬁww)>_QM®_O'
Aixi doncs per tot n > 1:

limsup P (‘Wd(t) — }A’[dyAn

t—0t+

>e):0.

Per tant, pel Teorema 2.19 W, és procés de Lévy. A més Wy és un procés centrat per la
Proposicié 3.22(1) i 3.22(3).

(3) Per veure que W, = W — Wy és procés de Lévy usarem el Teorema 2.19. Notem que
aplicant la Proposicié 2.9:

WeMiYiga, EM=W —Yga, €M

~ ~ L2 :>WC€M

W(t) — Yiq.a, (t) —— We(t) per tot t >0
n—o0o

Notem que per tot n > 1, W — Yld,An és procés de Lévy. Per veure-ho:

W (0~ Yiaa, (0 = X() - [

|z|>1

sN(t,dz) — E (Wi (1)) — /A 2N (¢, da)

=X(t) - /| - xN(t,dx) —t-E (W(t)) _/

zN(t,dz) + t/ xpa, (dx)
An

R

—X(1) - /MW oN(t,do) +t [ /R spia (d) — E(Wl(l))] — W, () + LK .

On K := [pxpa,(dz) —E(Wi(1)) € R. Aleshores pel Teorema 2.50(1) W, és procés
de Lévy i pel Lema 2.27 W,, ., (-) + (-) K també. Aixi doncs W — Yz, 4, és procés de Lévy.
Usant la Proposicié 3.22(2), per tot n > 1 i per tot ¢t > 0 es té:

N A 2 A ~
W (t) — Viga, (t) —2— Wea(t) = W(t) = Viga, (t) ——s We(t) .
n—oo n—oo
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Sigui € > 0, usant la desigualtat del Lema 3.28 tenim:
€

P(|Welt) + (-1 @) + Viaa, )] > €) <P (Walt) > $)+2 (| 0) = Viga, )] > 5) -

Per ser W — YId’ A,, brocés de Lévy tenim que:

lim P (|1 (¢) —YId,An(t)’ >2)=0.

t—0t

Llavors usant la desigualtat de Txebixev amb f(z) = 2 obtenim:

P (|Wc(t)| > g) < ;%E (We®)?)

i per la Proposicié 3.22(3):

E (W(t)?) = lim E <<W(t) Vi, (t)>2>

E (W.(t)*) <E(W(t)?) .
E ((W(t) — Vi, (t))2> <V (W(t)) ~E (W(t)2) < ( )

Aplicant el Teorema de convergencia dominada per entrar el limit i usant que amb pro-
babilitat 1, W és continua per la dreta en ¢ = 0:

limsup P (|Wc(t)| > %) < %thUPE (W(t)Q)

t—0t+ t—0+

€2 10+ €2 \uSot €

4 N 4 A 4
= lim E (W(t)Q) ) < lim W(t)2> — ZE(0)=0.
Aixi doncs per tot n > 1:

lim sup P ((Wc(t) + (—W(t) + YGd,An)

t—0t

>6):O.

Per tant, pel Teorema 2.19 W, és procés de Lévy. A més W, és un procés centrat per la
Proposicié 3.22(1) i 3.22(3). [ |

Corol-lari 2.56. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores p € M (R) és
una mesura de Lévy.

Demostracid. Notem que:

p({0}) =E(N(1,{0})) =E(0) = 0.

Pel Corol-lari 2.41 sabem que si B € B aleshores u(B) < co. En particular:
[l (1,09 <0
(_171)(1

Finalment usant el Teorema de convergencia monotona, el Teorema 2.52(5), 3.23(3) i que
Wy € M es té:

/ 22 p(dx) :/ lim 14, (z)z?u(dr) = lim | 2%pa, (dz)
[_171} Rn—ﬂ)o —

”I’LOOR

= lim E (Yld,An(1)2) =E (Wd(l)Q) <00

n—oo

Aixi doncs p és mesura de Lévy. |
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Corol-lari 2.57. Sigui X = {X(¢t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores, la funcio carac-
teristica de Wy(t) és:

Pw,(t)(u) = exp [t/| (eiux -1- zum) p(dz)

z|<1
Demostracié. Usant la Proposicié 3.22(2) i 3.22(5) obtenim que per tot t > 0 es té:

~ L2 w
Yid,4, (t) ol Wa(t) = Pde,An (t) o Py -

Usant el Teorema de continuitat de Lévy i argumentant com en I’Observacié 1.25 podem
usar el Teorema de convergencia dominada i obtenim:

n—oo

Ow, (e (u) = lim PYra (1 (u) = lim exp [t/R (ewx —1—iux) uAn(da:)]

n—o0

= lim exp [t /R La,(z) (™ -1 — iuz) u(dw)} = exp [t /|x<1 (e™ — 1 — jux) ,u(dx)]
]

Com a consequiencia d’aquest teorema tenim una expressié per la suma compensada
dels salts de X de tamany més petit que 1, per tant, podem donar sentit a la integral de
(2.6). Aixo motiva la segiient definicié.

Definicié 2.58. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Definim

/| 1x]\7(t,dx) = Wy(t) .

Arribats aquest punt, notem que l'equacié de (2.5) la podem escriure de la segiient
forma:

X(t) —Wc(t)+/||<1xj\7(t,dx)+/||>1mN(t,dx)+t-E(W(1)) , (2.9)

Per poder demostrar la Descomposicié de Lévy-It6 només ens queda veure que W, és un
moviment Brownia amb variancia. Per fer-ho veurem que estem en les hipotesis de la
Proposicié 2.29.

Teorema 2.59. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores W, té trajectories
continues.

Demostracio. Veure annex, pagina 67, Teorema 3.34. |

Teorema 2.60. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores:

1. O bé W.(t) =0 q.s per tot t > 0.

2. 0 bé W, és un moviment Brownia amb variancia.

Demostracio. Veure annex, pagina 70, Teorema 3.36. |
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Finalment podem enunciar i demostrar la desitjada Descomposicié de Lévy-Ito6.

Teorema 2.61. Descomposicio de Lévy-Ité. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de
Lévy. Aleshores existeixen:

e beR,
o 02 >0 tal que:

— Si 0% =0 llavors B, (t) := 0 per tot t > 0.
— Si 0% > 0 llavors By> = {B,2(t),t > 0} és un moviment Brownia amb va-
riancia o?.
o N :([0,+00) x B(R)) xQ — NU{oo} tal que pert >0, w e Q, N(t,-)(w) € M (R)
]

/ xN(t,dx) (2.10)
lo|>1

correspon a la suma de salts de X de tamany més gran o igual que 1 en l'interval
[0,t]. A més si B :=(—o0,—1]U[1l,400) es té que:
— Sip(B)=E(N(1,B)) =0, X no té salts de tamany més gran o igual que 1.
— Sip(B)=E(N(1,B)) >0, el procés (2.10) és un procés de Poisson compost
de parametre u(B) i llei ung)'

o Wy = {Wy(t);t >0} procés de Lévy tal que Wy(t) és la suma compensada de salts
de X de tamany més petit que 1 en linterval [0,t]. L’escriurem:

Wa(t) :/||<1 xN(t,dx) .

A més, Wy(t) té funcio caracteristica:
Ow, ) (u) = exp [t/ (e™* —1 — juz) ,u(dm)] :
|z|<1

tals que:

X(t) = bt + Bya(t) +/

N (t,dz) +/ xN(t,dx) .
|z|<1

|lz[>1

Demostracio. Conseqiiencia d’aplicar els resultats obtinguts en aquest capitol. Podem
reescriure l'equacié de (2.9) com:

X(t) :WC(t)+/|<1xN(t,da:)+/|>1xN(t,da:)+t-E(W(1))

= bt + B,a(t) +/

N (t, dz) + / eN(t,dz) .
|z|<1

|z|>1
On hem definit:

b:=E(W(1)=E <X(1) - /|

xN(l,dx)) cR.
z|>1

B,a(t) = W(t) .
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3 Annex

3.1 Preliminars Capitol 1
3.1.1 Teoria de la mesura

Proposicié 3.1. Sigui X € £°(Q,F), X > 0, aleshores existeiz {X,}o0, C ST (Q, F)
tal que X, < Xp41 1 X = li_>m X,.
n oo

Demostracié. Veure [6], pagina 32, Proposicié 6.4. [ ]

Teorema 3.2. Teorema de la mesura imatge. Sigui X € L°(Q,F),g: R = R
funcié Borel-mesurable i p € M (2, F). Definim la llei de X com:

jx(B) = (X~ (B)) on B € B(R) .

Aleshores px € M (Q,F) i

[ la@ux(da) < o0 & [ lo(X(w)|n(aw) <

1 en aquest cas:

/ o(@)ux (de) = / 9(X (w)) () .
R Q

Demostracié. Veure [6], pagina 41, Proposicié 6.9 [ |

Proposicié 3.3. Sigui p € M (Q, F) i sigui X € L (Q, F) tal que X > 0. Definim:

/X’ w) on B € B(R) .

Aleshores, v € M (Q, F) i escriurem v(dw) = X (w)u(dw) ja que si Y € LO (2, F) es té:

/|Y v(dw) <oo<:>/|Y )| X (w)p(dw) < oo

/Y(w)y(dw):/Y(w)X(w)u(dw).
Q Q

Demostracié. Veure [6], pagina 41, Seccié 6.3.2. [ ]

1 en aquest cas:

Proposicié 3.4. Desigualtat de Txebixzev. Siguin:

« X eL0(0,F), X >0,
e f:]0,+00) = [0,+00) creizent,

e a >0 tal que f(a) >0 i E(f(X)) < +oo.

Aleshores:




Demostracio. Veure [3], pagina 108, Teorema 5.11. [

Teorema 3.5. Teorema de convergéncia mondtona. Siguin {X,}>0, C L (Q,F) i
X € LY(Q,F) tals que:

e X7 >0 gq.s,

° Xn < Xn+1 q.S,

e X = lim X, ¢.s
n—oo

Aleshores E(X) = lim E (X,,).

n—o0

Demostracié. Veure [1], pagina 8, Teorema 1.1.2. [ |

Teorema 3.6. Teorema de convergéncia dominada. Siguin {X,}>°, C L% (Q,F) ,
XeLV(F)iY e LY (Q,F,P) tals que

e X = lim X, ¢.s
n—oo

o | X,| <Y ¢s

Aleshores X € LY (Q, F,P) i E(X) = lim E(X,).

n—oo

Demostracié. Veure [1], pagina 8, Teorema 1.1.14. |

Proposicié 3.7. Continuitat i derivacié sota el signe d’integral. Sigui I C R
interval obert i:

o f: Q%I — R tal que f(-,t) € LY (Q, F, ) per tott € I

e g LM (U F,p), g>0.

Considerem la funcio ¢ : I — R definida per:

o(t) = /Q f (e typ(dz) |

Aleshores:

1. Si f(z,-) és continua en tg € I i |f(z,t)] < g(x) Vo € Q, Vt € I, aleshores ¢ és
continua en ty.

2. Sive € Q, f(x,-) és derivable en I i ‘%’ < g(x) Yo € Q, Vt € 1. Aleshores ¢

és derivable en I i: o (.1
/ xT,
¢ (t) :/Qatﬂ(dﬂf)

Demostracié. Veure [3], pagines 140-141, Teoremes 6.27 i 6.28. |
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Proposicié 3.8. Desigualtat de Holder. Siguin X,Y € L°(Q,F), X,Y > 0 g.s,

we M(Q,F) isiguin p i q tals que 1 < p < 00 i % + % = 1. Aleshores:

[ xy @t < ([ xwy )" ([ o)

Demostracié. Veure [3], pagina 150, Teorema 7.16.

Proposicié 3.9. Desigualtat de Holder discreta. Siguin aq,...,a, € R i p i q tals

que 1 <p i % + % = 1. Aleshores:

n
>
i=1

p n
< np/qz la;|P .
=1

Demostracid. Aplicacié de la Desigualtat de Holder amb la mesura de comptar.

Teorema 3.10. Teorema de Fubini. Siguin (2, Fi, i) espais de mesura o-finits per
1= 1,2. Szguzf S EO(Ql X Qg,fl ®f2) ambf >0 Of S £1 (Ql X Qz,fl ®./—"2,,U1 ®/L2).

Aleshores:

/§2le2 fd(p ® pa) = /Q1 < QQf(wlaw2)M2 (dw2)> 111 (dwr)

= /Q2 ( o [ (wi,w2) (dwl)> p2 (dws)

Demostracié. Veure [3], pagina 276, Teorema 14.16.

3.1.2 Funcid caracteristica

Definicié 3.11. Sigui ¢ : R — C una funcio. Aleshores:

1. v és hermitica si per tot t € R, 9 (t) = (—t).

2. ¢ és definida positiva si per tot n > 1, per tot ty,....,t, € R i per tot z1,...,2, € C

es té:

ZZZlZﬂJ(tl — tj) >0.

i=1 j=1

3. 1 és condicionalment definida positiva si per tot n > 1, per tot tq,...,t, € R i per

tot z1, ..., zn, € C complint Y ;" | z; = 0 es té:

Zzzlzw(tz — tj) >0.

i=1 j=1

Definicié 3.12. Funcid caracteristica. Sigui P € Mi (R) es defineix la seva funcio

caracteristica com la funcio pp : R — C:

op(t) ::/ReimP(dx)
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Si X € LO(Q, F) es defineir la funcié caracteristica de X com:
ex(t) = ppc(t) =E (") .
Si X = (X1,...,Xp) és un vector aleatori es defineix la funcid caracteristica de X com:
ox(t) =B (X)) |
ont=(t1,..tn) ER" i (t, X) =377 t;X;.

Proposicié 3.13. Propietats de la funcid caracteristica. Siguin P,Q € M (R) i
siguin X1, ..., Xn, € LO(Q, F) aleshores:

1. ¢p(0) = 1.

lop(t)| < 1VteR.

pp és hermitica.

pp és uniformement continua a R.

X1, ..., Xy, independents = @x, +. 1x, = H?:1 X, -

SIS S N

Si X = (X1,....,Xy). Aleshores:

n
X1, ..., Xy, independents < px(ti,...,tn) = Hgoxj(tj) per tot t = (t1,...,t,) € R™.
j=1

7. QOPZQOQ<:>P:Q.
8. pp és definida positiva.

9. lop(t) —wp(s)* <2[1 —Re(pp(t —5))] Vst eR.

Demostracic. Veure [6], pagines 110-113, Seccié 12.1 propietats (1),(2),(3),(6),(8) i (9).
Veure [1], pagina 17, Lema 1.1.11 (1). Veure [3], pagina 307, Lema 15.19. [ |

Teorema 3.14. Teorema de Bochner . Sigui ¢ : R — C que satisfa:
1. ¢ és definida positiva.
2. ¢(0)=1.
3. @ és continua a l'origen.

Aleshores ezisteir P € Mj (R) tal que op = .

Demostracié. Veure [1], pagina 17, Teorema 1.1.12. [ ]

Teorema 3.15. Correspondéncia de Schoenberg . Una funcio ¥ : R — C és
hermitica i condicionalment definida positiva si i només si eV és definida positiva per
tott > 0.

Demostracié. Veure [1], pagina 17, Teorema 1.1.13. [
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Proposicié 3.16. Sigui P € M; (R) probabilitat amb moment d’ordre m > 1 finit, és a
dir, [g|z|™ P(dz) < 4o00. Aleshores op és m cops deriwable i en conseqiiéncia:

/ 2FP(dx) = i F™(0) per 1 <k<m.
R
Demostracié. Veure [6], pagina 114, Teorema 12.2. [ ]

3.1.3 Convergeéncia de probabilitats i de variables aleatories

Definicié 3.17. Siguin {P,},”; € M; (R), P € M; (R) aleshores definim:

P, 2P & Yim Fp, (x) = Fp(z) per tot punt x punt de continuitat de Fp .

n—oo n—oo

Direm que les mesures de probabilitat P, convergeizen feblement cap a P.

Proposicié 3.18. Siguin {P,},~; € M; (R), P € M; (R), son equivalents:

1. lim Fp, (x) = Fp(x) Yz € R punt de continuitat de Fp.

n—o0

2. Vf € By (R) continua Jim J f(x)Py(dz) = [ f(x)P(dx)

Demostracié. Veure [6], pagina 100, Definicié 11.1 i Teorema 11.2. |

Teorema 3.19. Teorema de continuitat de Lévy.  Siguin {P,},-; € M (R),
P € M; (R) aleshores:

w . . s N s
1. P, —— P = ¢p, convergeix uniformement en compactes a ©p, aizo €s, per tot
n—oo

compacte K C R, es té:

lim Sup!sOPn( ) —p(t)|=0.

2. Si existeix ¢ tal que li_>m op,(t) = @(t) Yt € R i @ és continua en el 0. Aleshores
n—oo
existeir Q € My (R) tal que o = pg i P, —— Q.
n—oo

Demostracié. Veure [3], pagina 309, Teorema 15.23. |

Definicié 3.20. Convergéncia de variables aleatories. Siguin {X,}oo ; C LO (2, F)i
X € L£Y(Q,F). Definim:

o (Convergencia quasi-sequra:

Xo 2 X & 3N € F tal que PIN) =0 i lim X,(w) = X(w) Vwe Q\ N .

T'L—)OO n—o0

o Convergencia en probabilitat:

X, —>X<:ive>0hmp(yx ~X|>6=0.

n—oo

54



e Convergéncia en mitjana d’ordre p, p > 1. Suposem que {Xp} 2 C LP(Q, F,P) i
X e LP(Q,F,P):

X, 2, x & lim E(|X, - X]") =0

n—o0

Proposicié 3.21. Sigui X € LP (Q,F,u). Aleshores existeiz {X,},~; € S(Q,F) tal

que:
LP
X,— X .

Demostracié. Veure [1], pagina 9.

Proposicié 3.22. Relacio entre els diferents tipus de convergéncia.
Siguin {Xn}oo 1, {Yn}oo, CLOY(QF), X,Y € LO(Q,F) ia,beR. Aleshores:

1. Si{X,}°%, CLP(Q,F.P) i X € LP (Q, F,P):

Xn —>X:>X —>Xperp>q>1

n—o0

2. Si{Xa}pl, L7 (QFP) i X € L7 (QFP): X —— X = X, — X.
3. Si {X, )22, CLP(Q,F,P)i X eLP(QF,P):
X, L—)X:> lim E(X?) =E (X?) .

n—oo
b Xy —— X = 3{X,, 12, C LY, F) tal que X, —— X
n—00 k—o0

5. X, —)X:>PX —)PX

n—oo
6.
X, 2 X
n—oo = aX, +bY, ——s aX +bY .
n—o0

Demostracié. Per (1),(2),(4),(5) 1 (6) veure:
https://en.wikipedia.org/wiki/Convergence_of_random_variables#Properties_4
Per (3) veure:

https://math.stackexchange.com/questions/475133
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3.1.4 Preliminars d’analisi complexa

Proposicié 3.23. Vu e RVn>1360 € C tal que |0| <1 i

n—1,.
: () lul”
o
e = - +0 o
k=0
Demostracio. Veure [2], pagina 40, Lema 8.6. [

Proposicié 3.24. Sigui ¢ : R — C funcid continua tal que p(0) =1 i p(t) # 0 per tot
t € R. Aleshores:

1. Egzisteiz una unica funcié continua f : R — C tal que f(0) =0 i e/® = o(t).

2. Per tot n > 1, existeiz una tunica funcié continua g, : R — C tal que g,(0) =1 4
gn ()" = ©(t).

A més per tot n > 1, es té gn(t) = e/O/™ . Escriurem log(o(t)) == f(t) i o(t)Y™ := g, (2).

Demostracié. Veure [2], pagina 33, Lema 7.6. |

Proposicié 3.25. Siguin ¢, ¢, : R — C funcions continues per n > 1 tals que ¢(0) =
on(0) =11 @(t) #0 i ,(t) #0 per tot t € R. Aleshores:

Yn convergeix uniformement en compactes a ¢

= log(¢n) convergeiz uniformement en compactes a log(p) .

Demostracié. Veure [2], pagina 34, Lema 7.7 |

Proposicié 3.26. Sigui I C R interval compacte, f, : I — C funcions Riemann-
integrables que convergeizen uniformement a f : I — C. Aleshores:

1. f és Riemann-integrable.

2. [, f(x)dx = T}L)H;O J; fa(z)dx

Demostracio. Veure:
https://en.wikipedia.org/wiki/Uniform_convergence#To_integrability |
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3.2 Demostracions Capitol 1

Recordem que pert € R i P € M; (R) infinitament divisible hem definit:

o h:R—R comh(z) =1 -2 g 540 n0)=0.
e g : R — C com g(x) :em—l—itxll{mgl}

e fi :R— C com fi(z)= %‘g)) siz# 01 fi(0) = —3t2

e ¢p(t) :=log(¢p(l))
o op(t) ==op(t) — & [[7) dp(s)ds

Lema 3.27.

1. h(x) >0Vz e R ih(x) =0« x=0.
h €és continua i acotada. Per tant, és integrable respecte una mesura finita.

g €s integrable respecte una mesura de Lévy.

e

Sigui P € My (R) i k > 0. Definim Q(dz) := yi5 1 p0y P(de).
Aleshores Q € M (R) i és mesura de Lévy.

5. fi és continua © acotada. Per tant, és integrable respecte una mesura finita.

Demostracio.
(1) Veiem que si x # 0, aleshores h(x) > 0:

h(x)>0‘i*sj1;($)§1@{Sm<$)§fﬂpemzo

sin(x) >z per x <0

on la condicié de la dreta es pot comprovar que és certa. Per tant, h(xz) > 0 per tot x € R.
A més si x # 0, es té:
h(z)=0& z=sin(z) ©z=0.
Per tant, h(z) = 0 < = = 0 com voliem veure.
(2) L’nic problema de continuitat pot ser en = = 0. Pero:

sin(x)

lim h(x) =1 — lim

x—0 z—0 xT

Per tant, h és continua. A més h(z) < 2 per tot € R ja que:

sin(x) oo sin(x) sin(x) > —x per x > 0

> 1
x x sin(z) < —z per x <0

hir)<2&1-—

on la condicié de la dreta es pot comprovar que es compleix.
(3) Argument similar al de ’Observaci6 1.25.



(4) Que @ € M (R) és conseqiiencia de que h > 0 i de la Proposici6 3.3. Per veure que
és mesura de Lévy notem que @ ({0}) =0 i que:

2 _ 2 plds R
/R(l Az?) Q(dx) = k/[—1,1]\{0} h(x)P(d )+k/R\[—1,1] h(x)P(d ).

Es pot comprovar que lim 2 = 6, llavors definint:
xz—0 h(z)

x2 3 >0
B(z) = @ P =
6 siz=0

obtenim una funcié continua ja que A només s’anul-la en l'origen. En conseqiiéncia h esta
acotada en el compacte [—1,1]. Llavors es té:

x2 "
/[—1,11\{0} By ") = /[—1,11 hle)Pldr) < oo

Per laltra integral es pot comprovar que si € R\ [—1, 1] aleshores ﬁ < 71 per tant:

/ 1 plaz) < 7/ Pldz) < 7/ P(dz) =7 < oo .
r\[-1,1] P(7) R\[-1,1] R

Per tant, () és mesura de Lévy.
(5) Linic problema de continuitat pot ser en 2z = 0 pero es pot comprovar que

lim fi(z) = =3t ,

z—0

i per tant, f; és continua. Per veure que és acotada distingim dos casos:

e Six € [—1,1] aleshores |f:| és una funcié continua que en un compacte esta acotada.

eit:c_l < 2

e Siz e R\ [—1,1] aleshores | f| = S | < % 1 per tant, també esta acotada. W
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3.3 Demostracions Capitol 2
3.3.1 Processos de Lévy

Lema 3.28. Siguin X,Y € £L°(Q,F) ic> 0. Aleshores:
c c
P(X +Y|>c) gP(|Xy > 5) +IP>(|Y| > 5) .
Demostracié. La desigualtat es dedueix de la inclusié segiient:

(weQ: | X(w) +Yw)|>ecC {weQ:\X(w)\ >%}U{weQ:]Y(w)| >§} .

La qual és certa ja que si w € Q és tal que | X (w) + Y (w)| > ¢, necessariament ha de ser
| X (w)| > § o |Y(w)| > § ja que en cas contrari seria | X (w)| < §1i |[Y(w)| < § i llavors
| X (w) +Y(w)| < X (w)| + Y (w)] < § + § = c que seria contradiccié. [ |

Teorema 3.29. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés estocastic, { X}~ una successid de

processos de Lévy tals que per cada t > 0 X, (t) LN X(t) iVe>0
n—oo

lim limsupP (| X, (t) — X(t)] >€)=0.

N0 40t

Aleshores, X és un procés de Lévy.

Demostracié. Veiem les 4 propietats per ser procés de Lévy. Volem veure que X (0) =0
q.s. Es a dir que:

P(M)=0 on M:={weQ:X(0)(w)#0}ecF.

Aleshores usant la Proposicié 3.22(4):

X,,(0) % X(0) = 3{X,, (0)}72; tal que X, (0) = X(0)
n—o0 —00

=dN e Ftalque P(N) =01 li_}m Xn,(0)(w) =X(0)(w) Vwe Q\ N .
Com que per tot n > 1, X, és procés de Lévy es té:
P(M,,)=0 on M, ={we:X, (0)(w)#0}ecF.

Llavors:

X(0)(w) = lim X, (0)(w) = 1lim 0 =0 Vw e Q\ (NU G Mnk) .

k—o0 k—oo
k=1

Per tant, M C N UJp—; My, i finalment:
o o
P(M) <P(N)+> P(M,)=0+> 0=0.
k=1 k=1

Aixi dones X (0) =0 g.s com voliem veure.
Siguim >110 <t <ty <..<tp, volem veure que les variables X (t;) — X (t;—1) s6n
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independents per j = 2,...,m. Notem que per la Proposicié 3.22(6) per tot ay, ..., a, € R
es té: .
a1 Xn(t1) + . + amXn(tm) —— a1 X (1) + ... + am X () (3.1)

n—oo

Aleshores usant el Teorema de continuitat de Lévy, que X,, és procés de Lévy i (3.1):
DX (t2)= X (1), X (b)) =X (b1 )) (U2 0y U ) =

=E (exp [i [uz (X (t2) — X(t1)) + ... + tum (X (tm) — X (tm=-1))]])
= TLILH;OE (exp [i [ug (Xn(t2) — Xn(t1)) + oo + um (Xn(tm) — Xn(tm=1))]])

= 1M O(x,, (t)— X (t1),00s X (t) = X (1)) (U25 -0 Urn) =

n—00
T @ (1) =X (1) (U2) s P ()~ X (tn—1) (W)
= OX (t2)—X (t1) (U2) " v " PX (b)) = X (tra_r) (Um) -

Per tant, les variables X (t2) — X (t1), ..., X (tm) — X (tm—1) sén independents per la Pro-
posicié 3.13(6).
Siguin 0 < t; < to. Usant el Teorema de continuitat de Lévy, que X,, és procés de Lévy i
(3.1):

PX(t2)-X(t1) = N X, (1)~ X (t1) = U 9, (15 —11) = PX(12-11) -
Llavors Px(4,)-x(t;) = Px(t2—t1)—-x(0) 1, Per tant, X té increments estacionaris.
Queda per veure que X és continu en probabilitat. Sigui € > 0, ¢ > 0, n > 1. Aleshores
usant la desigualtat del Lema 3.28 per a X (t) — X,,(¢) i per a X,,(¢) :

€

P(IX(1)] > ¢) <P <\X(t) ~ X ()] > 2) +P (yxn(m > %) .

Prenem limit superior:

limsupP (| X (¢)| > ¢€) < limsupP (]X(t) — X ()] > E) + limsup P (]Xn(t)\ > E) :
t—0t t—0+ 2 t—0+ 2
Usant que cada X,, és procés de Lévy obtenim:
limsupP (X, (8)] > =) = lim P(|X,(t) > 5) =0
t—0+ 2 t—0t 2
Per tant:

limsupP (|X(t)] > €) < limsup P <\X(t) ~ X ()] > f) .

t—0t+ t—0t 2

I usant la hipotesis del teorema tenim:

limsupP (| X (¢)] > €) = lim limsupP (| X (¢)| > ¢)
t—0t N0 40t

< lim limsupP (yX(t) — Xa(t)] > f) ~0.

n—00 t—0+ 2

Finalment:

0 <lminfP (| X(¢)] > ¢€) <limsupP (| X(t)] >¢) =0= lim P(|X(t)| >¢€)=0.
t—=0+ t—=0+

t—0t

Per tant, per la Proposicié 2.12 X és un procés de Lévy com voliem veure. |
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Proposicié 3.30. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i Y una modificacié de X .
Aleshores Y és un procés de Lévy amb la mateiza terna caracteristica que X.

Demostracio. Veiem les 4 propietats per ser procés de Lévy. Volem veure que Y (0) =0
q.s. Notem que:

{Y(0) # 0} = ({X(0) = Y(0)} N {¥'(0) # 0}) U ({X(0) # Y(0)} N {Y'(0) £ 0}) .

Llavors usant que X és un procés de Lévy i Y una modificacié de X:

P({Y(0) # 0}) < P({X(0) # 0}) + P ({X(0) # Y(0)}) =0+0=0.

Per tant, Y (0) = 0 q.s com voliem veure.
Definim els seglients esdeveniments per n > 11 s1,..., 8, > O:

N(s1,...,s ﬂ {weQ: X(s))(w) =Y(s5)(w)} .

Per ser Y modificacié de X es té que P (N (s1,...,8,)) = 1.
Siguin>1,0<t <ty <..<tyiBy,... B, € B(R), aleshores:

ﬁ Y(tj) - Y(tj_l) S Bj =P (ﬁ Y(tj) — Y(tj_1) S Bj,./\[(tl, ...,tn)
j=2

Jj=2
m j 1) EB],N(tl,..., )) = HP(X(tj)—X(tj_l) EBj,N(tl,...,tn))
j=2 J=2
H (tjm1) € Bj, N (t1, . t) = [[P(Y (1)) = Y (tj-1) € By)
j=2 j=2

Per tant, obtenim que Y té increments independents.
Siguin 0 < t; < to i B € B(R), aleshores:

P(Y(t2) =Y (t1) € B) =P (Y(t2) — Y (t1) € B,N (t1,t2))
=P (X(tz) — X(t1) € B,N (t1,t2)) =P (X (ta — t1) € B,N (t1,1t2))
:P( (tQ—tl)EB,N(tl,tQ)):P(Y(tQ—tl)EB) .

Per tant, Y té increments estacionaris.
Queda per veure que Y és continu en probabilitat. Sigui € > 0, ¢ > 0, aleshores:

P(Y (@) >e) =P(Y ()] > e N(1) =P (I X(1)] > e, N(1)) =P (| X ()] > €) .
Llavors usant que X és procés de Lévy i la Proposicié 2.12:

0< hmlnf]P’(]Y t) >€) < hmsup[[”(\Y( )| >€) = hmsupIP’(|X t)) >e€)=0.
—0t

Per tant:
hmlanP’(]Y( )| >€) =limsupP (|Y(¢)] >¢€) = lim P(|Y(¢)| >¢) =0.
t—0+ t—0+

t—0t

Aixi doncs, per la Proposicié 2.12 Y és un procés de Lévy i té les mateixa terna carac-
teristica que X ja que:

Pya) = Pyy-v(0) = Px)-x(0) = Px() -
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3.3.2 Exemples de processos de Lévy

Proposicié 3.31. Sigui N = {N(t),t > 0} un procés de Lévy tal que N(t) € N i tal que
{AN(t),t > 0} pren valors en {0,1}. Aleshores N és un procés de Poisson.

Demostracid. Definim la segiient successié d’instants d’aturada {T),},~, :
To=0 , Tp:=inf{t>T, 1:N(t)—N(Tp-1)#0} n>1.

Aleshores per n > 1, escrivint T;, = inf {t >0: N(t +Tp—1) — N(Tp—1) # 0} + T),—1 es
té:

T —Tpoy =inf {t >0: N(t +Tp—1) = N(T—1) #0} =inf {t > 0: N, _,(t) #0} .

Per la Propietat forta de Markov (Teorema 2.23) es té que Py, L= P 1), per tant,

les variables {7} — Tj_l};il son identicament distribuides. També per la Propietat forta
de Markov, sabem que

Nr, , és independent de Fr,, , = 1), — T),—1 és independent de Frp, | .

Sigui 1 < j; < ...<jniB; € B(R) peri=1,...,n. Aleshores:

n n—1
P (m T, — Tji—l S Bi) =P (m T, — Tji—l € Bi) P (TJn - Tjn—l € Bn) )
i=1 =1

on hem usat que:

e T, —Tj,1 és independent de Fr, _,.
e Peri=1,..n-1, Tj—Tj-1é Fr;, _,-mesurable ja que Fr, C Fr;, _, 1T} —Tji—1
és Fr, -mesurable.

Repetint I’argument obtenim que les variables {7} — Tj_l};’il s6n independents.
Per a tot s,t > 0 es té:

{Tl>S+t}ﬂQo={N($):O,N(t—i-s):O}ﬂQo. (3.2)

La inclusié (C) és clara. La inclusié (2) a priori només implicaria que T} > s+t. Perd el
cas T1 = s+t el podem descartar ja que voldria dir que N(u) = 1 peru € (t + s,t + s+ 9)
per un cert § > 0. Pero aixo contradiu el fet de que N és continua per la dreta en s+ ¢
en Q. Aix{ doncs:

— P(N(s) = 0) P(N(t +5) — N(s) = 0) = P(N(s) = 0)P(N(t) = 0)
:P(Tl > S)P(Tl > t) .
Hem usat que N té increments independents i estacionaris i la igualtat (3.2) per s =0 i
t=0.
Definim la funcié o : [0, +00) — [0,1] com o(t) := P (T} > t). Notem que
e 0 és decreixent: 0 < s<t=P(Ty >t) <P(T1 > s).

e 0(0) =P(Th > 0) =1, ja que en Qq, T1 > 0 ja que si fos 71 = 0 contradiria el fet de
ser N continua per la dreta en t = 0.
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e Com que en g, 71 > 0, es té que amb probabilitat 1, N(¢) = 0 per ¢ € [0,77). Per
tant:
lim o(t) = lim P(7y > t) = lim P(N(¢t) =0)=1.

t—0t t—0t t—0t+

Aleshores existeix A > 0 tal que o(t) = P(T} > t) = e~ (veure [5] pagines 4-6). Per
tant, Pr, = Exp()\) i per a tot ¢ > 0:

P(N(t)=0)=P(Ty >t)=e .

Per veure que N és un procés de Poisson volem demostrar que per tot n > 0 es té

P(N(t) =n) = e_)‘t();f!)n .

Ho fem per induccié, per n = 0, ja ho hem vist. Suposem cert per n i veiem que ho és
per n + 1:
P(N({t)=n+1)=P(Thyo >t,Thi1 <)

=P(Thyo >t) +P(Th41 <t) —P(Thyo >t o Tpy1 <t) .

Per calcular P (7}, 42 >t 0 T, 41 <t) notem que si Ty, 42 < t aleshores T,,+; < t ja que
Thi1 < Thyo. Aixi doncs:

P(N(t):n+1):P(Tn+2 >t)+1—IP)(Tn+1 >t)—]P’(Tn+2 >toTht St)

:P(Tn+2>t)+1—P(Tn+1 >t)—1:P(Tn+2 >t)—]P>(Tn+1 >t) .

Usant que Ty =Th+ (T — Th) + ... + (Th+1 — Ty,) obtenim que T;,41 és la suma de n+1
variables aleatories independents indénticament distribuides amb llei Exp()), per tant,
Pr, ., = Gamma(n + 1, \). Aleshores:

00 >\n+2 n+1 o] )\n+1 n
P(N(t)=n+1)= / AL P / e °ds
t t

(n+1)! n!
)\n—i—l o] A n+1
= / e (25 gn)gs (3.3)
Fent integracié per parts amb u = A;;::l —s"iv= _G;AS obtenim:
)\n+1 A n+1 =5 |® 00 ,—As
P(N(t) =n+1) = —; {‘( 8+1—s"> e/\ +/ 6)\ (/\s"—nsnl)ds} .
n! n . ¢

(3.4)

Q9% 4 Pequacié de (3.3) pel cas n obtenim

n!

Usant la hipotesi d’induccié P (N (t) = n) = e~
el valor de la integral de (3.4):

n n 00 n n+1 00 ,—As
e M (M) = A / e AT s 1) ds = A / ‘ ()\s" - nsn_1> ds .
n! (n—1)!J; nl J; A

Substituint en (3.4), obtenim:

)\n—f—l )\tn—H e—At tn )\n—i—l )\tn'H e—)\t
]P) N t — ]_ — _tn - 7}\t7 —
(N(t) =n+1) n!{(n+1 ) NoTe A} nl n+l A

Y (A"
B (n+1)!°

Per tant, NV és un procés de Poisson. |
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Proposicié 3.32. Sigui X € L (Q,F) amb llei Px = pu, A > 014 Y = {Y(t),t > 0}
procés de Poisson compost de parametre X > 0 i llei p. Aleshores:

1. Y és procés de Lévy.
2. Py = Poisson(At, j1).

Demostracid.
(1) Clarament Y (0) = 0 q.s. Siguin primer 0 < s <t i B € B(R) aleshores:

o0 N(t)
P(Y(t)-Y(s)eB)= > P > X(i)eB,N(s)=1,N(t)-N(s) =k
k,1=0 i=N(s)+1

i[ (ZX ) N(t)—N(S)Zk)]iIP(Ns -

k=0 =0
o) k
=3P (Z X(i) € B) P(N(t—s)=k) . (3.5)
k=0 i=1
Siguin ara 0 < t; < to < ... < tp, to:=01 Ba,..., B, € B(R). Aleshores:
n n N(ty)
(Y (t) - Y(tj1) € Pl Y. X(@es
=2 J=2i=N(t;_1)+1
= ) ﬂ Z X (i) € Bj, N(t1) = ki, [ | N(t;) = N(tj1) = k;
k1=0,....kn= J=2i=N(t;—1)+1 Jj=2
oo k1+...+k; n
= > ﬂ > X(i) € Bj, N(t1) = k1, [ | N(t;) = N(t;—1) = k;
k1=0,...,kn=0 7=21i=k1+.. -‘rk‘J 1+1 j=2
= Y  P(Nt)=k)]]|P ZX )€ Bj | P(N(t;) — N(tj_1) = k;)
k1=0,...,kn=0 7j=2 i=1
n [e%e] kj n
=TI D_ P Do X)) eB; | P(N(E) = N(tj-1) = k) = [[P(Y (%) = Y(tj-1) € B)) |
7=2k;=0 i=1 j=2

on hem usat I'equaci6 de (3.5) en la tltima igualtat. Per tant, Y té increments indepen-
dents. Siguin 0 < s <ti B € B(R), aleshores:

[e'S) k
P(Y(t—s)eB)=> P (Zx(i) € B) P(N(t—s)eB)=P(Y(t)—Y(s) € B) ,
k=0 =1

on hem tornat a usar I'equacié6 de (3.5). Per tant, Y té increments estacionaris. Finalment
sigui € > 0, aleshores:

P (Y (t)] >€) = Z]P’(Z

=1
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t—0t+

o
limsup P (|Y(¢)]| > ¢) §Z (
k=1

=1

Per tant:

0< hmmf}P’(\Y( )| >€) <limsupP(|Y(t)] >¢) =0= lim+IP’(|Y(t)| >e€)=0.
t—0

t—0t t—0+

Per tant, per la Proposicié 2.12 Y és un procés de Lévy.
(2) Usem que Py = Poisson(\t). [ |

3.3.3 Processos de Lévy amb salts acotats

Teorema 3.33. Sigui X = {X(¢t),t > 0} procés de Lévy amb salts acotats, aleshores es
té E (| X (t)|) < oo per tot p > 1.

Demostracié. Sigui C' > 0 tal que sup |AX(t)] < C. Definim la successié d’instants
0<t<o0o

d’aturada {7}, de la segiient manera:
Ty:=inf{t>0:|X@t)|>C}, Th:=inf{t>T,_1:|X(t)— X(Th-1)|>C} n>1.
Escrivint per n > 1, T, = inf {t > 0: | X (t + Tp—1) — X(Th—1)} + Tri—1 es té:
Thi1— T, =inf{t>0:|X(t+T,) — X(Tn)|>C}=inf{t >0:|Xp, (t)| >C} .
Suposem primer que 77 < oo q.s. L’objectiu es veure que per tot n > 1 es té

sup | X(sAT,)| <2nC . (3.6)
0<s<o0

Veiem-ho per induccié. Per n = 1.

sup |[X(sATy)| =|X(T1)|V sup |X(s)] .
0<s<o0 0<s<Ty

Usant que | X (T1—)| < C ja que en cas contrari exisitiria s > 0 satisfent | X (77 — s)| > C,
obtenim:

(X(T1)| = [AX(Th) = X(Th—)| < JAX(Ty) |+ |X(Th—)[ < C+ C =2C .
| X(s)|<C<2Cperser0<s<Tj.
Suposem ara cert per n i veiem-ho per n + 1.

sup | X(sATpy1)|= sup |X(sATny1)|V  sup | X(9)] .
0<s<oo 0<s<Th, T <s<Tp+1

Per hipotesi d’induccié tenim  sup |[X(sATp41)] = sup |[X(sAT,)| <2nC. A més:
0§3<Tn 0§S<Tn

sup X (s)| < sup  [X(s) = X(T0)| + [X(T0)| < |X(Tht1) — X(To)[ + 2nC
Tn<s<Thy1 Tn<s<Tht1

<|NX(Ths1) = X(Tos1—) |+ [ X (Th41—) — X(Tn)| +2nC < C+C+2nC =2(n+1)C .
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Hem usat que X té salts acotats i la definicié dels 7;,. Demostrem ara que:
30 < a < 1tal que per tot n > 1 es té E(e”Tn) = a™ .

Usant la Propietat forta de Markov, per n > 1, les variables T,,+1 — T}, s6n independents
de Fr, ja que Xr,(t) és independent de JFr,. A més com que Py, ) = Px() , es té
Pr,.,-1, = Pr;. Demostrem primer per induccié que per tot n > 1 es té:

E (e_Tle_(TQ_Tl) e e_(T"“_T")> = [E (e_Tl)]n .
Per n =1, usant que 7} és Fr,-mesurable i que 75 — T} és independent de Fr,:
E (e*Tle*(T27T1)> =K (E (eleef(TrTl)LFTl)) =E (eleE (67(T27T1)’~FT1>)

=K (e*TlE (ef(T27T1)>> =E (67T1) E (67(T27T1)) _ []E (e,Tl)]Q .
Suposem cert per n i veiem-ho per n + 1. Usem la hipotesi d’induccié i que:

o Fr, C Fr,,, per j =1,.n+1jaqueT; <Tnyy =T, Te —Th,...; T4 — T sén
Fr,.,-mesurables.

® Thi2 — Thi1 és independent de Fr, .

E (e_Tle_(T2—T1) e e_(T”+1_T")e_(T"+2_T”+1))
~T1 ,—(To—T1) . o (Tap1=Tn) ,—(Thy2—Tn+1)
E (E (e e .. € e |-7:Tn+1))

=FE (eleef(TTTl) S ef(T”“*T")) E (ef(T"”*T"“)) = [E (fle)]n+1 .

Finalment com que 77 > 0 amb probabilitat 1, ja que si fos 0 contradiria el fet de ser
continua per la dreta en ¢ = 0 amb probabilitat 1, es té 0 < e 7t < 1. Aleshores
a:=E (e_Tl) € [0,1). No pot ser igual a 1 ja que:

E(e*Tl) :1=>E(1—€7T1) —0=>1-el=0qs =T1=0gqs,
fet que seria contradiccié. Per tant:
E(e_T") =E (e_Tle_(TQ_Tl) e e_(T”_T"—1)> = [E (e_Tl)]n =a".
Per (2.5) es té que
{t<T,} C{IX({#)] <2nC} = {2nC < | X ()|} C{t > T} .
Llavors usant la desigualtat de Txebivex amb la funcié identitat:
P2nC < | X)) SP(T, <t)=P(-T, > —t) =P(e " > e ") <E (e ") e =€la" .

Per tant:

z|P Py (dz) = / x|? Px ) (dx
/:v|>2nC| | X(t)( ) ;l 27"C’<|ac\§2(7‘+1)0’ | X(t)( )

<D 2(r+1)PCPP(2rC < [X(1)] < 2(r 4+ 1)C) = 2PCPe" Y “(r+ 1)Pa” < o0 .

r=n r=n
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Hem usat que P(2rC < |X ()| <2(r+1)C) < P(2rC < |X(t)|) < €'a” i el criteri del
quocient per veure que la série és convergent:

P r+1
i |TE2R
r—00 (r + 1)p a’

Finalment:
BUXOF) = [ el Pedn) + [ Jal? P (o)
lz|<2nC |z|>2nC
< 2PpPCP -1 +/ |2 Px () (dz) < oo .
|z|>2nC

En cas de que no es compleixi T} < 0o q.s tindrem:
E(IX@)P gy 200) <CPP(Ty =00) <CP VE>0.

E(X®)) =E (X @) 11,<00) + E (X ()" 17=00) < 00

3.3.4 Descomposicié de Lévy-Ito

Teorema 3.34. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores W, té trajectories
continues.

Demostracio. Volem veure que:
P(N)=0 on N:={weQ:W.()(w)no és continua } .
Suposem que P(N) > 0 i arribarem a una contradicci6. Aleshores:
J¢>b>01un instant d’aturada T tal que P (|[AW,(T)| € (b,c)) > 0.

Sigui B:={z € R:|z| € (bc)},t >0,

Y (t) = / eNWe(t, dx)
’ B

la integral de Poisson compensada pel procés de Lévy W, i A, els conjunts definits en la
pagina 43 en (2.7). Primer veiem que:

lim E ((W(t) — Viaa, (t)) WdeB(t)) ~0. (3.7)

n—oo

Podem aplicar la Proposicié 2.53 ja que:

e En el Teorema 2.55(3) hem vist que W — YId’ A, € M| és a dir, és martingala i de
quadrat integrable. I també hem vist que W(t) — Yrq 4, (t) = We,,(t) + tK i, en
conseqiiéncia, és procés de Lévy. Es clar que és centrat.

° YI‘Z% és procés de Lévy centrat, martingala i de variacié de quadrat integrable per
la Proposicié 2.52.
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Aleshores:
E((W(E) = Yiaa,®)) Yis®) =E| > AW, (s)AY})5(s)
1d,A, 1d,B 6n+1 1d,B
0<s<t
Com que:
o —enp1 < |[AWe, . ()] < €1

AYI‘Z%(S) € (b, c).

AId,B(S)’ =
Aleshores:
Z AWEWH AYFIVdVCB( ) < €n+1 Z ‘AyA}I:iIfCB(S)‘ <c- NWC(tv B) :

0<s<t 0<s<t
Podem aplicar el Teorema de convergencia dominada ja que NWe(¢, B) és integrable.
Llavors:
o B | 3 AW (AT () || <E(lim e e N0 (1. 5) = 0.

0<s<t

Per tant, ja hem vist (3.7). Volem veure ara que:

lim E <(W(t) — Vi, An) szdv,%(t)> ) (Wc(t)YIKZCB(t)) . (3.8)

n—0o0

Notem que per la Proposicié 3.22(4) per tot ¢ > 0:

W(t) - de,An %) W.(t) =

=3 {W(t) ~ M(t, Ank)}:’ gl que W(E) = M(t, An,) —22 We(t)

Podem aplicar el Teorema de convergencia dominada ja que aplicant la desigualtat de
Holder, el Teorema 2.50(2) i la Proposicié 2.52(5):

W 9\ 1/2 - 2\ 1/2
= (’ (WEnJrl(t) + tK) Yld,LB(t)D <E ((W5n+1(t) + tK) ) E <<Yld,LB(t)> > <00
Aleshores aplicant el Teorema de convergencia dominada:

lim E ((W(t) ~ M4, Ank)> YIZYCB(t))

. I o We _ o We
~E <k1520 (W(t) — M(t, Ank)) Y]de(t)> ~E (Wc(t)yldﬁ(t)) .
Per tant, ja hem vist (3.8). Finalment volem veure que:
E (Wc(t)YIVCZjB(t)) >0, (3.9)

Abans veiem que existeix tg > 0 tal que P (T < tp) > 0. En cas contrari si:

VE>0P(T<t)=0=P(T = o) (ﬂT>n>_1— <DT<n)
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oo
>1-Y P(T<n)=1=PT=0)=1=P({N)=0.
n=1
Podem aplicar la Proposicié 2.53 ja que W, € M i és procés de Lévy centrat. Aleshores
per t > to:

E(Wc(t)?l‘g’%(t)) =E [ S AW.(s)AVY5(0)

0<s<t

=E [ > 1p(AW.(s)AWe(s)* | >0.
0<s<t

ja que la suma contindra almenys el terme AW, (T'(w))® > b2 > 0 i hem suposat que

aquest salt succeeix amb probabilitat estrictament positiva. Aixi doncs, ajuntant els
resultats de (3.7), (3.8) 1 (3.9):

0 £E (Welt) V(1)) = Tim E (W) = Vi, ) Viu®) =0.

Obtenim aix{ una contradiccio i per tant, el procés W, té trajectories continues com voliem
veure. |

Lema 3.35. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy i siguin 0 < s < t. Aleshores
existeixzen a,c,d > 0, b € R tals que:

E(We(t)?) =at , EWet)?)=0bt , E(W.)!) =ct+dt*,

E((We(t) = We(s)?) =alt —s) i E((We(t) = We(s)') = e(t — ) + d(t — 5)’

Demostracio. Pel Teorema 3.34 W, és un procés de Lévy amb trajectories continues, ales-

hores pel Teorema 3.33 tots els moments de W, existeixen. Per tant, com que oy, ) (u) =
e per la Proposicié 3.16 es té n € C®(R) i a més E (W.(t)™) = Z_mgpg/n)( )( ). Com
que W, és centrat i gp;/vc(t) (u) = ety (u):

E(We(t) = 0= @y (0) = 0= Oty (0) =0 = "t (0) = 0= 7'(0) =0 .

Derivant repetidament ¢y, ;) 1 evaluant en el 0 obtenim:

"

P (0) =1 (0)t = E (We(t)?) = —n (0}t .

P (0) =n" ()t = E (We(t)*) =in" (0}t .

)
)=
A () = 7 O(0)t +3 (n ) = (W(t)*) =™ (0)t + 3 (77"(0))2152 :

" Lo

Definint a := —7" (0), b:=in" (0), ¢ :=n*(0), d := 3 (77"(0)>2, obtenim les tres primeres
igualtats.

Notem que a,c,d > 0 per ser W(t)?2 > 01 W.(t)* > 0.

Per demostrar les dues tltimes igualtats usem que W, té increments estacionaris i les tres
primeres igualtats:

E ((Wc(t) - Wc(s))2> —E (Wt —5)%) = alt —s) .

E ((Wc(t) - Wc(s))4) =B (Wt — 5)") = c(t — s) + d(t — 5)2
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Teorema 3.36. Sigui X = {X(t),t > 0} un procés de Lévy. Aleshores:

1. O bé We(t) =0 g.s per tot t > 0.

2. O bé W, és un moviment Brownia amb variancia al/?.

Demostracio.

(1) Sabem pel Lema 3.35 que E (W, (t)?) = at i que a > 0. Si a = 0 és clar que estem en
el cas (1).

(2) Suposem ara que a > 0. Volem aplicar la Proposicié 2.29. Notem que ja hem vist
que W, és procés de Lévy adaptat centrat i és martingala en el Teorema 2.55(3) i que té
trajectories continues en el Teorema 3.34. Llavors si 0 < s < t:

E(We(t)We(s)) = E ((We(t) = We(s) + Wels)] We(s))
= E ((We(t) — We(s)] We(s)) + E (We(s)®) = E (We(t) — We(s) E (We(s)) + E (We(s)*)
=0-0+E (We(s)?) =E (We(s)®) = as .

Per tant, només ens queda veure que:

uWe _ —atu?
@wc(w(u):E(e W(t)) =2

Sigui P := {0=1ty <t1 <..<t, =t} partici6 de [0,¢] i § la seva norma. Només per
aquesta demostracié escriurem AW, (t;) := We(tj41)—We(t;) per 0 < j < n—1. Aleshores:

puWelt) _ 1 — nz_:l [eich(tj+1) _ eiuWC(tj)] _ nz_:l piuWelts) (eiuAWC(tj) _ 1) _
j=0 Jj=0

Llavors, aplicant el Lema 3.23 obtenim que existeix 6; € C, |0| < 1 tal que:

. 2 0'
ezuAWc(tj) =1+ ZUAWc(t_]) — %AWc(t])Q =+ E] |u|3 |AWc(tj)|3

Podem escriure:

B (eich(t) _ 1) =E(L1(t) + E (L2(t)) + E (I3(¢)) ,

on:
n—1 —U2 n—1
() =iuy eVUIAWL(t) ,  Dt) = —~ > el AW, (1)
Jj=0 7=0
3 n—1

1w uWe(

Usant que W, té increments mdependents i és centrat i el Lema 3.35 obtenim:

n—1 n—1
1) =i E (ech(t)) E(AW,(tj)) = iuy E (ei“Wc“)) 0=0.
j=0 Jj=0

—’LL2 n—1 A _au2 n—1
E(B() = - D_E (") E (AW.(1)?) = =5 Zsowctj ) (1 — ) -
7=0
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Per estudiar I3(t) definim per cada a > 0 I'esdeveniment B, € F com:

B, = {w €Q: max sup  |[We(v)(w) — We(u)(w)| < a} .

0<]<TL 1t <u ’l)<tj+1

Aleshores:
E (I3(t)) = E(I3(t)1p,) + E (I3(t)1pg) -

Aplicant la desigualtat de Holder i la desigualtat de Holder discreta (Proposici6 3.9) per
pz%iq:4ielLema3.35:

u
B (5(0ag) | < E (Jremag)) < 1 [ 57 awge 07 bt
O‘] =0
fuf? 1/4 et 43 o
u 3
<% (/ 14P(d0~f)> / Z [AW.(t;)(w)] P(dw)
@ @ ]ZO
3/4
’UP 1/4 13n_1 4
< "op (Y)Y / R3S AW (1) (w) P(dw)
Be =
uf? "
< ?P(B;)l/‘* n S TE (AW(t)Y)
5=0
juf* "
= TP(BEVM nHY ety — 1) + (e — 1)
j=0
3
< ‘%’P(Bg)l/‘* n'/4 (et + dot)>/* .
Per 'altra banda, usant el Lema 3.35:
!\
[E(I3(t)1p,)| <E(|I3()p,]) < Z!AW t5)(w)|* P(dw)
olul? i, olul? — aalul t
<% D E(AW(t)?) = 5 > altjer —t5) = c
=0 §=0

Sigui ara {P,} - ; una successié de particions de [0, ¢]:
P, = {0 = té”) < tﬁ") <. < tf:()n) = t} ,
tal que nh_g)lo 0n, = 0, on §, és la norma de la particié P, i P, C Ppy1. Per cada n > 1,
escribim I,gn) (t) per k=1,2,31 B&"). Usant que:
e W, té trajectories uniformement continues en [0, ¢].

e lim §, =0.
n—o0
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max sup [We(v) — We(u)| < sup |[We(v) — We(u)] —— 0.

0<j(m)<m(n)—-1 t;m Su,vétg-i)l 0<u,v<t,|u—v|<dn n—00
Aleshores com que:
P C Ppy1 = B € Bt o glntlle ¢ gn)e
Deduim que donat « > 0:
dng > 1 tal que Vn > ng P (B((X”)C) =0.
Com que també J,, tendeix a 0, es té:

liTIlILsgp E (I:,()n) (t)) ‘ < thSzp E (I:,(,n) (t)ﬂ33> ‘ + lirirgsolép E (Ig()n) (t)]lBa) ‘
= lim sup |u6‘3]P’ (B&")C) i n'/4 (ct + dé,t)>/* + lim sup

aalul*t _aa lult

Com que ’argument és cert per tot a > 0 es té:

limsup |E (1§”) (t))‘ 0= lim ‘IE (Ié”) (t)) ‘ —0= lim E (Ié”) (t)) ~0.

n—00 n—00 N— 00
Aleshores per tot n > 1:
E (0 1) =E (1{"(0) +E (£7®) +E (£7®) = 0+E (") +E (5" 1)) -

(3.10)
Notem que:

n—1
2 _au2

— t
> oy (W) (b1 — 1) = 5 /0 Pw.(s)(u)ds .
=0

lim E (12(") (t)) = lim _2“

n—oo n—o0

Per tant, prenent limits en (3.10) obtenim:

—au2

E <€wwc<t> _ 1) = lim E <1§">(t)) + lim E (1§">(t)) =3 /t Oy (w)ds +0 .
n—oo n—oo 0

—G’LL2

t
e —1= 5= [ o (wis. (311)

Substituint que @y, ;) (u) = e(®)  obtenim que si n(u) # 0 per tot t > 0 :

2

t 2 tn(u
etn(w) _ 1 — —‘;“ / oS Jg o ptn(w) _ 1 — —au? e —1
0

2 n(u)

Escollint ¢ > 0 tal que tn(u) # 2kmi amb k € Z, obtenim que efn(W) — 1 £ 0 i, per tant,
simplificant en ’equacié anterior obtenim:

2 2
—au® 1 —au
l=———=nu) =——
Si n(u) = 0, aleshores ’equacié (3.11) queda per tot ¢ > 0 :
_aqu? rt 2
eV —1= au/es'0d5<:>0: W —u=0.
2 J 2
Per tant, en qualsevol cas n(u) = _‘;“2 1w, 1) (u) = e~tau*/2 com voliem veure. Es a dir,
W. és un moviment Brownia amb variancia al/?. |
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