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Abstract

The aim of this dissertation is to introduce the world of topological four-manifolds. The
main result is Donaldson’s Theorem, which can be used to prove the existence of topolo-
gical manifolds that admit no differentiable structure.

First of all we will give preliminaries based on algebraic topology (cohomology mainly),
following with tools of differential geometry (vector bundles, connections and the basics
of gauge theories). In the most important part of this project we will check the proof
of Donaldson’s Theorem and the definition of Donaldson’s invariants. We will use these
results in order to see examples of manifolds that cannot have any differentiable structure
as well as the construction of an exotic R* and various vanishing theorems.

Resum

L’objectiu d’aquesta dissertacié és donar una introduccié al mén de les varietats to-
pologiques de dimensié 4. El resultat principal és el Teorema de Donaldson, el qual pot
ser utilitzat per provar 'existencia de varietats topologiques que no admeten estructura
diferenciable.

Primer donarem preliminars de topologia algebraica (cohomologia principalment), se-
guits d’eines de geometria diferencial (fibrats vectorials, connexions i els fonaments de
les teories gauge). En la part més important del projecte presentarem la demostracié del
Teorema de Donaldson i la definicié dels invariants de Donaldson. Utilitzarem aquests
resultats per a veure exemples de varietats que no poden tenir cap estructura diferenciable
aix{ com la construccié d'un R* exotic i diversos teoremes d’anullacié.
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1 Introduccio

1.1 Motivacid

L’estudi de les varietats topologiques de dimensié quatre han suposat la descoberta d’im-
portants teoremes sobre I’admissié d’estructures diferenciables. Localment aquestes vari-
etats son equivalents a R™ i sobre elles es poden definir coordenades locals que anomenem
cartes. L’equivalencia fonamental entre aquestes varietats sén els homeomorfismes. Re-
cobrint la varietat amb cartes obtenim un atles, i demanant que el canvi de cartes sigui
diferenciable obtenim una estructura diferenciable. Una varietat topologica amb una es-
tructura diferenciable s’anomena varietat diferenciable. L’equivaléncia associada a les
varietats diferenciables sén els difeomorfismes. Una de les preguntes més basiques que
sorgeixen en introduir aquests conceptes és la segiient: quantes estructures diferenciables
diferents (no difeomorfes) es poden trobar en una varietat topologica?

Les varietats topologiques de dimensié 3 o inferior admeten sempre una unica estruc-
tura diferenciable aixi que la pregunta la traslladem a dimensions més altes. Durant els
anys setanta del segle passat es van trobar invariants per a classificar varietats diferen-
ciables de dimensié 5 o superior. En particular les varietats compactes de dimensié més
gran o igual a 5 admenten un nombre finit d’estructures diferenciables. Tot i els avengos
en dimensié superior, el cas de les varietats topologiques de dimensié 4 va romandre es-
tancat durant anys. Després d’alguns resultats que van permetre comencar a avancgar
en aquest camp, el punt clau es va produir a 'any 1986 amb el teorema de Donaldson,
principal objecte d’aquest treball. A vista d’ocell aquest resultat afirma que certa forma
bilineal anomenada forma d’interseccié (un invariant associat a les varietats topologiques
compactes i orientables de dimensi6 4) diagonalitza sobre Z per a varietats diferenciables.
Gracies a aquests resultats es van poder trobar molts exemples de varietats topologiques
de dimensié 4 que no admeten cap estructura diferenciable. A més s’obria la porta a
la construccié dels anomenats R?* exotics, varietats topologiques homeomorfes perd no
difeomorfes a R%.

Tot i que R* és una de les varietats topologiques més simples realment suposa un exemple
sorprenent com a varietat diferenciable. De fet, R™ admet una tnica estructura diferen-
ciable per a n # 4 perd R* en té un nombre infinit no numerable. Una altre varietat
que pot servir d’exemple és S™. En la segiient taula obtinguda de | , Ch.3] es poden
veure el nombre d’estructures diferenciables s(n) que admet. Per a n = 4 es coneix que
hi ha com a minim una estructura diferenciable, pero es desconeix el nombre exacte i si
aquest és finit o infinit.

n 11234567 [8]9|10] 11 |12
sy |11 |1 (?7]1|1[28|2|8| 6 992 1

Taula 1: Nombre d’estructures diferenciables de S™.

Les tecniques utilitzades per a demostrar el teorema de Donaldson s’extreuen de les ano-
menades teories gauge. Aquestes teories provenen de la fisica, on s’utilizen per a descriure
el model estandard de la fisica de particules i altres teories quantiques de camps. Tot i que
d’origen llunya, aquestes eines poden ser interpretades a través de la geometria diferencial
mitjancant fibrats i connexions per a treure conclusions sobre la topologia de les varietats



de dimensié 4. De forma més concreta, una teoria gauge ve donada per un G-fibrat sobre
una varietat diferenciable, on G és un grup de Lie, i una connexié A definida en aquest
fibrat. Per als nostres objectius utilizarem com a grups d’estructura U(n) o SU(n). En
aquests casos parlem de teoria de Yang-Mills. D’especial importancia seran certes conexi-
ons anomenades instantons, que sorgiran com les solucions de certes equacions relatives a
la curvatura de la connexié A o, de forma equivalent, com certs punts critics del funcional
d’accié de la teoria de Yang-Mills. L’espai dels instantons té unes propietats topologiques
que ens permetran treure conclusions sobre la forma d’interseccio i les condicions per a
que aquesta diagonalitzi sobre Z.

Amb aquestes idees Donaldson va ser capag¢ de trobar nous invariants per a classificar
varietats topologiques compactes de dimensié 4 que van portar a la descoberta dels teo-
remes d’anullacio, entre d’altres. Tot i I'exit d’aquests invariants, van resultar dificils de
calcular a la practica, i a I’any 1994 es va trobar una alternativa provinent, altre cop, de
la fisica. L’anomenada teoria de Seiberg- Witten oferia uns altres invariants més facils de
determinar i totalment equivalents als que va descobrir Donaldson. L’idea era molt sem-
blant a la de la teoria de Donaldson: s’utilitzava una teoria de Yang-Mills supersimetrica
i s’estudiava l’espai de solucions de certes equacions per a treure conclusions sobre la
topologia de les varietats de dimensié 4. Es va veure que aquestes equacions incloien,
de certa manera, els instantons de la teoria de Yang-Mills. Encara que aquesta teoria és
un aven¢ molt important dins aquesta area, la demostracié original de Donaldson sobre
la diagonalitzacié de la forma d’interseccié segueix sent interessant per a entendre bé la
connexid entre els instantons i la topologia de les varietats de dimensio 4.



1.2 Estructura de la Memoria

L’objectiu principal és poder donar la demostracié del teorema de Donaldson i veure algu-
nes aplicacions representatives. D’aquesta manera la memoria esta organitzada en quatre
parts. En les dues primeres es desenvoluparan les eines estrictament necessaries per al
teorema i en les dues ultimes es donaran els principals resultats del treball.

En el primer capitol presentarem alguns preliminars de topologia algebraica. Recor-
darem la definicié dels grups d’homologia i de cohomologia singulars d’un espai topologic
i resumirem les eines que utilitzarem possant I’énfasi en la cohomologia. En aquest sentit
repassarem en format breu, sense prova, algunes construccions com la successié de Mayer-
Vietoris, la cohomologia relativa, els morfismes induits... Acabarem el capitol introduint
la forma d’interseccid, un invariant que té paper protagonista tant en ’enunciat com en
la demostracié del teorema de Donaldson, aixi com en algunes propietats entre aquest
invariant i els cobordismes.

Seguirem desenvolupant les eines més fonamentals del treball al segon capitol amb la
teoria de Yang-Mills. En el primer apartat recordarem els conceptes de fibrat, connexié
i curvatura per tal de definir el concepte d’instanté. Després estudiarem les equacions
de Yang-Mills i veurem que els instantons sén punts critics de 'anomenada accié de
Yang-Mills, el funcional d’accié d’on provenen les equacions amb el mateix nom. Com
a conclusi6 del capitol donarem l’exemple dels instantons en R* utilizant el llenguatge
que ens proporcionaran els quaternions, dels qual farem una petita introduccié. Com a
conseqiiencia obtindrem que ’espai dels instantons és no buit.

El resultat principal de la memoria vindra enunciat i demostrat en el tercer capitol.
Comencarem amb la part més teécnica de la prova del teorema de Donaldson, la qual
estard resumida per tal de centrar-nos en les idees fonamentals del teorema. Aquestes
seran presentades en el mateix apartat. Després construirem els invariants de Donald-
son i presentarem de forma breu la teoria de Seiberg-Witten per a que el lector pugui
veure cap a on s’ha dirigit amb el temps ’area de les varietats topologiques de dimensié 4.

Finalment, en el quart capitol veurem algunes aplicacions del teorema de Donaldson. Es-
collirem tres aplicacions representatives. En la primera provarem l'existencia de varietats
topologiques que no admeten cap estructura diferenciable mitjancant la forma d’intersec-
ci6 Eg. Veurem amb detall que la varietat Mg, #Mpg, n’és un exemple i donarem sense
prova els enunciats dels teoremes de Freedman i de Rokhlin per a comprendre el con-
text historic en el que apareix el teorema de Donaldson. En el segiient apartat parlarem
dels R* exotics i en donarem una construccié per després veure una forma d’obtenir-ne
més a partir d'una operacié anomenada suma final. La tercera aplicacié seran els teore-
mes d’anullacié, on veurem algunes condicions sota les quals els invariants de Donaldson
s’anullen.



1.3 Notacions i convencions

Al llarg d’aquest document utilitzarem algunes notacions que poden portar a confusid
0 que potser son poc habituals en altres arees. Per aquest motiu presentem algunes
convencions que seguirem.

e A la part de topologia algebraica utilitzarem X per a escriure un espai topologic
qualsevol. Denotarem per fu, f# els morfismes a nivell de cadenes i cocadenes,
respectivament, i per f., f* els morfismes a nivell d’homologia i de cohomologia,
respectivament.

e Quan parlem de fibrats, connexions i curvatura utilitzarem V per una connexié i 2
per la seva curvatura perd quan siguem dins el context de la teoria de Yang-Mills
utilizarem A i F4, respectivament. En algun moment puntual també s’utilitzara
una notacié creuada: V per la connexio i Fy per la seva curvatura. Quedara clar
per context quin parell de notacions estem utilitzant en tot moment. De manera
semblant farem servir dy i d4 per les derivades covariants exteriors.

e Els parentesis (-, ) tindran diverses interpretacions: en la majoria del treball seran
el morfisme d’evaluacié pero en el tercer capitol apareixeran els parentesis que de-
notaran el producte escalar en un espai addient i en la part final del cinque capitol
denotara certes formes bilineals especificades en el text.

Finalment presentem una petita llista de simbols que es poden prestar a confusié per a
facilitar la lectura del treball. A la dreta consta la primera pagina després d’aquesta en
la qual apareix el simbol en qiiestio.

Simbol Significat Pagina
— Producte cup 10
~ Producte cap 10
[vg, ..., Up]  Simplex amb vertexs ordenats: vy < ... < vy, 10
o Simplex singular 5
o(M) Signatura de la varietat topologica M 12
(a:b:...) Coordenades homogenies de CP" 7
cpr CP™ amb l'orientacié oposada 12
AE.g Espai de les connexions ASD 20
Mg Espai de moduli de connexions ASD 20
Mg, Compactificacié de M 26
M E,g Espai de moduli de connexions ASD irreductibles 27
M Espai de moduli dels monopols 30
MO Espai de moduli dels monopols amb punt base 30
M#N Suma connexa de varietats topologiques 33
MEN Suma final de varietats topologiques 36



2 Homologia, cohomologia i la forma d’intersecci6

2.1 Definicions dels grups d’homologia i de cohomologia

Comengarem donant els preliminars necessaris de topologia algebraica que aplicarem més
endavant. Primer parlarem dels complexos de cadenes de forma algebraica i donarem la
definicié de I’homologia d’un complex de cadenes de manera abstracta. Després passa-
rem a la construccié dels grups d’homologia d’un espai topologic i farem la contrapart
d’aquestes definicions per la cohomologia.

Definicié 2.1. Sigui R un anell commutativ unitari. Un complex de cadenes de R-moduls
és un parell (M, 0x) on M, és una successié de R-moduls ambn >0 i 0, : My, — My
son morfismes de R-moduls tals que 0y 0 Opy1 = 0 per a tot n > 1. L’escriurem de la

seguent manera:

17)

0, 19) On -
C I Mo 5 M, s My = -

Si M, és un complex de cadenes de R-moduls definim els n-cicles i les n-vores de
M, com els sub-R-moduls de M,, donats per Z,(M,) = ker0d, i Bp(M,) = imJp41,
respectivament. Observem que 0, © 0,41 = 0 implica B, (M,) C Z,(M,), fet que motiva
la segiient definicid.

Definicié 2.2. Per a totn > 0, el R-modul d’homologia n-éssim d’un complex de cadenes
de R-moduls (M, 0y) esta definit com:

H, (M) = Zn(M.)/Bp(M.).

Passem a definir I’homologia singular d’un espai topologic X. Donat n un enter no
negatiu definim un n-simplex com:

A" = {x ER"‘H\O <z <lyzg+..+x, =1}

Anomenarem n-simplex singular a tota aplicacié continua o : A™ — X. Aquestes aplica-
cions generen un grup abelia lliure que denotarem per S, (X).

Definicié 2.3. L’operador vora és un morfisme de grups Op, : Sp(X) — Sp—1(X) donat

per:
n

Ono = (~1)'cod;,

=0

on & : A" 1 — A" amb 0 < i < n és Uaplicacié continua definida com:
5i(1130, Ly eeey {L‘nfl) = (l’o, LlyeeeyLj—1, 0, Ly eeey l‘nfl)-

Fent un petit calcul es pot comprovar que 9, o 9,41 = 0 de forma que el parell
(S«(X), 04) és un complex de cadenes de grups abelians.

Definicié 2.4. Sigui X un espai topologic i n un enter no negatiu. Definim el n-essim
grup d’homologia singular H,(X) de X com el grup d’homologia n-éssim del complex de
cadenes (S«(X),0x), €s a dir:



Arribats fins aquest punt anem a contruir els grups de cohomologia d’un espai topologic
seguint les passes que hem fet anteriorment amb ’homologia.

Definicié 2.5. Sigui R un anell commutativ unitari. Un complex de cocadenes de R-
moduls és un parell (M*,6*) on M™ és una successié de R-moduls ambn >0 i 6™ : M™ —
M™1 sén morfismes de R-moduls tals que 6"t o 6™ =0 per a tot n > 1. L’escriurem de

la segiient manera:

6n+1 o 5n71 _ (5n72
e M S M — M —

De manera analoga amb el que féiem en els complexos de cadenes, podem definir els
n-cocicles i les n-covores com Z"(M*) = ker " i B"(M*) = imd™ !, respectivament.
L’igualtat 6"! o 6" = 0 implica B"(M*) C Z"(M*) amb la qual cosa podem donar la
segiient definicié.

Definicié 2.6. Per a tot n > 0, el R-modul de cohomologia n-éssim d’un complex de
cocadenes de R-moduls (M*,6*) esta definit com:

H™(M*) = Z"(M*)/B"(M*).

Anem a definir la cohomologia singular d’un espai topologic X. Si (S.(X), ) és un
complex de cadenes de grups abelians aleshores podem definir un complex de cocadenes
que denotarem per (S*(X),8*) prenent el dual. Es a dir, $"(X) = Hom(S,,(X), R) amb
loperador covora 6™ : S™(X) — S™1(X) donat per §" = Hom(9,, R) formen un complex
de cocadenes de grups abelians ja que Iigualtat 0, o 9,41 = 0 déna lloc a 6! o " = 0.

Definicié 2.7. Sigui X un espai topologic i n un enter no negativ. Definim el n-essim
grup de cohomologia singular H"(X) de X com el grup de cohomologia n-éssim del com-
plex de cocadenes (S*(X),d%), és a dir:

H™(X) = H"(S*(X)).

2.2 Construccions

Ara introduirem algunes eines que utilitzarem en properes seccions i capitols. Presentarem
la successié de Mayer-Vietoris aixi com la cohomologia relativa, entre d’altres. Alguns
d’aquests resultats no seran demostrats. Les proves es poden trobar en [ ].

Teorema 2.8. Sigui X un espai topologic recobert pels interiors de dos subespais A i B.
Aleshores tenim la successio exacta llarga:

s Ho(X) 25 Ho(An B) ") H,(4) @ Ho(B) B Hu(X) — -

oni:ANB— A, j:ANB—B,k:A— X il: B— X sdn inclusions.

Anomenarem successio de Mayer Vietoris en homologia a anterior successié exacta
llarga. El segiient resultat és ’analeg en cohomologia singular.

Teorema 2.9. Sigui X un espai topologic recobert pels interiors de dos subespais A i B.
Aleshores tenim la successio exacta llarga:

s HYXO) M Ay e BYB) S Hr (AN B) D B (X)) — -

oni:A—>ANB,j:B—>ANB,k: X —>Ail: X — B.



Com abans, direm successié de Mayer-Vietoris en cohomologia per referir-nos a la
successié exacta llarga del teorema anterior. Tot seguit farem un parell d’exemples d’a-
plicacié centrats en la cohomologia, que tindra molt més protagonisme que ’homologia
alhora de provar el teorema de Donaldson. També seran uns exemples que sortiran en la
segiient seccié. El primer sera de caire més teoric.

Exemple 2.10. Utilitzarem la successié de Mayer-Vietoris per a demostrar que si X i Y
s6n dos espais topologics aleshores H"(X UY) =2 H"(X) ® H™(Y) per a tot n. Tenim:

i — H"HXNY) — HY(XUY) — HY(X)o H'(Y) — H"(XNY) — ---

En tenir una unié disjunta X LY llavors X NY = @. Tenint en compte que H" (&) =0
per a tot n:

i — 00— H"(XUY) - H" (X)) H"(Y) —0— ---
Aixi doncs obtenim un isomorfisme H"(X UY) = H"(X) @ H"(Y) per a tot n.

Exemple 2.11. Calcularem la cohomologia de CP". Primer, observem que CP"™ = UUV
on U iV s6n oberts definits com:

U={(20:...:2,) € CP"|2 # 0},

V:(Cpn\{(lz():...:())}-

Recordem que (zp : ... : z,,) denoten les coordenades homogenies d’un punt de CP". Com
que estem sota les hipotesis del teorema de Mayer-Vietoris, tenim:

-os — HP(CP") — HP(U)® H"(V) — HP(UNV) — HPTH(CP") — - ..

Donat que U és contractible a un punt z, V és homotopicament equivalent a CP?~! i
UNV ho és a S?"! llavors podem escriure:

... — HP(CP") — H?({z}) ® H’(CP" 1) — HP(S*" 1) — HPTY(CP") — ---
Sil<p<2n—1 obtenim:
.. — 0 — HP(CP") — HP(CP" ) — 0 — ---

Per tant tenim un isomorfisme HP(CP™) = HP(CP"~!). Fem el cas p = 1 tenint en
compte que en ser CP™ connex aleshores H°(CP") = Z:

7®7— 7 — HY(CP") — HY(CP"') —0— ---

Per exactitud, H*(CP") = HY(CP" 1) i iterant, H'(CP") = H*(CP") = 0. Finalment
per ap=2n—1:

oo — 0 — H™ Y(CP") — H™ (CP" ) — Z — H*™(CP") — H*™(CP" ) — ...

Com que la dimensié de CP"~! és 2(n—1) = 2n—2 aleshores H>"~1(CP") = H**(CP"!) =
0. Com a conseqiiencia H?"~1(CP") = 0 i obtenim l'isomorfisme H?"(CP") = Z. Com a
conclusié, la cohomologia de CP™ és:

Z sipparell 0 < p <n,
0 en altre cas.

HP(CP™) = {



A partir d’aqui comentarem algunes eines més en format breu.

Cohomologia relativa. Si A és un subespai d’un espai topologic X definim S, (X, A) :=
Sn(X)/Sn(A). Tenim la successié exacta curta:

0— Sp(A) — Sp(X) — Sp(X,A) — 0.

Aplicant Hom(-, G) i definint S™(X, A; G) = Hom(S,, (X, A), G) obtenim la successié exac-
ta curta:
0+— S"(A;G) +— S"(X;G) +— S"(X,A;G) +— 0.

Ara, tenim I'operador covora 6"t : S*(X, A;G) — S"TH(X, A;G) de forma que podem
definir la cohomologia relativa de la manera ja habitual: H"(X, A;G) = ker §"/im 6"~ 1.
Donada la successié exacta curta anterior podem escriure una successio exacta llarga en
cohomologia:

co— HY(X,A;G) — H"(X;G) — H"(A;G) — H"N(X,A;G) — - -

Morfismes induits. Considerem X.Y espais topologics i f : X — Y una aplicacio
continua. f s’estén a un morfisme de grups fy : S, (X) — Sp(Y) donat per:

f# (Z SiUz‘) = sifs(0i),

i

on o; : A" — X és un n-simplex singular. A més tenim que fx commuta amb I'operador
vora:

Ofsu = fud.

L’anterior igualtat implica que I’homologia es pot veure com un functor covariant de la
categoria dels espais topologics en la categoria dels grups abelians. fx envia cicles a cicles
i vores a vores amb la qual cosa indueix un morfisme de grups f, : H.(X) — H.(Y). Quan
dualitzem aquest procediment obtenim una aplicacié a nivell de cocadenes f# : S™(Y) —
S™(X) de forma que l'anterior aplicacié commuta també amb I'operador covora:

Sf7 = f7s.

Aixi doncs f# indueix un morfisme de grups f* : H*(Y) — H*(X). D’aquesta manera
la cohomologia es pot veure com un functor contravariant en la categoria dels espais to-
pologics en la categoria dels grups abelians.

Invariancia homotopica. Utilitzant el punt anterior tenim que si X 1 Y sén dos espais
topologics i f,g : X — Y dues aplicacions homotopiques entre elles aleshores indueixen
morfismes fi, g, : H*(X) - H*(Y) i f*,¢*: H*(Y) — H*(X) de manera que f, = g, i
ff=g". Es a dir, 'homologia i la cohomologia sén invariants per homotopies.

Teoremes dels coeficients universals. Fins ara hem considerat que els elements dels
grups de cadenes i cocadenes siguin Z-combinacions lineals dels elements de la base, pero
no hi ha cap motiu per limitar-nos a considerar coeficients enters. En general, podem fer
la construccié dels grups d’homologia i de cohomologia utilitzant coeficients en un grup
abelia G. Els denotarem per H,(X;G) i H"(X; G). Si no especifiquem el grup de coefici-
ents i escrivim H,(X) i H"(X) llavors ens estarem referint als coeficients enters com fins



ara. La relacié que hi ha entre els grups d’homologia i de cohomologia amb coeficients
enters i amb coeficients en un grup abelia general I'estableix el teorema del coeficient
universal. En tenim dues versions, una en homologia i una altre en cohomologia:

e Si M és un complex de cadenes de grups abelians lliures aleshores tenim la successié
exacta curta:

0— H,(M)®G — H,(M;G) — Tor(H,—1(M),G) — 0.

e Si un complex de cadenes M té grups d’homologia H, (M), aleshores els grups de
cohomologia H™(M; G') amb coeficients en G del complex de cocadenes Hom(M,,, G)
venen determinats per la successié exacta curta:

0 — Ext(Hy,_1(M),G) — H"(M;G) — Hom(H,(M),G) — 0.

En Penunicat dels dos teoremes en trobem els functors Tor i Ext. Anem a donar la seva
definicié. Denotarem per R un anell i A, B sén R-moduls.

Considerem la resolucié projectiva:
o= P — P — Py — A—0.

Podem formar un nou complex de cadenes si traiem A i fem producte tensorial per la
dreta amb B:
o —> PP®rB—Pi®rB — Ph®r B — 0.

Definim el functor Tor*(A, B) com I’homologia de I’anterior complex de cadenes en la
posicié i, per a cada 1.

De manera semblant, considerem la resolucié injectiva:
0—B—I1"—TI1"—1°— ...
Si traiem B i apliquem el functor Hom obtenim:
0 — Homp(A, I°) — Homp(A, I') — Homp(A,I?) — - --

Definim el functor Ext% (A, B) com la cohomologia de I'anterior complex de cocadenes en
la posicio i, per a cada 1.

Cohomologia de de Rham. Sigui M una varietat diferenciable. Denotem per Q¥ (M)
I’espai de les k-formes diferencials en M. Considerem el complex de cocadenes:

0 — QM) % (M) L 02 () L -
Aquest complex esta ben definit ja que tenim definida una aplicacié anomenada derivada
exterior d : QF(M) — QF1(M) que compleix d? = 0. Direm que una k-forma diferencial
a és tancada si dw = 0 1 ezxacta si existeix una (k — 1)-forma diferencial 8 tal que
df = «a. Observem que totes les formes exactes sén tancades en virtut de la propietat
d?> = 0. Tot i aix{ no totes les formes tancades sén exactes. Definim el k-éssim grup de

cohomologia de de Rham com la cohomologia del complex de cocadenes anterior, és a dir,
HEL(M) = Z¥(M)/B*(M), on Z¥(M) = ker(d : Q¥(M) — QFF1(M)) és I'espai de les



k-formes diferencials tancades i B¥(M) = dQ2*~1(M) és I'espai de les k-formes diferencials
exactes.

Els grups de cohomologia H ij(M ) sén isomorfs a H¥(M;R) per a tot k. Aquest
resultat és conegut com a teorema de de Rham. Si w € HX,(M) i ¢ € Hy(M) aleshores
I’isomorfisme ve donat pel morfisme d’integracio:

[w]n—)/cw.

La definicié d’aquests grups de cohomologia també funciona en el cas que tinguem formes
diferencials complexes. Aquesta segona versié dels grups de cohomologia de de Rham la
distingirem del cas real mitjancant la notacié H¥,(M;C).

Producte cup. Utilitzarem cohomologia en un anell de coeficients R. Siguin a €
SP(X;R)ibe SYX;R), definim el producte cup com:

(a—10d)(o)=a (U|[vo,...,vp]) b (U|[vp,...,vp+q]) )

on o : APT4 — X és un simplex singular. Tot seguit veurem que aquesta aplicacié indueix
un producte cup en cohomologia —: HP(X;R) x HY(X;R) — HPT4(X;R). Per fer-ho
observem que si o : APT9Hl 5 X es un altre sfmplex singular aleshores:

p+1
(0= 0)(0) = > _(~1)'a (0 ljvg,...t0rpi1]) b (Olivps,piasa])
=0
ptq+1 '
(=1(a = 8b)(@) = D (=1)'a (livg,...o0) b (Olpopscstissprana) -
i=p

Sumant obtenim d(a — b) = da — b+ (—1)P(a — db). Gracies a aquesta igualtat podem
concloure:

1. El producte cup de dos cocicles és un cocicle. En efecte, si a i b sén cocicles
aleshores da = 01 6b = 0 amb la qual cosa d(a — b) = da — b+ (—1)P(a — 6b) =
0—b+ (=1)P(a—0) =0, és a dir, a — b és un cocicle.

2. El producte cup d’un cocicle amb una covora o a 'inrevés és una covora ja que si a
és un cocicle i b una covora com que da = 0 llavors §(a — b) = da — b+ (—1)¥(a —
db) = (—1)P(a — 0b), cosa que implica a — db = (—1)"P§(a — b).

En definitiva, s’indueix un producte cup en cohomologia —: HP(X;R) x H{(X;R) —
HP'4(X; R) que és associatiu i distributiu, propietats que hereda del producte cup a ni-
vell de cocadenes.

Dualitat de Poincaré. Anem a veure la relacié que hi ha entre ’homologia i la co-
homologia en el cas de tenir una varietat topologica compacta i orientable. L’idea és
construir una aplicacié H¥(M; R) — H,,_x(M; R) que esdevindra un isomorfisme. Per a
fer-ho utilitzarem ’anomenat producte cap.

Si tenim un espai topologic X, definim el producte cap com una aplicacié —~: Si(X; R) x

SYX;R) — Sp_;(X;R) donada per 0 —~ ¢ = SO(U’[UO,...,W})U|[vl,...,vk] amb [ < k, o :
AF - X i ¢ € SYX;R). Per veure que aquesta aplicacié indueix un producte cap en
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homologia i cohomologia utilitzarem la férmula (c —~ @) = (=1){(da ~ ¢ — o —~ ).
Es demostra per un calcul directe que es pot veure a | , p.240]. D’aquesta férmula
es dedueix que el producte cap d’un cicle i d’un cocicle és un cicle i si do = 0 aleshores
d(oc —~ ¢) = (0 —~ dp) amb la qual cosa el producte d’'un cicle amb una covora és una
vora. Finalment si ¢ = 0 llavors d(c —~ ¢) = £(do —~ ¢), per tant el producte cap
d’una vora i un cocicle és una vora. En definitiva, el producte cap indueix una aplicacié
~: Hy(X;R) x HY(X; R) — Hy_;(X; R) que és R-lineal en cada variable i que seguirem
anomenant producte cap.

Abans d’enunciar el teorema de dualitat de Poincaré, necessitem un parell de concep-
tes més. Primer, una R-orientacié d’una varietat topologica M és una assignacié d’un
generador de Hy, (M, M \ {z}; R) per cada x € M. D’altre banda, la classe fonamental
de M és un element [M] € H,(M;R) tal que la seva imatge en H,(M,M \ {z};R) és
un generador per cada x € M. La seva existencia esta demostrada al teorema 3.26 de

[ J:

Teorema 2.12. Sigui M una varietat topologica i R—orientable amb classe fonamen-
tal [M] € H,(M;R). Aleshores l'aplicacié D : H*(M;R) — H,_,(M;R) definida per
D(a) = [M] ~ « és un isomorfisme per a tot k.
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2.3 La forma d’interseccid

Un dels ingredients fonamentals a la prova del teorema de Donaldson és la forma d’in-
terseccié. Aquest és un invariant que es fa servir per a classificar certs tipus de varietats
topologiques. En aquesta seccié la definirem i veurem les seves principals propietats, en
especial la que es relaciona amb els cobordismes.

L’aplicacid (-,-) : S™(X) x Sp(X) — Z donada per (p,9) = (1) indueix una aplica-
ci6 (-,-) : H"(X; R) x Ho(X; R) — R que anomenarem morfisme d’evaluacid.

Definicié 2.13. Sigui M una varietat topologica compacta i orientable de dimensid 4.
La forma d’interseccié és la forma bilineal simétrica Qy : H2(M;Z) x H*(M;Z) — Z
donada per Qur(a,b) = (a — b, [M]).

També utilitzarem la notacié Qar(a,b) = (a — b)[M]. Si a més suposem que M és
simplement connexa aleshores la seva topologia es simplifica molt. En aquest cas tenim
Ho(M) =2 Z i Hi(M) = m(M)/[m (M), 71 (M)] = 0. A més obtenim que Ha(M) és
lliure de torsi6. Aixi doncs H?(M) = Hom(Ho(M),7Z) = Hy(M). Finalment aplicant la
dualitat de Poincaré, Hy(M) = Z i H3(M) = 0.

El nom que rep la forma d’interseccié ve justificat per la seglient interpretacié geometrica.
Si afegim ’hipotesi de ser varietat diferenciable a M llavors podem representar cada classe
s € Ha(M) com una superficie ¥ compacta i orientable. En concret, existeix un embed-
ding (diferenciable) ¢ : ¥ < M tal que t.([X]) = s, on ¥ és la classe fonamental de
Y. Ara, si s1,s9 € Hyo(M) estan representades per superficies ¥; i Yo respectivament,
aleshores les dues superficies s’intersecten de forma transversal i el producte cup de les

classes duals és:
S]] = D &),
peEX 1N

on €(p) = +1 si les orientacions de T),X; i 7,3 donen 'orientacié de T,M i e(p) = —1 en
cas contrari.

Anem a parlar de 'invariant més important associat a la forma d’interseccié: la seva
signatura. En ser Qs una forma bilineal simetrica aleshores diagonalitza sobre R, fet que
ens porta a donar la seglient definicio.

Definicié 2.14. Sigui b™ (resp. b~ ) la dimesié d’un subespai mazimal on Qpr és definida
positiva (resp. definida negativa). Definim la signatura o de M com la signatura de Qpr,
és a dir, o(M) =b" —b~.

Ara veurem alguns exemples de formes d’interseccio i de signatures. Podriem comengar
prenent M = S* per ser és el cas més simple perd com que Ho(S?*) = H?(S*) = 0 llavors
la forma d’interseccié no té interes. Es per aix0 que donarem exemples una mica més
complexos.

Exemple 2.15. Calculem la forma d’interseccié de CP2. Utilitzant I’exemple que hem
tractat a 'anterior seccié tenim H?(CP?) = Z{l} on [ és una classe tal que [ -1 = 11i el
seu dual de Poincaré és la classe fonamental d’una recta projectiva [L] = [(CPl] . Donada
una segona recta projectiva L’ diferent de L llavors la seva interseccié L N L' es un punt.
Aixo implica Qcp2 = (+1). Observem que la seva signatura és o(CP?) = +1. Si denotem
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per CP? el pla projectiu complex amb l'orientacié oposada aleshores seguint el mateix
argument tenim Qzpz = (—1) i la seva signatura és o(CP?) = —1.

Exemple 2.16. Considerem ara M = S? x S2. Tenim Ho(S? x S?) = Z2, i esta generat
per a = [S? x {z}] i b= [{z} x $?], on z és un punt. Calculant obtenim que la forma

d’interseccié en la base {a, b} és:
01
C)SQXS2 - (1 O> :

Si diagonalitzem obtenim els valors propis +1 i —1. Per tant o(S? x S2) = 0.

Exemple 2.17. Com a ultim exemple donarem la superficie K32. La definim com el
conjunt K3 = {(z1: 29 : 23 : 24) € CP3|2{ + 23 + 25 + 2} = 0}. Aquesta és una superficie
complexa (per tant té dimensié real 4) i la seva forma d’interseccié és:

QK3 = ©2(—Es) @ 3H,

on la matriu H és 'anomenada forma hiperbolica:

0 1
H = :
Tot seguit parlarem d’algunes caracteristiques de la forma d’interseccié que aniran

sortint durant les segiients seccions.

Definicié 2.18. Sigui Qps una forma d’interseccid.

e Anomenarem rang de Qs a la dimensié de H?(M).

e Direm que Qs és parella si Qpr(a,a) és parell per a tot a i direm que Qpr és senar
en cas contrari.

o Qur sera definida positiva si Qar(a,a) > 0 per a tot a # 0, definida negativa si
Qnr(a,a) <0 per atota # 0 iindefinida si Qur(a,a) > 0 per alguns a i Qpr(b,b) < 0
per alguns b.

e Direm que Qpr €s unimodular si és invertible sobre els enters.

Un dels fets que utilitzarem a la prova del teorema principal del treball és que la
signatura és invariant per cobordismes.

Definici6 2.19. Siguin M i N varietats diferenciables compactes i orientables de dimen-
si0 d. Un cobordisme orientat entre M i N és una varietat diferenciable W compacta i
orientable de dimensié d+ 1 amb vora tal que OW = M UN. En aquest cas diem que M
1 N son cobordants.

Per a provar el resultat abans esmentat necessitarem un lema previ: la signatura d’una
varietat és additiva.

Lema 2.20. Siguin M i N dues varietats topologiques compactes i orientables de dimensio
4. Aleshores o(M UN) =0o(M)+ o(N).

2En honor als matematics Kummer, Kodaira i Kahler.
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Demostracio. Hem de provar o(M U N) = o(M) + o(N), que és equivalent a veure
Qumun = Qum + Qn. Per definicié de forma d’interseccié Qaun = (a — b)[M U N,
o(M) = (ap — by)[M] i o(N) = (ay — by)[N] amb [M UN] € H*(M UN), [M] €
H*(M) i [N] € H*(N). Si aconseguim demostrar que [M U N] = [M] + [N], haurem
acabat. Aixo és equivalent a provar que H*(M U N) = HY(M) @ H*(N), perd aquest
isomorfisme és el cas n = 4 del primer exemple que vam veure d’aplicacié de la successié
de Mayer-Vietoris. Finalment:

Quri = (a — DM UN] = (a — b)((M] + [N]) = (a — b)[M] + (a — b[N] = Qu +Qu
O

Proposicié 2.21. Siguin M i N dues varietats diferenciables compactes i orientables de
dimensio 4 cobordants. Aleshores o(M) = o(N).

Demostracié. Es suficient veure que M U N té signatura 0 ja que en aquest cas utilitzant

el lema anterior i pel fet que Qg7 = —Qu implica o(M) = —o(M) tenim:

O=0c(MUN)=0c(M)+0o(N)=0c(M)—0c(N)=oc(M)=0c(N)

Sigui W un cobordime de M a N. W té vora OW = M LU N. Volem demostrar que
o(OW) = 0. Considerem el seglient diagrama commutatiu:

HX(W;R) —"— H2(0W;R) - H3(W, 0W;R)

J: J: J:

H3(W,0W;R) —" Hy(OW; R) —"— Hy(W;R)
Les seves files sén exactes i els morfismes verticals son isomorfismes per la dualitat de

Poincaré. Denotem per ¢ : 9W — W l'inclusié de la vora de W en W. Anem a demostrar
que @ s’anulla en i* H2(W). Tenim:

Qi (a),i" (b)) = i*(a — b)[OW] = i*(a — b)(0[W,0W]) = §*i*(a — b)[W,0W] = 0

En la primera igualtat hem fet servir que i*(a) — i*(b) = ¢*(a — b) i en 'ultima hem
utilitzat I'exactitud de les files del diagrama anterior.

Ara, observem que per l'exactitud de la fila superior del diagrama anterior tenim
H?(OW) = imi* @ im 6*. Com que im 6* = im i, i pel fet que i, és el morfisme dual de 7*
llavors H2(OW) & imi* @ im4*. Es a dir, dim H?(0W;R) = 2dim i* H?(W;R).

Finalment si diagonalitzem la matriu de Q sobre R obtenim una descomposicié H?(0W;R) =
H?(OW;R) & H2(0W;R) on HZ(OW;R) és un subespai on @ és definida positiva i
H?(OW;R) un subespai on ) és definida negativa. Tenim dim H2 (OW;R) = dim H? (0W;R)
ja que en cas contrari si dim H? (0W;R) > 1dim H?(0W;R) + 1 = dim i*H*(W;R) + 1
aleshores i*H%(W;R) i H7(0W;R) s’intersecarien en un subespai de dimensi6 1 o supe-
rior. Com a conseqiiencia Q no s’anulla en i* H2(W), cosa que és una contradiccié amb
el que acabem de veure. Per tant H? (9W;R) i H2(9W;R) tenen la mateixa dimensio,
cosa que implica o(OW) = 0. O
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3 Instantons i ’equacié de Yang-Mills

En aquesta seccié desenvoluparem la segona eina indispensable per a demostrar el teorema
de Donaldson: els instantons. Aquests sén un tipus de connexions definides sobre fibrats
vectorials. Per aquest motiu dedicarem un apartat a recordar els conceptes basics relatius
als fibrats, les connexions i la seva curvatura. Seguidament definirem els instantons i
veurem que sén solucions de 'anomenada equacid de Yang-Mills. Finalment donarem
exemples concrets en R?.

3.1 Fibrats, connexions i curvatura

Definicié 3.1. Sigui M una varietat diferenciable. Un fibrat vectorial de rang n és una
varietat diferenciable E amb una aplicacio diferenciable m: E — M exhaustiva tal que:

e Cada conjunt m—(x) és un espai vectorial real de dimensié finita.

e Per a tot punt x € M existeiz un entorn obert U C M que conté x, tenim un
difeomorfisme ¢ : U x R* — 7= 1(U) tal que (7o ¢)(z,v) = = per a tot v € R™ i
Vaplicacié v — @(z,v) és un isomorfisme entre R™ i 7~ 1(x).

Durant el text direm espai base a M, espai total a F, morfisme de projeccié a l'a-
plicacié 7 i fibra a m~!(x). També utilitzarem E, com a notacié alternativa a 7 !(z).
Anomenarem seccio de E a tota aplicacié diferenciable s : M — E tal que mo s = Idyy,.
Denotarem per I'(E) 'espai vectorial de seccions de E.

Un dels exemples més habituals de fibrat vectorial és el fibrat tangent T M sobre una
varietat diferenciable M. Com a conjunt es defineix mitjancant I'unié disjunta dels espais
tangents T}, M a cada punt p € M:

™ = | | T,M.
peEM

En aquest exemple la projeccié 7w : TM — M ve donada per m(x,v) = x. Les seccions
sén els camps vectorials tangents sobre M. De manera analoga podem parlar del fibrat
cotangent:
* _ *
M = | | T; M,
peEM

on T,y M és 'espai cotangent, dual a T, M. Ara, les seccions sén 1-formes diferencials. Un
tercer exemple és el fibrat normal d’una subvarietat diferenciable M C R", consistent en
l’assignacié d’un espai normal (el complement ortogonal de T,M) en cada punt de M.

Donat un fibrat vectorial E, hi ha un recobriment per oberts {U,} de manera que la com-
posicié goaogogl : (UaNUg) xR™ = (UaNUg) x R™ ve donada per gpaogpgl(x, v) = (2, gapv)
on gag : Uo NUg — GL(n). Aquestes aplicacions g,3 determinen el fibrat vectorial £
juntament amb una condicié addicional anomenada condicio de cocicle:

9ap(1)gps(x)gsa(z) = Id.

Com que les aplicacions gog tenen la seva imatge continguda en GL(n) llavors diem que
E és un GL(n)-fibrat i que GL(n) és el grup d’estructura de E. En general, si les imatges
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estan contingudes en un subgrup G' de GL(n) aleshores diem que E és un G-fibrat® i que
hem reduit el grup d’estructura de E a G. Per als nostres proposits ens centrarem en els
fibrats vectorials que tenen espais vectorials complexos com a fibres.

Definici6é 3.2. Diem fibrat vectorial complex a un fibrat vectorial E amb una aplicacio
lineal J : E — E tal que J?> = J o J = —1d.

De fet, un fibrat vectorial complex el podem obtenir fent una reduccié del grup d’es-
tructura d’E a GL¢(n).

Definicié 3.3. Una métrica Hermitica en un fibrat vectorial complex E és una seccio
h e T'(E ® E*) tal que:

d hp(n,@ = hp(Caﬁ); per a tot n, C € Ep'
e h,(¢,C) >0, per a tot ¢ € E,\ {0}.

Els fibrats en els que ens centrarem tindran grup d’estructura U(n) i SU(n). Recordem
que aquests son els grups unitari i unitari especial, respectivament. Com a conjunts estan
definits com U(n) = {U € GL¢(n)|UTU = UUT =1d} i SU(n) = {U € U(n)|detU = 1},
on T denota la conjugada trasposta. Nosaltres a més els veurem amb ’estructura de grups
de Lie, és a dir, els veurem com a grups i varietats diferenciables alhora.

Definicié 3.4. Un fibrat U(n) és un fibrat vectorial complex E amb una métrica Hermitica
h. Un fibrat SU(n) és un fibrat U(n) amb una seccié o de A"E de longitud unitat.

Ara passarem a definir connexions en fibrats vectorials. Tot i que el més habitual és
introduir-les a partir del transport parallel, nosaltres no ho necessitarem aixi que seguirem
un cami més abstracte.

Definicié 3.5. Sigut E — M un fibrat vectorial. Una connexié o derivada covariant en
E és una aplicacio V : T(TM) x T'(E) — T'(E), que escriurem com (X,Y) — VxY, tal
que, per a tot f,g € C*°(M) ia,beR:

o V és C®°(M)-lineal en Y :
VixitexY = fVx,Y +gVyx,Y.
o V és R-lineal en Y:
Vx(aYr + bYs) = aVxY) + bVxYa.

o Es satisfa la segiient regla del producte:

Vx(fY) = fVxY + X(f)Y.

Donat que el nostre interes esta centrat en els fibrats U(n) i SU(n) tot seguit donarem
una definicié de connexié que preserva l'estructura d’aquests fibrats. Denotarem per (-, -)
el producte escalar associat a una metrica hermitica. Posarem E per anomenar els fibrats
U(n) o SU(n), depenent del context.

3Per motius d’espai utilitzarem el concepte de G-fibrat per a ellaborar els objectius principals del
treball. Tot i aixo0 el lector ha de saber que tots els resultats es poden enunciar i demostrar en termes dels
G-fibrats principals, concepte potser més utilitzat en la literatura.
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Definicié 3.6. Sigui V una connexié definida en un fibrat U(n). Direm que V és una
connexio U(n) si es compleix, per a totes les seccions s1 i Sa:

d<$1, 82> = <V81, SQ> + <81, VSQ> .

De la mateiza manera si V és una connexio definida en un fibrat SU(n), direm que V és
una connexid SU(n) si és una connexié U(n) tal que VA'F = 0.

A vegades també parlarem de U(n)-connexi6 i SU(n)-connexié. Una manera equivalent
de donar una connexié és mitjangant una aplicacié dy : I'(E) — ['(E @ T* M) tal que:

dv(fs) = fdvs+s®df.

Sovint I'anomenarem derivada covariant exterior. Es compleix Vxs = (dys)X. També
podem donar una connexié de forma local gracies a la connexié trivial d. Si U és un obert
de M llavors E|y =2 U x R™ i podem escriure:

V=d+w,

on w és una matriu quadrada de 1-formes d’ordre n que determina la connexié V lo-
calment. L’anomenem I-forma de connezxid. Si (eq,...,en) és la base estandard de R”

aleshores:
Vs(x) = Z ds; + Zwijsj ;.
i J
De la mateixa manera podem donar la descripcié local de dy en termes de la 1-forma de

connexio w:
dv =d+ w.

Composant dues vegades la connexié trivial d obtenim d? = d od = 0 perd en general
d2V = dy ody # 0. Aquest fet motiva la introduccié del segiient concepte:

Definicié 3.7. La curvatura d’una connexié ¥V és una 2-forma 2 € C*(A3, ® End(E))
donada per Q A s(z) = d%s(z).

Diem que una connexiéo V és plana si 2 = 0. En cas de que 'espai base M sigui
simplement connex aleshores V és trivial si i només si el fibrat E és trivial, és a dir, si és
de la forma E = M x R".

Tot seguit donarem una férmula per a {2 que utilizarem en la segiient seccio.
Proposicié 3.8. Es compleix Q = dw + %[w, w].
Demostracio. Prenent la descripcié local de la derivada covariant exterior dy podem

escriure, per a tota seccid s:

QANs=dy(ds+wAs)
=d(ds+wANs)+wA(ds+wAs)

= d%s 4+dw A s —wAds +wAds +wA (WA s)
0
=dwANs+wA(wAs)

1
:dw/\s+§[w,w]/\s.

Cosa que demostra la proposicié. O
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Recordem que si A i B sén una p-forma diferencial i una ¢-forma diferencial respec-
tivament aleshores [4,B] = AA B — (—1)PYB A A. D’aquesta manera [w,w] = 2w A w i
podem escriure:

Q=dw+wAw.

Utilitzarem ambdues expresions segons ens calgui.

Proposicié 3.9. Es compleiz ’anomenada identitat de Bianchi dv$) = 0.

Demostracio. Tenim:
dyQ = dQ + [w, Q]

1 1
— 2 - -
= dow +2d[w,w] + [w, dw] + 5 [w, [w,w]]

= %d(Zw Aw) + |w, dw] + %[‘*’v [w, w]]

= L] + o] + 5[, o,
=0.

(]

Definicié 3.10. Sigui E un fibrat SU(n). Una transformacié gauge és un automorfisme
de E.

Les transformacions gauge formen un grup amb la composicié. L’anomenarem grup
gauge i actua sobre les connexions com V — gVg~!, per a tota una transformacié gauge
g. De forma semblant Q — gQg~!.

La curvatura d’un fibrat vectorial déna lloc a importants invariants que seran realit-
zats com classes de cohomologia. Direm que una funcié polinomial f : gl(n,C) — C
és invariant si f(M—TAM) = f(A), per a tota M € GL(n). L’algebra dels polinomis
invariants esta generada per elements 0;(A) amb i = 1, ..., n, que s6n polinomis invariants
dels valors propis d’A, per a tot A € gl(n,C). També es pot veure que aquesta mateixa
algebra estd generada per elements de la forma Tr(A?), amb i = 1,...,n. Aquest fet serd
utilitzat a la segilient proposicié. Ara, I'idea és veure que si f és un polinomi invariant
aleshores f(£2) defineix una classe de cohomologia en H25(M) i, a més, no depen de la
connexio.

-

Proposicié 3.11. Si f és un polinomi invariant de grau k aleshores f(Q) € Q2¢(M) és
una forma tancada.

Demostracié. Abans hem probat que Q = dw + %[w,w]. Aplicant la derivada exterior
en ambdds costats obtenim d2 = QA w —w A Q. Com que Tr(AB) = Tr(BA) llavors
Tr(Q Aw) = Tr(w A Q). Per tant Tr(d2) = 0. O

Aixi doncs aquesta proposicié implica que f(€2) defineix una classe de cohomologia
[f(Q)] € HIR(M).

Proposicié 3.12. Si f és un polinomi invariant de grau k llavors [f(2)] € H2%(M) no
depén de la connexio V.
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Demostracio. Ho demostrarem mitjancant la invariancia homotopica de la cohomologia.
Siguin Vg i V; dues connexions en E amb formes de curvatura QY i Q', respectivament.
Prenem 7 : M x R — M la projeccié natural en el primer factor. Considerem els
pullbacks Vo = m Vo i Vi = m V1 i les seves formes de curvatura Qo i en T E,
respectivament. Definim una nova connexié en 7jE com V = tVy + (1— t)@l, per a

tot t € [0,1]. Denotarem la seva curvatura per . Si k& = 0,1 definim les inclusions
ir, + M — M x R donades per ig(x) = (x,k). Tenim i;Q = Q4 i i f(2) = ().
Finalment com que 4 i 71 sén aplicacions homotopiques aleshores:

[£(Q0)] = 6 () = [ £ ()] = [£(Q)]
U
En conclusié, [f(Q2)] € H3%(M) és un invariant del fibrat vectorial. L’anomenarem

classe caracteristica de E i la denotarem per f(E). En el cas concret de que f sigui el
polinomi

aleshores parlarem de classes de Chern, i les denotarem per ci(F). Finalment definim la
classe total de Chern com ¢(E) =14 c1(E) + ... + cp(E). Es pot demostrar:

o(E) = [det (1 - ;mfz)} .

Més endavant utilitzarem altres invariants relacionats amb les classes de Chern anomenats
classes de Pontryagin, definides com py(E) = (—1)*con(E @ C) € H*(M).

Ara, sigui M una varietat Riemanniana de dimensié n. L’orientacié de M ens porpo-
ciona una forma de volum que localment ve donada per voly; = e! A...Ae™, on (e, ..., e")
és una base ortonormal de T* M.

Definicié 3.13. L’operador estrella de Hodge és aplicacié  : AF(T* M) — A"=F(T* M)
determinada per la propietat o Axf = (o, ) volpr, on « i 8 son formes diferencials i (-, -)
és el producte escalar.

Tot seguit donarem exemples illustratius d’aquest operador. En ambdds suposarem
que la metrica és el producte escalar euclidia.

Exemple 3.14. Sigui (e, e2, e3) la base canonica de R3 i (e3 A e, e1 Aea, ez Aes) base de
A’R3. Tenim definit I'operador estrella de Hodge * : A’R?® — A'R? . Utilitzant la seva
definicié podem escriure:

*(61 A 62) = e3, *(62 A 63) =e, *(61 A 63) = —eo.

Per linealitat obtenim que si u, v € R? aleshores u x v = x(uAv), on x denota el producte
vectorial.

Exemple 3.15. Treballarem ara en R*. Si (e, ea,e3,e4) és la base canonica llavors
(e1 Nea Neg,er Aea Aeg,er Neg Aeg,ea Aes A ey) és base ortonormal de A2R* i tindrem
definit * : A'R* — ASR%:

*x€1 = —ez A es /N ey, *xe9g = e1 N\ e3 A ey, *xe3 = —e1 N eg A ey, *xeq4 = e1 N\ e N\ es.
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D’altra banda una base ortonormal de A2R* és (e1Aea, e1Aes, e1Aeq, eaAes, eaAey, e3Ahey).
L’operador estrella de Hodge sera una aplicacié x : A2R* — A2R*. Tindrem:

x(e1 Nex) =ezNeq, *(egNeg)=—eaNeq, *(e1Neq)=eaes,

*(62 A 63) =e1 N ey, *(62 A 64) = —e1 A es, *(63 A 64) =e1 A es.

En el cas particular n = 4 1 £ = 2 'operador estrella de Hodge és un endomorfis-
me % : A2(T*M) — A?(T*M). Per tant si o és una permutacié del conjunt {1,2,3,4}
llavors tenim (e, (1) A €5(2)) = €(0)€q(3) A €54y, ON €(0) és la signatura de o. Aquest
fet implica »x = Id. Aixi doncs * té valors propis &1 i obtenim la descomposicié
AX(T*M) = A% (T*M)@® A% (T*M). De forma analoga tenim I'operador estrella de Hodge
x: QF(M) — Q" %(M) donat per (xw)(x) = *(w(x)) que en el cas n = 4 i k = 2 ens
déna una descomposicié Q*(M) = Q% (M) & Q2 (M), on Q3 és l'espai de seccions de
A% (M). Els elements de Q2 (M) i Q2 (M) sén anomenats 2-formes auto-duals i 2-formes
anti-auto-duals, respectivament. D’aquesta manera si A és la 1-forma de connexié 4, la
seva curvatura descomposa en una part auto-dual i en una part anti-auto dual:

Fa=F{+Fj.

Definicié 3.16. Sigui M una varietat Riemanniana de dimensié 4 1 E — M un fibrat
SU(n) o U(n). Anomenem connexid anti-auto-dual o instanté a tota SU(n)- o U(n)-
connexio A tal que FX =0.

A les connexions anti-auto duals les anomenarem connexions ASD, per les sigles en
angles Anti-Self Dual connections. Observem que es satisfa F;‘t = (Fy £ xF4)/2 amb la
qual cosa una connexié és ASD si i només si xFq4 = —F4.

En el segiient capitol estudiarem la topologia de I'espai de solucions de ’equacié FX =0.
Considerarem que dues connexions sén equivalents si estan relacionades per una transfor-
macié gauge.

Definicié 3.17. Sigui Ag 4 el conjunt de totes les connexions ASD i G el grup de trans-
formacions gauge. Definim l'espai de moduli de les connexions ASD com el quocient

Mpg = Apg/G.

Un fet important que hem volgut reflectir en la notacié és que ’espai de moduli de
connexions ASD depen de la metrica g.

3.2 L’accié de Yang-Mills

Tot seguit ens centrarem en els fibrats SU(n). Localment tindrem una connexié d4 = d+A
on A és una 1-forma amb valors a 1’algebra de Lie su(n), formada per les matrius quadrades
U tals que UT = —U i tenen traca zero. Podem definir un producte escalar mitjancant la
traga:

<A7 B>5u(n) = TI'(ABT)

1Tot i que fins ara utilizivem la notacié w per a la 1-forma de connexié i © per la curvatura de V
en aquest context és més habitual utilizar A i Fa, respectivament. De fet ens permetrem un abus de
llenguatge i direm que A és una connexié. Aquesta notacié té el seu origen en Fisica, on A és conegut
com a potencial gauge i Fa com a camp gauge.
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En el cas de formes diferencials:

(a,ﬁ)g*(M)—/ a A *f.

M

Amb aquests ingredients podem definir un funcional d’accié que estara molt relacionat
amb les connexions ASD.

Definicié 3.18. Sigui M una varietat Riemanniana compacta de dimensio 4 1 E — M
un fibrat SU(n). L’accid de Yang-Mills es defineix com:

SYM(dA):/ |FA|2 dvol ::/ Tr Fiy ANxFy.
M M

Anomenarem connexio de Yang-Mills a tota connexié A que sigui punt critic de ’accid
de Yang-Mills, és a dir, que anulli totes les derivades direccionals:

=0.
t=0

d
%SYM (A+ta)

Tot seguit demostrarem que aquesta condicié és equivalent a una equacié en derivades
parcials en A. Ho farem seguint el fil de [ , Ch.3]. Treballant localment tenim:

Fatta = d(A+ta) + %[A + ta, A + ta)
— dA + tda + %[A,A] + 2 (Ava] +[a, A + %t2[a,a]
Pyt <da + %([A, a + [a, A])) + %tz[a,a]
=Fa+t(da+[A,a]) + %tZ la, a]
= Iy +tdaa + %tQ[a, al.

Per tant:

2

1
|FA+ta|2 = FA +tdACL+ §t2[a, CL]

1 1
— <FA + tdqa + §t2[a,a],FA + tdqa + §t2[a, a]>

1
= |Fa|? + 2t (daa, Fa) + t* (|daal® + (Fa, [a,a])) + t* (daa, [a,a]) + Zt4|[a,a]|2.

Apliquem el principi variacional:

d
= —|F 2
o /M dt| A+ta|

on d% és 'adjunt formal de dj, definit precisament per 'igualtat que acabem d’escriure.
D’aqui obtenim ’equacio:

d

dvol = 2/ (dpa, Fy)dvol = 2/ (a,d’y Fy) dvol,
t=0 M M

dyFa=0.

Finalment provarem que xd%F4 = dg x F'4. Com que la forma de volum és una 4-forma
diferencial llavors la seva derivada exterior s’anulla de manera que:

0—/ dA(a/\*FA)—/ (dAa/\*FA—a/\dA*FA)—/
M M

daa N*Fy — / a N\ *(kdg * Fa)
M

M
= <dACL7FA> — <a,*dA*FA>.
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D’aqui traiem que (daa, Fa) = (a,*xda * Fa). Observem que (daa, Fa) = (a,d’ Fy4) de
forma que substituint a la férmula anterior obtenim (a, d% Fa) = (a,*da * F4) per a tota
connexié a. Aquesta igualtat implica xd4 F4 = d* F'4. Aplicant el que acabem de provar
I'equacié d’ F'y = 0 s’escriu com:

dA * FA = 0.

Aquesta és 'anomenada equacid de Yang-Mills. A vegades es parla d’equacions de Yang-
Mills en plural considerant també I’identitat de Bianchi d4F4 = 0 tal i com es pot veure
en | , Ch.2].

Proposicié 3.19. Tota connezrid ASD és un minim absolut de l’accié de Yang-Mills.

Demostracié. Tenim:

1
/ FA|2dv01:2/ ((Fy, Fa) + (xF4,%Fy))
M M

N ;/ ((Fa, Fa) + (xFa, xFa) + 2 (Fa,xFa) — 2 (Fa, %Fa))
M
= / <;(<FA;FA> + (xFa,xF4) + 2 (Fa,%Fy)) — <FA,*FA>)
M

1
= [ (5t wFaFa o) = (Fasn))
M
Z - / <FA7 *FA> .
M
En definitiva, hem arribat a la desigualtat:

SYM(dA):/ TI“FA/\*FAZ—/ Tr Fiu A\ Fy.

M M
I tenim l'igualtat quan xFy = —F4, és a dir, quan A és una connexié ASD. Per tant les
connexions ASD sén minims absoluts de 'accié de Yang-Mills i, en particular, satisfan
I’equacié de Yang-Mills. O

3.3 Instantons en R*

Donarem un exemple senzill d’instanté prenent de guia | , Ch.12] 1 , Ch.4]. Per
a fer-ho utilitzarem el llenguatge dels quaternions. Recordem que aquests sén nombres de
la forma ¢ = qo+iqi +jgo+kqz amb i2 = j2 = k? = ijk = —1. Denotarem per H I’algebra
dels quaternions. Observem que H = R* mitjancant I'aplicacié q = qo + iq1 + jq2 + kq —
(0,1, 92,q3). De la mateixa manera que succeeix amb els nombres complexos, podem
parlar del conjugat d’un quaternié ¢ = qo — iq1 — jq2 — kg3 i de les seves parts real i
imaginaria definides com Re(q) = qo i Im(q) = iq1 + jg2 + kg3, respectivament. La norma
d’'un quaternié vindra donada per |q|?> = ¢g. Els quaternions poden ser identificats amb
matrius de la forma segiient:

( qo+iq1 g2+ iC.I3>
—g2 +1g3 qo —iqq

En cas de que els quaternions siguin unitaris, és a dir, que pertanyin al grup Sp(l) =
{q € H: |gq| = 1} llavors aquestes matrius pertanyen a SU(2). D’aquesta forma obtenim
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un isomorfisme de grups de Lie Sp(1) = SU(2) que indueix un isomorfisme d’algebres de
Lie Im(H) = sp(1) = su(2).

Ara treballarem amb el fibrat trivial H x SU(2) = R* x SU(2). Sigui V = d + A una
connexi6é SU(2). Com que A és una 1-forma amb valors a su(2) = Im(H) aleshores sera
de la forma A = Im(fdq), on f: H — H. La seva curvatura vindra donada per:

Fy= dA—i—%[A, Al = dA+ANA = dIm(fdq)+Im(fdg) NIm(fdq) = Im(df Adg+ fdgA fdq)

Imposem 1'equacio FZ = 0, que ja hem vist que és equivalent a F4 = — x F4. En
components:

Fo1 = Fas,

Fo2 = —Fis,

Fosz = Fa.

Observem que la seglient 2-forma és anti-auto dual:

dg A dq = 2[(dgo N dgi — dga A dgsz)i + (dgo A dga — dgz A dgr)j + (dgo A dgs — dgi A dga2)k].

Per tant proposem una solucié de 'equacié Fy = — x F)4 de la forma:
dq A dg
A= T g
(1+1ql?)

De fet F4 és la curvatura de la 1-forma:

—_ ——— I 7d .
P m (qdq)
En efecte:
q q q
Foetm(d(—9 _Yna +(>d /\<>d>
4 < ((1+!q\2)2> T\ ez ) M ez )
_ <dq/\dq _ddgtaedg o qdq/\qdq)
L+1]ql? (14 q?)? (1+ql?)?
dq N dq
(1+q?)?

En I'dltim pas hem tret la part imaginaria perque la curvatura és imaginaria pura. Ara
si calculem el quadrat de la norma de 'anterior curvatura obtenim:

48

FA2 =
Al = Ty

Tot i que la grafica d’aquesta funcié no la podem representar per una qiiestié de dimensions
el que fem és donar una seccid fixant tres variables de manera que si g1 = g2 = g3 = 0
llavors:
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Diem que aquest instanté esta centrat en 0 i té mida 1. Gracies a ell podem determinar
tota una familia d’instantons. Per a obternir-los de forma explicita utilitzarem l’inva-
riancia conforme de 'equacio F:{ = (0. Considerem l’aplicacié f : H — H donada per
fl@) =Ag—c),on A >01iceH. Calculant el pullback Fj«4 = f*F4 obtenim:

48)\2
(14 A2qg —c2)*

|Fpeal? =

Per a interpretar I’anterior resultat fem una grafica de diferents instatons centrats en zero
i de mida A:

50 [ [Fal?

En aquesta grafica s’han representat instantons de mides 1 (blau), 0.75 (vermell) i 0.5
(verd). Com podem observar, quan A — 0 la densitat de curvatura es concentra en el zero.
En definitiva, a més de donar un exemple concret d’instanté, hem acabat demostrant que
I’espai de solucions de I’equacié F:{ = 0 és no buit, és a dir, Mg, # 0 .
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4 Teorema de Donaldson

Ara anem a provar el teorema central del treball. Per a fer-ho dividirem la demostracié
en diferents parts que presentarem en forma de proposicio i teoremes a causa de la seva
longitud, tot seguint [ , Ch.11]. Primer parlarem de la topologia I’espai de solucions
de I'equacié FX = 0 que defineix els instantons, després 'utilizarem per a relacionar-
lo amb cert cobordisme i finalment donarem la demostracié del teorema de Donaldson,
basada en els resultats anteriors combinats amb raonaments que involucren la forma
d’interseccib.

4.1 Diagonalitzacié de la forma d’interseccio

Anem a veure alguns resultats relatius a la topologia de ’espai de moduli de connexions
ASD i acabarem donant un cobordisme entre la varietat base M i I'unié disjunta d’un
nombre finit de copies de CP2. Per a fer-ho suposarem algunes propietats de I’espai de
moduli Mg ,. La prova es pot veure a | Jia] |. El lector interessat en els
detalls de la part més tecnica pot consultar | ].

Sigui M una varietat topologica simplement connexa tal que Qs és definida negativa.
Direm que una connexié A és reductible si A = Ay & As i irreductible en cas contrari.
Llavors:

1. Existeix un subconjunt R C Mg, format per connexions reductibles modul trans-
formacions gauge de manera que R conté ¢ punts, on ¢ és la meitat del cardinal del
conjunt C' = {c € H?*(M)|c? = -1}/ + 1.

2. El complementari Mg, \ R és una varietat diferenciable de dimensié 5.

3. Per a cada connexié reductible s € R existeix un entorn U, contenint s tal que
’homeomorfisme (Us, s) — (C3/S1,[0]) és diferenciable en Uy \ {s}.

4. Existeix un obert K C Mg 4 tal que Mg 4\ K conté R i és compacte. A més tenim
un difeomorfisme K = M x (0,1).

Respecte el tercer punt observem que C3/S! és homeomorf a un con en CP? en virtut de
I’homeomorfisme

foC38t =
donat per fla,b,c] = [(a:b:c),a®+ b>+ 2.

A partir d’ara per qliestions de comoditat revertirem l'orientacié de M i suposarem que
@ és definida positiva.

Teorema 4.1. Sigui M una varietat topologica compacta, orientable i simplement con-
nexa de dimensid 4 tal que Qur €és definida positiva. Aleshores existeix un cobordisme
orientat entre M i l'unid disjunta de q copies de CP?, on q és la meitat del cardinal del
conjunt {x € H*(M)|Q(z,r) = 1}.

Demostracio. Utilitzant el tercer punt abans esmentat tenim un compacte K = M x (0, 1).
A partir d’aqui podem compactificar Mg 4 substituint M x (0,1) per M x (0,1/2]. Com
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a resultat obtenim un espai que anomenarem ME,Q. Ara, per a cada connexi6 reductible
s € R traiem un entorn B./S' c C3/S!' = U, C ME,Q. En conseqiiéncia obtenim un
espai compacte i orientable amb vora igual a I'unié de la varietat base M i ¢ copies de
CP?, és a dir, hem obtingut un cobordisme entre M i 1'unié disjunta de ¢ copies de CP?2.
O

Figura 1: Topologia de I’espai de moduli dels instantons.

Proposicié 4.2. Sigui Q una forma bilineal, simétrica i definida positiva en Z". Alesho-
res existeizen com a mazxim n parells desordenats {a,—a} on a € Z™ tals que Q(a,a) = 1.
L’igualtat es déna si i només si Q és equivalent a la forma estandard (1)".

Demostracio. Sigui a € Z" tal que Q(a,a) = 1. Aleshores l'igualtat x = Q(z,a)a + (z —
Q(z,a)a) déna lloc a una descomposicié Z" = (1) @ a*. Fent induccié sobre n obtenim
7" = (1) @ ... ® (1) @ at. A partir d’aquesta descomposicié és clar que l'igualtat de
I'enunciat es donara si i només si @ és equivalent a (1)". O

Finalment estem en disposicié de veure el principal resultat del treball fent servir el
teorema anterior juntament amb les proposicions que hem vist en aquesta seccio.

Teorema 4.3. (Donaldson, 1983) Sigui M una varietat diferenciable compacta, ori-
entable i simplement connexa de dimensio 4 tal que la seva forma d’interseccio Qpr €s
definida positiva. Aleshores existeir una base de H*(M) en la qual Qy diagonalitza i és
equivalent a (1)7.

Demostracio. Utilitzant els resultats que hem vist anteriorment tenim un cobordisme
entre M i I'unié disjunta de g copies de CP?. Com que la signatura és invariant per
cobordismes aleshores o(M) = €1 + ... + €4, on €; = £1 és la signatura de la copia i-essima
de CP?. Donat que Qs és definida positiva aleshores rg(Qns) = 0(Qr) < q. Pel lema,
rg(Qnr) = q, Qn diagonalitza i Q) és equivalent a (1)7. O
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Observacié 4.4. En el cas que Qs sigui definida negativa podem aplicar igualment el
teorema revertint l'orientacié de M. En aquest cas, Qs seria equivalent a (—1)?. Ara
també podem veure que les ¢ copies de CP? han de ser orientades per tal de tenir signatura
+1.

4.2 Invariants de Donaldson

Per a demostrar I’anterior teorema Donaldson va aplicar eines de la teoria de Yang-Mills
per a treure conclusions sobre la topologia de les varietat de dimensié 4. A partir d’aqui va
anar desenvolupant tota una teoria basada en eines semblants que descriurem en aquesta
seccié. El que farem sera contruir un conjunt d’invariants topologics basats en ’espai de
moduli de connexions ASD.

Sigui E un fibrat SU(2). Denotarem per M E,g 'espai de moduli de connexions ASD ir-
reductibles. L’idea per a definir els invariants sera considerar una aplicaci6 p : Ho(M) —
H?*(Mp ) de manera que si [$1], ..., [S4] € Ho(M) aleshores tindrem un enter:

(1) = o = p(E0), M)

on d = 1dim Mg, (donat que les classes u(X;) sén de dimensi6 2). Aquest primer intent
de definicid, pero, té alguns inconvenients:

1. L’espai de moduli M E,g Do és compacte. Per tant no podem parlar d'una classe
fonamental per tal d’avaluar-la amb p(21) — ... — u(Zg).

2. Cal definir I'aplicacié p de manera que 'anterior avaluacié tingui sentit.

Adrecem el primer punt. Per a poder solucionar-ho el que farem sera compactificar ’espai
de moduli M E,g- No donarem els detalls de la construccié ja que no 'utilitzarem per res
més. L’explicacié amb tots els detalls es pot trobar a | ]i] |. El resultat és
I’anomenada compactificacié d’Uhlenbeck ﬂEyg. Redefinirem el nostre invariant avaluant
(1) — ... — u(S4) amb la classe fonamental [Mp g].

Pel que fa al segon punt, hem de donar p. Com que hem d’enviar una classe de Hy(M)
a H*(Mpg ) llavors la segiient definicié és natural:

1

w(X;) = —P (E)/[%4].

L’operacié / esta determinada d’aquesta manera. Si
1
_Zpl(E) = Zﬁi @ Vi,
i

aleshores: )

—i(E)/[E] = > (B, [2d) @i

7

D’aquesta manera, ;(%;) pertany a H*(Mp ;). Tot i aixd tenim un wltim obstacle: (%)
hauria de pertanyer a H*(Mpg,) i no a H*(Mpg,) per a poder avaluar p(%;) — ... —
w(34) amb [ME,Q]. No donarem els detalls pero tenim que ’aplicacié p es pot extendre
a una aplicacié 7t : Hy(M) — H*(Mp.,).
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Ara ja podem definir els invariants. Per qliestions tecniques suposem 4k > 5 + 3bi(M )
on b2 (M) és la dimensié d’'un subespai maximal definit positiu de H?(M;R). En aquest
cas es diu que k esta en el rang estable Una explicacié detallada del perque d’aquesta
suposicié es pot veure a | , Ch.9].

Definicié 4.5. Anomenarem invariants de Donaldson a les aplicacions ~yi, : Ha(M) X
.. X Hy(M) — Z donades per:

Y(S1, - Ba) = (A(E1) — oo — T(Za), [MEg))

Les aplicacions 7 es poden identificar amb un polinomi a través de polaritzacié. El
resultat és una aplicacié v : Ho(M) — Z, que denotarem de la mateixa manera que els
invariants de Donaldson, donada per () = ((X) — ... — &(¥), [Mp,]). L’anomena-
rem polinomi de Donaldson.

Els invariants de Donaldson compleixen les segilients propietats:

1. v, no depén de la metrica escollida.
2. v és una forma bilineal simetrica.
3. Si revertim lorientacié de H? (M;R) aleshores 4 canvia de signe.

4. v, és invariant per difeomorfismes que preservin l'orientacié de M i de H?r(M ;i R).

Donat que hi han infinits invariants de Donaldson és convenient agrupar-los tots en una
sola aplicacié lineal. Si A(M) = Sym(Hz(M) & Ho(M)) aleshores podem definir una

aplicacié Dys : A(M) — Q com:
oo
1
Dy = Z PrRLS
k=0 "

Considerem l'anterior serie com una suma formal, és a dir, no es preocupem per la seva
convergencia.

Tot seguit veurem com obtenir els invariants de Donaldson com a nombres d’intersec-
ci6. Per a fer-ho utilitzarem la notacié Mp, k g ber a enfatitzar la dependencia de Mp 4

amb k i suposarem que per tot 0 < j < k lespal M ' és una varietat diferenciable de
dimensio 2d — 8j i que no conté connexions reductlbles

Seguint els arguments que es presenten a | , Ch.9], escollim classes d’homologia
en Hy(M) que vindran representades per superficies 3; de M. Prenem entorns tubulars
v(%;) tals que linterseccié de tres entorns diferents és buida, és a dir:

v(E)Nu(E;)Nu(X,) =0, peratoti#j#k.

Ara prenem una seccié s; d'un fibrat de linia sobre l’espai de moduli de connexions
irreductibles (espai que conté Mpg ,4), per a cada i. Denotarem per Vy, el seu conjunt de
zeros. Suposem que per qualsevol I C {1,...,d} i qualsevol j amb 0 < j < k, llavors la

. . CC-; I3 ]
k I,—\ [ ]‘7
( )
icl
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Aix0 implica que els elements de M g,g N Vs, N...N Vs, sén punts aillats. Mitjancant
arguments d’analisi es prova que l'anterior interseccid és compacta i per tant finita. Ara,
per orientabilitat, podem assignar un signe +1 a cada punt de M g g Vo, N...NVy,. Aixi

doncs té sentit definir v;(X1, ..., £4) com el nombre d’interseccié de Mg JNVe, NNy,
i si compactifiquem ens trobem amb els invariants que hem definit anteriorment.

Si revisem un altre cop la definicié dels invariants de Donaldson veurem que no sén
gens evidents de calcular. De fet, els exemples sén bastant dificils. En la seglient seccid
veurem una eina que va permetre simplificar els calculs considerablement.

4.3 Teoria de Seiberg-Witten

A la tardor de 'any 1994 el fisic nord-america Edward Witten va presentar una conjec-
tura que va canviar la forma d’aproximar-se a l'estudi de les varietats topologiques de
dimensié 4. L’ara anomenada teoria de Seiberg- Witten resulta ser equivalent a la teoria
de Donaldson pero 'avantatge va ser que es podien calcular els invariants de Donaldson
de forma més rapida i donar demostracions més senzilles. En aquesta secci6é veurem l'idea
d’aquest enfocament, basat en el de Donaldson, i enunciarem una conjectura deguda a
Witten que relaciona els anomenats invariants de Seiberg- Witten amb els invariants de
Donaldson. Seguirem | I, [ Ji] |, on estan tots els detalls.

Primer introduim un grup essencial per I’estructura de la qual anem a parlar. Definim el
grup Spin®(n) mitjangant la successié exacta curta:

0 — Z/2Z — Spin“(n) — SO(n) x SU(n) — 0

Una estructura Spin°(n) sobre una varietat Riemanniana orientable M és un parell de
fibrats vectorials que denotarem per W+ i W~ sobre M amb un isomorfisme A’W* = L on
L és un fibrat de linia sobre M. Denotarem per Sy el conjunt d’estructures Spin“(n) sobre
M. Es conegut que aquestes estructures sempre existeixen en les varietats orientables de
dimensio 4.

Una connexié V en L ens déna una aplicacié D : T'(W*) — I'(W~) anomenada
operador de Dirac definida per D?> = D*D = A, on A és l'operador laplacia en M.
L’aplicacié D compleix 'anomenada formula de Lichnerowicz. Tenim, per a tot ¢ €
INU/aBE

1 1
D*Dy = V*Vi + ZR“’ — §F$(1/1)

En aquesta expressié, R denota la curvatura escalar i F%r és la parta auto-dual de la
curvatura.

Tal i com es pot consultar a [ |, I'idea de la teoria de Seiberg-Witten és semblant
a la de Donaldson en el sentit que té com a objectiu treure conclusions topologiques
d’una varietat a partir de I’espai de moduli de certes equacions. En el cas de la teoria
de Donaldson utilitzavem ’equacié dels instantons FX = 0. Ara, tindrem una connexié
U(1) que denotarem per A en L, una seccié ¢ € T'(W™) i una certa forma sesquilineal
T WEXxWT — Ai ®C. Aquestes dades ens permeten escriure les anomenades equacions
de Seiberg- Witten:
Dayp =0,

Fi=—7(,9).
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Anomenarem monopols a una soluci6é (A,1) d’aquestes equacions. Denotarem l’espai
de moduli dels monopols modul transformacions gauge per M i ’espai de moduli dels
monopols modul transformacions gauge que fixen un punt base per M?. A diferencia
del que passava en la teoria de Donaldson, M és compacte, orientable amb una bijeccié
entre les orientacions de M i les de l'espai vectorial H*(M;R) @ H'(M;R) & H2(M;R)
isi b?,_ > 0 llavors és varietat diferenciable. D’altre banda MO és varietat diferenciable
sempre. Ara, suposant que es compleixen aquestes equacions, tenim:

0= D%Datp = V5V + iRw + %Fj(w).

Prenem el producte escalar L? per 1. El denotem per (-,-). Obtenim:
1 1
a0 + S(EE W), w) + {RIPdu=o.
M
Com que (Fy (v),%) = —(7(¢,¥) (1), %) 1 27(¢,¥) () = [’y Navors:
o Ly, 1 27 _
v foltdu == [ LRuPd=o.

Per tant si R > 0 les solucions de les equacions de Seiberg-Witten es donen quan ¢ = 0
i FX = 0. Es a dir, en aquest cas recuperem l’equacié dels instantons. Finalment, les
equacions de Seiberg-Witten son les equacions del moviment del funcional d’accié:

1 1
Sew(A,w) = [ IVavP+ GIFaf + 5102 + R

Si comparem aquesta accié amb la de la teoria de Yang-Mills veiem que la segona és un
cas particular de la teoria de Seiberg-Witten. L’anterior accié es pot reescriure en els
segiients termes:

2
Sew(A ) = [ 1DavP+ |Fa+ro)Pdut [ Sodut oD

D’aquesta manera és clar que les equacions del moviment associades a aquesta accié sén
les equacions de Seiberg-Witten.

De la mateixa forma que succeeix amb la teoria de Donaldson, anem a definir invariants
per a varietats topologiques compactes i orientables de dimensié 4. Suposem bi(M ) > 11
fixem una orientacié de HY(M;R)®H'(M;R)®H3 (M;R). Sib2 —b! és imparell aleshores
la dimensié de I’espai de moduli és 2d, on b! és la dimensié de H'(M;R). Tal com s’expli-
caen [ , Ch.3], definim l'invariant de Seiberg-Witten com ’aplicacié SWys : Sy — Z
que compleix les segiients condicions:

e SWy(s) =0si b — b és parell.
o Sid< 0, SWy(s) =0 per atot s e Sy.

e Sid=0, SWy(s) =3 1 jaque en aquest cas M esta format per un nombre
finit de punts.

e Sid>0:

SWr(s) = (er(M®) —de e (M), [M]) = /M 1 (MO) — 4 ey (MO).
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Com hem dit anteriorment, la teoria de Seiberg-Witten és equivalent a la teoria de
Donaldson. L’enunciat precis ve donat per I’anomenada conjectura de Witten.

Conjectura. Sigui M una varietat topologica compacta i orientable de dimensié 4 amb
b1(M)=01ib"(M) > 1 senar. Aleshores:

Dys(h) = ¢(M) exp (W) i(—1)(w2+KT‘w)/2SW(KT)eKT'h.

r=1

On Ki,....K, € H*(M) i ¢(M) = 22H(x(M)+110)/4 " amb (M) la caracteristica d’Euler
de M i o la seva signatura.

De la definicié dels invairants de Seiberg-Witten se’n deriven les segiients propietats
basiques:

e Si b2 > 0 llavors SW(s) només depén de s i SWyy : Sy — Z és invariant per
difeomorfismes.

e SWj,(s) = 0 per un nombre finit de s € Syy.
e SW,, 4CP? conté la mateixa informacié que SWyy.
e Si M = N#X ib?(N), b%(X) > 0 aleshores SWy; = 0.

e Existeix una aplicacié s +— S anomenada conjugacid de carrega de manera que

Cl(L) — —Cl(L) i SWM(g) = :ESWM(S).

Gracies a la teoria de Seiberg-Witten es pot trobar una demostracié alternativa del teo-
rema de Donaldson que es pot trobar a | , Ch.10].
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5 Aplicacions de la teoria de Donaldson

De les importants implicacions que té el teorema de Donaldson nosaltres n’explorarem
tres. Primer veurem exemples concrets de varietats topologiques que no admeten estruc-
tura diferenciable, després aquests exemples ens permetran construir de manera implicita
un R?* exotic i finalment provarem alguns teoremes relatius a I’anullacié dels invariants
de Donaldson sota diferents hipotesis.

5.1 La forma d’interseccié Ejy

Per a donar exemples de varietats topologiques que no admenten cap estructura diferen-
ciable a través del teorema de Donaldson ens cal trobar varietats compactes, orientables
i simplement connexes de dimensié 4 tals que la seva forma d’interseccié sigui definida
positiva perd que no sigui equivalent a la forma estandard (1)". Per aix0 introduirem una
forma d’interseccié que no hem vist fins ara. Considerem la matriu:

2 1
121
121
1 21
By = 121 1
121
12
1 2

Els termes en blanc sén nuls. Per a veure algunes de les propietats d’aquesta matriu
efectuem les segiients transformacions de files. Denotarem per F; la fila i-essima de la
matriu Fg i escriurem les transformacions en la forma F; — F; — AF}; per a A nombre real
adequat i 4,5 = 0, ...,8. Els passos intermedis no els explicitarem per motius d’espai. Es
pot trobar el calcul amb detall a [ , p-126]. Fem les transformacions:

1 2
FQ—)FQ—§F1, Fg—)Fg—gFg,

3 4
F4—>F4—§F3, F5—>F5—3F4,

1 10
Fy — F5 — §F8, Fg — Fg — 7F5,
7
F7 — F7 — ZF(;.
Com a resultat obtenim la matriu diagonal:
2
3/2
4/3
_ 5/4
D 7/10
4/7

1/4

2

Un cop diagonalitzada la matriu és immediat veure les seglients propietats de FEg:
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1. Es una matriu definida positiva perque tots els seus valors propis sén positius.

2. La seva signatura és 8, resultat de la diferencia entre el nombre de valors propis
positius (8) i el nombre de valors propis negatius (cap).

3. El seu determinant és 1, resultat del producte dels elements de la diagonal de Dg.

4. Es parella.

De fet la matriu Eg és la forma d’interseccié d’una varietat topologica. Aquest fet és
conseqiiencia del segiient resultat.

Teorema 5.1. (Freedman, 1982) Sigui Q una forma bilineal simétrica unimodular.
Aleshores existeirz una varietat topologica M compacta, orientable i simplement connexa
tal que Q = Qpr. A més:

e Si () és parella aleshores M és unica llevat d’homeomorfisme.

o Si () és senar aleshores existeizen dues varietats no homeomorfes entre elles que
tenen @ com a forma d’interseccid.

En el nostre cas que el determinant de Eg sigui 1 vol dir que és unimodular amb la qual
cosa el teorema anterior aplica. Donat que Eg és parella llavors estem en el primer punt
del teorema i existeix una unica varietat topologica amb les propietats que el teorema
esmenta de manera que Eg és la seva forma d’intersecci6. Denotarem per Mpg, aquesta
varietat topologica. No donarem la prova d’aquest teorema per no allunyar-nos massa
dels nostres objectius. A | , Ch.5] es pot trobar 'idea principal de la demostracié.

Ara ja estem en disposicié de veure la primera aplicacié del teorema de Donaldson.

Proposicié 5.2. La varietat topologica Mp,#Mp, no adment cap estructura diferencia-
ble.

Demostracio. Utilitzant I’additivitat de la forma d’interseccid, tenim @) Mpg#Mp, = Q Mg, @
Q Mgy = FEs @ Eg. Aixi doncs aquesta forma d’interseccié és definida positiva per ser-ho
Eg, pero no diagonalitza sobre els enters perque tampoc ho fa Eg. Aplicant el teorema
de Donaldson obtenim que Mg, & Mg, no adment cap estructura diferenciable. O

Hom podria preguntar-se perque no hem estudiat abans I’existencia d’estructures di-
ferenciables en Mp,. El motiu és que, encara que Mpg, tampoc admet cap estructura
diferenciable, aquest és un fet que ja era conegut abans del descobriment del teorema de
Donaldson. El resultat es compleix en virtut del segiient teorema.

Teorema 5.3. (Rokhlin, 1952) Sigui M és una varietat diferenciable compacta, orien-
table i simplement connexa amb forma d’interseccid Qpyr parella. Aleshores la signatura
(M) és divisible per 16.

El lector interessat por trobar una demostracié d’aquest teorema a | , Ch.11].
Abans hem vist que Eg és parellai o(Mp,) = 8. Com que 16 no divideix 8 aleshores Mg,
no admet estructura diferenciable. Podem arribar a la mateixa conclusiéo mitjancant el
teorema de Donaldson ja que Fg és definida positiva perd no és equivalent a <1>8. Tot i
aixo abans hem vist que Mg, ® Mg, té signatura 16 de forma que el teorema de Rokhlin
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no ens permet concloure res sobre I’admisi6é d’estructures diferenciables de Mg, ® Mpg,.
L’importancia del teorema de Donaldson radica en que ens obre la porta a molts exem-
ples de varietats topologiques que no admeten estructures diferenciables de les quals fins
aleshores no es podia saber res. De fet, ens déna un exemple per cada forma d’interseccié
no equivalent a (1)".

A partir d’aquests exemples sorgeixen d’altres de manera trivial. Per exemple m (1) #nFEg
no admet cap estructura diferenciable per a m > 0in > 0.

5.2 Un R* exotic

Tot seguit presentarem una varietat diferenciable homeomorfa perd no difeomorfa a R*
amb lestructura diferenciable estandard. Es el que s’anomena R* exotic. Donada la
complexitat de la construccié ens centrarem en l'aplicacié del teorema de Donaldson i
oferirem només les idees principals en les parts de caire més tecnic.

Lema 5.4. Prenem M = CP?#9CP2. Aleshores no ezisteix cap varietat diferenciable N
tal que M = N#CP? sigui una descomposicid diferenciable.

Demostracié. Tenim Qpr = (+1) @ 9(—1) respecte una base (eg,...,e9) de Ha(M) tal
que Qu(eo,e0) = 1, Qu(ej,ej) = —1 per atot j = 1,...,9 i Qu(ej,ex) = 0 per a tot
j # k. Considerem o = 3¢y + €1 + ... + eg € (eg,...,es) C Ho(M). Calculant s’obté
Qu(a,a) = 11, per a tot f = zgeg + ... + xgeg € Ho(M), es compleix Qur(a, ) =
3rg —x1 — ... — xg. Per tant § € <a>J‘ siinomés si 3xg = w1 + ... + xg. Una base de
<04)Lﬁ(eo, .., e8) és (ea—e1,ea—e3,e4—e€3,e4 —e5, 66— €5, €6 — €7, €8 — €7, €0+ €6+ e7+es).
La matriu de Qs restringida a l'interseccié en aquesta base és —FEg, amb la qual cosa
Qu = —Es®(—1)®(+1). Pel teorema de Freedman aquesta forma d’interseccié correspon
ala descomposicié M = N#CP?, on N és la varietat diferenciable amb forma d’interseccié
QN = —FEg®(—1). Tot i aixo Qn és definida negativa, per tant pel teorema de Donaldson
N no adment cap estructura diferenciable. Es a dir, no és possible fer una descomposicié
diferenciable de la forma M = N#CP?. O

La forma —FEg @ (—1) esta definida a ()" = Hy(N) de manera que o genera el segon
grup d’homologia de CP2. En altres seccions haviem vist que les classes del segon grup
d’homologia com ara « es poden representar com superficies diferenciables compactes i
orientables en M. Ara raonarem que « no es pot representar mitjancant una esfera amb
un embedding diferenciable. En donarem només I’idea. Suposem que « es pot representar
amb una esfera S i arribarem a una contradiccié. Es pot veure que un entorn de .S en M
és de fet un entorn tubular de CP' dins de CP? tal que la seva vora consta de S3 i del
complement d’una bola oberta de dimensié 4. Podem tallar .S juntament amb un entorn
seu i enganxar-hi la bola de dimensi6é 4 de forma que obtenim una varietat diferenciable
amb forma d’interseccié —Eg @ (—1). Com hem vist abans, aix0 no és possible, i per tant
@ 1o es pot representar com una esfera en M amb un embedding diferenciable.

Tot i aix0d es pot provar que « si pot ser representat com una esfera en M amb un
embedding topologic. El denotarem per 3. Aquesta esfera té un entorn U que resulta
ser un fibrat sobre S? i esdevé homeomorfic a un subconjunt de CP2. D’aquesta manera
utilitzant un embedding de U en CP? podem pensar I'esfera ¥ dins de CP?. Per uns
resultats de Freedman el complement CP? \ ¥ és una bola de dimensié 4, per tant ho-
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meomorf a R*. L’embedding a CP? indueix una estructura diferenciable en CP? \ ¥ que
resultard no ser Pestructura estandard de R*.

Proposicié 5.5. CP?\ ¥ no és difeomorf a R* amb Uestructura diferenciable estandard.

Demostracié. Raonem per reduccié a I'absurd. Suposem que CP2?\ ¥ és difeomorf a R*
amb ’estructura diferenciable estandard. Aleshores el compacte CP? \ U pot ser rodejat
per una 3-esfera (diferenciable) que denotarem per S’. Donat que S’ esta dins de U llavors
podem pensar S’ dins de M de manera que X estd rodejada d’un entorn acotat per S’.
Aquest entorn pot ser escindit de M i ser subtituit per una bola de dimensié 4. D’aquesta
manera obtenim una varietat diferenciable N amb forma d’interseccié Qn = —Eg® (—1),
cosa que no és possible pel lema anterior. Com a conseqiiéncia el compacte CP2\ U no pot
ser rodejat per cap 3-esfera en CP?\ ¥, contrastant amb el fet que al R* estandard sf que
succeeix. Com a conclusié, CP2 \ ¥ no és difeomorf a R* amb I’estructura diferenciable
estandard. O

De manera analoga al procediment que acabem de veure podem contruir altres R*
exotics. Comentarem un parell més de forma breu.

Exemple 5.6. Considerem M = CP2410CP2. Aquesta varietat topologica té una forma
d’interseccié Qpr que es pot escriure com —FEg @ (—1) @ H. H esta generat per dues
classes «, # que vindran representades per dues esferes 3, ¥3. Aquestes esferes es poden
transportar a S2 x S? i el seu complementari déna lloc a un R* exotic.

Exemple 5.7. De manera semblant a ’anterior exemple, considerem la superficie K3.
La seva forma d’interseccié és Qg3 = ®2(—Fg) @ 3H. Podem representar les classes que
generen el terme 3H mitjangant esferes (embeddings topologics d’esferes). Transportant-
les a #35% x S? i fent el complementari obtenim un altre R* exotic.

Aquests exemples d’R* exotics s’anomenen R* grans. També en tenim d’un segon tipus
anomenants R* petits. Aquesta distincié esta feta en base a si existeixen o no embeddings
diferenciables d’aquests R* exotics en compactes de 'R* estandard.

Ara que ja hem vist diversos exemples d’R?* exotics ens disposem a enunciar el fet que R*
admet infintes estructures diferenciables. No farem la demostracié aixi que el resultat es
donara per proposits illustratius. Es pot trobar I'informacié més ampliada a | , Ch.8g].

Sigui X = #352 x S2\ Int D* Un corollari del teorema de Freedman ens diu que
un subconjunt de K3 corresponent a I'homologia de 3H en la seva forma d’intersecci
QK3 = ®2(—FEs) B 3H es pot representar mitjancant un embedding topologic i : X — K3
amb un entorn producte de i(0X) de la forma C; = 9(i(X)) x R. De la mateixa manera
tenim un embedding topologic j : K3 < #35% x §? amb C; = 9(i(X)) x R tal que
U=iX)uC;iV = j(X)UC; sén difeomorfs amb 'estructura diferenciable induida.
Aquest difeomorfisme ¢ : U — V es pot escollir de manera que ¢ o4 = j.

Com que C; és un entorn producte de i(X) llavors C; és homeomorf a (0,1) x S?. De-
notarem per S; I'imatge de {t} x S® respecte aquest homeomorfisme en C;, on t € (0,1).
Aleshores i(0X) es pot expressar com l'unié dels S¢, per cada t € (0,€) amb € petit.
Definim:

U =iX)u |J S  Vi=0U,), Ri=4#35"xS\V.
te(0,r)
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Es pot demostrar que R? és homeomorf a R* per a tot r € (0,1).

Teorema 5.8. Siguin RY i RY amb 0 < r < s < 1 dues varietats topologiques definides
per Uexplicacié anterior. Sir # s aleshores R i RY no son difeomorfs amb les estructures
diferenciables induides per #3552 x S2.

Es a dir, R* admet infinites estructures diferenciables exotiques i aquest infinit és no
numerable.

Tot seguit introduim una nova operacié topologica (la versié no-compacta de la suma
connexa) que ens permetra trobar nous R* exotics a partir d’altres ja coneguts.

Definicié 5.9. Siguin R, R dos R* exotics i v : [0,+o0) — R, 7' : [0,400) — R/
embeddings diferenciables de rajos amb entorns tubulars v C R i v/ C R/, respectivament.
Considerem els difeomorfismes ¢ : v — [0,1/2) x R? i ¢/ : v/ — (1/2,1] x R3. Definim la
suma final de R 1 R’ com:

RER = RUsI xR*Uy R

La suma final ens déna un nou R* exotic ja que RiR’ no és difeomorf a R ni a R'.
Amb aquesta definicié podem enunciar el segiient resultat.

Teorema 5.10. Sigui R, una familia uniparamétrica de R* exotics. Aleshores el conjunt
{Rs: = RR:| < s,t < 400} defineiz una familia 2-paramétrica de R* exotics tal que
ezisteiz un embedding de Rgy en Ry sii només sis <s' it <t

Observem que amb aquestes notacions R és I'R?* estandard.

5.3 Teoremes d’anullacié

La tercera i ultima aplicaci6é que veurem de la teoria de Donaldson consisteix en demostrar
alguns resultats sobre I'anullacié dels invariants de Donaldson. Provarem que sota con-
dicions topologiques adequades (molt semblants a les que estem considerant en aquestes
darreres seccions) en una varietat diferenciable que descompon en una suma connexa de la
forma M#N es compleix v, = 0. Després estudiarem alguns casos particulars relatius a
superficies algebraiques complexes, resultats que fins ’aparicié del teorema de Donaldson
eren inaccesibles.

Primer enunciem ’anomenat teorema de la suma conneza el qual utilitzarem en alguns
casos particulars.

Teorema 5.11. Sigui M wuna varietat diferenciable compacta, orientable i simplement
connexa de dimensié 4 tal que b (M) = dim H (M) és senar i suposem que M és
difeomorf a Mi#Ms (preservant lorientacid) amb by (My) > 0 i b (Ma) > 0. Aleshores
els invariants de Donaldson de M s’anullen.

Proposicié 5.12. Sim = 3 (mod 4) llavors els invariants de Donaldson de mCP?4#nC P2
s’anullen.

Demostracié. Sigui M = mCP?#nCP2. L’aplicacié de conjugacié complexa en CP? és
un difeomorfisme i indueix l’aplicacié —1 en H?(M). Es a dir, si e1,..,em i fi,..s fn
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sén generadors de H2(M) llavors podem construir un difeomorfisme de M que indueix
un automorfisme h que canvia de signe algun dels e;. D’aquesta manera h reverteix
lorientacié de HT i per tant 7 canvia de signe. Quan expressem 7 com un polinomi en
els e; 1 f; tenim que cada terme diferent de zero conté e; amb exponent senar, per a tot
i =1,...,m. De la mateixa manera quan apliquem el difeomorfisme que cambia de signe
algun dels f; llavors obtenim que cada terme en 7 conté f; amb exponent parell. Donat
que m és senar només tenim dues possibilitats: 7 = 0 o bé i té grau imparell. Pero el
segon cas només passa quan m = 1 (mod 4), que contradiu I’hipotesi. En conseqiiéncia,
Yk = 0. U

Observacié 5.13. En el cas que m = 1 (mod 4) també es pot concloure v = 0 sempre
que m > 5.

Proposicié 5.14. Si M = N#(S? x S%) amb b (M) senar aleshores els invariants de
Donaldson de X s’anullen.

Demostracié. Si prenem v € Hy(X) complint Qpr(v,v) = 1 o 2 llavors la reflexié en
I’hiperpla ortogonal a v
Qum (Ua l‘)) v

f“(x):x_Q(QMw,v)

defineix un automorfisme en Hy(X). Veient els invariants de Donaldson com polinomis
e : Ho(M;R) — R i utilitzant que f, reverteix l'orientacié de H™ aleshores si Q (v, z) =
0 Havors v, = —y, = 0. Es a dir, els invariants de Donaldson s’anullen en el subconjunt
K C Hy(M;R) donat per:

K = U ()t

vEH2(M)
Qum(vw)=1o02
La proposicié seguira d’aqui utilitzant que K és dens en Hs(M;R). Per a veure-ho
utilitzem la classificacié de formes indefinides (el teorema concret es pot trobar a | ,
Ch.6] o en | , Ch.5]). Aix{ doncs n’hi ha prou en comprovar els casos en que la forma

sigui (+1) @ (+1) ® (—1) ® (—1) i:
(o) (o)

Farem el cas d’aquesta ultima forma a mode d’illustracié. Hem de veure que tots els
vectors enters de la forma a = (a1, as,as,as) amb m.c.d.(ag,as) = 1 estan continguts en
l’adherencia de K. Prenem s, t de manera que sas + taq = 11 N un enter gran. Fixem
a’ = (a1, az,as,as — ) on & ve donat per:

<a,a>+2
0= ——7———.
2(t — Nag)

D’aquesta manera ¢’ — a quan N — oo. Finalment o' € K ja que es ortogonal a
v =(s4+ Nay,az,t — Nag,a4), que és un vector enter complint < v,v >= 2. O

Ara anem a donar un parell de resultats per a superficies algebraiques complexes. Re-
cordem que aquestes sén superficies complexes definides com el lloc de zeros d’un conjunt
de polinomis homogenis en un espai projectiu complex. En ser superficies complexes la
seva dimensi6 real és 4. Anteriorment hem vist un exemple: la superficie K3.
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Teorema 5.15. Sigui M una superficie algebraica compleza compacta i simplement con-
nexa amb b;(M) senar i major que 1. Aleshores, per a tot k suficientment gran, v # 0.

Gracies a aquest resultat podrem demostrar de forma senzilla la segiient proposicié.

Proposicié 5.16. Sigui M una superficie algebraica complexa compacta, simplement
connexa amb forma d’interseccio parella i b;r(M) senar i magjor que 1. Suposem que
M és difeomorf a Mi#Ms (preservant lorientacid) amb by (My) > 0 i b (Ms) > 0.
Aleshores My o Ms tenen segon grup d’homologia trivial.

Demostracio. My i Ms sén compactes i simplement connexes per ser-ho M. Aplicant el
teorema anterior, 74 no s’anulla per a d suficientment gran. Pel teorema 5.11, tenim
by (M1) = 0 o bé b (M) = 0. Suposem b (M;) = 0 sense perdua de generalitat.
D’aquesta manera, by(M) = 0 o M; té una forma d’interseccié definida negativa. Si
ba(M) # 0 llavors pel teorema de Donaldson la forma d’interseccié de M és equivalent a
la forma estandard (—1)". Perd per hipotesi la forma d’interseccié de M és parella, cosa
que implica que la forma d’interseccié de M; també ho és. En definitiva, no existeix cap
classe x tal que Qpr, (z,x) = —1. Per tant ba(M) =01 Ha(M) = 0. O
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6 Conclusions

Tot i la complexitat tecnica de la teoria de Donaldson i en especial de la prova del te-
orema que porta aquest mateix nom, la memoria ha servit per veure les idees que han
canviat radicalment la forma de veure les varietats topologiques de dimensi6 4. La forma
d’interseccio i la seva signatura sén uns invariants que han provat ser fonamentals per a
entendre la topologia d’aquestes varietats. Desenvolupaments en aquesta linia permeten,
a més, contruir nous invariants per varietats de dimensié 4 i arribar a resultats pura-
ment topologics que abans eren inaccessibles. Com hem pogut veure en el darrer capitol
aquesta teoria va més enlla de la topologia i troba aplicacions en altres arees com ara les
varietats algebraiques. Encara que ens allunya una mica del nostre objectiu aprofitem per
dir que, de fet, és possible treballar amb els invariants de Donaldson mitjancant eines de
geometria algebraica.

La barreja d’eines tan diferents com sén la cohomologia i les teories gauge han donat
com a producte una resposta fonamental a les preguntes formulades per la part més fun-
dacional de les varietats diferenciables. Aquest capitol de I'historia de la geometria i la
topologia esdevé una interessant interaccié entre la fisica i les matematiques. De forma
més tradicional I’expectativa inicial és que la topologia doni aplicacions per a entendre
millor les equacions de la fisica pero les varietats topologiques ens presenta 'altre direccid
en la qual s’apliquen idees originaries en la fisica per a introduir noves matematiques.
Aquestes aplicacions no sén un fet puntual d’aquesta area siné que també podem trobar
altres parts de la topologia on sén efectives com ara en els invariants de nusos.

Per acabar farem esment al fet que la teoria de Seiberg-Witten suposa realment un gran
aveng en la construccié d’invariants que distingeixin l’estructura diferenciable de les va-
rietats. No hem dedicat massa temps a aquest tema per a poder introduir correctament
les idees relatives a la teoria de Donaldson que sén en les que es basen totes aquestes
eines. Una continuacié de I'estudi de les varietats de dimensi6 4 passaria per la teoria de
Seibeg-Witten i les equacions que porten el mateix nom.

39



Referencies

[ABO7] T. Asselmeyer-Maluga and C.H. Brans. Exotic Smoothness and Physics: Diffe-
rential Topology and Spacetime Models. World Scientific Publishing, 2007.

[Don83] S. K. Donaldson. An application of gauge theory to four-dimensional topology.
J. Differential Geom. 18 (1983), no. 2, 279-315.

[Don96] S. K. Donaldson. The Seiberg-Witten Equations and 4-Manifold Topology. Bull.
Amer. Math. Soc. (N.S.), Volume 33, Number 1, January 1996.

[DK90] S.K. Donaldson and P.B. Kronheimer. The Geometry of Four-Manifolds. Claren-
don Press, 1990.

[Figl9] J. Figueroa. Gauge Theory. Edinburgh Mathematical Physics Group, 2019.
https://empg.maths.ed.ac.uk/Activities/EKC/GaugeTheory.pdf.

[FU84] D. S. Freed and K.K. Uhlenbeck. Instantons and Four-Manifolds. Springer, 1984.
[Hat02] A. Hatcher. Algebraic Topology. Cambridge University Press, 2002.

[HT97] M. Hutchings and C. H. Taubes. An introduction to the Seiberg-Witten equa-
tions on symplectic manifolds. Symplectic Geometry and Topology (IAS/Park City
Mathematics Series) 7, p.103-142, Amer. Math. Soc., 1999.

[Nab00] G. L. Naber. Topology, Geometry and Gauge fields: Interactions. Springer-
Verlag, 2000.

[Per06] T. Perutz. Smooth four-manifolds. Cambridge University Part III course, 2006.
https://web.ma.utexas.edu/users/perutz/PDF_files/Smooth4manifolds.pdf.

[Sco05] A. Scorpan. The Wild World of 4-Manifolds. American Mathematical Society,
2005.

[Wit94] E. Witten. Monopoles and four-manifolds. Math. Res. Lett. 1 (1994), no. 6, 769
796.

40


https://empg.maths.ed.ac.uk/Activities/EKC/GaugeTheory.pdf
https://web.ma.utexas.edu/users/perutz/PDF_files/Smooth4manifolds.pdf

	Introducció
	Motivació
	Estructura de la Memòria
	Notacions i convencions

	Homologia, cohomologia i la forma d'intersecció
	Definicions dels grups d'homologia i de cohomologia
	Construccions
	La forma d'intersecció

	Instantons i l'equació de Yang-Mills
	Fibrats, connexions i curvatura
	L'acció de Yang-Mills
	Instantons en R4

	Teorema de Donaldson
	Diagonalització de la forma d'intersecció
	Invariants de Donaldson
	Teoria de Seiberg-Witten

	Aplicacions de la teoria de Donaldson
	La forma d'intersecció E8
	Un R4 exòtic
	Teoremes d'anu=0pt=0pt=0pt0l1l2.by 4.71457ptby -2=-.250by 1by -0=-.250by -1by 0l.lació

	Conclusions
	Referències

