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Abstract

The mechanics of celestial bodies has been studied since the origin of human reasoning,
specially the planets. We have seen examples of this in the counting of lunar cycles of the
primitive homo sapiens, the stars dome of the greek, or in the geocentric and heliocentric
visions of our Solar system.

Nowadays, with all the avances in the fields of Maths, modern Physics and computers,
the study of celestial bodies mechanics has advanced a lot. This paper aims to explain
the behaviour of big mass particles attracted to each other in space, according to the
laws of Keppler and Newton. This is carried out from a modern point of view and with
mathematical rigor.

Resumen

Desde los origenes del razonamiento humano se ha estudiado el movimiento de los
cuerpos celestes, principalmente los planetas. Desde los primitivos homo sapiens contando
los ciclos de la luna, pasando por la cipula de estrellas con los planetas o errantes de los
griegos, la vision geocentrista y la heliocentrista hasta la actualidad.

Actualmente con los avances matematicos, la fisica moderna y los ordenadores el es-
tudio de la mecéanica celeste ha avanzado mucho. Este trabajo intenta explicar desde un
punto moderno y utilizando la rigurosidad matematica cudl es el comportamiento de las
grandes masas en el espacio que se ven atraidas la una a la otra siguiendo las leyes de
Keppler y Newton.
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1. Problema de la fuerza central

1.1. Introduccién

Comenzamos a estudiar la mecédnica celeste con el problema de la fuerza central: Des-
cribir el movimiento de una particula () con masa m que es atraida por un centro O
siguiendo la fuerza mf(r). Asumiremos que la funcién f es continua y que 0 < r < co.

Definicion 1.1. La funcion f se llama Ley de atraccion.

De acuerdo con la segunda ley de Newton, el movimiento de la particula estd gobernado
por la ecuacion )
mi = —mf(r)r 7, (1.1)

donde r~!7 es el vector unitario que va del origen O a la particula Q). Denotamos por & = 7
a la velocidad, y por tanto la ecuacién diferencial de segundo grado puede reescribirse
como:

F=7, 0=—f(r)rF (1.2)

Observamos que valor de m se vuelve irrelevante para estudiar el sistema. Queremos
estudiar las funciones 7(t) y ©(t) que satisfacen las ecuaciones diferenciales.

El caso especial en el que la atraccién es newtoniana es el caso méas importante. En
este caso f(r) = pur~2 donde u es una constante positiva que depende unicamente de las
unidades escogidas. En este caso el sistema de ecuaciones diferenciales es el siguiente

F=7,  U=—proF (1.3)

1.2. Momento angular

En esta seccion estudiaremos un vector que permanece constante en el tiempo, a este
vector se lo conoce como Momento Angular.

Definicion 1.2. El momento angular L de una particula @ con respecto a un punto O
del espacio se define como el producto vectorial de la posicion 7 con respecto a su cantidad
de movimiento p = mu.

L =7xmv.

Para simplificar la notacién, desde ahora nos referiremos a ¢ = ¥ X ¥ como momento
angular.

Lema 1.3. Sean 7(t)

U(t) dos funciones que cumplen el sistema de ecuaciones diferen-
ciales (1.2), entonces ¥ X

yult
rxv=0.

Demostracion: Primero que nada, observamos que T=7= —f(r)r=7 por la segunda
ecuacion de (1.2). Si sustituimos esta igualdad en el producto vectorial obtenemos "< ¥ =
—f(r)r Y(Fx ) =0.

— —

Lema 1.4. El producto vectorial ¢ =7 X U es constante.



Demostracion: Calculamos el valor de la derivada de este producto vectorial:

4
dt

(FXT)=FXT+7x7.

Hemos visto en el lema 1.3 que 7 x ¥ = 0. Por otro lado, ¥ x ¥ = ¥ x ¥ = 0.
Juntando estos resultados tenemos que la derivada del producto vectorial es cero, por lo
tanto podemos concluir que ¥ X U es un vector constante.

Teorema 1.5. Dependiendo del valor de & podemos restringir el movimiento de la particu-

la Q.

(1) Si @# 0 entonces el movimiento de la particula Q estd contenido en un plano que
tiene a ¢ como vector normal.

(2) Si ¢ =0 entonces el movimiento de la particula Q estd contenido en una recta.

Demostracion:

La afirmacion (1) se deduce inmediatamente del lema 1.4, como ¢ y 7 son perpendi-
culares, por definicion del producto vectorial, 7 se mantiene perpendicular a ¢ a lo largo
de tiempo y por tanto estd contenido en el plano que tiene como vector normal a C.

Respecto a la afirmacion (2), sea U@ un vector diferenciable en funcidn del tiempo.
Entonces u? = @- 1, si derivamos esta expresion obtenemos que 2uts = -4+ -1U = 2 - 4.

Entonces, si i # 0

di  du—1iu
dtu u
B wu? — diu
— = ,
o (u-uw)u - (d-u)u
— - ,

() Esta dltima igualdad se obtiene por una propiedad del producto escalar Ax (BxC) =
B(A-C)—C(A-B) tomandoi=B yu=A=C.

Tomamos @ = 7, entonces

d7 (FxU)x7T ¢EXT
R — . 14
dtr r3 r3 (1.4)

dr _ =
por tanto, 5z =0 ya que c =0
En consecuencia, si ¢ = 0, entonces tenemos que 7r~"

movimiento de la particula Q) estd contenido en una recta.

es constante y por tanto el

Cuando ¢ # 0 se introducen las coordenadas polares centradas en O,

7 = (rcosf, rsenb, 0), ¢=(0,0,c¢).



Ademsds tenemos la igualdad r20 = ¢ que se obtiene realizando el producto vectorial
7 X U en coordenadas polares

T=r= (—résenﬁ, rcosh, 0).

Fxvd = (0,0,r20(cos®d + sin’f)),
= (0,0,7%9).

Teorema 1.6. Segunda ley de Keppler: La velocidad a la que el area es barrida por
el radio es constante.

Demostracion: FEsta propiedad se demuestra aplicando directamente la definicion de
drea triangular y derivando en el tiempo. Esto es asi porque en un instante At, el drea
barrida por T es igual al drea del triangulo formado por ¥ =7 (t), A7 = 7 (t + At).

dA LIFx Al 1

If |7 % ’1 ¢
_— = 1m — = —.
dt  Ars02 At " XTI = g

1.3. Conservacion de la energia

En este capitulo estudiaremos otra constante del sistema ain mas importante, un es-
calar llamado energia.

Consideramos la ecuacién (1.1) y multiplicamos por la derecha escalarmente por 7'y

obtenemos



Calculamos la expresién de 7+ ¢ = 7- 7. Partiendo de la expresién 7 7 = 2, derivamos
y obtenemos que 7 ¥ = r7.

77 = —f(r)r e
= —f(r)r
integrando en ambos extremos de la ecuacién, y utilizando que
d1 o d1, , -
75V =gt V=90

obtenemos la siguiente expresién:

%122 = fi(r) + h. (1.5)

donde f1(r) es una funcién cuya derivada es —f(r) y h es la constante de integracién que
cumple la igualdad. La funcién f;(r) se determina de forma convencional de la siguiente
manera

fitr) = [ 5@ de.

oo si la integral converge.
donde a = ¢ 0 si la integral diverge con a = co y converge con a = 0.
1 si la integral diverge en los casos anteriores.

En el caso f(r) = pur P tomamos, a =ocosip>1,a=0sip<lya=1sip=1.En
el caso mas importante, el caso newtoniano tenemos que,

flr)= pr =2, fi(r) = pr L (1.6)

Definicién 1.7. La funcion —mf1(r) se llama energia potencial y se denota por el simbolo
—U. Al escalar mv?/2 se conoce como energia cinética y se denota por el simbolo T. Al
escalar h1 = mh se denomina energia.

Teorema 1.8. Principio de la conservacion de la energia: El valor de hy es cons-
tante y cumple la siguiente igualdad

T=U+h. (1.7)

Demostracidn: Este resultado es trivialmente cierto tomando la expresion (1.5) y mul-
tiplicando por la masa de la particula. Ademds, como h es constante, hy = mh también
es constante.

Lema 1.9. El teorema de conservacion de la energia puede reescribirse como

7272 4 2 =202 [fy () + .
Demostracion: Partimos de la siguiente igualdad vectorial,

@-®2+(6x®2:a%?

R . o , Sn2
Tomamos @ = 7 y b = U y utilizamos las siguientes igualdadoes; (- )
(7 x §)* = 2,



Sustituimos v en la ecuacion de la conservacion de la energia
2r2 [f1 (r) + h] = r*7? + 2.

1.4. Ley del cuadrado inverso: Primera ley de Keppler

En esta seccién asumiremos que la particula se mueve siguiendo la ley de gravitacion
de Newton y por tanto el sistema diferencial (1.2) se puede definir de la siguiente forma

F=10,  U=—ur % (1.8)
En el sistema existe otro vector ademads de ¢ que permanece constante, para encontrar-

lo, partimos de la igualdad (1.4), multiplindo por —u a ambos extremos de la igualdad
obtenemos

ar —3
—Ma; =CcX (—,UJT‘ )
de (1.8) deducimos que
if— U X C.
Fagr =07 °€

donde € es la constante de integracién.

Definicion 1.10. El vector € se denomina vector excentricidad.

Tenemos que 7y ¢ son perpendiculares y por tanto si ¢ # 0 entonces € y ¢ también, por
tanto € estd contenido en el plano de movimiento. En el caso & = 0 entonces 7/r = —¢,
por lo que € esta contenido en la recta de movimiento.

Lema 1.11. Sea Q una particula que se mueve sobre el espacio siguiendo el sistema de
ecuaciones diferenciales (1.8), entonces

e-F+r=c/p (1.10)

Demostracion: Partimos de la expresion (1.9) y multiplicamos escalarmente por 7

<y
X
S

w(€-7+r)

X
<y
S

dividiendo por p a ambos lados de la igualdad obtenemos

e-F+r=:c/p



Hay dos posibles casos. Si €= 0 entonces el médulo del radio es r = ¢?/u constante y
por tanto el movimiento es circular. Ademds, a partir del lema 1.9 tenemos que v = u/c,
la particula se mueve a velocidad también constante. Aplicando la ley de conservacion de
la energia obtenemos que

[\

v 0

v Eoy
2 th,
2 2
1 1

o h

2¢2 c2 +h

2
o= -2
2c2

y por lo tanto la energia de la particula es negativa. También se deduce que 21T = U
teniendo en cuenta que T' = p?/2c® y U = u?/c?.

Si € # 0 denotamos por w al dngulo formado entre el eje de de abscisas y €. Si (r,0)
representa la posiciéon de la particula @), denotamos el dngulo 8§ — w por f. La misma
posicién puede representarse por (r, f) si € es usado como eje de abscisas. Por tanto,
€17 =ercos f ylaecuacion del lema 1.11 se puede reescribir de la siguiente manera,

ercosf+r = c/u,
r(ecosf+1) = /pu,
*/u
= —. 1.11
" ecos f+1 ( )

Teorema 1.12. Primera ley de Keppler: Bajo las condiciones de una atraccion new-
toniana f(r) = pr=2, la orbita descrita por una particula Q es una seccién conica.

Demostracion:

Si € =0, hemos visto anteriormente que la orbita de la particula Q es circular, y por
tanto, una seccion coénica.

Si € # 0 Consideramos la recta L a distancia ¢?/pe de O perpendicular a € y en el
lado de O hacia donde apunte €, podemos reescribir la ecuacion (1.11) como

.o n
ecos f+1’
rlecosf+1) = 2/,
2
r = — —recosf,

2
r = e(c—rcosf>.
e

Este resultado demuestra que la distancia de la particula @Q desde O es e wveces la
distancia desde L, en otras palabras ||OQ|| = e||QL||, teniendo en cuenta que la distdncia
entre un punto y una recta es la minima distancia entre el punto y cualquier punto de la
recta. Esto concuerda con una de las definiciones de seccion conica y por tanto podemos
deducir que la particula se mueve en una seccion conica con excentricidad € y uno de sus
focos en O.



De la ecuacién (1.11) deducimos que el valor de r es minimo cuando f = 0 dado que
e > 0. Por lo tanto, el vector € tiene médulo igual a la excentricidad y apunta al punto P
de la érbita en la que la particula se encuentra mas proxima al foco.

Definicién 1.13. Al punto P se le llama pericentro, al dngulo f anomalia verdadera.

El pericentro recibe varios nombres dependiendo de la fuente de atraccion O, en el
caso del Sol se llama perihelio, en el de la tierra, perigeo, y en el caso de una estrella,
periastro.

En resumen, hemos visto que:

= Si ¢ =0 la érbita cae en una recta.

= Si e =0 en una circunferencia.

= Si0 < e <1 tenemos una elipse

= Si e =1 una parabola

= Sie>1ladrbita cae en una branca de hipérbola convexa al foco.

Ademss, del resultado visto anteriormente 726 = ¢ observamos que si ¢ = 0, entonces

6 = f > 0 y por tanto la direccién del movimiento de la particula ) sobre la érbita es
constante.



1.5. Relaciones entre las constantes

Tomando coordenadas para el vector posicién y vector velocidad, ¥ = (z,y,2) y 7 =
(a, B,7) obtenemos el sistema de ecuaciones diferenciales siguiente

T=a, d=—f(r)rlz,
=8 B=—f)rly, r=a24+2+22
Z=7, F=—f(r)r 'z

Todas estas funciones son continuas y derivables y por tanto existe una tnica solucion
del problema de Cauchy con condiciones iniciales 7(0) = 7 y ¥'(0) = vp.

En el caso de una atracciéon newtoniana sabemos que ¢, € y h permanecen constantes
y pueden determinarse a partir de 79 y vy de la siguiente manera

—

C=71) X v, é':u_l(v_(}xéj—ro_lﬁ), h =wvy/2 — prg.

Lema 1.14. Con las condiciones newtonianas del problema de la fuerza central tenemos
la siguiente igualdad entre las constantes del sistema,

2 (62 — 1) = 2hc.

Demostracién: Para comenzar, elevamos al cuadrado la expresion (1.9) y utilizando
que (U X 5)2 = v2¢?, debido a que €y U son perpendiculares, y obtenemos

A 2
7

©? <€+ > =022
r

Descomponiendo el cuadrado de la suma tenemos que
of 2,2, - 2 2
ple+—-€e-r+1) =0vc.
r

Utilizando la expresion v? = 2h + 2u/r que resulta de multiplicar por dos la ecuacion
de conservacion de la energia y utilizando la ecuacion (1.10) obtenemos que

2
u? <e2 +—€- 7+ 1> = 32,
r
2 2
2 [62+ (—r) —|—1} = (2h—|—2ﬁ> e,
T\ [ T
2 2
2
M2<€2+C—1> — 2h2 ,LLC?
L r
2 (.2 2uc? 5 | 2uc?
I (e — 1) + = 2hc"+ —,
T r
u? (62 — 1) = 2hc?



Observacion: Este resultado es consistente con el resultado obtenido en el apartado
anterior, si e = 1, entonces ¢ = 0 y si e = 0, entonces h = —pu?/2c. Ademds, si ¢ # 0,
entonces e < 1, e =10 e > 1 concuerda con h < 0, h =0 o h > 0 respectivamente.

Lema 1.15. Si h,c # 0 y sea a es el semieje mayor de la conica, entonces
1 —1
a= §,u|h| . (1.12)

Demostracion: La condicion h # 0 es equivalente a que e # 1 debido al resultado
anterior.

Caso 0 < e < 1 o caso eliptico; hemos visto que e corresponde a la excentricidad de
la conica y por tanto, tenemos que a = rp, + ea, donde ry, corresponde a la distdncia del
centro de atraccion O al pericentro P. Por (1.11) tomando f =0, obtenemos la siguiente
tqualdad:

02
PICES)) ea = a,
02
pi-e —°

aplicando el lema 1.14 obtenemos la siguiente ecuacion

K

oh = a.

como en este caso, la energia del sistema es negativa, podemos reescribir este resultado
como

1
= _plh|L.
a=Spulh|

Caso e > 1 o caso hiperbdlico; tenemos en este caso que ae = 1y, + a. Utilizando
nuevamente (1.11) obtenemos que:

2
M(e+1)+a = ae,
2
—s = a.
pu(e? —1)

aplicando el lema 1.14 obtenemos la siguiente ecuacion

1

%:CL.

como en este caso, la energia del sistema es positiva, podemos reescribir este resultado
como

1
)
a 2u\|



a+ry,=ea

Juntando este resultado con la ecuacién d la conservacién de la energia,

v? = u(2+l) si h > 0.

2 I )
vt o= u(g—l) si h < 0.

T a

S]
I

Tenemos dos vectores de R? y una constante en R, por lo que en total son 7 constantes,
debido al lema (1.14) y a que ¢- € = 0, tenemos 5 constantes independientes, veremos més
adelante que en efecto el grado de libertad es 5.

1.6. Orbitas bajo atracciones no-newtonianas

Si ¢ = 0, hemos visto que la érbita es una recta, por lo tanto en esta seccién conside-
ramos que ¢ # 0 y ademds asumiremos que f (r) tiene derivada continua.

Primero que nada, hablaremos del caso circular, es decir, » = rg constante, por la ley
de conservacién de la energia tenemos que el médulo de la velocidad también es constante
v = vg. La aceleracion normal en el plano de movimiento es v% /7o y debe estar equilibrada
con la atraccién ejercida por f (1), por lo tanto tenemos que vZ = rof (r). Sabemos que
7y ¥ son perpendiculares, juntando este resultado con 7 X ¥ = ¢, obtenemos que rv = c,
rovp = ¢ y por tanto, ¢> = rg’f (ro).

Por el lema 1.9 y utilizando que 7 = 0, deducimos que c? = 22 [f; (r) + h]. Podemos
definir el movimiento circular a través de estas dos ecuaciones.

¢ =rgf(ro), & =2rg[f1(ro) +1]. (1.13)

Lema 1.16. En el caso general del problema de la fuerza central tenemos el siguiente
resultado



Demostracién: Partimos de la igualdad 7- 7 = r% y derivando se obtiene ri = 7 - ¥
derivando nuevamente se obtiene que

rii + 7% = (FU) + (7 7) = (Fﬁ) + 07

Utilizando el lema 1.9 obtenemos que

r2i2 4 = 22 [fy1 (r)+ ],
i+ = rh?,
P24+t = 0P

Sustituyendo este resultado en la ecuacion original,

ri 7t = (F- 1}) +72 4 P
i = (F' 27) + A2,
Como U = —f (r)r~ 7 tenemos que (F- 17) =—f(r)r Y (F-7) = —rf(r) y por tanto
rit = —rf (r) + r 2.
P—cr 3 =—f(r).

La solucién r = rg, el movimiento circular, es una solucién del lema anterior. Ademaés
dados los valores de r y 7 a t = 0, como esta es una solucién del problema de Cauchy
y la funciéon f es continua y derivable, en particular localmente Lipschitz y utilizando el
teorema de existencia y unicidad de soluciones maximales, esta es la tinica posibilidad.

En el caso general, partimos del lema anterior y sustituimos la dependencia de la
ecuacién con respecto al tiempo utilizando la igualdad 726 = ¢ y el cambio de variable

r = p~ L. Derivando obtenemos que 7 = —p~2p = —p~2p'0 = —p~2p'er~2 = —¢p’ donde
(") representa la derivada respecto a 6. Por tltimo # = —cp” = —c?p" p?. La ecuacién del
lema 1.16 se convierte en )

o+ p=c2p2f <p> . (1.14)

En general no se puede resolver p en términos de 6 de forma reconocible, estudiaremos
unos casos especiales.

Supongamos que f (1) = pr~2, el caso newtoniano, entonces p”’ +p = u/c* y p es de la
forma (p1/c?)+ Acosf+ Bsinf y su inversa, 7 tiene la forma de (1.11) tomando f = 6 —w.

Otro caso sencillo es f(r) = ur—3. Tenemos que p” + p = pc 2p o equivalente-

mente p” + (1 — pe™?) p = 0. Las soluciones de este sistema son Asin (9 1-— uc‘2> +

B cos (9\/ 1-— uc—Q). Este altimo cdlculo estd hecho con Wolfram Alpha.
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1.7. Posicion en la érbita: Caso h =0

En esta seccidn volvemos a estudiar el problema de la fuerza central en el caso de una
atraccion newtoniana. Como hemos visto en la seccién 1.5, dados 73 y 09, el movimiento
queda completamente determinado, dado que estos valores nos permiten determinar ¢y
€. Ahora nos centraremos en determinar dénde se encuentra la particula en un instante
t.

Utilizaremos un cambio de variable sobre ¢ a una unidad ficticia de tiempo u, t = t (u).

Definicion 1.17. Esta nueva variable de tiempo u se denomina anomalia excéntrica.

Partimos de la expresién del lema (1.9) teniendo en cuenta que en el caso newtoniano

fu(r) = p/r.

(ri)? + =2 (pr + hr2) ) (1.15)

Se escoge u de manera que r sea igual a una constante k,

u:k‘/th. (1.16)

7 7 (7)

Donde T y k son valores que determinaremos més adelante. Utilizando la regla de la
cadena deducimos la siguiente igualdad,

. dr . dr, _4
r—%U—%kr )

Utilizando estos resultados obtenemos que,

k2 (r')2+62 = 2(,u7°+h7‘2) ) (1.17)

donde (') representa la derivada parcial de r con respecto a la anomalia excéntrica u.

El tratamiento de esta ecuacién depende del signo de h, en este apartado estudiaremos
el caso de h = 0, y escogemos el valor de la constante k* = p, asi pues la ecuacién (1.17)
queda de la siguiente manera

2
(") + < =2n (1.18)

1
Derivando esta expresion respecto a u a ambos lados de la igualdad observamos que
r'r” = r’. Sabemos que 1’ # 0 debido a que en ese caso tendriamos que r seria constante,
vy hemos observado que este caso sélo se da con energias negativas, dividiendo la expresié
anterior por r’ obtenemos que r” = 1. Por lo tanto, r es cuadratica sobre u y podemos

expresarlo como r = % (u— uo)2 + A.

Sustituyendo esto en la ecuacion (1.18) vemos que

62

(u—uo)2—|—ﬁ:(u—uo)2+A.

y por tanto tenemos que A = c2/2u.
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Ademds, como u estd determinada salvo una constante arbitraria, podemos suponer

que ug = 0 y por tanto
1/, ¢
T—2< +M>

De acuerdo con (1.16), du/dt = k/r y por tanto cuando u = 0y t = T obtenemos,

t u
k / dt = / rdu,
T 0

o equvalentemente, debido a que k% = p

1 &
—T) = -u+ —u.
Vi (t ) gU —|—2uu
En resumen,
1, 1(2 02>
w(E—1T)==-u’+ —u, r=—(u +—]. 1.19
Vet =T) = o 5 . (1.19)

Observamos de la primera ecuacién que ¢ es una funcién de u estrictamente creciente.
Por tanto, esta ecuacién tiene una solucién Unica para u en términos de t.

Lema 1.18. FEl sistema de ecuaciones (1.19) cumple la ecuacion diferencial definida al
principio de la seccion (1.15) cuando la energia de la particula es nula, es decir h = 0.

Demostracion: Utilizando que ‘fﬁ = kr~! por (1.16) y derivando la sequnda ecuacion
de (1.19) obtenemos que 7 = utt = ukr~1. Por tanto ir = Vi, st sustituimos esto en la
(1.15) tomando h = 0,

2 2 _ 2 f
pu” +c” o= plu+ )
I
= uu2+c2.

Para interpretar el significado de la constante T' vamos a separar en casos;

Sic=# 0y h=0entonces e =1y obtenemos la érbita de una parabola

A/

= 1.20
" 1+ cos f ( )

El valor minimo de r es ¢?/2u y coincide con f = 0, pero este coincide con u = 0 o
equivalentemente ¢ = T'. Por lo tanto 7' es el instante de tiempo en el que la particula
estd mas proxima a la fuente de atraccién.

Definicion 1.19. El instante de tiempo t = T en el que la particula estd mds préorima a
la fuente de atraccion se llama tiempo de paso por el pericentro.

13



Esto puede ocurrir para cualquier valor de ¢t pero, dado que f > 0, s6lo ocurrird una vez.

Si ¢ = 0, el sistema de ecuaciones anterior se simplifica,
6/t —T)=u® — r=_u (1.21)

El instante ¢ = T' coincide con la colisiéon contra la fuente de atraccién. Si T > 0 la
colision ocurre después del instante inicial, el movimiento luego del instante T" ya no esta
controlado por las ecuaciones originales por lo que solo podemos considerar el movimiento
para —oo < t < T'. En el caso T' < 0, la particula inicial el movimiento en el instante
t =T y por lo tanto solo podemos hablar del movimiento en el intervalo T' < t < oo.

En resumen: Para localizar la particula en un tiempo dado ¢ con unas condiciones
iniciales 74 y 19, utilizando que du/dt = kr~! y (1.19) obtenemos que 7 = ui = ukr—!.
Por tanto (- ¥) = rr = \/uu. El valor de ug viene dado cuando ¢ = 0 a partir de la
ecuacion /pug = (79 - 09), Sustituyendo ug y t = 0 en la primera ecuacién de (1.19) ob-
tenemos el valor de T'. Finalmente, resolvemos nuevamente la primera ecuacién de (1.19)
para t y sustituimos el valor de v encontrado en la segunda.

Ahora tenemos dos posibilidades;
Si ¢ =0, el valor de r queda completamente determinado.

Si ¢ # 0, de la ecuacién (1.20) deducimos que hay dos posibles valores de f para cada
valor de r. Tomamos f positivo si ¢ > Ty f negativo en caso contrario. Entonces, las
coordenadas (r, f) determinan la posicién de la particula completamente.

1.8. Posicion en la 6rbita: h # 0

Cuando h # 0,tenemos las siguientes posibles orbitas:
= Lineal, cuando ¢ = 0.

= Hiperbdlica, cuando ¢# 0y h > 0.

= Kliptica, cuando ¢# 0y h < 0.

En esta seccién nos centramos en localizar la particula en la érbita en un cierto tiempo
t.

Lema 1.20. Definimos la funcion p (u) de la siguiente manera
eap=a+o (h)r. (1.22)

La ecuacion diferencial (1.17) se puede reescribir de la siguiente manera:

()" = (h)p* = = ().
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+1 sih>0.
donde o (h) = { 1 sih<0.
Demostracion: Partimos de la ecuacion diferencial (1.17) y definimos la constante
k% = 2|h|, o equivalentemente utilizando (1.12), k* = ju/a. Dividiendo por k? la ecuacion
diferencial obtenemos que

2
2
(7“')2 +2%8 = oar+ —ahrg,
[ 0
2
N2 Ca h
")+ — = 2ar+ 1
) o 1]
2
(7“')2 +5% 2 orto (h) 72 (1.23)
w

Utilizando (1.12) en la igualdad del lema (1.14) obtenemos que

w2 (e — 1) = 2hé?,
2alh| (62 -1)p = 2h¢?,
2
a(e?—1)o(h) = % (1.24)

Sumando o (h) a® a ambos lados de la iqualdad en la expresion (1.23) encontrada antes

y sustituyendo por el resultado (1.24) obtenemos que

2, ca 2 2 2
()" +—+0o(h)a® = 2ar+o(h)r’+o(h)a®
w

(T')2+a2(eg—l)a(h)—&—a(h)a? = 2a7“+a(h)r2+a(h)a2,
(M2 +a?o () [(—1)+1] = o(h)ato(h)r]?,
(") +aPo (W) e? = o(h)a+o(h)r?.

Utilizando el cambio de variable definido en el lema deducimos que

/

eap’ = o (h)r'.

Reemplazando v y v’ en la ecuacidn diferencial por p y p’ obtenemos que

(") +ao (h)e* = o(h)a+o ),
e?a? (p’) +a®c (h)e? = o(h)ed®p?,
(0) +o(h) = a(h)p?
(#)" = p*o

h) = —o(h).

Si descartamos las soluciones triviales p = +1, las soluciones del sistema de ecuaciones
diferenciales son p = cosh (u+ k1) cuando h > 0y p = cos (u + k2) si k < 0. De acuerdo
con (1.16), ain no hemos fijado un valor para 7'y por tanto podemos hacerlo de manera
que k1 = ko = 0.

)

(
(

15



Teorema 1.21. En el problema de la fuerza central, cuando la energia total no es cero
y su orbita no cae en una recta, es decir h # 0 y ¢ # 0, la posicion de la particula @ en
cada instante t viene determinada por las ecuaciones;

r=alecosh(u) —1], n(t—T)=esinh(u) —u sih >0, (1.25)
r=all —ecos(u)], n({t—T)=u—esin(u) sih<O0, (1.26)

donde n = k/a o equivalentemente n = p'/?a=3/2.

Demostracion:

Caso h > 0; En este caso tenemos que p = coshu y aplicando la definicion de p
obtenemos que
a+r

r = alecosh(u)—1].

= cosh (u),

Utilizando la definicion de u (1.16) podemos observar que

t u
/ kdt = / rdu,
T 0

E(t—T) = a/ou[GCOSh<T)—1]dT,

g(t—T) = esinh (u) — u.

Caso h < 0; En este caso tenemos que p = cosu y aplicando la definicion de p
obtenemos que

a—rTr

o = cos (u),

r = al[l—ecos(u).

Utilizando la definicion de u (1.16) podemos observar que

t u
/ kdt = / rdu,
T 0

K(t—T) = a/ou[l—ecos(T)]dT,

k
—(t—=T) = u—esin(u).
a
Por dltimo, definimos n = k/a. Anteriormente hemos calculado que k* = j/a y susti-
tuyéndolo en la definicion de n obtenemos que n = p'/2a=3/2.

1/2

Definicién 1.22. A la constante n = p'/2a=3/% se la llama movimiento medio.

Observamos que si w = 0 entonces t = T' y r = ale — 1|. Este resultado proviene de
la ecuacién de la érbita obtenida a partir de (1.11) utilizando la siguiente propiedad ya
provada ¢? = pale? — 1|,

2
ale® — 1|
=—. 1.27
T + ecos f ( )
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Esto es asi cuando ¢ # 0, en ese caso T es el paso porcentual de la definicién (1.19).
Cuando ¢ = 0 tenemos que e = 1 y entonces si 7 = 0, t = T, es decir, la colisién entre la
masa (Q y el centro de atraccién sucede en el instante t = T'.

1.9. Posicion en la érbita: Caso h > 0

En el caso de una particula ) que se mueve con energia positiva atraida por un centro
O, la érbita que describe es hiperbdlica si ¢ # 0 y una semirrecta cuando ¢ = 0 y el
movimiento se rige por las ecuaciones (1.25),

r=alecosh(u) —1], n(t—T)=esinh(u) —u. (1.28)

Para encontrar la particula en un tiempo ¢ dadas la posicién y la velocidad de la
particula en el instante t = 0, rg y vg, procedemos de la siguiente manera. Primero,
buscamos el valor ug utilizando la siguiente igualdad:

— — . /- / — / .
Fx¥=ri=rr'"t=rr'kr ' = kr' = /paesinhu.

Recordemos que @ = kr~! y k2 = p1/a por la forma en la que se han definido, a = %%
como hemos visto en (1.12) y el procedimiento para encontrar el valor de las constantes
del sistema ¢, € y h estan explicados al principio de la seccién 5.

Una vez tenemos el valor de wug, utilizamos esta informacién cuando ¢t = 0 para en-
contrar el valor de T a partir de la segunda ecuacién de (1.28). Luego, buscamos el valor
de u en el instante ¢ utilizando la misma ecuaciéon conociendo T', cabe destacar que este
calculo se realiza de forma numérica porque la expresion resultante no suele tener una
soluciéon que se pueda resolver matematicamente. Utilizando ahora la primera ecuacién
encontramos el valor de r. Una vez tenemos esto existen dos posibilidades;

Si ¢ = 0, entonces la Orbita esta contenida en una recta y la posicién de la particula
en el instante ¢ esta completamente determinada. El instante ¢ = T  corresponde con la
colision de la particula con el centro de atraccion por lo que solo tiene sentido estudiar la
particula en el intervalot > T siT <0ot<T siT > 0.

Si ¢ # 0, la 6rbita no esta determinada completamente y utilizamos la ecuacion,
a (62 — 1)

"= 1+ecosf’

para determinar el valor de f, esta ecuacién proviene de (1.27), esta ecuacién para un
valor determinado de 7 tiene dos soluciones, claramente tenemos que tomar f > 0sit > T
y f <0sit<T. Asi pues, la posicién de la particula @) estd completamente determinado

por el par (r, f).
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Definicién 1.23. Al valorl =n(t —T) se le llama anomalia media.

1.10. Posicion en la érbita: Caso h < 0

En el caso de una particula () que se mueve con energia positiva atraida por un centro
O, la 6rbita que describe es una elipse si ¢ # 0 y una semirrecta cuando ¢ = 0 y el
movimiento se rige por las ecuaciones (1.26),

r=all —ecos(u)], [l=u—esin(u). (1.29)

donde [ es la anomalia media de la definicién (1.23).

El valor definido de u anteriormente, tiene un sentido geométrico en el caso de una
orbita eliptica. Sea O el centro de atraccion, P el pericentro y C' el centro de la elipse.
Sea @ la posicién de la particula dentro de la 6rbita con una anomalia verdadera f. Pro-
yectamos el punto ) sobre la circunferencia de centro C'y radio C'P perpendicular a esta
recta C'P. Entonces, el dngulo PCS es u.

En este caso, cuando la particula () se mueve sobre una elipse, es decir, ¢ £ 0, u y f
son 27 periddicas y las definimos dentro del intervalo —m < u, f < 7 y el movimiento de
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@ se repite cada vez que la particula pasa por el pericentro P. Por tanto T no es unica,
tomamos este valor a partir del siguiente criterio: Sit =0y fy > 0, es decir, si la particula
esta en la mitad superior de la elipse, tomamos 7' como el primer valor anterior a t = 0 en
el que la particula pasa por el pericentro P. En caso de que t =0y fy < 0, es decir, si la
particula esté en la mitad inferior de la elipse, tomamos 1" como el primer valor posterior
a t =0 en el que la particula pasa por el pericentro P.

Para encontrar la particula en un tiempo ¢ dadas la posicién y la velocidad de la
particula en el instante t = 0, g9 y vg, procedemos de la siguiente manera. Primero,
buscamos el valor ug utilizando la siguiente igualdad:

7 X U = \/uaesin u.

Una vez tenemos el valor de ug, utilizamos esta informacion cuando ¢t = 0 para encon-
trar el valor de T a partir de la segunda ecuacién de (1.29).

Luego, buscamos el valor de u en el instante ¢ utilizando la misma ecuacién conocien-
do T, cabe destacar que este cédlculo se realiza de forma numérica porque la expresion
resultante no suele tener una solucién que se pueda resolver matematicamente. Utilizando
ahora la primera ecuacién encontramos el valor de r. Una vez tenemos esto existen dos
posibilidades;

Si ¢ = 0, entonces la érbita estda contenida en una recta y la posicién de la particula
en el instante ¢ esta completamente determinada. El instante ¢t = T corresponde con la
colision de la particula con el centro de atraccién y se debe hacer un razonamiento analogo
al de la seccion anterior, como 75 X vy = rorg, la colisién sucede en T > 0 si 7y < 0y
T <0siryg>0.

Si ¢ # 0, la érbita no estd determinada completamente y utilizamos la ecuacién,
a (1 — 62)

r =

~ l4ecosf’

para determinar el valor de f, esta ecuacién proviene de (1.19), esta ecuacién para un
valor determinado de r tiene dos soluciones, claramente tenemos que tomar f > 0sit > T
y f < 0sit<T. Asi pues, la posicién de la particula @) estd completamente determinado

por el par (r, f).
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1.11. El problema de los dos cuerpos

En esta seccién estudiamos una ampliacion del problema de la fuerza central, el proble-
ma de los dos cuerpos. Se intenta describir el movimiento de un sistema de dos particulas
moviéndose afectadas por su atraccién gravitatoria mutua.

Sea O un punto fijo en el espacio que tomamos como centro de referencia, my y mo
las masas de las dos particulas, 71 y 73 sus posiciones y 7 la distancia entre ellos, es decir,
r = |73 — ri||. De acuerdo con la ley de gravitacién universal de Newton, las fuerzas de
atraccién entre las particulas es Gmymser~2, donde G es una constante que depende de
las unidades escogidas. Las ecuaciones diferenciales del movimiento son

Gmime 7y — 1] - Gmaomqri — 73

miri = — ;o mary = ——
T r r

- (1.30)

y asumimos que los valores iniciales de 77, 73, 1 y 73 son conocidos.

Se puede reducir el problema al problema de la fuerza central por el siguiente procedi-
miento conocido como reduccion a coordenadas relativas. Dividimos la primera ecuacién
de (1.30) por m; y la segunda por mg, luego restamos la primera a la segunda y tomando

7 = r5 — 71 obtenemos que

N sz ’f_“
r = -
r2 r’

N Gml F

To = — —

r2 r’

7= —G(my+mg)r 37

Por tanto, podemos reescribir las ecuaciones (1.30) de la siguiente manera,

F=—ur 37, w=G(my+ma). (1.31)

Los valores iniciales de 7y @ se puede deducir facilmente a partir de 77, 73, 71 y 7.
Este nuevo sistema es el problema de la fuerza central con un valor especifico de u, por
tanto, toda la teoria estudiada con anterioridad se puede aplicar. Cada particula se mueve
como si fuese una unidad de masa atraida por la otra particula, con p = G (m1 + ma).
La orbita de cada una de las particulas vista desde la otra se llama érbita relativa. La
ecuacién (1.31) no cambia reemplazando 7 por — y por tanto las orbitas relativas son
geometricamente idénticas.

Existe otro procedimiento llamado reduccion a coordenadas baricéntricas. Primero que
nada, observamos de (1.30) que si sumamos ambas ecuaciones, el resultado es cero.
. Gm1m2 7 Gm1m2 7 GmlmQ

miri + mory = = r—7)=0.
r2 r2 r r3 ( ")

Tomamos . o
_mar + mary

mi + meo

Este vector 7 es el vector posicién del centro de masas O’ de las dos particulas. Por la
regla de la cadena, podemos observar que 7. = 0 y que por tanto, este punto O’ se mueve
sobre una recta de la forma

o = dt +b. (1.32)
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donde @ y b son vectores constantes determinados por las condiciones iniciales. Este re-

sultado nos da el principio del conservacién del momento lineal: El centro de masas se
mueve sobre una recta con velocidad uniforme. El sistema (1.30) tiene grado doce, dos
ecuaciones vectoriales en R? de segundo grado, ademas los vectores @ y b nos proporcionan
seis constantes del movimiento maés.

Para determinar estas seis constantes, movemos el centro de coordenadas a O’ reem-
plazando 7 por i — 7. y 73 por 75 — 7. Como 7o = 0, las ecuaciones (1.30) no se ven
afectadas por este cambio. Ahora tenemos fijado el centro de coordenadas en centro de
masas O que se mueve de acuerdo con (1.32), renombramos a este centro por O. Tenemos,
por propiedades del centro de masas, las siguientes igualdades

r=1ry+7re, Mry = Mmsora, myri + meory = 0. (133)

Lema 1.24. Se puede reescribir el sistema de ecuaciones (1.30) como ecuaciones in-
dependientes utilizando como sistema de referencia el centro de masas de la siguiente
manera

71 (Gm%M )7"1 1, D) (Gmi{’M )1"2 3. (1.34)

donde M = mq + mas.

Demostracion: Partimos de las ecuaciones del movimiento (1.30) y operamos utilizando
las propiedades (1.33)

Gma
T = 77”,
G o R
— m (m2r2 — mz’l”l) 5
1 2
Gm3 . .
= - 2 5 (m1ri +mari),
(m2T1 + ’ITLQ’I“Q)
Gm3 R
= - 2 571 (m1 +ma),
(m27‘1 + m17“1)
Gm3 .
= —3—231“1 (my1 4+ ma),
ry (mg +mq)
Gmg’ R
= —< 7]
3 2"l
ry (ma +mq)
GmiM~2

= ———77.
3
1

El caso de r5 es andlogo.

Estas ecuaciones describen un sistema diferencial como (1.1) para un caso particular de
. En conclusién, el centro de masas se mueve uniformemente y cada una de las particulas
se mueve con respecto al centro de masas como fuese atraido por este con p = Gm%M —2
: : _ 3a7—2
en el caso de la primer particula y © = GmjM~* para la segunda.

Fijado el centro de coordenadas como el centro de masas, se define la energia potencial
como —U* donde
U* = Gmymgr™L. (1.35)
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y la enrgia cinética T™ como

T* = - (myv} + mov3) . (1.36)

N

También podemos definir la energia potencial y cinetica para cada una de las particulas,
en este caso tenemos

1

hi = §m1v% — GmlmgM_2r1_1 =T, - Uj.
1

hy = §m2v§ — Gmgmz{’M_Qr;l =T5 —Us.

Podemos observar que utilizando (1.33)

T =T + T, U*=U; + Us.

En el caso de la energia cinética, el resultado es inmediato, para la energia potencial
debemos realizar algunos célculos;

3 3
Gmimy;  Gmamy

M2T1 M2T2 ’

3 3
Gmims Gmaomy

Up+U =

(m1 + m2)2 1 (my + m2)2 7”27
Gmlm%rl N szm?ﬁ

(rimg + 7“1m2)2 (romy + 7’2m2)27

3 3
Gmimary n Gmaomyrsy

(romg + 7“1m2)2 (romq + 7“1m1)27
G’mlm%’rl Gmgmifrg
m% (ro + 7‘1)2 m% (ro + 7“1)27
Gmimary  Gmomqrsy
= 2 + 2 J
r r
Gmymar 2 (ri +r2),

= Gmymor L.

También podemos determinar una relacion entre los tres tipos de energia de cada una
de las particulas y su masa, la relacién es la siguiente

hl/hg = Ul/UQ :Tl/TQ :mg/ml.

Para demostrar este resultado, nuevamente utilizamos las igualdades obtenidas en
(1.33) y, recordamos que derivando y aplicando la regla de la cadena, obtenemos que
estas igualdades también son ciertas cambiando 7y por v1 y o por vs.

IS mlv% _ Mmauaur Mg

T, movd  muvvy  my

U, . GmlmgM_2r1_1 . m%TQ _ mamiry . ma
Uy Gmam3M—2r; ! Comirn ominn omy
h1 . TlfUl_%(TQ_UQ)_mQ

hy  To-Up  T=Us  mi
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2. Problema de los n cuerpos

2.1. Introduccion

En este capitulo estudiaremos el problema de los n cuerpos que es una extensién del
problema de los dos cuerpo. En este caso tenemos n masas m; que se mueven afectadas
por una fuerza de atraccién producida por las otras masas, ijmir;? donde 7;; es la
distancia entre la masa i-essima y j-essima. Suponemos también que n # 2. Sea O el
origen de coordenadas, y sean 7; y v; la posicién y la velocidad de la particula i-essima
respectivamente. Segun la segunda ley de Newton, la particula i-essima cumple la ecuacion

n

o N Gy, 1 — 7
i = Y0 S LT (2.1)
k=1 ki ki
ki

Teorema 2.1. Eziste un nico conjunto {r; (t)},_; ., de funciones de intervalo mdzimo
—to <t < t1 que contiene el instante t = 0 que cumple

(i) 7 (t) cumple la ecuacion diferencial (2.1) para —te <t < ty.
(i1) 75 (t) y 0; (t) son consistentes con las condiciones iniciales cuando t = 0.

(iii) Si el intervalo —ta < t < t1 es diferente de —oo < t < oo, entonces r(t) — 0
cuando t — t1 si ty es finito y r(t) — 0 cuando t — to site es finito.

Demostracion: Teniendo en cuenta que las ecuaciones diferenciales definidas en (2.1)
cumple que son continuas y diferenciables respecto cada coordenada del vector ¥, en parti-
cular son localmente Lipschitz, aplicando el teorema de existencia y unicidad de soluciones
mazimales de ecuaciones diferenciales y el teorema de aprorimacion a la frontera, obte-
nemos el resultado del teorema.

Se puede deducir que ), mir; =0 ya que dentro de esta suma se encuentra para cada
i,j € {1,...,n} tanto 7; — rj como 7; — 7; que se anulan dos a dos. Si denotamos por M
la suma de las masas ) ., m; y 7¢ el centro de masas M -1 >, m;7;, entonces, derivando
dos veces y aplicando la regla de la cadena obtenemos que 7. = 0. Por tanto, igual que
en el problema de los dos cuerpos, 7. se mueve uniformemente 7. = at + I;, esto es, la
conservacion del momento lineal en el caso de n particulas.

Igual que en el problema de los dos cuerpos, movemos el centro de coordenadas a 77
haciendo un cambio de notacién de r; a 7; — 7. y como 7. = 0 las ecuaciones (2.1) no se
ven alteradas.

Ahora vamos a centrarnos en la energia de las particulas y el teorema de la conservacion
de la energia. Definimos la energia potencial de la particula i-essima como

Gm;my,
U= —1=. 2.2
> 22)
1<j<k<n
esta definicién es consistente con la definida en el caso del problema de los dos cuerpos.

Definicion 2.2. El gradiente de la energia potencial en la direccion de la particula k-
essima 1y, €s

AkU:[aU ou 8U}

uy,” dyy.” Oz
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Lema 2.3. Las ecuaciones (2.1) se pueden reescribir como

mkr_;; = AkU. (2.3)

Demostracion: Vamos a calcular el valor de una de estas derivadas parciales, el resto
de derivadas parciales se resuelven por simetria.

ou 0 <& Gmjmy,
On T Oar

=1 /2% + i+ 2}
n

_ Z ijmkazk
3-
=1 <\/x% + i+ z,%)

Por lo tanto, teniendo en cuenta que xjp representa el movimiento en el eje x de la
particula, cada parcial da el mismo escalar en la direccion de la derivada parcial y se
puede concluir que,

o o s . g . 1 n 2
Definicién 2.4. La energia cinética del sistema T se define como 5> ;) myvj.

Teorema 2.5. En el problema de los n cuerpos, la energia total del sistema se conserva,
es decir,

T=U+h. (2.4)

donde h es una constante y T y U son las definidas anteriormente.
Demostracion: A partir del lema anterior podemos deducir que
.. drj,
mEry - Tk = AU - —.

la parte derecha de la igualdad se puede reescribir realizando el producto escalar como

3 [3Udka U dy f')Ude]

- Ozy dt +8yk dt +8,zk dt

ast pues, la parte derecha de la igualdad es U

Derivando T obtenemos la parte izquierda de la igualdad, utilizando que v,% = (7“7C . r}) .

= % (;%:mk (r;.r;)) zgk;mk (5 7).

Por tanto obtenemos que ) )
T="U.

Por tantoT'=U + h donde h es la constante de integracion.
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Definicion 2.6. Se define el momento de inercia 21 del sistema a través de la formula
1= 33w
== MpT.
2 k=1 o

Otra constante importante del sistema es el vector momento angular, este vector es el
analogo del que ya conocemos del primer capitulo pero en el caso de n cuerpos. A partir
de la ecuacién (2.1) y considerando que 7} x 7, = 0 obtenemos que

n n n

L oon Gmjmy
Do (Fx k) =3 Y = (5 X i)
k=1 k

La parte de la derecha de la igualdad es cero ya que ry, X 7y, = — (75, X 7). Integrando
esta expresién obtenemos que

n

¢= Z my (7 X Uf) . (2.5)

k=1

Definicion 2.7. El vector ¢, que es constante por definicion, se le conoce como vector
momento angular.

2.2. Problema de los tres cuerpos: Coordenadas de Jacobi

En el caso especial n = 3, las ecuaciones (2.1) se escriben como

-  Gmmy,, . Gmmg _
mir] = ——— (13 —71) + —5— (13 — 71) .
12 13
-~  Gmimg ,, . Gmomgz _
mory = ———5—— (7“1 — 7“2) + — s (?"3 — ?”2) . (2.6)
12 733
-  Gmmz ,, . Gmomgz _,
msrs = — 3 (Tl — 7’3) + 3 (7’2 — ?”3) .
713 723

Estudiamos el movimiento de este sistema considerando el movimiento de ms relativo
a mq usando el vector ¥ = r3 — r7 y el movimiento de mg3 relativo al centro de masas O’
de my y mo. Este centro de masas se encuentra en

Mmori + mars msrs

mi + Mmso mi + ms

Utilizando la conservacion del momento lineal mq7{ + mors + msrs = 0.
La posicién g de ms relativa a este centro de masas es 73 + (mj + mg)_1 msr3 o, si
operamos,
. - 1 -
p = 73+ (m1+ma)" mars,
m3 -
= (1+ "2,
mi + mo

(ml + mg —I—m3> -
- r3,
mi + ms

= Mu'r3.
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donde pu=my +moy M = pp=m1 +mg + ms.

Lema 2.8. Podemos expresar los vectores ¥3 — 11 y 73 — 73 en funcion de ¥ y p de la
siguiente manera,

7 — 17 = §+ mop T, 7 — 1% = —mip T
Demostracion
711 = p ma (53— i)+ ma (73— )]
= N [mar — mari + mari — mgrg 4 maer — mori]
= K - (M7r3 —mgry — mir{ —mari),
= ' (Mr5 4 mors — mari),
= p (M7 + mof),
= WK 1M7:§ + le’Lilf’a
= [+mop T
%1y = pt [mq (73 — 73) + mo (13 — 73)],
=t [mar — mars + mars — mar 4+ mary — mar3)

H
—~

i
1 r
= K - (M7r3 — mgry — mirs — mars),
po (Mg +mari —mar),
pt (M —maF)
= o Mrs—myps '
= p—mpu 7
Definicion 2.9. A los vectores p y 7 se los llama coordenadas de Jacobi.

Lema 2.10. El sistema diferencial (2.6) puede simplificarse a través de las coordenadas

de Jacobi.

- Gu F—mip T g+ mop
= Gm ms P 31,“’ o 1Y 32/'L ] (27)
"”12 723 13
- MGm1 1 . 1o MGmQ -1 . 1o
e =S (o) — S (R (28)
13 723

Demostracién: Primero veamos la igualdad (2.7). Partimos de las ecuaciones (2.6), y
dividimos la primera por my, la sequnda por ms y las restamos.

Fo= G (7 —17) + G (7% — 1),
12 13
mo _, m N
= GT + G 3 (p—l—mz,u 17‘)
12 13
- my o, ms
ry = GT (’I”l —T2)+GT (Tg—TQ),
7”12 723
= G717+ a8 (ﬁ mi b T‘)
7"12 23



Realizamos la resta 75 — 11 = T y agrupamos los términos que contienen ms y los que
no.

= ma ms moms mi ms mims
7= G5 T-G5p-G 35— 7T-G537+G5p-G—5—T,
12 713 NRY] T2 733 Ta3H
Gu p—mip T ptmop T
= — g +tGms 3 - 3
T2 723 T}

Ahora vemos la igualdad (2.8). Partimos de la tercera ecuacion de (2.6) y la dividimos

por M,u_lmgl y utilizando que p = M,U,_l’l“_'g', obtenemos la igualdad.
15 GMmip~" GMmop=™"
Mphh = TR () + TR (5 ),
13 23
- MGmip™ 1 MGmop™' 1o
po=———m— (Ptmp ") - ——— (F—mpu 7).
13 23

Denotamos las respectivas velocidades de las coordenadas de Jacobi como v = 7 y
V=7

Lema 2.11. st tomamos g1 = mlmgu_l Y go = mg,uM_l. Tenemos los siguientes resul-
tados.

¢=g1 ("% V) + g2 (ﬁx ‘7),
2 = gi7% + gop?, (2.9)
2T = g1v? + go V2.

Demostracion:

Primero que nada, observamos que utilizando los valores de los vectores de posicion
que hemos obtenido anteriormente, podemos deducir las siguientes expresiones:

Sustituimos estas expresiones de los vectores r; en la definicion de C.
(1)@= g1 (Fx 0) + g2 (7% V)
¢ = miri X 11+ mary X 13+ mar3 X r3,

(M = 1) 7= map™ 7] x [(uM 1 = 1) V = o '5] +

mq (
+ ma [(qul — 1) p— mluflf'] X [(qul — 1) = ml;flﬁ] +

+
3

s (WM <V,
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= m1(MM 1) x V—l—ml(mgu 1)2F><U—
— my (M~ = 1) map~ (va—i—r 17')4—
+ g (WM = 1) Fx V4 my (map™ ) 7 x T+
+ my (M= 1) mop~ (ﬁxﬁ—kfx?)%—
+ m3 (MM_l)QﬁX v,

2

my (,uM_l) —2mipuM ™ —|—m1] p X 1% + momimap~ 2P x U+

_1n\2 _ = oL
[mg (,uM 1) — 2maouM 1+m2]va+m1m2m1,u 2P X U+

+ o+

ms3 (/LM_I)2/7X ‘7’
(WM™ = 202 M + 1) §x V 4+ mymaop ™7 x @.

Observamos que la expresion para ¥Xv concuerda con el enunciado del teorema, veamos
ahora que la expresion de px V' también lo hace.

(WM™ —2p?M " ) = p(—pM'41),

—mi1—m

~ 1 2 1q),
m1 + mo + ms3
m3p

my + mg + ms’
= mg,uM_l.

(2) 21 = g17* + gop?
2 = M! [m1m2r12 + m1m3r13 + m2m37’%3] ,
-1

M mimaor? + M Ymyme (5 + map™'7) - (ﬁ+m2ﬂ_177)+
)
1

-1

+ M 'moms (5—map ') - (9= map ;
= M 'mimor? + M 'mims [p + QmQu (7 p) + m%u_27“2] +
+ M tmoms [,02 —2mup L (F- p) + min P,

M1 (m1m2 + mlmgmg,u + m%QOg,u 2) r2+ M (myms + mams) 0,

M~ m1m2 (1 + m3p 1) 4+ ,umgM

= mimal -1 2+m3uM

(3) 2T = g1v* + g2V
2T = mlﬁ -ﬁ + mgrlﬁ . T‘Lé + mgr;;S, . 7‘%,
= m [(,qul — 1) V- mg,uflﬁ'} : [(,qul — 1) V- mg/flﬁ’} +
mo [(,uM_1 -1) V- ml,u_lz_f} : {(,uM_l -1) V- ml,u_lff} +

— —

mg (WM~ V-V,
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= my (qul—l)V V +m (mg,u’l)Qﬁ 7 —
— o (M = ) (VG5 V)

+ mo (uM‘l—l)‘? V 4+ mo (mgu_l)zﬁ U+
+om (e = ) (V47 V) +

+ my (WM VT,

[ml (,LLM_I)2 — 2m1,uM_1 + ml} V.V+ mgmlmgp_QU- U+

[m2 (MM_1)2 - 2m2,uM_l + mz} V.V 4+ m1m2m1u_217- U+

+ o+

ms3 (MM_I)Qﬁ' v,
(PM™ =202 M ) 5V A+ mymop - @

Hemos observado en (1) que estos coeficientes coinciden con g1 y ga.

2.3. Soluciones de Lagrange

Vamos a estudiar un caso especial del problema de los tres cuerpos en el que las tres
particulas se mueven uniformemente en circulos, en el mismo plano de movimiento y con
la misma velocidad angular. Consideramos O como el centro de coordenadas y z = 0 el
plano de movimiento. Consideramos 7 = (xg, yx, 0) las coordenadas de la masa my. Las
ecuaciones del movimiento (2.6) quedan de la siguiente manera.

noo— UL
i = GZT?? (xj — o).
j#k Ik
(2.10)
Uk = GZTTJ(%*%)-
j#k Ik
donde k£ =1,2,3.

Denotamos la velocidad angular por w. Introducimos el sistema de coordenadas (&, n)
que gira a velocidad angular w, por tanto la posicion de las particulas se determina por

xp = & coswt — ngsinwt.
(2.11)

yr = &gsinwt + ng coswt.

Teorema 2.12. Podemos reescribir (2.10) utilizando las nuevas coordenadas (§,m) de la
stguiente manera:

. ] m;
G — 2w — w8 = G (& &)
ik ik
(2.12)
i} : m;
M+ 2wE — WP = GZ Tj (mj — ) -
ik ik

Demostracion: Comenzamos por calcular T3, y .
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x = & coswt — Ny sin wt.

T = fk coswt — Epw sin wt — 1 sin wt — Nw cos wt.

T = §k cos wt — Skw sin wt — Skw sin wt — £kw2 cos wt —
— 1 sin wt — 7pw cos wt — Mrw cos wt + nka sin wt,
= fk coswt — 2£kw sin wt — fku)Q coswt —

—1, sinwt — 2w cos wt + Npw? sin wt.

Y = &k sinwt + g cos wt.

Ui = & sinwt 4 Exw cos wt + 1j cos wt — Mpw sin w.

Y = fk sinwt + gkw coswt + Sk.w coswt — &w? sinwt +
+1j), €o8 wt — Tjjw sin wt — Tjpw sin wt — w2 cos wt,
= §k sin wt + 25@) coswt — &xw? sin wt +

+1j, cos wt — 2rjpw sin wt — Mpw? cos wt.

Primera ecuacion: Calculamos (2.10) en funcion de £ y n. Primero simplificamos la
parte derecha de ambas igualdades.

Ty = GZ §j coswt — n; sinwt — &, cos wt + n sinwt) .

J#k Jk
Iy = GZ m] — &) coswt — (nj — mi) sinwt] .
i#k Jk
$k—GZm] — &) coswt—GZ nj — Mk) sinwt.
ik ik j#k J’f

Y = Gz §J sin wt + 1, cos wt — & sinwt + ny, coswt) .

£k "
Uk = GZ — &) sinwt + (9 — i) coswt] .
j#k J'f
Uk = GZ — &) 51nwt+GZ — M) cos wt.
j#k Jk ik J’f

Sustituimos ahora la parte izquierda de la igualdad y dividimos la primera por sinwt
y la sequnda por coswt,
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- coswt . .
&k — 25w — §rw — Nk — 27k — + mw” =
sin wt sin wt sin wt
m cos wt m;
:GZTJ(& k) — ZTJ(TU k)
— T sin wt — T
j#k #k J
- sinwt sin wt sin wt
&k + 26w — Erw? + 1k — 27j — Mw? =
coswt cos wt coswt
m sin wt m
= GZ TJ (& — &k) Z 3 (j — k)
cos wt 21 Tk

Sumando ambas ecuaciones y simplificando obtenemos

~ (coswt = sinwt . [coswt  sinwt 9 coswt  sinwt
& | = + — 2wy | — + —w | = + =
sin wt coswt sin wt coswt sin wt coswt

m; coswt sinwt
—oy ( oswt ) ,
s ]k sin wt coswt
m;
& — 2w — W& = G Z = (& — &)
j#k Jk

Segunda ecuacion: Ahora, si al sustituir las expresiones de (2.10) por & y n dividimos

la primera por coswt y la seqgunda por sinwt,

. sinwt . Sinwt . sin wt
& — 26w — &w? — 1k — 20y + nw? =
coS coswt coswt
—GZ mJ GZ mJ _ sinwt
COS wt’
i#k Jk J#k Jk
cos wt .. coswt . cos wt
£k + 26w — &pw® + 1l — — 20k, — Mpw” — =
sin wt sin wt sin wt
cos wt
-G cos it
Z —&)+ G Z sin wt’
j#k J’f j#k Jk

Ahora restamos la primera ecuacion a la sequnda

. cos wt sin wt . [ coswt sin wt o ( coswt sin wt
28w + + 1k | — + — Mew” | = - =
cos wt sin wt coswt

sinwt  coswt sin wt
cos wt sin wt
J— G ,
Z k (sinwt * coswt)
ik
m:+2W§k—w77k—GZ — ) -
i#k 3’“
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Denoramos z = & +iny, multiplicando la segunda ecuacién (2.12) por i y sumandolas,
obtenemos que.

Zp + 2wizy, — wiz = GZ TT] (25 — 2x) . (2.13)
j#k Ik
donde 7, = ||z; — 2.
Como la particula estd en reposo en el sistema giratorio, 2 = 0 y por tanto, las

posiciones de las particulas cumplen la siguiente ecuacién.

—zk:/\Z%(zj—zk), k=1,2,3. (2.14)
j#k Ik

donde A = Gw=2.

Lema 2.13. La primera y tercera ecuacion del sistema puede escribirse como

(1 — map3 —m3pa) 21 + map3za + m3pazz = 0.
(2.15)

mip2z1 +maprze + (1 —mipy —mapr)zz3 = 0.

donde p; = >\T2_33, p2 = )\7”3?13 Y p3s = )‘7"1_23'

Demostracion:
mo ms
—z1 = A — (22 — 21) + A\— (23 — Zl) ,
712 713
0 = 21+ p3mazo — p3maz1 + pam3zs — pam3zy,
0 = (1—maop3 —mgzp2) 21 + map3ze + m3zp22s.

El cdlculo de la sequnda ecuacion del lema es andlogo.

Fijado el centro de masas en O, la tercera ecuacién puede sustituirse por mizi;+msozo+
mgz3 = 0.

En el caso de que z1, 22 y 23 no estén contenidos en una recta, los coeficientes de z; en
las tres ecuaciones son proporcionales y puede verificarse que p; = pa = p3 = 1/M donde
M = m1 + msy +m3. En otras palabras, la inica posibilidad es que las masas estén en los
vértices de un triangulo equilatero de lado (GM w*2)1/ % Esto es as independientemente
de las masas de cada particula y por tanto el centro de masas y el centro del triangulo no

tienen porque coincidir.

2.4. Soluciones de Euler

Supondremos ahora que en un cierto instante de tiempo t las tres particulas z1, 29 y
z3 estan contenidas en una recta L. La recta L contiene el centro de masas del sistema,
tomando las coordenadas de Lagrange con origen el centro de masas los valores 7; son
nulos. Renombrando las masas de manera que & < & < &3 tenemos que 712 = &2 — &1,
rog = &3 — & y 13 = €3 — &1y podemos deducir el siguiente teorema.

Teorema 2.14. En un sistema en el que las particulas se mueven sobre una misma recta
L en un instante de tiempo t, se pueden reescribir las ecuaciones (2.15) de la siguiente

32



manera,

B N L S L .

4= M- Te-or
(2.16)

_ /\' my ma "

& (G- (G-

Demostracion: Tomando las ecuaciones (2.15), teniendo en cuenta que ni = 0 y tradu-
ciendo los valores de px y 21 en funcion de A y & obtenemos de la primera ecuacion,
& —madér (€2 — &) 7% —maA& (& — &) 70 +mad&e (& — &) 70 +ma& (& — &%) =0,

A |2 ms }:—.
[(@—51)”(53—51)2 o

y de la segunda,

MAAEL (€3 — €1) 72+ maX& (€3 — E0) 2 + & — A& (6 — &) —mad&s (& — &) 2 =0,

py E— 2 } —
[(53 —&1)° " (&3 — &9)° 3

También e puede deducir inmediatamente que

ma&1 + ma&o +m3&z = 0. (2.17)

Si tomamos que & — & = a 'y &3 — & = ap, entonces {3 — & = a (1 + p).
Lema 2.15. Las ecuaciones (2.17) se pueden reescribir como

moa +mga(l+p) = —ME.
(2.18)
mia(l+ p) +moap = MEs.

Demostracion:

Partiendo de mi1&1 + maba + msés = 0 sumando mi1&3 y moés a ambos lados de la
ecuacion y operando,

m1&3 — mi1&1 +maf3 — mala = my&3 + mag3 + msés,
mia (1 + p) +moap = MEs.

Por otro lado, si lo que hacemos es restar a cada lado ma&1 y ms&y obtenemos que,

maa — ma&y +m3f3 —m3&s = —mi&y — me& — maé,
moa +mga (1l +p) = —ME.

Observacion 2.16. Sustituyendo en las expresiones del teorema 2.14 las diferencias en
& por ay p e igualando la expresion que sale de esta para —&; /€3 con la misma expresién
que se obtiene a partir del lema 2.15 obtenemos la siguiente expresion,

mo+ms(L+p)  ma+mz(l—p) >

mi(L+p)+map  my (14 p) 2 +mep=2

(2.19)
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Lema 2.17. Suponiendo que conocemos el valor de p, que podria llegar a obtenerse a
través de la observacion anterior, el valor de a queda determinado por,

a®[ma +ms (1+p)] =AM [mg +ms (1+ p)fZ] .

Demostracion:

Tomamos la primera ecuacion del teorema 2.14 y del lema 2.15, despejando &1 e igua-
lando se obtiene la siguiente expresion,

maa + mga (1 + p) ma m3
M2t aa o)
-M a®  a%(1+p)

2
A ma (1+ p) —1—2m3
a®(1+ p)

@ fma +my (14 p)] = AM [my +mg (14 )72

mea + msa(l+p) =

Volvemos ahora a centrar nuestra atencién sobre el calculo de p que antes supusimos
que se podia determinar, reescribiremos la ecuacién de la observacion 2.16 a través del
siguiente teorema,

Teorema 2.18. Se puede determinar el valor de p como la raiz del siguiente polinomio.
P (p) = (ma + m3) + (2ma + 3m3) p + (3ms + ma) p*—
5

— (3my + ma) p° — (3my + 2ma) p* — (m1 +m3) p°.

Demostracién: Partimos de la ecuacion (2.27) y operamos,

-2

ma+m3(l+p)  mat+mz(l—p)
mi(L+p)+map  my (1+4p) 2 +mop2

my+mg+mgp  ma(1+p)? p* + map?
mi+mip+map  mip?+my(1+p)?
(ma+mz)+mszp  mop* +2map® + (mo + m3) p?
mi+ (mi4+ma)p  (m1+mg)p?+ 2map + mo

[(ma +m3) + msp] [(m1 +m2) p* + map +ma]| =
= [m1 + (m1 +mg) p] [map® + 2map® + (ma + ms) p*] ,

ma (Mg + ms) + [mams + 2ma (ma +m3)] p+ [(m1 + ma) (ma + ms3) + 2mams] p*+

+mg (m1 +ma) p* = mi (ma +m3) p* + [(m1 + ma) (ma + m3) + 2myms] p°+

+ [mima + 2ma (M1 + ma)] pt 4+ my (m1 + ma) P,

ma (ma + m3) + [mams + 2ma (ma + m3)] p + [(m1 + ma) (M2 + m3) +

+2mamz — my (ma +m3)]p? + [m3 (my +msa) — (m1 + ma) (ma + m3) — 2myma] p>—
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— [mima + 2ma (m1 + ma)] ot —my (m1 4+ mg) p° =0,

(ma +m3) + (2ma + 3m3) p + (3mz + ma) p* — (3m1 + ma) p°—
— (3my + 2ma) p* — (my +m3)p® = 0.

El P(0) >0,y P(p) = —oo cuando p — oo, por tanto, P (p) tiene una raiz en (0, 00).
Al mismo tiempo, por la regla de los signos de Descartes, el polinomio tiene como maximo
una raiz positiva, juntando ambos resultados, P (p) tiene exactamente una raiz en (0, 00).

2.5. El problema restringido de tres cuerpos

En esta seccion asumiremos que ms tiene una masa relativa a m; y mo mucho menor,
esta tercera no afecta el movimiento de las otras dos. En este caso podemos tomar que
m3 = 0 o equivalentemente M = p. El centro de masa de este sistema es el centro de
masas de mj y mg. Si tomamos rj2 = p1 y 23 = p2 las ecuaciones (2.7) y (2.8) se pueden
reescribir de la siguiente forma simplemente cambiando ms por 0.

e (220
p=—Gmip® (5 +mop™'7) — Gmapy® (5= mip™'7) . (2:21)

La primera ecuacién se puede resolver utilizando los métodos del primer capitulo, por
lo tanto podemos considerar 7 conocido. Con esto podemos resolver la segunda ecuacién
y determinar la posicién de ms. Para llegar a este resultado hemos asumido que el movi-
miento ocurre en un plano, ademas hemos asumido que las masas my y mo se mueven de
forma uniforme sobre su centro de masas.

El movimiento medio de las particulas m; y ma de acuerdo con la ecuacién (2.20) viene
dado por \/Gur3. Utilizando las coordenadas rotacionales de la seccién 2.3 con w = n.
Las particulas principales reposan sobre el eje £. La ecuacién (2.13) puede aplicarse con
k = 3, denotamos zx = 2z, p1 = T12 ¥ p2 = T23.

54 2wiz — w2z = Gmyip]® (21 — 2) + Gmapy® (20 — 2). (2.22)

En nuestro caso particular n; = n2 = 0 por lo que 21 = & y 22 = &2, por ultimo
z = £ 4+ 1n. Cogiendo las unidades adecuadas, para la masa tenemos que mji + ms = 1,
para la distancia r = 1 y para el tiempo G = 1. La masa menor la denotamos por u,
cabe destacar que esta u es diferente a la utilizada en la definicién de n y la colocamos
a & unidades a la derecha del origen. Claramente, p < 1/2. Ademds, m1&; + mas = 0
y & —& =7 =1portanto & = —pu y & = 1 — u. Por dltimo, observamos que con las
unidades escogidas, n =w =1y que mg = puy m; = 1 — u. La equaciéon del movimiento
(2.22) puede reescribirse utilizando estas unidades adecuadas.

P4 2wiz —wiz = Gmup;® (21— 2) + Gmapy® (20 — 2),
E42iz—z = (L—p)p° (—p—2)+upy° (1 —p—2z),
P42 —2 = —pP(L—p)(z4+p) —pyu(z—1+p). (2.23)
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(&mn)

P2

P1 (1—p,0)

Lot

Dedicaremos los proximos de capitulos a estudiar esta funcién conociendo los valores
20y 20 de z(t) y Z(t) respectivamente en un instante de tiempo ty. Sabemos, por el
teorema de existencia unica de soluciones maximales de ecuaciones diferenciales, ya que
cumplen la hipétesis de Picard que existe una tnica funcién z (t) en un intervalo maximal
I = (t_,t;) de manera que tg € I y que cumple la ecuacién diferencial con condiciones
iniciales z (tg) = z0 y 2(to) = Zp. Ademas aplicando el teorema de aproximacién a la
frontera, se deduce que, si t_ y/o t4 son finitos, el limite cuando ¢ tiende a t_ y/o t de
p1 0 p2 es zero. Esto quiere decir que la particula mg colisiona con la m1 o la my.

2.6. El problema circular restringido

En esta seccién nos centraremos en estudiar el movimiento del problema de los tres
cuerpos restringidos en el que los dos cuerpos principales se mueven en movimiento cir-
cular.

Teorema 2.19. Consideramos la funcién U = £ + L Entonces, la ecuacion (2.22)

P1 P2
puede reescribirse como

. oU
—2n—&=—.

§—2n—¢ 9€

(2.24)

. : ou
i+28—n= F

Ui

demostracion: Primer calculamos las derivadas parciales de U y obtenemos

ou l—p Ep op E-14p
o Pt P p2
o _ l-p m _p n
on P2 p1 piope
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Utilizando las unidades adecuadas, definidas en la seccion anterior, podemos reducir
la ecuacion (2.22) de la siguiente manera,

4 2wiz —wiz = Gmupy® (21— 2) + Gmapy® (20 — 2),
. .. 1—p . e .
E+2i2—2 = —5 (-{—p—ni)+ 5 (-{+1—p—ni).
P1 P2

Tomando la parte real e imaginaria de esta expresion obtenemos

s L—p Iz

-2—-¢§ = ——5(E+p-—5E-1+pn).
P1 P2

.. : 1—p I

—=2—-n = - — 3.
Pt Py

Por dltimo, observamos que la parte derecha de ambas expresiones coincide con las
derivadas parciales de U.

Definicion 2.20. Definimos una nueva energia potencial ® de la siguiente manera:

@(5,77)=%(§2+n2)+U+%u(1—u)- (2.25)

Lema 2.21. Podemos reescribir el resultado del teorema anterior utilizando esta nueva
energia potencial como

. 09
§72= 5
(2.26)
. 09

demostracidn: Si observamos que por (2.24) %—? = ‘?9% + & y que g—?; = %% +n la
demostracion es inmediata.

Definicién 2.22. Llamamos la integral de Jacobi a la expresion 2® — £2 — n?,

Si tomamos las expresiones del lema anterior y multipicamos la primera por £yla
segunda por 7 y las sumamos, obtenemos &€ + 7 = d®/dt. Integrando ambas partes de
la igualdad tenemos de inmediato que

472 =20 C. (2.27)
Definicion 2.23. La constante C' de integracion se conoce como la constante de Jacobi.

Esta expresiéon demuestra que la integral de Jacobi es una constante del sistema y que
su valor es C. El sistema puede ser reescrito de la siguiente manera.

£=a, =B,

a=28+®, f=-20+%,

Este resultado es cambio de notacién de la expresién del lema 2.21.
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Dividiendo las dos primeras ecuaciones por la tercera, eliminamos la dependencia tem-

poral,
g « dn 15}

da 2B+ &g’ da 2B+ &

Utilizando la integral de Jacobi sabemos que o 4 32 = 2® — C. Podemos resolver esta
ecuacion para [ y sustituirla en las dos ecuaciones anteriores para obtener un sistema de
segundo orden.

Si la solucién viene dada por & = f(a), n = g(a), tenemos que a = £ = f(a)a, ast
podemos determinar el valor de a(t). Luego, tenemos que £ = &y + fg a(7)dr. Por ultimo,
n=p0=dg(a)d =agd(a)/f'(a). Por tanto,

"ag'(e)
n=nmn + / dr.
o [f'(a)

Este método no es especialmente 1til debido a la imposibilidad de determinar de forma
explicita las funciones f y g, en vez de seguir ampliando esta linea de pensamiento, nos
centraremos en algunos ejemplos particulares.

2.7. Soluciones de equilibrio

En esta seccién estudiaremos un caso particular en el que la masa mj3 se mantiene
inmévil en las coordenadas relativas del sistema. Este sistema es conocido como soluciones
de equilibrio. Debido a que £ y 1 permanecen constantes, la ecuacién (2.26) se puede
escribir como

b b

el S 2.28
Teorema 2.24. Es posible expresar ® en términos de p1 y p2 de la siguiente manera
1 _ 1 _
®=(1-p) <Qp?+p11) +p (2p3+p21>- (2:29)

Demostracion: Teniendo en cuenta que en este sistema las coordenadas z = (§,1) y
que z1 = (—u,0) y zo = (1 — u,0), y que por definicion p1 = |z — z1| y p2 = |z — 22|,
utilizando Pitagoras obtenemos que

pr=E+p’+n%  pi=(E—1+p)+0n

Vemos que & + 1% = (1 — p) pi + pp3 — p (1 = p).

(1= p)pi+pps—p(1—p) =(1—p) [(§+u)2+n2}+u [(§—1+u)2+772 —p (1 —p) =

=(1-p)@+Q—p)p’+ (1= ) 26p+pe+ (-1 p+2u (u—1)+n* —p(l—p) =
=4+ 1w+ (p—-1p—p(l—p) = +n

Por otro lado sabemos que & = % (52 + 772) +U+%,u (1—p)yU= (1;1“) —1—#2, jJuntando
estos tres resultados obtenemos que:

1 (I—p)  p 1
d = —(1—pWpe+pt—pl-—p)+— 4+ 24 21— p),
5 (1= ) pi + pps — (1 = p)) o ot (1—p)

1 . 1 )
= (1—-p) (2/)?+p11> +u(2p§+pgl>~
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Lema 2.25. A partir de este teorema podemos reescribir la ecuacion (2.28) como

1\ E+p 1\E¢—14p
1o (= ) S (o 3) 20
P1 P1 P2 P2

1\ n 1\ 7
(1—p) (m—) +u(p2—>=0-
pf P1 P% P2
Demostracion:

Utilizando que p1 = /(€ +p)> +n2 y p2 = \/(f — 14 p)® + 12 obtenemos que

(2.30)

9p1 _ E+p _ &tp 9p2 E-14p _ E=1+p
% (Etp) 2 P % g1+ 42 P
opr _ ___m 92 _ ____ n 1

on (E+p)*4n? P on (E=14pu)>+n? 7

Aplicando estas derivadas y la regla de la cadena, derivando ® respecto a & y n obte-
nemos respectivamente

1\ &+ 1\EéE—1+4p
YR EC N AR P E VRN
1% P1 P32 P2

1Y\ n 1Y\ n
I—p <P1—)+M<P2—>:0-
( ) pi) p1 p3) P2

Supongamos que 7 # 0, entonces lo podemos sacar factor comun en la segunda ecuacién
y operando nos queda que

1 1 1 1
pre— ) (=) =0
P1/) P1 Pa/) P2

La tinica solucion para el sistema (2.30) con la nueva expresién de la segunda ecuacién
es p1 = p2 = 1. En este caso hay dos soluciones de equilibrio, estas son los vértices de
dos tridngulos equilateros basados en la linea que une (—u,0) y (1 — p,0). Estos son los
puntos Ly y Ls de la siguiente figura.

(~1.0)
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En caso de que i = 0, el sistema de ecuaciones se reduce a una tnica ecuacién.

1\ &+ 1\EéE—1+4p
L
P/ P P2 p2

Debido a que p1 =&+ puy p2 =& — 1+ p, existen tres casos £ < —p, —pu < € <1 —p,
& > 1— p y tenemos respectivamente

(@) pp=—E—p, pa=1—-E—p, pa=1+p1
b)) m=&+pu, pp=1-&6—p, pp=1-p1.
() p=&+p, p=&+p—1, pp=p—1L

Podemos por lo tanto reescribir la ecuacién para cada caso

(@) <1m(p;)+u(p+1uH;f)=o.
) (1—m<ﬂ—;>=u(1—p—ﬂjpf>-
(c) (1—M)<1+P—(1+1p)2>+ﬂ<P—p12):0~

Cada una de estas ecuaciones tienen una dnica solucién positiva. Para el caso (a) y (¢)
esto puede verse debido a que las ecuaciones son de la forma

Fip) = L

= — = —¢C.
pt1l—(p+1)

Para ¢ > 0, se verifica que F”(p) > 0 por lo que F' es estrictamente creciente. F'(0_) =
—00, F(1) = 0. Por lo que F' asume el valor —c para un tnico p entre 0 y 1. Son los puntos
Ly y Lo de la figura anterior.

El caso (b) es similar, en este caso la ecuacién es

_l-p-(1-p* 1-up
p—p? I

Fi(p) > 1.

Porque p < % La funcién Fi(p) es decreciente en el intervalo % < p < 1. Ademas

Fi(3) =1y Fi(1) = oo por lo que Fi(p) asume el valor 1_7“ una tnica vez en el
intervalo % < p < 1. Esto significa que la masa se encuentra méas cerca de la masa més

ligera, excepto cuando p = % Esto corresponde con el punto L3 de figura.

Definicion 2.26. A los cinco puntos L; se los conoce como puntos de liberacion. A los
tres primeros se los conoce como los puntos de Euler y a los otros dos como los puntos de
Lagrange.

2.8. Curvas de velocidad zero

Las soluciones de equilibrio son las uinicas que pueden determinarse de forma explicita
de la ecuacién (2.26), sin embargo pueden determinarse ciertas propiedades comunes a
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todas las soluciones. A partir de (2.27) podemos determinar que
v? =20 — C. (2.31)

donde v es la velocidad relativa, es decir, v = (52 —1—1'72)%, C es la constante del movimiento
de Jacobi y en la forma polar,

20 = (1—p) (o7 +207") + 1 (05 + 207 ") (2.32)

Definicion 2.27. Las curvas de nivel 20 = C se llaman curvas de velocidad zero debido

a (2.31).

Para cualquiera de estas curvas C > 3. Para comenzar, vemos que para toda 0 < pu <1,
A >0, B >0, entonces
Ap+ B(1—p) > min (A, B).

Si tomamos A > B entonces Au + B (1 —pu) > B = min (A, B), tomando B > A
llegamos a la misma conlusién. Por tanto, por (2.32) 2® > min (p3 + 207, 03 + 2p2_1).
Pero el minimo de la funcién z? + 227! es 3 cuando 2 = 1. Por lo tanto, 2® > 3 y la
igualdad se cumple cuando p; = pz = 1. Esto coincide con los puntos Ly y Ls de las
soluciones de equilibrio.

Comenzamos con C' = 3, la curva de nivel consiste exclusivamente en los puntos L4
y Ls, y describe la forma de las siguientes figuras a medida que C aumenta. Suponemos
que 0 < pn < 1/2.

C5

C‘

C.'i

G
(A
G

< G
c1

Cuando C supera ligeramente 3, las curvas de nivel resultantes son unas pequenas
curvas al rededor de Ly y Ls como se observa en la curva C7. Cuando C' aumenta, la
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parte izquierda de las curvas se encuentran en el punto L; como se observa en la curva
Cs. Después de una etapa de transicién como en Cj, las curvas se unen en el punto Lo
como se observa en Cy. Después de una etapa de transicion como en (3, las curvas se
unen en el punto L3 y las masas primarias son rodeadas como en C5. En la etapa final,
la unién en L3 desaparece y, a partir de este punto, la apariencia general muestra en las
curvas C] en la que las masas primarias estan encerradas por las curvas internas.

Estas curvas de nivel son importante por el siguiente motivo. Las curvas 20 = C
dividen el plano, en las regiones 2® < C'y 2® > (. El movimiento es imposible cuando
20 < C debido a que eso serfa v2 < 0. Por lo tanto, las regiones 2® < C, en la figura las
regiones donde se encuentran las curvas con indice superior, indican para cada valor de
la constante de Jacobi C, en el sistema de coordenadas & —n dénde la particula no puede
estar.

Teorema 2.28. Si la drbita de una particula toca la curva de nivel correspondiente a
su constante de Jacobi, lo hard en la direccion normal de la curva de nivel. Aplicando
el cambio de variable T = —t se deduce que la afirmacion también es cierto cuando la
particula se aleja de la curva de nivel.

Demostracion: La demostracion de este teorema se encuentra en el libro Theory of
Orbits: The Restricted Problem of Three Bodies - Victor Szebehely en el apartado 4.7.5.
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3. Conclusiones

Hemos podido comprobar en la primer secciéon que el estudio de dos masas indepen-
dientes que se mueven la una atraida por la otra es relativamente sencillo. En este caso, el
problema de los dos cuerpos, hay un monton de constantes en el sistema, tanto la forma de
la érbita como la posicion en la misma pueden, a través de la computacion, determinarse
exactamente.

Por el contrario, cuando agregamos mas masas en el problema, el sistema se vuelve
cadtico. Es imposible determinar siquiera la forma exacta de la orbita de cada masa. El
primer paso para llegar a resultados mas exactos es reducir el problema a sélo tres masas,
esto simplifica las ecuaciones pero sigue sin ser suficiente para solucionar el problema. Es
necesario para poder resolver este problema, tomar unos casos muy especificos que nos
permiten determinar con exactitud las érbitas.

El problema de tres cuerpos maés estudiado es el caso del problema restringido en el que
suponemos que una de las masas tiene masa nula, aunque no es el tinico problema estu-
diado. Todas estas suposiciones que reducen el problema a un caso demasiado particular
tienen un sentido dentro de la naturaleza. Si se quiere lanzar un satélite que debe pasar
en una orbita entre el sol y la tierra, suponer que éste no tiene masa no es una locura.
Asi pues, utilizando estas restricciones en el problema de los tres cuerpos somos capaces
de estudiar y predecir el comportamiento de muchos cuerpos que se alzan en nuestras
cabezas y, hasta ahora, parecian vagar sin rumbo.
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