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Abstract

In Mathematics, there exist several theorems (or family of theorems) that do not seem
as powerful as they actually are. These are the type of theorems which, at first glance,
we do not perceive the big potencial they have. Maybe because of the simplicity of the
theorem or maybe because we could believe the theorem shows an obvious fact. The fixed-
point theorems (or the theory of the fixed-point theorems) could be an example of this
phenomenon.

In this line, the aim of this document is to demonstrate that the theory of fixed-points
theorems is an indispensable tool in Mathematics and its applications in Science. In order
to do so, three relevant fixed-point theorems and their respective applications are pre-
sented: the Banach’s Fixed Point Theorem and its application to the Cauchy-Lipschitz’s
Theorem, the Brouwer’s Fixed Point Theorems and its application to the existence of
Nash’s Equilibrium and the Schauder’s Fixed Point Theorem and its application to the
Lomonosov’s Theorem.

Apart from showing the mathematics hidden behind the theorems and their applications,
the main objective is to exhibit the power of this theory in such different fields as Analysis
or Topology, and in different domains such as Economy or Game Theory.
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1. Introduccion

Cuando hablamos del Teorema del Punto Fijo no nos referimos a un teorema en concreto,
sino a toda una teoria, conocida como la Teoria del Punto Fijo. Esta teoria se centra en
especificar las condiciones bajo las cuales se puede afirmar que una funcién f sobre un
dominio dado tiene un punto fijo, es decir, tiene un punto x de dicho dominio de manera

que f(x) =x.

Hay diversos aspectos que determinan la importancia de una teoria, como la abundancia y
contundencia de aplicaciones en diversas areas, la estética y profundidad de los resultados
que conectan las hipétesis con la tesis o la propia historia de la teoria.

La Teoria del Punto Fijo tiene su origen en el siglo XIX, cuando Henri Poincaré publica
Analysis situs donde afirma que para el estudio de las ecuaciones diferenciales es necesario
conocer las propiedades invariantes de una figura cuando se la deforma de manera conti-
nua y sin rasgaduras. No obstante, no fue hasta el siglo XX cuando la Teoria se desarrolld.
Matematicos como Stefan Banach, Shizuo Kakutani, Juliusz Schauder, L. E. J. Brouwer,
Rangachary Kannan, entre otros, demostraron la existencia de puntos fijos para funciones
especificas en dominios concretos, dando lugar asi a los famosos Teoremas del Punto Fijo
que se conocen hoy dia. Como consecuencia de la amplia familia de teoremas que retune
la Teoria del Punto fijo, ésta es una bella mezcla de andlisis, topologia y geometria que
tiene multiples aplicaciones en las matemaéticas y en otras muchas disciplinas. La teoria de
optimizacion, la teoria de aproximacién para resolver ecuaciones, los fractales o las ecua-
ciones diferenciales son ramas que se han visto beneficiadas por estos teoremas. Ademas,
debido a la gran utilidad de estos teoremas en la bisqueda de equilibrios, campos como la
fisica, la ingenieria, la Teoria de Juegos o la biologia son areas en que la Teoria del Punto
Fijo tiene gran relevancia. Por tanto, esta Teoria se ha convertido en una herramienta
imprescindible ya no solo en el anélisi moderno, sino en las matematicas y en las ciencias
en general.

Como deciamos, la Teoria del Punto Fijo abarca un gran ntimero de teoremas y resultados
imposible de recoger todos en un mismo documento. De hecho, el editor cientifico Springer
tiene entre sus publicaciones Journal of Fized Point Theory and Application, que es una
prestigiosa revista que recoge todo tipo de resultado que tenga que ver con la bisqueda
de puntos fijos y sus aplicaciones, con el propdsito de mostra la gran relevancia de esta
teoria.

En este trabajo nos centraremos en tres teoremas fundamentales de la Teoria del Punto
Fijo: El Teorema del Punto fijo de Banach, el de Brouwer y el de Schauder. Por tanto,
siguiendo con esta idea, el trabajo esta dividido en tres secciones principales, cada una
de las cuales trata sobre uno de los teoremas recién mencionados. La estructura de las
secciones es la siguiente: primero se pondra en contexto el teorema explicando brevemen-
te su historia, a continuacién el teorema se demuestra para finalmente proceder a una
aplicacién detallada y probada del enunciado.

La primera seccién estd dedicada al Teorema del Punto Fijo de Banach para espacios
métricos completos. Banach proboé que si una funcién f continua es contractiva, entonces
se puede afirmar que existe un punto fijo de f (mirar Seccién 2.1 para encontrar el
enunciado més detallado del Teorema del Punto Fijo de Banach). La demostracién que
se presenta se basa en observar que la sucesién definida como z¢g = x, z, = f(zp-1)
para n > 0, donde x es cualquier punto del espacio métrico, es de Cauchy y por tanto



convergente. Inicialmente se prueba que si el punto fijo existiera, éste seria Unico, pues
sino llegarfamos a una contradiccién con que f es contractiva. Esto es, si suponemos que
existen dos puntos fijos z1 y 2, es decir, f(z2) = x2 y f(x1) = z1, se tiene por tanto que
d(f(z2), f(z1)) = d(x2,21), lo que contradice que f sea contractiva. A continuacién, se
demuestra que la sucesion es de Cauchy viendo que sup d(zy+m, zn) — 0 a una velocidad
que depende de como de contractiva sea la funcién. Finalmente, por la continuidad de f
se prueba que el punto donde converge la sucesién es un punto fijo de f. Es trivial ver si
que z* es el punto de convergencia de la sucesién, se tiene que f(z*) = f (nh_{go f(x)) =

lim (f"*!(x)) = *, donde en la segunda igualdad utilizamos que f es continua. Por
n—oo

tanto, * es un punto fijo de f y, por lo visto anteriormente, el inico. En la Seccién 2.2
se encuentra esta demostracién con todo detalle.

Una vez demostrado el teorema, se presenta la aplicaciéon: El Teorema de Cauchy-Lipschitz
de existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones diferenciales. Inicialmente se hace
una breve introduccién de la Teoria de las Ecuaciones Diferenciales. Todo seguido se
demuestra el teorema, el cual afirma que toda ecuacién diferencial definida en un recinto
concreto cuyo campo vectorial de velocidades satisfaga la hipétesis de Picard tiene una
tnica solucién local (ver Seccién 2.3 para encontrar tanto las hipdtesis como el enunciado
en mas detalle). Para ello, definiremos el operador de Picard y probaremos que encontrar
un punto fijo de este operador es equivalente a encontrar un flujo que solucione la ecuacién
integral de Volterra. Se demuestra también que resolver la ecuacién integral de Volterra
es equivalente a encontrar la tnica soluciéon del Teorema de Cauchy-Lipschitz. Es por
esto que la demostracién que se presenta en este trabajo se basa en comprobar que el
operador de Picard esta bien definido en el recinto que nos interesa y que satisface todas
las hipétesis del Teorema del Punto fijo de Banach, de tal manera que se pueda afirmar
que el operador tiene un punto fijo y, por las equivalencias recién mencionadas, que exista
una tnica solucién de la ecuacion diferencial. En la Seccion Seccidén 2.3 se encuentra esta
demostracién con todo lujo de detalle.

La segunda seccion trata sobre el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, el cual afirma que
toda funcién f continua de una bola cerrada unitaria de dimensién finita en si misma
tiene al menos un punto fijo (ver Seccién 3.1). De la misma manera que en la seccién
anterior, se hace un breve repaso a la historia y al contexto del teorema para proceder a su
demostracién. El teorema de Brouwer se puede probar de multiples maneras. Una de ellas
es, tal y como realizé John Milnor 3, contradiciendo el Teorema de la Bola Peluda, que
es la que aparece en este trabajo. Este teorema niega la existencia de un campo continuo
de vectores tangentes de la esfera S™~!, para n impar. La idea de la demostracién del
teorema de Brouwer es contradecir el Teorema de la Bola Peluda a través de ingeniosas
proyecciones, las cuales definen un campo continuo de vectores tangentes del hemisferio
sur de la esfera y, andlogamente, del hemisferio norte. Todo esto suponiendo que f no
tiene puntos fijos. En la Seccion 3.3 se encuentra esta demostracién con todo detalle.

A continuacién se presentaria la aplicacién de este teorema. En este caso, la aplicacion
estd en la Teoria de Juegos en la demostracion de la existencia de equilibrios de Nash.
Primero se presenta la teoria necesaria sobre la Teoria de juegos con el fin de entender
el concepto de equilibrio de Nash y, a continuacién, se prueba la existencia de estos
equilibrios en juegos no cooperativos finitos. Para ello, probamos que el producto de
los conjuntos formados por todas las estrategias mixtas de cada jugador es un conjunto

3Milnor, J.: Analytic proofs of the ”Hairy ball theorem.*nd the Brouwer fized point theorem. American
Mathematical Monthly Vol 85 No 7, pag 521-524. (1978)



acotado, cerrado y convexo. Este hecho es clave para la demostracién de equilibrios de
Nash pues utilizaremos el Teorema del Punto Fijo de Brouwer a través de un corolario
directo de él mismo. Este corolario afirma que toda funcién continua en un subconjunto
compacto y convexo de R™ (n finito) tiene al menos un punto fijo (ver Seccién 3.4.1
para encontrar este corolario en més detalle). Demostraremos la existencia del equilibrio
de Nash mediante cierta funciéon g : S — S, donde S es el producto de los conjuntos
formados por todas las estrategias mixtas de cada jugador, a la que le aplicaremos el
corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer para asegurarnos que tiene un punto
fijo. A partir de este instante, la demostracion se centra en probar que este punto fijo es el
equilibrio de Nash. En la Seccién 3.4.2 se encuentra esta demostraciéon con todo detalle.
En este apartado también se demuestra de manera precisa el Corolario del Teorema del
Punto Fijo de Brouwer (Seccién 3.4.1).

Por dltimo, y antes de empezar la tercera seccién, se da una demostracion alternativa y
muy curiosa del Teorema del Punto Fijo de Brouwer en su versiéon bidimensional. Si bien
ya hemos visto que el teorema de Brouwer mantiene una relaciéon con la Teoria de Juegos
debido a la demostracién de la existencia del equilibrio de Nash, esta relacion se vuelve
mas estrecha en el momento en que se prob6 que el Teorema del Punto Fijo de Brouwer
se puede demostrar a través de un juego de la Teoria de Juegos, el juego de Hex. El juego
de Hex se juega en un tablero formado por hexdgonos (casillas) que lo cubren entero y
en donde juegan dos participantes. Cada uno compite contra el otro. Es un juego que va
por turnos en el cual cada jugador tiene que marcar un hexagono con una x (jugador x)
o con una o (jugador o). Esto con el objetivo de unir las dos lados opuestos del tablero
con un camino conectado de hexagonos marcados con una x, en el caso del jugador x, o
con una o, en el caso del jugador o.

El jugador x tratard de unir los lados del tablero X y X con casillas marcadas por x,
mientras que el jugador o intentard que sean los lados O y O con casillas marcadas por
0. Gana el primer jugador que logre este objetivo. Tanto los lados X, X', O y O" como
el tablero se pueden ver en la Figura 1 (pag. 4), la cual representa un tablero de Hex de
dimensién 11 x 11.

El juego de Hex tiene la particularidad de que es imposible que la partida acabe en
empate, es decir, para todo tablero de Hex con todas las casillas marcadas por x’s y 0’s,
siempre existird un camino conectado de casillas marcadas por x (6 0) que unan los lados
Xy X ' 60y O/). Este hecho es de gran interés pues es esta propiedad del juego, la
imposibilidad de empate, la que demuestra el Teorema del Punto Fijo de Brouwer en dos
dimensiones.



Figura 1: Tablero de Hex

Sea By, la representacién en forma de grafo del tablero de Hex de dimensién k x k (en
el apartado Juego de Hex-Teorema del Punto Fijo de Brouwer se ve con todo detalle
como convertimos el tablero en el grafo). By estd formado por los vértices z = (4,7) con
i,j=1,...k ,i,j € Z. Decimos que dos vértices z y z' son adyacentes (unidos por una
arista) si son comparables, es decir, z < 267 < z, y ademas |z — z/| = 1. Decimos que
<z sii<iij<jy.



La figura 2 muestra el tablero de Hex 5 x 5 en su forma de grafo, es decir, muestra Bs.
Con esta representacion hemos de pensar que el jugador horizontal busca construir un
camino (de vértices z conectados por sus aristas) que una las lados W'y E. Analogo para
el jugador vertical con los lados N y S.
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Figura 2: Tablero de Hex en su forma de grafo de dimensién 5 x 5

Por tanto, podemos definir la propiedad de la no existencia de empate mediante el si-
guiente teorema.

Teorema de Hex. Sea By, el tablero de Hex cubierto totalmente por dos conjuntos H y
V. Entonces, se tiene que o bien H contiene un conjunto conectado de elementos de By
que unen las fronteras E y W o bien V contiene un conjunto conectado de elementos de
By que unen las fronteras N y S.

Veamos que, tal y como deciamos, el Teorema de Hex implica el Teorema del Punto
Fijo de Brouwer. El Teorema del Punto Fijo de Brouwer bidimensional tiene el siguiente
enunciado:

Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Sea f : I? — I? una funcion continua, donde
I? es el cuadrado unitario I = [0,1]2. Entonces, existe x € I? tal que f(x) = .

Pese a que esta introduccion del Juego de Hex es suficiente como para comprender la
prueba que se presenta a continuacion, recomiendo a los lectores que dediquen unos mi-
nutos en mirar la Seccién 3.5, pues conceptos como la definicién del tablero, las reglas del



juego, la imposibilidad de empate o el Teorema de Hex estdn explicados con més detalles
y rigurosidad.

Ahora vamos a demostrar que el Teorema de Hex implica el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer.

Consideremos f : I? — I? continua definida como f(z) = (f1(z), f2(z)). Por la compacidad
de I? es suficiente con probar que para cualquier € > 0 existe un x € I? tal que | f(z) — x|
< €. Debido a la continuidad uniforme de f sabemos que, dado € > 0, existe ¢ > 0 tal que
o <eysi|r—2a| <o, entonces |f(z) — f(z')| < e, donde z, 2’ € I2.

Consideremos ahora el tablero de Hex By tal que 1/k < o. Definimos los subconjuntos
de B, HY, H=, V', V™ como

H ={z] fi(z/k) = 21/k > e}
H™ ={z]| z1/k — fi(z/k) > &}
VT ={2] fo(z/k) = 22/k > ¢}
V™ =A{z| 22/k — fa(z/k) > €}.

Intuitivamente, un vértice z de By, pertenece a HY, H~, V* V= si z2/k es movido por
f al menos € unidades hacia la derecha, izquierda, arriba y abajo, respectivamente. El
Teorema del punto fijo de Brouwer quedara demostrado si probamos que Bj no queda
cubierto totalmente por estos cuatro subconjuntos. Esto es, si z de By no pertenece a
ninguno de los subconjuntos, se tendria que |f(z/k) — z/k| < e.

Vamos a probar que los subconjuntos H* y H~ (V* y V7) no son contiguos. Supongamos
que z € Ht y 2/ € H, entonces se tiene que fi(z/k) — z1/k > ey 2z, /k — fi(2 /k) > €.
Sumando estas dos iltimas expresiones obtenemos que

fi(z/k) — f1(2 Jk) + 2, Jk — 21 Jk > 2¢. (1.1)

Debido a la eleccién de o y k (1/k < o), se tiene que zll/k: —21/k < o < e, y por tanto

—z Jk+ 21k > —¢. (1.2)

Finalmente, sumando (1.1) y la (1.2) obtenemos que fi(z/k) — fi(2'/k) > e. Esto indica
que los vértices z y 2z no son adyacentes, pues si lo fueran tendriamos que lz/k— =z / k| =
1/k < o, y por la continuidad uniforme de f, se tendria entonces | f(z/k) — f(z /k)| <e,
en contra de lo que acabamos de ver. De forma andloga se prueba que V* y V™~ tampoco
son contiguos.

Ahora consideremos el conjunto H = H* U H- y V = V* U V~ y supongamos que
P es un conjunto conectado de elementos de H. Debido a la no contigiiidad de H™ y
H~, se tiene que P ha de pertenecer totalmente a H™ o H~. No obstante, notamos que
H* nunca alcanza E debido a que f se aplica desde I? a si mismo, y por tanto ningin
punto de la frontera E puede desplazarse £ > 0 unidades a la derecha (sentido horizontal
positivo). De manera similar, H~ no alcanza los puntos de la frontera W, y entonces se
tiene que P no puede unir los puntos de E con los puntos de W. Andlogamente, V' no
contiene ningin camino conectado que una los puntos de IV con los de S. Sin embargo,
el Teorema de Hex nos asegura la existencia de un camino que si que una o las fronteras



E y W o las fronteras N y S, lo que nos demuestra que los conjuntos H y V no cubren
todos los puntos del tablero By.

En el apartado Juego de Hex-Teorema del Punto Fijo de Brouwer también se presenta,
ademads de més detalles sobre el juego y su relacion con el teorema, la demostracion del
Teorema de Hex. Para ello se muestra un algoritmo que encuentra un conjunto conectado
de casillas que unan los lados correspondientes para todo tablero con todas las casillas
marcadas. Finalmente, se prueba que el Teorema de Hex y el Teroema del Punto Fijo
de Brouwer bidimensional son equivalentes, presentando una prueba que muestra que
Brouwer implica Hezx.

Seguidamente inauguramos la tercera secciéon y nos centramos en el Teorema del Punto
Fijo de Schauder. Al igual que en los casos anteriores, se presenta el Teorema repasando
brevemente la historia anterior al Teorema y, en este caso, también la posterior, pues se
puede observar que a lo largo de los ultimos anos ha sido posible generalizar el Teorema
del Punto Fijo de Schauder a diferentes espacios. En este trabajo vamos a tratar la version
que demostré Schauder en 1930, que generaliza el corolario del Teorema del Punto Fijo
de Brouwer. Schauder prob¢ la existencia de puntos fijos para subconjuntos convexos,
cerrados y acotados de un espacio normado de dimension arbitraria, sea finita o no. En
este caso, a diferencia del corolario de Brouwer, no necesitamos que el espacio sea finito,
sin embargo, si que se requiere de una hipdtesis extra, ya que la funcién f ademads de
continua ha de ser compacta (ver Seccién 4.1 para encontrar el enunciado del teorema
con mas detalles). Una vez presentado el Teorema, se enuncia la teoria necesaria de es-
pacios normados y topoldgicos que utilizaremos en la prueba del Teorema de Schauder.
Finalmente, procedemos a la demostracién, que en esencia consiste en definir, para cada
n natural, una funciéon que cumple las condiciones del corolario del Teorema del Punto
Fijo de Brouwer, pudiendo asegurar asi que cada una de ellas tiene un punto fijo. A con-
tinuacién se considera la sucesion formada por las imagenes de f de los puntos fijos, se
prueba que tiene una parcial convergente y entonces la demostracién se concentra en ver
que el punto donde converge la parcial es un punto fijo de f. Esta demostracion se puede
encontrar con todo lujo de detalles en la Secciéon 4.1.

Finalmente, tratamos la aplicacién de el Teorema de Schauder, que es el Teorema de
Lomonosov sobre espacios invariantes. Se inicia con una presentacién del Teorema de Lo-
monosov donde se resalta el esfuerzo de la sociedad matematica en hallar un resultado
como el que Lomonosov logré encontrar en 1973. El objetivo ya no era encontrar funciones
con puntos fijo, sino que ahora se intentaba encontrar algin resultado que asegurara la
existencia de subespacios invariantes por un operador. Lomonosov probé que un operador
de un espacio de Banach, el cual no es multiplo de la identidad y conmuta con un opera-
dor compacto no nulo, tiene un subespacio invariante (ver Seccién 4.4.1 para encontrar el
teorema més detallado). También se muestran en esta introduccién las palabras del ma-
tematico I. Namioaki, el cual estaba involucrado en la btisqueda de algin resultado como
el de Lomonosov, donde describe como de fuerte es el uso del Teorema del Punto Fijo
de Schauder por la manera en cémo se simplifica toda la demostraciéon. Todo seguido, se
muestran unas serie de definiciones y lemas que seran necesarios para entender el Teorema
de Lomonosov y, finalmente, la prueba del Teorema de Lomonosov. En la Seccién 4.4.3 se
encuentra esta demostracién con todo detalle.






2. Teorema del Punto Fijo de Banach

2.1. Enunciado y contexto del Teorema

El Teorema del Punto Fijo de Banach es un teorema que detalla las hipdtesis que tiene
que reunir un espacio métrico para que una funcién, también bajo ciertas condiciones,
tenga un punto fijo. Este resultado fue enunciado y demostrado por Stephan Banach en
1922, el cual causé un gran impacto en la sociedad matemdtica en muy poco tiempo. Esto
no solo fue por la simplicidad de la demostracién, basada en observar que la distancia
entre los iterados de una sucesién determinada decrece exponencialmente, sino porque a
diferencia de los anteriores teoremas de la extensa familia de teoremas de punto fijo, el de
Banach, ademas de garantizar la existencia de un punto fijo, también nos dice cual es este
punto explicitando un método mecanico para hallarlo. Por tanto, el teorema de Banach
da un paso mas alld en comparacién con los anteriores teoremas de punto fijo.

Teorema del Punto Fijo de Banach. Sea (X,d) un espacio métrico completo y sea
f X — X wuna aplicacion contractiva en X, es decir, existe un k € (0,1) tal que
d(f(z), f(y)) < kd(z,y) ¥ =, y € X. Para cada x de X, sea xo = x, x, = f(™(x,), donde
f™(z) = (f o™ o f)(x). Entonces:

1. Eziste un dnico punto x de X de manera que f(x) = x. Denotaremos este punto
fijo por x* y lo llamamos punto fijo de f.

2. VxeX, lim ™ (z) = z* .

Un hecho que explica muy bien la gran importancia de este teorema son sus multiples
aplicaciones en diferentes campos. De hecho, para saber un poco sobre la historia de este
teorema, hay que decir que su origen reside en la demostraciéon que intenté Picard del
teorema de Cauchy-Lipschitz de ecuaciones diferenciales, que afirma la existencia y unici-
dad de soluciones de ecuaciones diferenciales bajo ciertas condiciones. Picard afirmé que
el método para demostrar el teorema de Cauchy-Lipschitz es mediante una funcién que
admita en su dominio elementos invariantes, es decir, mediante puntos fijos. No obstante,
no fue capaz de demostrar ningtin resultado que le asegurase la existencia del punto fijo
que necesitaba hasta que unos anos mas tarde Banach pudo recoger el legado de Picard
formalizando esta idea y descubriendo asi el ahora llamado Teorema del Punto Fijo de
Banach. A pesar de esto, Picard logré demostrar un teorema de existencia y unicidad
de soluciones de ecuaciones diferenciales que generaliza el teorema de Cauchy-Lipschitz
sin necesidad de utilizar lo que més tarde seria el Teorema de Punto Fijo de Banach.
Logicamente, una aplicacién directa de este teorema estd en la demostracinn del teorema
de Cauchy-Lipschitz. No obstante, el teorema de Banach no sélo se limita a esta aplica-
cién. Como decia, abarca muchas mas, y es en este hecho donde reside su gran potencial.
Entre otras aplicaciones, el teorema de Banach se utiliza en el método de Newton para
hallar raices de ciertas ecuaciones, en la resolucién de sistemas lineales, en la existencia
de soluciones de ecuaciones integrales, en sistemas de Sturm-Liouville, en fractales, etc.



2.2. Demostracion del Teorema del Punto Fijo de Banach

Primero demostramos que si el punto fijo existiera, éste es tinico. Sean x1, x2 dos pun-
tos fijos de X tales que x1 # wo. Entonces, si f(z2) = z2 y f(x1) = z1, tenemos que
d(f(z2), f(z1)) = d(x2,x1), con la cual cosa llegamos a una contradiccién con la hipdtesis
de que f es una funcién contractiva.

Veamos ahora la existencia del punto fijo. Para ello, tomemos un punto x € X cualquiera.
Queremos ver que la sucesién {zy }n>0 definida como

xo =, 2y = f(xp-1) Yn > 1,

es convergente. Este hecho serd la clave para ver que el punto fijo existe. Vamos a utilizar
que el espacio métrico (X,d) es completo, de manera que si probamos que la sucesién es
de Cauchy, esta sucesién converge en X. Por tanto, queremos ver que

sup d(Tp+m, Tn) m 0,

donde m > 0. Por la desigualdad triangular de las distancias, se tiene que

d(mn—&—ma xn) < d(xn—i-ma 'rn—&-m—l) + d(xn—l—m—la $n+m—2) + ...+ d(xn—f—la :I;n)-
Debido a que d(xpt1,2n) < kd(zp, xn—1) < ... < k"d(x1,x0), tenemos que

ATy, Tn) < KT (2, ) + KV T2d( 2y, 20) 4 .+ K (21, 20)-

Comol+k+Ek+. . += ﬁ, obtenemos finalmente que
kn

1—k

A(Tppm, Tn) < d(x1,x0)-

Es decir, se tiene que
k’n

1—k

n .
Ahora, como ﬁ—kd(xl,xo) —— 0, se obtiene que
n—oo

sup d(xn+maxn) < d(x1a$0)'

sup d(Zp+m, Tn) m 0,

de manera que la sucesién es de Cauchy y, por tanto, converge en un cierto punto x* de
X.

Vamos a probar que x* es un punto fijo de f, y, por lo visto anteriormente, el unico.

Por la continuidad de f,

fla®) = f(lim f"(z)) = lim (f*(2)) = 2"

n—oo n—oo
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2.3. Aplicacion: Teorema de Cauchy-Lipschitz
2.3.1. Introduccién y conceptos previos

Uno de los muchos objetivos de las matemaéticas es modelizar fenémenos y sistemas
dindmicos. Esto supone una gran ventaja, pues si el modelo es adecuado, podremos cono-
cer con exactitud la evolucién total del proceso, siendo este un hecho primordial a conocer
si se quiere estudiar més a fondo este sistema dindmico. Estos modelos se establecen me-
diante ecuaciones diferenciales.

Las ecuaciones diferenciales juegan un rol primordial en ciencias como la Fisica, la Quimi-
ca, la Biologia, la Ingenieria o la Economia, siendo una herramienta clave para interpretar
fenémenos de la naturaleza asi como para comprender el funcionamiento de cualquier sis-
tema no estatico. No obstante, resolver las ecuaciones diferenciales es algo no trivial. De
hecho, tinicamente las méas simples se pueden resolver mediante formulas explicitas, y en
algunos casos, no se puede ni asegurar que la ecuacién diferencial tenga solucién. Es por
eso que resultados que afirmen la existencia de soluciones o que establezcan métodos para
encontrar la solucién son de infinita utilidad.

Es por esto que el Teorema de Cauchy-Lipschitz es un resultado muy relevante en la
teoria de las ecuaciones diferenciales. Este teorema retine estos dos requisitos menciona-
dos anteriormente: establece que las ecuaciones diferenciales que satisfagan unas ciertas
condiciones admiten una tnica solucién y, ademads, nos proporciona un método programa-
ble para que computadoras puedan encontrar esta solucién mediante un proceso iterativo.

Con el fin de entender tanto el Teorema de Cauchy-Lipschitz como su demostracién, es
necesario hacer un recordatorio de algunos conceptos

Definicion 2.1. Un proceso evolutivo con espacio de fase ampliado un abierto 2 C RxR"
y dominio D C R x 2 es una aplicacion continua
p:D—R"
(t§ to, 1'0) = @(t; to, $o)a
tal que
1. (to,x,) indica el estado del proceso inicial x, a tiempo inicial t,, D es un abierto
y, para todo (to,x,) € 2, I(ty,x,) = {t € R|(t;to,2,) € D} es un intervalo abier-

to, llamado intervalo temporal (el intervalo temporal de la evolucion con condicion
inicial (to, o) );

2.V (to,xo) € 2, t1 € I(to,T0) :

(l) to S I(toymo) y C)O(to;toa:l:o) = To-

b) ta € I(t1,o(t1;to,x0)) si, y solo si, ta € I(to,x0), y @(ta;t1, o(t1;to,x0)) =
@(tQ;thxo)

0
3. @ es derivable respecto a t, y la derivada parcial % . D 5 R” es continua.

ot
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Intuitivamente, trataremos los procesos evolutivos (¢ : D — R™) tales que:

1. Son finito-dimensionales, pues el conjunto de estados posibles del proceso, deno-
minado espacio de fase, esta identificado con una variedad diferenciable finito-
dimensional;

2. Son deterministas, ya que los estados futuro y pasado estan completamente de-
terminados por el estado presente del proceso, y ademés dependen continuamente
respecto al estado presente;

3. Son diferenciables, debido a que la dependencia de un estado respecto al tiempo es
diferenciable.

Definicion 2.2. El campo vectorial de velocidades de fase del proceso evolutivo es la
aplicacion continua

f:02—R"
i
(t,x) — E(t’t’ x),

Definicion 2.3. La ley del proceso evolutivo es la ecuacion diferencial definida en 2,
% = f(t,x). Tal ecuacion codifica la relacion entre la velocidad del proceso y el estado
del mismo en cada instante.

Definicion 2.4. Sea f: 2 — R"™ un campo vectorial de velocidades de fase en el abierto
2 C R x R™ Se dice que f satisface la hipotesis de Picard si f es localmente Lipschitz
respecto a x en £2, esto es, para todo (t ,x') € 2 existen a, b > 0 tal que I,(t ) x By(x') C 2
y existe L > 0, llamada constante de Lipschitz, tal que

|f(t,z0) — f(t,1)| < Llwg — x1],t € Io(t), 21, x2 € By(x).
2.3.2. Teorema de Cauchy-Lipschitz

0
Teorema de Cauchy-Lipschitz. Sea 9 _ f(t,x) una ecuacion diferencial definida en

ot
I,(t)x By(z'), con (t,2') e RxR" ya, b > 0 tal que f : I,(t ) x By(z') — R" es continua
y satisface la hipdtesis de Picard. Sea M > 0 tal que, para todo (t,z) € I,(t') x By(z'),
|f(t,z)| < M. Sean s, r, q tales que 0 < s <a,0<r<s,0<qg<by(s+r)M+q<hb.
Entonces, existe una unica funcion continua

@ : L(t) x I(t) x By(z') = By(z')
(tsto, To) = @(t;to, To)
y diferenciable respecto a t, tal que, para todo (t;ty,x,) € Is(t) x I(t') x By(z")

dp

E(t; to, xo) = f(t, (P(t§ to, wo))a Sp(to-to-xo) = To-

Es decir, intuitivamente, el teorema establece que bajo las hipdtesis ya mencionadas la
funcion z = p(t;t,, x,) es la tnica solucién de

T = f(t,x).

12



Antes de empezar con la demostracién, vamos a anunciar una proposicién que nos afirma
que encontrar una solucién del teorema de Cauchy-Lipschitz es equivalente a encontrar
una funcién que satisfaga la ecuacion integral de Volterra. Utilizaremos este resultado en
la demostracién del teorema.

Definicién 2.5. Se dice que una funcion g(t;t,,x,) satisface la ecuacion integral de

Volterra si .

g(t§t07xo) = %o+ ‘f(S,g(S; to, $0))| ds
to

Proposicién 2.6. Una funcion g(t;t,, x,) satisface el teorema de Cauchy-Lipschitz si y
solo si g(t;t,, x,) cumple que
t

g(t;t07$0) = xO + ‘f(sag(s;t07m0))’ dS.
to

Demostracién de la Proposicién 2.6 Supongamos que g(t,%,,x,) es solucién de la
ecuacion de Volterra. Por tanto se tiene que

t
To + f('S;g(S;to»l'o)) ds = g(t,to, 5130)’
to

lo que implica que g(to,to, To) = To ¥ §(t,to, x0) = f(t;9(t, 1o, 20)), es decir, g(t,t,, o) €s
solucién del Teorema de Cauchy-Lipschitz.

Supongamos ahora que g(t, t,, x,) satisface el Teorema de Cauchy-Lipschitz. Entonces se

tiene que

. t

/ M dt:/ f(t;g(t,to,20)) dt,
. dt to

o

Como fti %ﬁ’xo)) dt = g(t,to, o) — g(to,to, o) = g(t,to, o) — To, se obtiene que g

satisface la ecuacién integral de Volterra.
O

Ahora si podemos demostrar el Teorema de Cauchy-Lipschitz.

Demostracién del Teorema de Cauchy-Lipschitz Sea L la constante de Lipschitz
de f respecto a x. Consideremos el espacio vectorial

X = {p: L({t)xI.(t) qu(a:/) — R", continua, con la suma y producto escalar habituales},

donde s, 7, g son tales que satisfacen las condiciones del enunciado del teorema.

Consideremos también la norma de Bielecki
[plloo.z. = sup{e™ ™"l o (t; to, 20)| : (tit0,w0) € L(t) X T (1) x By(x)}.
Tal norma es equivalente a la norma del supremo || - ||, pues

" lolloe < Hlelloc,r < llelloos
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por lo que (X, ||-||s0,z) €s un espacio de Banach (o sea, un espacio normado y completo).
En X, consideramos el subconjunto cerrado (y, por tanto, espacio métrico completo)

Xy ={o: I(t) x L(t) x Bq(a:,) — Bq(:v/),continua}.
Definimos la aplicacién 7 : X, — X}, denominada operador de Picard, como

t
T((,O(t; to, l‘o)) = To + ] |f(83 90(5; to, xo))‘dsa

donde ¢ € X}. La demostracion del teorema consiste en aplicar el Teorema del Punto Fijo

de Banach a este operador, de manera que nos asegure que existe una funcién ¢ tal que

T(¢) = ¢, es decir, una funcién que resuelva la ecuacién integral de Volterra. Para ello,

vamos a probar a continuacién que se satisfacen todas las condiciones para poder aplicar

el teorema de Banach.

Obviamente, tenemos que 7(¢) € X. Ademds, el operador estd bien definido en X3, pues,
(@) € Xy si ¢ € Xyp. Bsto es ¥V (t;t0, 1) € Iy(t) x I(t) x By(z'),

t
Ir(ptito,ao) | S| | fls,p(sito0) ds|+lwo —a'| < (s+1)M +q <,
donde en la primera desigualdad hemos utilizado la definicién del operador de Picard y la
propiedad de desigualdad triangular de |-|, y en la segunda desigualdad las hipétesis sobre
r, s, qy M descritas en el enunciado del teorema. Una vez hemos visto que el operador esta
bien definido en X} , veamos ahora que es contractivo en X3. Sean 1, @ € X3 y vamos
a considerar en las siguientes desigualdades los supremos respecto I(t') x I.(t') x By(z).

Tenemos que

t
(o) = 7@l < sup =L 10151t 0)) = S (sl sitor o)) ds
tito,To to
donde una vez utilizadas las definiciones de norma de Bielecki y de operador de Picard,
usamos que para una funcién cualquiera continua g(t), se tiene que | [ ¢ dt| < [|g| dt.
Ahora, utilizando que f es Lipschitz de factor L, y simplemente multiplicando y dividiendo
por el mismo factor e Lls~tel obtenemos que

t
|7 (p1) — 7'(802)H00,L < sup e Hlitel Lip1(s;5to, 7o) — @2(537507x0)|eiL|Sito‘eL‘37tO|d3
(t§t07xo) to

Teniendo en cuenta que |¢1(8;to, o) — 92(8;t0, To)|e K57l < |jo1 — @alloor ¥ que
e~ Llt—to] fti ells—tolgs = 1 — ells—tol ghtenemos que

_ e_L‘t—to‘)

I7(e1) = 7(@2)lloe,L < sup (1 1 — @2lloc,L
(t§t07$o))
Finalmente, por la elecciéon de r y s tenemos que
I7(1) = 7(@2)lloo, < (1= e ] Jo1 = palos, s

lo que muestra que el operador de Picard es contractivo en X} con factor de contracciéon
(1 — e Lirtshy < 1.
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Se satisfacen, pues, todas las hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Banach. De esta
manera, existe una unica ¢ € X tal que 7(¢) = ¢, es decir, existe una tnica funcién que
satisface la ecuacion integral de Volterra, que debido a su equivalencia con el Teorema de
Cauchy-Lipschitz por la Proposicion 2.8., queda demostrada la tesis del teorema.

O
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3. Teorema del Punto Fijo de Brouwer

3.1. Enunciado y contexto del Teorema

El teorema del punto fijo de Brouwer es un teorema de existencia. Si bien deciamos que
el teorema del punto fijo de Banach nos proporciona un método mecanico para hallar
este punto fijo, el de Brouwer no nos aporta informacién sobre cual es este punto. No
obstante, este hecho no hace del teorema de Brouwer un teorema menor, pues existen
multiples resultados en que Unicamente es necesario tener la certeza de que el punto fijo
existe, sin importar explicitamente qué punto es. Esto sucede en resultados que aseguran
la existe ncia de cualquier elemento o propiedad, como es el caso de la aplicacion que
se recoge a continuacion: la existencia de equilibrios de Nash en juegos no cooperativos
finitos. Veremos que necesitaremos que exista un punto fijo, pero carecerd de relevancia
cualquier informacion sobre este punto, como su localizacion o descripcion.

Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Sea f una funcion continua de la bola unitaria
cerrada B™ de un espacio euclideo en si misma, entonces existe un punto x en B™ tal que
flz)=2,1<n<oo.

Para entender la historia de este teorema hemos de hacer un pasaje por Henri Poincaré y
las ecuaciones diferenciales. Hacia finales del siglo XIX, una cuestién acaparaba el interés
de la comunidad cientifica, la de la estabilidad del sistema solar. Este hecho le llevd a
considerar otras representaciones del sistema solar con el fin de poder estudiarlas. Bajo
esta motivacién, Poincaré presté mas atencion a un hecho tan simple y cotidiano como la
superficie de una taza de café.

Se centré en estudiar las trayectorias de una superficie (la del café) animada por una
corriente constante (movimiento de la cuchara del café). Para ello publica Analysis situs,
donde logré demostrar que en superficies de la misma naturaleza que la de un disco,
como una taza de café, existe algiin punto fijo. Por tanto, Poincaré probd un resultado
equivalente a una versiéon de lo que hoy conocemos como el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer.

Hay muchas maneras de demostrar este teorema: existe la versiéon analitica que utiliza el
Teorema de Green, otra topoldgica que se basa en homologias de grupos, también existe
la prueba combinatoria a través de una generalizacién del lema de Sperner o incluso
probando su equivalencia con el juego de Hex (ver Seccién 3.5.3). La demostracién que
se presenta en este trabajo es la versién analitica de John Milnor 4, el cual demostré el
Teorema del Punto Fijo de Brouwer a través del Teorema de la Bola Peluda y de ingeniosas
proyecciones estereograficas.

3.2. Conceptos previos

Con el objetivo de entender la demostracion del Teorema del Punto Fijo de Brouwer, es
conveniente repasar algunos conceptos.

Definicion 3.1. Sea X un subconjunto de R™. Un campo de vectores tangentes a X es
una funcion v : X — R™ no nula tal que para todo = de X se tiene que x o v(z) = 0,

1Ref. pag 2
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con o el producto interno. Ademds, si v es continua, se dice que el campo es continuo de
vectores tangentes a X.

Teorema de la Bola Peluda. Sin es impar, entonces la esfera S"~! no tiene un campo
continuo de vectores tangentes no nulos.

Observamos que la condicién de que n sea impar es necesaria. Es trivial ver que para n
par un campo de vectores tangentes a S™~! serfa la funcién no nula v definida como

v: Sl R

(1, ey Tp) = (T2, —T1y eey Ty —Tp—1)

Como v es continua, vemos que para n par existe un campo continuo de vectores tangentes
a S"~!. Es importante observar que no necesariamente este campo de vectores tiene que
ser tnico, pues es trivial ver que el campo v : S"~! — R" definido como v(z1,...,7,) =
(—z2,21, —24,23, ..., —Tpn, Tn—1) también es un campo continuo de vectores tangentes a

Sl

La razén por la cual se le conoce a este teorema como el de la bola peluda es por su
analogia con una pelota con pelos en la superficie, donde los pelos representan los vectores
del campo. Se dice que esta pelota se puede peinar si existe un campo continuo de vectores
tangentes, pues si no se pudiera peinar es porque en algin momento de la superficie de
la bola encontrariamos un punto sin pelo o una calva, lo que indicaria que no existe un
campo continuo de vectores tangentes. Esta analogia se entiende mejor con la versién del
teorema en tres dimensiones.

3.3. Demostracién del Teorema del Punto Fijo de Brouwer

Tal y como se menciona al final de la Seccién 3.1, la demostracién que se presenta en este
documento es la que realizé el matematico John Milnor, basado en el Teorema de la Bola
Peluda. La demostracién se divide en dos partes, el caso en que n es par y el caso en que
n es impar.

Caso n par. La idea es suponer que no existe un punto fijo para f en B™ y llegar a
una contradiccion con el Teorema de la Bola Peluda construyendo un campo continuo de
vectores tangentes en la esfera S™. Como hemos supuesto que f no tiene puntos fijos en
B"™, se cumple que f(z) —x A0V 2z € B"y

0 < flo— f@)II” = ll2[I* + | f(@)|* — 2z o f(z) <22z 0 f(x).
Por tanto, si |z| = 1 se tiene que

zo(x— f(zr))=1—x0 f(x)>0. (3.1)

Definimos ahora el campo de vectores z

z:B" - R"
como 1
—TroX
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Definiendo la funcién
k:B" =R

como
_ l—zox

T 1-20/@)

cuyo denominador es distinto de cero debido a la (3.1), se puede reformular la funcién z
como z(x) =z — k(x) o f(x).

k(x)

Utilizaremos la funcién z para construir un campo de vectores tangentes. Primero proba-
remos que z es continua y que satisface que z(z) = x en la esfera unitaria y z # 0 en toda
la bola unitaria. La continuidad de z es debido a la continuidad de las funciones identidad
x, ky f. Ademas, si |z| = 1, o sea, x estd en la esfera unitaria, es trivial ver que z(x)
=z — k(z) o f(z) = x pues el numerador de k(x) se anula. Ahora, para demostrar que
z(x) no se anula en toda la bola unitaria suponemos que existe un z* de la bola abierta
tal que z(z*) = 0. Entonces, por la propia definicién de z se tiene que z* = k(z*) o f(x*).
Multiplicando la expresion por el denominador de k y utilizando la definicién de éste

x*

obtenemos que z* — (z* o f(z*))x* = f(z*) — (x* o z™) f(2*), y sustituyendo o = f(x*)
se obtiene que

la cual cosa implica que z* = f(z*) y esto no puede ser por nuestra hipétesis. Por tanto,
z(x) # 0 en toda la bola unitaria.

Sea E"T! = {(21,72,...,Zn,Tns1) € B"™ 2,01 = 0} el ecuador de la bola B"! y
B, = {(z1,22, .00, Tp11) € B 2,1 < 0} su hemisferio sur. Identificaremos la
bola B™ con el ecuador E™*! de la bola B"! de la siguiente manera:

(1,2, ..., Tp) — (21,22, ..., Tn, 0)

donde (z1, %9, ..., ¥,) € By (21,72, ..., Zn,0) € B"!. Laidea es, haciendo proyecciones y
usando la funcién z, construir un campo tangente a la esfera unitaria S™ en el hemisferio
sur B, ;. Andlogamente, obtendremos un campo tangente a la esfera unitaria S" en el
hemisferio norte N™*1 los cuales empalmarin bien en el ecuador y obtendremos asi un
campo tangente a toda la esfera unitaria S™.

Desde el polo norte N = (0,0, ...,0,1) en B"*! proyectamos el punto = = (x1, T2, ..., T, 0)
en el ecuador E"! sobre la esfera unitaria S™. Sea x un punto en E"*! y sea v(z) =
(v1(z),v2(x), ..., vpt1(x)) su proyeccién sobre el hemisferio sur B, |, entonces z estd en
algin punto intermedio de la recta que va desde el polo norte N hasta v(x). Por tanto,
existe un @ entre 0 y 1 tal que x = (1 — )N + Ov(x). Teniendo en cuenta la simplicidad
de las coordenadas de IV, esta ecuacién es equivalente al sistema

x; = Ovi(x), 1=1,2,3,...,n (3.2)
0= (1 — 9) + 9vn+1(x).

Aplicando esto 1ltimo, tenemos que

v(x) = (vi(x),v2(x), .oy Upy1(x)) = (?,?,..., R ) (3.4)
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Como v(x) estd sobre la esfera unitaria tenemos que |v(x)| = 1, entonces

2?2 (0—-1)2
1-21} +v”+1 292 2

que multiplicando por 6% da
Zaz = |z|> + 6% — 20 + 1.

Luego, 0 = |2|?> — 20 + 1 y despejando tenemos que 6 = %( 2 +1), de donde 6 > %

Para cada punto x del ecuador E™*! definiremos, utilizando las propiedades anteriores,
un vector u(x) no nulo y tangente a la esfera unitaria S™ en el punto v(x). Para cada
punto z del ecuador con |z| < 1, definimos las siguientes funciones que dependen de la
variable ¢:

X(t) =z +tz(z),

V(t) =v(x + tz(x)),

donde ¢ es suficientemente pequena como para que el segmento = + tz(z) esté totalmente
contenido en el ecuador E™*1. Observamos que X(0) = z, V(0) = v(z) y [V(t)] =
|v(x 4 tz(x))| = 1, pues v(x + tz(x)) estd sobre la esfera unitaria S.

Definimos ahora la funcién u(x) = (u1(x), ..., up+1(x)) mencionada anteriormente como

utr) = 20,

o sea, u(x) = V(0). Veamos que u(z) definida asi es tangente a la esfera unitaria en v(z).
Tenemos que

91 AV o V() .
0= = s =2V(D) o V(1),

A partir de esta ecuacién, evaluando en cero obtenemos
0=v(z)ou(z),

lo que significa que u(z) es tangente a la esfera S™ en v(x). Probemos ahora que u(z) es
no nulo. Considerando la proyeccién del vector X (¢) desde el polo norte N, existe, del
mismo modo que hemos visto anteriormente, una funcién 6(¢) con 6(0) = 6 que satisface
que

X(t)=01—-0(t)oN+6(t)o V().

Derivando esta expresion obtenemos
2(t) = =0(t) o N +0(t) o V(1) + 0(t) o V (1),

que evaluando en cero y aislando u(z) nos da la siguiente expresién
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Para ver que u(x) es no nulo, utilizando esta ultima expresién de u, consideremos los dos
casos siguientes:

s Si 0(0) = 0 entonces u(x) # 0 pues al inicio de la demostracién vimos que z(z) # 0.

* Si 9(0) # 0 se tiene que u(z) # 0 porque su (n+ 1)-ésima componente es distinta de

) = 00—t (o

cero tal y como indica la expresion w41 (z )) # 0 pues vp41(x) <0

1
yo>3.

Por tanto, hemos visto que u(z) # 0 y u(z)ov(x) = 0 en todo el hemisferio sur B, ;, que
corresponden a los puntos de la esfera unitaria S™ con componente v,+1(x) < 0. Adema4s,
de (3.2) y (3.3) se sigue que v(-) es continua, y como z(x) ya vimos que era continua, la
ecuacién (3.5) implica que u(-) es continua.

Vamos a extender la funcién u(z) a la circunferencia {(z1,...,2,,0) : Y27 = 1} del
ecuador E™"*1 (la que hemos identificado con S™7!) de forma continua, utilizando el
limite cuando v(x) tiende al ecuador, es decir, cuando v, +1(x) tiende a cero. En este caso,
de (3.2) y (3.3) observamos que 6§ — 1, v(z) — = y || = 1. De esta manera

u(x) = z(z) + 0(0) o (N — ).
Ahora, como 6(t) = £(|X(t)|* 4 1), su derivada es
(1) = X (1) 0 X(t) = (1 +12(2)) 0 2().

Es decir, .
0(0) = x o z(x).

Ahora, habiamos visto anteriormente que cuando |z| = 1, entonces z(x) = x, de manera
que 6(0) = x oz = 1, lo que significa que

ulz)=x+N-—-z=N
o sea, que en todo el ecuador los vectores tangentes apuntan al norte y, ademas,
zou(x) =0,

para todo x € {(21,...,7,,0) : Y 2 = 1}.

Hemos definido un campo vectorial continuo de vectores tangentes no nulos en todo el
hemisferio sur de la esfera unitaria. Con el fin de extender este campo en toda la esfera
unitaria hacemos el proceso analogo en el hemisferio norte. En este caso, la proyeccién es
desde el polo sur S = (0,0,...,0,—1) y ahora u se define como —V(O). Con este cambio se
consigue la continuidad global del campo, pues u definida asi es un campo continuo no nulo
de vectores tangentes en el hemisferio norte y ademads, de esta manera, las definiciones de
los campos de los dos hemisferios coinciden en la circunferencia del ecuador. Por tanto, ya
para finalizar el caso en que n es par, vemos que hemos logrado construir, bajo el supuesto
en que no habian puntos fijos, un campo vectorial continuo de vectores tangentes no nulos
en toda la esfera unitaria S™ cuando n+1 es impar. Sin embargo, este resultado contradice
el Teorema de la Bola Peluda, que afirma que este campo no existe. Concluimos entonces
que, para n par, la hipétesis inicial es falsa y por tanto existe algtin punto fijo demostrando
asi el Teorema del Punto Fijo de Brouwer, para n par.
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Caso n impar Para completar la demostracién, consideremos la funcién de la bola B"
en si misma, f(x) = (f1(z), fo(z), ..., fu(z)). Definimos la funcién h de la bola B"*! en si
misma como

h(:cl,xg, ...,wn,xn+1) = (fl(l'l, ...,xn), fg(xl, ...,xn), veuy fn(.’L'l, ...,(L‘n), 0)

La funcion h es claramente continua, y por lo que hemos visto en el apartado en que n es
par, debe existir un punto b € B"*! tal que h(b) = b. Entonces b satisface, componente a
componente, el sistema

bn+1 =0
bi = fi(b17b27 7bn)7ll = ].,2, o

O sea, x = (by, by, ...,b,) € By, es un punto fijo de f, de manera que el teorema de Brouwer
se cumple para n impar.

O

3.4. Aplicacién: Existencia de equilibrios de Nash
3.4.1. Introduccién y conceptos previos

Entendemos por juego aquella situacion en la que intervienen varios participantes, los
cuales escogen la accién que prefieren realizar, y en funcién de las acciones de todos los
jugadores, cada uno recibe una ganancia o una pérdida. Diariamente nos enfrentamos a
juegos que, sin ser conscientes de nuestra participacién en el mismo, encaramos con total
normalidad.

Juegos no cooperativos En muchas ocasiones, cuando nos enfrentamos a una situacién
es conveniente cooperar con los demas participantes con el fin de hallar mejores resultados.
Esto suele ser provechoso. pues los jugadores pueden planificar sus estrategias con el resto
de manera que sea mas favorable obtener una buena recompensa. No obstante, siempre
es preferible reflexionar si cooperar seria beneficioso para los participantes, y en ese caso,
habria que pensar con quién cooperar, ademas de esperar que los elegidos quieran cooperar
con nosotros. Por tanto, se puede dar que en una situacién los jugadores decidan que es
mejor no cooperar. Seran exclusivamente en estas situaciones donde nos enfocaremos en
esta seccion, en aquellas en las que los jugadores deciden no cooperar, como puede ser en
caso de competencia directa entre dos entidades por un mismo producto. De esta manera,
en el transcurso de este apartado no tendremos en cuenta ningtn tipo de alianza o posible
comunicacién entre los participantes.

Definicién 3.2. Un juego no cooperativo de N personas es un sistema n := {(A4;,1;) :
i € I} donde I es el conjunto 1,2,...,N de los jugadores, A; es el conjunto de todas las
acciones posibles del jugador i y r; es una funcion r; : A1 X Ag X ... x Ay — R conocida
como la recompensa del jugador i. Si ademds todos los conjuntos A; son finitos, se dice
que 1 es un juego finito no cooperativo de N personas.

El juego se interpreta de la siguiente manera: los jugadores eligen cada uno una accién
de su conjunto de acciones posibles simultanea e independientemente. Si cada jugador ¢
elige la accién a; en A;(1 = 1,2, ..., N), entonces el jugador j recibe (a1, az, ...,an) como
recompensa. Para entender mejor esta mecanica, vamos a considerar el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 3.3. Podemos analizar el cldsico juego de piedra, papel o tijeras, como un juego
no cooperativo de dos personas. En este juego dos personas eligen simultaneamente entre
piedra, papel o tijeras. El juego termina en empate si eligieron lo mismo, de lo contrario
uno de ellos gana de acuerdo a la regla: tijeras vence a papel, papel vence a piedra y
piedra vence a tijeras. Podemos considerar que un jugador obtiene un punto por cada
Juego ganado. El juego no cooperativo de dos personas es n = {(A1,7r1), (A2,72)}, donde
el conjunto de acciones es el mismo para ambos jugadores, Ay = Ay = {piedra, papel,
tijeras}, y las funciones de recompensa estan determinadas por las reglas anteriores, por
ejemplo, ri(papel, papel) = 0, r1(piedra, tijeras) = 1, ro(piedra, papel) = 1, r1(piedra,
papel) = 0 (es decir, perder y empatar vale lo mismo, 0 puntos. Solo se puntia si se
gana). Sobre qué elegir cada vez que se repita el experimento depende de los jugadores
completamente. Si quieren pueden elegir siempre lo mismo o escoger un orden entre las
opciones y sequir ese patron repetitivamente, pueden proceder de la forma que les parezca
mas conveniente para ganar mds veces.

Definicion 3.4. Se le llama estrategia, a la forma en que un jugador elige qué accion
utilizar. Una clase importante de estrategias de un jugador es la clase de aquellas donde la
eleccion de la accion se realiza mediante un procedimiento aleatorio, en este caso tenemos
la siguiente definicion.

Definicion 3.5. En un juego finito no cooperativo de N personas, una estrategia mizta
~v; para el jugador i es una distribucion de probabilidad en A; . El conjunto de todas las
estrategias mixtas para el jugador i se denota por S; y el producto S1 X Sz X ... X SN se
denota por S.

Si el conjunto de acciones del jugador ¢ es A; = {1,2,...,m;}, entonces ~; se puede re-
presentar por el vector (v{,74, ..., 7,,), donde ’y]i» = 74%(4) y j es un elemento de A;. En
este caso, cuando el jugador i utiliza la estrategia mixta +* , la componente ’y; repre-
senta la probabilidad de que el jugador elija la accién j. Si ademads, el vector 4* tiene
la forma (0, ...,0,1,0,...,0), entonces se dice que 7* es la estrategia pura (5};, donde i es
el jugador al que nos referimos y k es la accion a la que se le asigna probabilidad 1.
La estrategia pura 7,1 es simplemente aquella estrategia mixta ' tal que 'y; = 0,, don-
de 61 es la delta de Kronecker. Una estrategia pura se interpreta como la estrategia
en la que un jugador utiliza siempre la misma accién. Cuando el conjunto de acciones
es finito, también podemos representar al conjunto S; como el subconjunto de R™, S;
= {(s1,52,.,8m; € R™ 155 > 0,377 s; = 1}. Similarmente S es subconjunto de
Rmaitmat+mN A continuacién enunciamos un resultado importante al respecto.

Lema 3.6. En un juego finito no cooperativo de N personas, S es un subconjunto acotado,
cerrado y convexo de R™, donde m = mq + mo + ... + mpy.

Demostracién del Lema 3.6. Primero probaremos que S es acotado. Como cada con-
junto S; consta de elementos en R™ de componentes no negativas cuya suma es 1, tenemos
que

SZ' C {(al,ag, ...,ami) cR™ :0 < a; < IVj},

el cual es acotado y, por tanto, el conjunto S es acotado.

Probamos ahora que S es cerrado. Para ello, consideramos la sucesion

On = ((00)%,(00)2, ..., (0,)Y) convergente a § = (61,02, ...,05) y mostraremos que 6 per-
tenece a S. Para mostrar que # es también un elemento de S probaremos que cada 6; es
una distribucién de probabilidad.
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Por hipdtesis, (Hn)z > 0 V n, pues cada una de ellas es una medida de probabilidad.

Entonces 0;- > (0. También tenemos Z;”:ll(ﬁn); = 1V n, de manera que nl;rgo > 71 (0n)

i_
L=
1, y, a su misma vez, se tiene que

lfm Y (0,) = 1fm (6,)% = (6);

n—o00 n—oo J

y, por lo tanto, Z;”;l(e); = 1. O sea, cada 6; es distribucién de probabilidad y se tiene
que 0 € S, obteniendo asi que S es un conjunto cerrado.

Finalmente, probaremos que S es convexo. Para ello, tomamos a, b € S y tenemos que
probar que ca + (1 — ¢)b € S para cualquier ¢ en el intervalo [0,1], la cual cosa equivale
a demostrar que cada componente ca; + (1 — ¢)b; es una distribucién de probabilidad.
Notamos que ¢, (1 —c¢), aj», b; > 0, de esta manera se cumple que caj» +(1-— c)b§- > 0. Por
otro lado, vemos que

D leai+(1—oi]=cy ai+(1—0¢)> bi=ct+l-c=1
j=1 j=1 j=1

obteniendo asi que ca; + (1 — ¢)b; es un distribucién de probabilidad y por tanto S es un
conjunto convexo.

O

Definicién 3.7. En un juego finito no cooperativo de N personas, paray = (V1,72 ..., YN) €
S, definimos la funcion de ganancia R; para el jugador i R; : S — R como

myN mi
Ri(y1,92, s IN) = 3 oo D Y Vi1 G2, s 4N,
in=15=1

donde el conjunto Ay del k-ésimo jugador consta de my acciones posibles. Similarmente,
definimos las funciones R;; para cada accion j del jugador i, R;; : S — R, como

Rii (Y1592 ooy Yie1s Yir Vit 15 s YN) = Ri(V1, 725 s Yie1, Ois Yit15 s YN ),

es decir, R;;j(7y) es la ganancia del jugador i si éste cambia a la estrategia pura 6;;5, mientras
el resto de los jugadores conservan sus estrategias correspondientes.

Lema 3.8. En un juego no cooperativo de N personas, podemos expresar la funcion de
ganancia R; como

Ri=> ~Ru(v),
I
donde v € S y donde l recorre las acciones del jugador.

Definicién 3.9. (Equilibrio de Nash) En un juego finito no cooperativo de N personas,
un equilibrio de Nash es un elemento p = (p*, p?, ...,pN) de S tal que para cada i € 1,

Rz(p) > Ri(p17 p2) "'7pi7176i7pi+17 "'7N )7

Y BieS;.
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Esta definicién se puede ver desde dos perspectivas diferentes. Desde la perspectiva del
jugador ¢, suponiendo que las estrategias del resto de los jugadores estan fijas como las
respectivas p/, entonces p' es una estrategia que optimiza la ganancia del jugador i.
Ahora, desde un punto de vista exterior, considerando a los jugadores como un todo, p es
un estado en el cual a ningiin jugador le conviene cambiar de estrategia pues su ganancia
podria disminuir.

Para juegos finitos no cooperativos los equilibrios de Nash estdn caracterizados a través de
su comportamiento con respecto a las estrategias puras. Esto se puede ver en el siguiente
lema.

Lema 3.10. En un juego finito no cooperativo de N personas, p = (p*, p%,...,p") € S es
equilibrio de Nash si y solo si para cada i € I, Ri(p) > Rij(p) ¥V j € Ai, donde A; es el
conjunto de acciones posibles del jugador i.

Demostracién del Lema 3.10. Si p es equilibrio de Nash, la desigualdad se cumple
trivialmente. Ahora, para un jugador i fijo, sea 8° € S; una estrategia mixta arbitraria. Si
p satisface la desigualdad del lema, naturalmente también se cumplen las desigualdades
ﬁ;Ri(p) > ﬁ;Rij (p)V j € A;. Ahora, Sumando sobre el indice 7, debido a que ZT:H ﬁji- =1
y al Lema 3.8.,tenemos que para todo * € 5;

R’L(p) = ZB}RZ(p) > Z/B;le(p) = Ri(p17p27 "'inilaﬁi)pwr% ”'7pN)7
7j=1 j=1

vV ¢ € S;. Esto se cumple para cada jugador y entonces p es un equilibrio de Nash. Por
tanto, hemos visto que si p cumple la desigualdad del lema, entonces éste es un equilibrio
de Nash.

O

Existencia de equilibrios de Nash El concepto de equilibrio de Nash es uno de los
conceptos mas importante de Teoria de Juegos. Nash presenté este concepto junto con el
siguiente teorema, el cual es considerado por muchos economistas como uno de los méas
relevantes en esta teoria. El teorema que se presenta a continuacion asegura la existencia
de estos equilibrios en juegos finitos no cooperativos. Sin embargo, antes de demostrar
esta existencia, es necesario mostrar el corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer.
Este resultado serd la clave en la demostracion de los equilibrios de Nash.

Corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Sea K un subconjunto compacto
y convexo de R"™ y sea f una funcion continua de f : K — K. Entonces f tiene al menos
un punto fijo en K.

Para entender la demostracion debemos repasar algunos conceptos y lemas previos.

Definicion 3.11. Sean A, B subconjuntos de R™. Decimos que A y B son topoldgicamente
equivalentes si existe un homeomorfismo h entre ellos, es decir, si existe una biyeccion
continua de A sobre B con inversa continua.

Con el siguiente lema vamos a extender el teorema de Brouwer a conjuntos topoldgica-
mente equivalentes.

Lema 3.12. Sea D topolégicamente equivalente a la bola unitaria B™ de R™ y sea f una
funcion continua de D en si misma, entonces f tiene al menos un punto fijo.
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Demostracién del Lema 3.12. Como D y B™ son topolégicamente equivalentes, existe
un homeomorfismo h : B" — D. Definimos ahora la funcién

g:B" — B"
g(z) = h~ 1 (f(h())),

la cual es continua porque lo son f, h y h~!. Ahora, el Teorema del Punto Fijo de Brouwer
nos asegura la existencia de un punto fijo en g. O sea, se tiene que existe un punto ¢ de B"
tal que g(c) = h™*(f(h(c))) = c. Ahora, si aplicamos h a esta tltima ecuacién obtenemos
que f(h(c)) = h(c), lo que significa que h(c) es punto fijo de f.

O

Demostracién del Corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer Sea B, la
bola de radio r centrada en el origen lo suficientemente grande como para que contenga
a K, el cual existe debido a que K es acotado. Consideremos la funcion

g: B, - K

g9(x) =y,
donde y € K es tal que

d(z,y) = mind(, z)

Veamos que, debido a la convexidad de K, esta funcién g estd bien definida. Esta y €
K existe porque K es un conjunto cerrado. Ademads, no se puede dar la situaciéon en que
d(x,y1) = d(x,y2) para cualesquiera yi,y2 € K, pues K es convexo y entonces se tiene
que d(z, ylg‘”) < d(x,y1), por tanto no podrian ser los puntos a una distancia minima de

x. Notamos también que si z € K, g(x) = z.

Veamos ahora que g es continua. Consideremos una sucesion x, de B, que converge en

un punto x. Sea € > 0. Como z,, converge en x, existe un natural N tal que d(z,, ) < §

para todo n > N. De la definicién de g obtenemos, para n > N
€
d(zn, 9(2n)) < d(n, 9(2)) < d(zn, ) + d(2,9(2)) < d(z,9(2)) + 5
Usando esta ultima desigualdad, se tiene que, para n > N

A(@, 9(x)) < d(z, 9(@n)) < d(w,20) + d(@n, 9(wa)) < d(zn, gwa)) + 5 < (@, 9(x)) + <.
| Az, g(x)) < d(w, g(z)) < d(z,g(2)) +=.

Esto implica que d(z, g(z,)) — d(x, g(z)) y por la unicidad de g(x) se sigue que g(z,) —
g(z), por lo tanto g es continua. Consideremos la composicién fog : B, — K. Es continua
por la continuidad de f y ¢, y la podemos considerar como una funcién de B, en si misma
puesto que K C B,. Ahora, teniendo en cuenta que toda bola en R" es topolégicamente
equivalente a la bola unitaria, el Lema 3.12. nos asegura que existe z, € B, tal que

f(g(xo)) = Zo- (36)

Como la imagen de la composicion f o g esta contenida en K, se tiene que z, € K y, tal
y como hemos observado anteriormente, se tiene pues que g(x,) = z,. Sustituyendo esto
ultimo en la ecuacién (3.6) se obtiene que f(z,) = x,. Es decir, f tiene un punto fijo.

O
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3.4.2. Teorema de Existencia de Equilibrios de Nash

Una vez demostrado esta consecuencia del Teorema del Punto Fijo de Banach, estamos
en disposicion de demostrar el teorema de existencia de equilibrios de Nash.

Teorema de Existencia De Equilibrios de Nash. Todo juego finito no cooperativo

de N personas tiene un equilibrio de Nash en S.

Demostracién del Teorema de Existencia de Equilibrios de Nash. Sea v =
(v, 7%, ...,vN) € S. Para cada jugador i = 1,...N y cada una de sus posibles acciones
j =1,...,m;, definimos la funcién ¢;; : S — R como

wij(7v) = max(0, Ry (v) — Ri(7)), (3.7)

para cada ¢, j en el rango 7 y j. Esta funcién es continua en S, pues tanto R;; como R; lo
son por ser combinacion lineal de sus componentes y por lo tanto su diferencia es continua
y, como el maximo de dos funciones continuas es continuo, entonces ;; es continua.

Luego, si Vi — (%”75 ,’yfnz) definimos (’Y;-)’

J

ST ST o) 38)

Vamos a probar que (7;-)/ >0y E;n:zl

(7;-)’ = 1, o sea, vamos a probar que (7)) =
((fyi)’, (¥8)', ..., (fyfm)’) es un elemento de S;. Para ver que (7]"-)’ > 0, tenemos que i; > 0
y 7; > 0 por ser 7" una distribucién de probabilidad, por tanto se tiene que (*y;-)' tiene
como numerador un elemento no negativo y como denominador un elemento positivo, lo

que implica que ('y;'-)’ > 0. Para ver Z;nz’l(vj’)’ = 1, simplemente operando

=1.

gi:(yi)/ _ i ( 7+ () ) _ X () 1+ X ()

ot =\ 1+ 25 () L300 () 14+ ()

Es decir, (7*) € S; V i. Definimos ahora la funcién

g:S—> =5
v,

Notamos que por un lado, la funcién g es continua debido a la continuidad de las ¢;;, y por
otro, que el Lema 3.6. nos afirma que S es un conjunto acotado, cerrado y convexo. Por
tanto se cumplen las hipdtesis del Corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer de
manera que podemos asegurar que g tiene al menos un punto fijo. Sea p = (p!, p?, ..., p"V) €
S un punto fijo de ¢g. La idea es probar que p es un equilibrio de Nash. Para ello, nos
centraremos en el jugador i. Sea [ € A; tal que

Ri(p",p%, 00 0 ) =
=min{R;(p*, %, ..., 0 1,60, 0 oY) k=1, ..., m4}.

Podemos notar que lo anterior se puede expresar como R;(p) < Rix(p) V k € A;, que es
simplemente pedir que d; sea la estrategia pura que le da la menor ganancia al jugador 4.
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Teniendo en cuenta esto, se tiene que Ry (p) < > 7", o Rik(p), siempre que Y ;) oy = 1.
Por tanto, R;(p) < Rik(p), y de la ecuacion (3.7) se tiene que ;(p) = 0.

Utilizando todo esto y teniendo en cuenta que p es punto fijo de la ecuacién (3.8) obte-
nemos , ,
pi = Pl "‘ il _ p}
L+ 37000 pa(y) T+ 3202 pu(y)’
de donde se sigue que 1+ > " @ir(vy) = 1, 0 sea que @;(p) = 0 ¥V k. Esto implica que
Ri(p) > Rij(p) V j € A;. Como nuestra eleccién del jugador ¢ fue arbitraria, lo anterior
se cumple para todo jugador y por el Lema 3.10., p es un equilibrio de Nash.

O

3.5. Juego de Hex - Teorema del Punto Fijo de Brouwer
3.5.1. Introduccién del Juego de Hex

En esta seccién vamos a ver una demostracién alternativa del Teorema del Punto Fijo de
Brouwer en [0,1]2 C R2. En este caso, vamos a probar el teorema mediante un juego muy
famoso en la Teoria de Juegos: el Juego de Hex. Concretamente, vamos a probar que el
teorema de Brouwer de dimension 1 y la imposibilidad de llegar a un empate en el juego
de Hex son equivalentes.

El juego de Hex fue inventado por el ingeniero y poeta danés Piet Hein en 1942 y fue
redescubierto en Princeton por John Nash en 1948.

La Figura 1, que se puede encontrar en la introducciéon del documento, representa un
tablero del juego de Hex de dimensién 11 x 11. Es un juego ideado para dos jugadores,
pese a que también lo pueden jugar 4. Las reglas del juego son muy simples:

= Kl juego funciona por turnos. Cada jugador puede hacer un movimiento por turno.

= K]l movimiento de cada jugador consiste en marcar un hexdgono cualquiera del
tablero o bien con una z ( jugador x) o bien con una o (jugador o).

s Enla Figura 1 se pueden observar las letras X, O’, X’, O en los lados del tablero. El
jugador x planificard su estrategia, es decir, elegird qué hexdgonos marcar, teniendo
en cuenta que su objetivo es construir un conjunto conectado de hexdgonos marcados
con x que una los lados X y X’. Andlogo para el jugador o

Definicion 3.13. Definimos un conjunto conectado de hexdgonos como un conjunto
S de hexdgonos tal que para cualquier h y h' de S se tiene que existe un camino
P = (hy = h,...,h, = }') de hexdgonos de S que une h con h' de manera que
h; = hijy+1 son adyacentes.

= Gana el primer jugador que consiga construir un conjunto conectado de hexagonos
que una sus lados del tablero correspondientes.

En la Figura 1 observamos que ningtn jugador ha ganado el juego. No obstante, el jugador
x tiene asegurada la victoria en tres turnos si marca los hexdgonos sombreados. Como
decia anteriormente, un hecho remarcable del Juego de Hex es la imposibilidad de llegar
a un empate. Este hecho viene recogido en el siguiente teorema.
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3.5.2. Teorema de Hex

Teorema de Hex. Si todos los hexdgonos del tablero del Juego de Hex estin marcados

por T's y por o's, entonces existe un conjunto conectado que une o bien los lados X y X'
o bien los lados O y O'.

Demostracién del Teorema de Hex Este resultado es intuitivamente obvio. Imagine-
mos que los lados X y X’ son porciones de tierra separadas por el rio O. El objetivo del
jugador x es construir una presa colocando piedras en el rio. Es trivial observar que el
jugador habra conseguido su propdsito si es capaz de construir un camino de piedras que
le permita ir de X a X’. No obstante, demostrar este hecho de manera rigurosa es algo
mas profundo y complejo.

En esta demostracion daremos un algoritmo que, dado un tablero del Juego de Hex cuyos
hexdgonos estan totalmente marcados, nos encuentre un conjunto conexo que una o bien
los lados X y X’ o bien los lados O y O’. Supongamos que el tablero de Hex est4 totalmente
cubierto tal y como indica la Figura 3.

Figura 3: Tablero de Hex donde estdn marcados los caminos del algoritmo
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Con z-casilla nos referimos a o bien un hexagono marcado con x o bien las regiones X y
X'. Anélogamente para o-casilla.

Consideremos el grafo I' de aristas del tablero de Hex al cual le hemos anadido 4 aristas
adicionales que unen los vértices ', v, u, v’ con el fin de separar las regiones X', O, X,
O’ (Figura 3).

El algoritmo para encontrar un conjunto de hexagonos conectados consiste en, empezando
por el vértice u, seguir siempre la misma norma: proceder a una arista que sea limite de
una z-casilla y una o-casilla. Observamos que la arista del vértice u cumple esta regla
debido a que separa las dos regiones X y O.

La clave de este algoritmo es que determina un tnico camino. Supongamos que durante el
algoritmo llegamos al vértice w mediante la arista k. Notamos que el vértice w tiene tres
casillas incidentes a él. Como hemos elegido la arista k& de tal manera que sea limite de
una z-casilla y una o-casilla, podemos asegurar que una casilla incidente serd una x-casilla
y otra una o-casilla. De esta manera, independientemente del tipo de casilla que sea la
restante, habra siempre una arista que satisfaga la regla del algoritmo. (Figura 3). Antes
de seguir con la demostracién necesitamos un lema elemental de la Teoria de Grafos.

Lema 3.14. Todo grafo finito cuyos vértices sean como mdzximo de grado 2 es la union
disjunta de subgrafos los cuales pueden ser:

n Vértice aislado.
s (liclo simple.

s Camino simple

Notamos que el grafo del tablero de Hex es finito, por tanto el camino del algoritmo tiene
que finalizar en algin vértice. Consideramos el subgrafo IV de I" formado por todas las
aristas que son limite de una z-casilla y una o-casilla. Como este grafo I'' es finito y sus
vértices tienen como maximo grado dos, por el Lema 3.14., el subgrafo de I que tiene
u como vértice inicial puede ser un punto aislado o un ciclo simple o un camino simple.
Obviamente la primera opcién esta descartada, pues se ha mencionado anteriormente que
debido a que u separa las regiones X y O, este vértice siempre tiene una arista que cumpla
el algoritmo, y por tanto, que esté en I'. Tampoco puede ser un ciclo simple, ya que, como
u separa X y O, y debido a la regla de que cada arista sea limite de una z-casilla y o-
casilla, no se puede dar que el camino que nace en u muera también en él. De esta manera,
la tnica opcién posible es que este subgrafo sea un camino simple. Ademas, teniendo en
cuenta que el algoritmo define un tinico camino, los tnicos vértices terminales del camino
simple que empieza en u son aquellos de grado 1, es decir, v, v y «'. (De hecho, se puede
demostrar que v’ no puede ser vértice terminal, pero la prueba de este resultado escapa
del interés del trabajo)

Observamos que el grafo I del tablero de Hex de la Figura 3 estd formado por 6 ciclos
simples, 30 vértices aislados y 2 caminos simples, el que va de u a v’ y el que va de v’ a v.

Notamos que la definicién de camino simple nos asegura que el camino que obtenemos
con el algoritmo iniciado en u no revisita ningtn vértice.

Ahora, como los dos vértices terminales son incidentes a una de las regiones X’ o O’, se
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tiene que si el camino que empieza en u finaliza en v, que es incidente a O, el jugador o
gana la partida. Lo mismo para el jugador x si el camino finaliza en v’, que es incidente
a X'. Esto es, si por ejemplo finaliza en v, el conjunto de o-casillas que son incidentes al
camino del algoritmo que muere en v es un conjunto conectado de hexdgonos que inicia
en O y finaliza en O’, es decir, el jugador o gana.

O

3.5.3. Equivalencia entre el Teorema de Hex y el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer

En este apartado procederemos en sentido contrario de lo habitual. Hasta el momento
hemos visto que un teorema del punto fijo demostraba un resultado concreto. En esta
ocasién, se probard que un resultado concreto demuestra un resultado del punto fijo,
especificamente, veremos que el Toerema de Hex implica el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer. Este hecho, juntamente con lo visto en la Seccién 1, prueba que estos dos
teoremas son equivalentes.

La versién del teorema de Brouwer que se trabaja en esta seccién es la siguiente

Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Sea f : I? — I? una funcion continua, donde
I? es el cuadrado unitario. Entonces, existe x € I? tal que f(x) = .

Una vez presentados los dos teoremas, vamos a ver que son equivalentes.

Con un finalidad analitica, es conveniente disenar un nuevo modelo diferente pero equiva-
lente del tablero de Hex. En este caso, aritmetizaremos el tablero de la siguiente manera:

= Cada hexagono se identifica con un punto.

= Si dos hexdgonos comparten un lado, entonces se dice que son adyacentes y se
representa mediante una arista, tal y como indica la Figura 3.

En la Figura 4 se puede observar estos dos puntos aplicados en un ejemplo.

> ;

Figura 4: Representacién del tablero (2 x 2) en forma de grafo
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Por 1ltimo, como se ha obtenido un cuadrado, a este se le aplica un giro de 7 en sentido
horario; esto con el objeto de obtener siempre el cuadrado unitario [0,1] x [0, 1]. Por
ejemplo, en el caso de un tablero de Hex 4 x 4, su representacién seria la siguiente.

9

e/ |he
1/ 13

Figura 5: Representacién del tablero (4 x 4) en forma de grafo

Antes de probar que el Teorema de Hex y el Teorema del Punto Fijo de Brouwer son
equivalentes, es necesario presentar la notacién que se utilizara asi como alg’un concepto
previo.

Z™ denota la red entera de R". Para € R", |z| = ||z||cc = méxj—1 _p |z;|. Paraz #y €
R"™, decimos que x < y si x; > y;.

Definicion 3.15. Los puntos z, y € R" se dicen que son comparables st x <y oy < .

Definicién 3.16. El tablero de Hex (de dos dimensiones) By de tamano k es un grafo
cuyos vértices son los puntos z = (i,j) coni,j=1,...k ,i,j € Z.

Definicién 3.17. Decimos que dos vértices z y 2’ son adyacentes (unidos por una arista)
St
i
|z —2z|=1.

Definicién 3.18. Dos subconjuntos A y B de un grafo T se dice que son contiguos si
eristea € A yb € B tal que a y b son adyacentes.

La Figura 2 de la Seccién 1muestra la representacion grafica del tablero de Hex Bs. Las
aristas de las fronteras estan marcadas por los puntos cardinales en inglés N, S, E, W
y consiste en los vértices z = (z1,22) de Bs tal que 20 = k, 20 = 0, 21 = k, 21 = 0,
respectivamente. Hemos de pensar que el jugador horizontal busca construir un camino
que conecte E y W. Andlogo para el jugador vertical con N y S.

Teniendo en cuenta esto, podemos reenunciar el Teorema de Hex de la siguiente manera:

Teorema de Hex. Sea By, el tablero de Hex cubierto totalmente por dos conjuntos H y
V. Entonces, se tiene que o bien H contiene un conjunto conectado de elementos de By

que unen B y W o bien V' contiene un conjunto conectado de elementos de By que unen
N yS.
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Una vez ya hemos presentado los dos teoremas, vamos a probar su equivalencia.
Teorema de Hex implica Teorema del Punto Fijo de Brouwer
Esta implicacién estd probada con todo detalle en la Seccién 1.

Teorema del Punto Fijo de Brouwer implica Teorema de Hex La demostracion
de esta implicacién se basa en observar que el tablero de Hex Bg proporciona una trian-
gulacién del cuadrad I2 = [0, k]? en R2. Es facil demostrar que cualquier punto de I,% se
puede expresar de manera tnica como una combinacién convexa de como maximo tres
vértices, los cuales son adyacentes dos a dos. Este conjunto de vértices son las aristas y
los tridngulos de la Figura 2 (pég 5).

También vamos a usar el hecho de que cualquier aplicacién f de Bx a R? se puede extender
a una simplicial continua f* en I,%, e I,g — I,f . Concretamente, si x = A1z1+ X229+ A323,
donde x € 1 ,f y las A; son nimeros no negativos que suman 1, entonces por definicién

F(2) = M f(z1) + Ao f(22) + A3 f(23).

Suponemos que By, esta dividido por dos subconjuntos H y V' y definimos cuatro conjuntos
de la siguiente manera: W* el conjunto de todos los vértices que conectan con W mediante
un camino de H, y sea E* = H—W™. Sea S* el conjunto de todos los vértices que conectan
con S mediante un camino de V' y sea N* =V — S*. Por la propia definiciéon, es trivial
observar que W* y E* no son contiguos, y tampoco lo son N* y S*.

La idea de la demostracién es suponer que no existe ningtin camino en H que una W'y
E nienV que una Sy N y llegar a una contradiccion con el Teorema del Punto Fijo de
Brouwer. Sean e; y e los vectores unitarios de la base canénica de R? y sea la funcién
f : By — By definida de la siguiente manera:

;

z+e si xzeW*
z—e st xeb*

z+e si xeS*

z—ey St x €N

Observamos que f(z) € I2 en todas las definiciones de f(z). Por ejemplo, z + €1 no
pertenece a By solo si z € E, pero como hemos supuesto que no hay ningiin camino en H
que vaya desde W hasta E, vemos que W* no alcanza ningin punto de E. Andlogamente,
se comprueban los otros tres casos.

Ahora vamos a extender simplicialmente la funcion f a [ ,3 para obtener una contradiccién
mostrando que f no tiene puntos fijos. Para ello utilizaremos este simple lema algebraico.

Lema 3.19. Sean z1, 2o, 23 vértices de un tridngulo de R? y sea p* la extension simplicial
de la funcion p definida como p(z;) = z; + v;, donde v1, vy, v3 son vectores cualquiera.
Entonces, p tiene un punto fijo si y solo si 0 estd en la envoltura convera (Definicion
4.6.) de vy, vo y vs.
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Demostracion del Lema 3.19 Sea x = A1z1 + 229 + A3z3. Entonces
p () = Ai(z1 +v1) + Aa(22 + v2) + A3(23 + v3)
vy x es fijo si y solo si A\jv1 + Agvge + Azvg = 0.

O

Aplicamos este lema a nuestra funcién f. Notamos que la clave nos la da la no contigiiidad
de los conjuntos W* y E* (5* y N*), lo que implica que si nos fijamos en los tres vértices
de un tridngulo cualquiera de vértices adyacentes, no puede pasar que uno de los vértices
sea desplazado por e; y otro por —e;. Esto significa que los tres vértices son desplazados
por vectores que permanecen en un Unico cuadrante, de manera que 0 no pertenece a la
envoltura convexo de estos vectores. De esta manera, el Lema 3.19. nos asegura que f no
tiene puntos fijos, lo que contradice el Teorema del Punto Fijo de Brouwer.

O
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4. Teorema del Punto Fijo de Schauder

4.1. Enunciado y contexto del Teorema

El teorema del punto fijo de Schauder es un teorema que explica las condiciones necesarias
para que una funcién definida en ciertos subconjuntos de un espacio normado tenga puntos
fijos. Ya hemos visto dos resultados de puntos fijos, el de Banach para espacios métricos y
el de Brouwer para espacios normados finitos, cada uno de ellos con una potente aplicacién
ya sea en matematicas o en otra disciplina, como puede ser la economia.

Vimos que el teorema del punto fijo de Brouwer es un teorema limitado debido al dominio
en que la funcién estd definida. Por ello, probamos que el teorema se puede extender a
subconjuntos compactos, convexos y no nulos de conjuntos normados finitos.

Bolzano demostré la version del teorema de Brouwer en dimensién 1 en 1817. Practicamen-
te 100 anos mas tarde, el propio Brouwer enuncié la versién del teorema para dimensién
2y 3 en 1909 y un ano después fue Hadamard quien enuncié el teorema para dimension
finita arbitraria. Finalmente en 1912 Brouwer mostré una serie de formulaciones y de-
mostraciones de los enunciados de Hadaman. Llegados a este punto, los mateméticos de
la época se centraron en seguir extendiendo el dominio de este teorema de punto fijo pero
no fue hasta 1930 cuando Schauder lo consiguid, y pudo demostrar el teorema de Brouwer
de dimensién arbitraria, sea finita o no. No obstante, Schauder necesité de una hipdtesis
extra que en las versiones del teorema para n finito no se requeria: ahora la funcién que
queremos demostrar que tiene algin punto fijo ademéas de continua ha de ser compacta.

Definicion 4.1. Sea X un espacio normado y sea A un subconjunto de X. Se dice que la
funcion f: A — X es compacta si f es continua y cumple que f(B) es compacta, siendo
B un subconjunto acotado de A cualquiera.

Teorema del Punto Fijo de Schauder. Sea F un subconjunto convexo, cerrado y
acotado de un espacio normado X. Si f : E — X es una aplicacion compacta tal que
f(E) C E, entonces existe un x € E tal que f(x) = z.

En este apartado nos vamos a centrar en esta versién, en la versién demostrada porS-
chauder para espacios normados de dimensién arbitraria. El Teorema del Punto Fijo de
Schauder, sin embargo, también se pudo extender generalizandolo a espacios topolégicos.
En 1935, Tychonoff demostré el teorema para espacios topolégicos compactos y localmen-
te convexos y, en 2001, R. Cauty probé que lo que demostré Tychonoff se cuplia también
sin necesidad de convexidad local, es suficiente con que el conjunto sea convexo.

4.2. Conceptos previos

Definicién 4.2. Un espacio normado es un par (X,||-]|), donde X es un espacio vectorial
y ||| es una norma en X.
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Todo espacio normado (X, ||-||) se convierte automaticamente en un espacio métrico con
la distancia
d(z,y) = [ly = =], z,y € X.

Y, ademas, todo espacio métrico se convierte automaticamente en un espacio topologico
con la topologia asociada a la distancia o topologia de la norma.

Definicién 4.3. Un espacio topoldgico es un par (X,I'), donde X es un conjunto y I" es
una topologia. Se dice que I' es una topologia si T' C P(X), donde P (X) es el conjunto
potencia de X, y ademds cumple que:

» ), X el
» Si{V,} CT, entonces |J,{Vn} €T,
» Si{Vi}i_, C T, entonces (_1{Vi} €T.

Los elementos de la topologia se llaman abiertos del espacio topoldgico. En caso de un
espacio métrico, los elementos de la topologia son aquellos T'C X talqueVaz € T, dr >0
tal que B(x,r) C T, donde B(z,r) ={y € X : d(z,y) <r}={y € X : ||z —y|| <r}. Por
tanto, al ser el teorema del punto fijo de Schauder un teorema para espacios normados,
en la demostracion del mismo podremos utilizar argumentos topoldgicos.

Definicién 4.4. Un espacio topoldgico (X,T') se dice que es un espacio de Hausdorff si
para cada par de puntos x1, xo distintos de X, existen abiertos disjuntos Uy, Uy de x1 ¥y
To respectivamente.

Definicion 4.5. Sea X un espacio vectorial y A un subconjunto de X . La cdpsula convexa
de A es el conjunto co(A) =({B:AC By B es convezo}.

Lema 4.6. Sea K un subconjunto compacto de un espacio normado (X,||-|]), sea e >0
y A un subconjunto finito de K tal que K C \J{B(z,¢) : x € A}. Definimos la aplicacion
Y4 como

ZaGA Pa (IE) ©a

Vae(z) =
: > acaPa(T)
donde
0 st |lx—all >¢€
Pa(r) =
e—|lz—al|| si ||[x—all<e
Es decir,

Pa(2) = méx(e — |lz —al| , 0)

Entonces, V. es una funcion continua que satisface que

W4 — || <e, re K

Demostracién del Lema 4.6. Veamos que ¥4 () estd bien definida. Por definicién
tenemos que pq(z) > 0 para cada a € Ay > . 4pa(x) > 0 para todo z € K, por tanto,
Y4, estd bien definida sobre K. Veamos ahora que ¥4, es continua. Para ello, vamos a
probar que p, : K — [0,¢] es continua para todo a € A. Sean ¢* > 0, z; € B(a,¢e) y
x9 € K(a,¢) tales que d(x1,x2) < §, donde 6§ > 0.
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Si tomamos § € (0, "]
Pa(21) = pa(22)| = e = [|z1 = al[| <[22 = al| = [|z1 = al[] <[z —m|] <6 < €7,

por tanto vemos que las funciones p,(x) son continuas. Ademds, también vemos que

2acaPa(®)(a — )
ZaeA pa(a:)

y si pq(x) > 0 entonces ||z — al| < e. Por tanto,

Vae(r) —x =

2aeaPa(@)l|a — z]]
2 acAPa(?)

[[Pae(z) — 2| < <e

Lema 4.7. Cualquier subespacio cerrado de un espacio compacto es compacto.

Demostracién del Lema 4.7. Un conjunto X es compacto si para todo recubrimiento
de abiertos {G;}; de X existe un recubrimiento finito del mismo. Sea C' un cerrado en
el espacio compacto X. Sea {F;}; un recubrimiento de abiertos de C. Entonces, los Fs
junto con el complementario de C' cubren X, siendo el complementario de C' abierto pues
C es cerrado. Como X es compacto, una familia finita de los G}s, eventualmente con el
complementario de C' incluido, cubren a X y, por lo tanto, a C. Por tanto, C' es compacto.

O

Teorema 4.8. Si K es un subconjunto convexo, compacto y no vacio de un espacio
normado de dimension finita X y f : K — K es una funcion continua, entonces existe
un punto x en K tal que f(z) = x.

Demostraciéon del teorema 4.8. Este teorema estd demostrado en la Seccién 3.4.1,
concretamente en el Corolario del Teorema del Punto Fijo de Brouwer. Unicamente habria
que aclarar un aspecto: Dado que X es un espacio normado de dimensién finita, es isomorfo
a C" o R , y por lo tanto es homeomorfo a R?” o R™. Entonces, basta considerar, en esta
demostracién, X = R"™ , con 1 < n < co.

O

4.3. Demostracién del Teorema del Punto Fijo de Schauder

Definimos K = f(F), por tanto, se tiene que por hipétesis K C E. Para cada n € N,
sean A, un subconjunto finito de K tal que K C J{B(a,2) :a € A,} y ¥y, = U, la
aplicacién definida en el Lema 4.6. Ahora, debido a la definicién de 9, y a la convexidad
de E se cumple que, para n suficientemente grande

In(K) Ceo(K)CE,

lo que significa que la funcién g, = ¥, o f va de E en si mismo. Ademas, el Lema 4.6.
nos afirma que ||g,(z) — f(x)|| < %, para todo z € K.

n
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Definimos £, = ENX,, donde X;, = {>_,c 4 Aaa : Ay € R} es el espacio vectorial generado
por el conjunto A,,. Por tanto, se tiene que X,, es un espacio normado de dimension finita,
E,, es un conjunto convexo por definicién y compacto, por ser un cerrado relativo de F,
siendo E compacto por hipétesis (Lema 4.7.). Ademas X,, es un espacio de Hausdorff.
Vemos también que g, : F,, — E, es continua por ser composicién de funciones continuas.
Ahora, el Teorema 4.8. nos afirma que existe un punto x,, € E,, tal que g,(x,) = x,.

Consideremos ahora la sucesién {f(z,)}nen de K. Sabemos que todo conjunto de un
espacio métrico es compacto si y solo si toda sucesiéon definida en él mismo tiene una
parcial converente. Como K es compacto, existe una parcial {f(zy,)}n,en y un punto x*
€ K tal que

«

f(x'rlz) — T )

1—00

Como gy, (zyn,) = =p,, tenemos que

1
[l = @[] < llgn: (n) = Flan)ll +[1f(@n) =27l < = A {1 £(2ns) = 27

Por tanto, obtenemos que
Tp, — X7,
i—00
Finalmente, como f es continua, se tiene que

f(@®) = lm f(zn,) = 2"

n—o0

4.4. Aplicacién: Teorema de Lomonosov
4.4.1. Introduccién y enunciado

A estas alturas es indudable que un punto fuerte de la familia de teoremas de punto fijo es
sus multiples aplicaciones en diferentes campos de la ciencia. Es remarcable la profunda
utilidad de estos teoremas en resultados que tengan que ver con probar la existencia de
cualquier objeto. Hemos visto como el Teorema del Punto Fijo de Banach nos sirvié para
demostrar, bajo ciertas condiciones, la existencia de soluciones de ecuaciones diferenciales,
ademads, probamos, mediante el Teorema del Punto Pijo de Brouwer, la existencia de
equilibrios de Nash, siendo éste el resultado méas importante en Teoria de Juegos, teniendo
en cuenta la importancia que dan los economistas a encontrar la situaciéon de equilibrio
en cualquier actividad econdmica.

El Teorema del Punto Fijo de Schauder no es una excepcién y también tiene como aplica-
cién probar la existencia, en este caso, de subespacios invariantes. Siguiendo con el objetivo
de expandir el dominio de los teoremas de punto fijo para abarcar asi més aplicaciones,
Victor Lomonosov demostré en 1973 lo siguiente:

Teorema de Lomonosov. Todo operador P en un espacio de Banach, el cual no es
maltiplo de la identidad y conmuta con un operador compacto no nulo, tiene un subespacio
variante no trivial.
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Esta demostracién se hizo famosa al cabo de poco tiempo en la sociedad matemaética de

entonces debido a la simplicidad de la prueba, que se basa en el teorema del Punto Fijo
de Schauder.

La motivacién inicial de la demostracién de este teorema proviene de descomponer un
operador en partes mds senzillas. En un espacio de Banach de dimensién finita, un ope-
rador P no es méas que una matriz que tiene valores y vectores propios de manera que la
descomposicion del operador P viene determinada por su descomposicion espectral. En
el caso en que el espacio de Banach es de dimensién infinita, la descomposiciéon de un
operador es algo mas complejo.

Para comprender un poco mas la historia de este resultado, hay una anécdota que explica I.
Namioaki, matematico especializado en topologia y andlisis funcional, muy esclarecedora:

Parece ser que J. von Neumann demostro que todo operador compacto en un espacio de
Hilbert tiene un subespacio invariante no trivial, pero no publicé la prueba. En 1951 ¢
1952, N. Aronszajn, en Kansas, probo este resultado independientemente de von Neumann
y mostro su prueba o K. T. Smith. Esa noche, Smith fue a casa y traté de reproducir la
demostracion de Aronszajn, pero encontré otra diferente que también servia para espacios
de Banach. Aronszajn y Smith escribieron un articulo juntos. Al final del articulo, dejaron
una cuestion abierta: si un operador T tiene cuadrado compacto, jtiene T un subespacio
invariante no trivial? Mucho después, creo que en 1963, A. R. Bernstein y A. Robinson
demostraron, con técnicas de andlisis no-estdndar, que si T es un operador con la pro-
piedad de que p(T) es compacto, donde p es un polinomio de grado positivo, entonces T
tiene un subespacio invariante propio. Esto fue demostrado originalmente para espacios
de Hilbert, pero pronto fue generalizado a espacios de Banach usando otra vez técnicas
de andlisis no-estandar. Date cuenta de que el teorema de Lomonosov generaliza todo lo
de arriba, y la demostracion es jtan bella y tan simple! Recuerdo que cuando Lomonosov
demostro su resultado, J. Lindenstrauss nos visité en la Universidad de Washington desde
Berkeley. Sacd del bolsillo una hoja de papel arrugada (juna sdlo!), que era la fotocopia
de la prueba completa manuscrita que el propio Lomonosov habia hecho de su resultado.
Let la prueba una vez, y no la podré olvidar nunca.

4.4.2. Conceptos previos

Definicion 4.9. Un operador compacto es un operador lineal L definido sobre un espacio
de Banach X a otro espacio de Banach Y, tal que la imagen por L de cualquier conjunto
acotado de X es un conjunto relativamente compacto de'Y . Un operador con esa propiedad
necesariamente es un operador acotado y por tanto continuo.

Definicion 4.10. 5i X e Y son espacios de Banach y P : X — Y es una transforma-
cion lineal, entonces P es compacto si P(B(X)) es compacto en'Y, siendo B(X) la bola

unitaria en X. Denotamos con Z(X,Y') al conjunto de todos los operadores compactos de
X enY. Denotamos también Z(X) = Z(X, X).

Definicién 4.11. Sea X un espacio de Banach y P € Z(X). Un subespacio invariante de
P es un subespacio lineal cerrado A de X tal que P(x) € A para todo x € A. Decimos que
el subespacio M es no trivial si es distinto de ) ¢ X. Denotamos L(P) a la coleccion de
todos los subespacios invariantes de P. Si C' C Z(X) entonces L(C) = ({L(P) : P € C}.

Lema 4.12. Sea X un espacio normado. Sea Y un subconjunto finito. Entonces la en-
volvente convexa de 'Y, co(Y), es compacta.
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Lema 4.13. (Lema de Mazur). Si X es un espacio de Banach y K es un subconjunto
compacto de X entonces la clausura de co(K), co(K), es compacta.

Demostracién del Lema de Mazur Para probar este lema, hemos de ver que co(K) es
completa y totalmente acotada. Dado que co(K) es un subconjunto cerrado del espacio de
Banach X, este subconjunto también es completo. Solo tenemos que ver que sea totalmente
acotado.

Como K es compacto, dado € > 0 existen una cantidad finita x1, ..., z, € K tales que
" €
]:

Sea G = co{z1,..,x,}. Por el Lema 4.12., G es compacto y entonces existen nuevamente
una cantidad finita y1, .., y, € G tales que

" g
- =),
C —]L:JlB(y]74)

Por tanto, si a € co(K) existe b € co(K) tal que
€
a—bl| < -.
la—bjj < £
Ademas, por la propia definicién de envolvente convexa, b = Ele arpb., con o > 0y
by € Ky Y1 o, = 1. Ahora, para cada b, existe z;(r) tal que
€

(r) — b,
lesr) = bl < 5

Entonces
L L L .
16— ()] = 11D (b — 2, (M) <D albr — 25(r)]] < 7
r=1 r=1 r=1

Como Zle a,zj(r) € G, existe y; € G tal que
L €
I3 i) vl < .
r—=

Por la desigualdad triangular, co(K) C U™, B(y:,¢€), lo que significa que la clausura de
co(K) esta totalmente acotado.

0

Lema 4.14. (Lema de Lomonosov) Si N es una subdlgebra de Z(X) tal que el operador
identidad I € N, L(N) = {0, X} y K es un operador compacto no nulo sobre X entonces
existe A € N tal que ker(AK — I) # 0.

Demostraciéon del Lema de Lomomosov Sea K un operador compacto no nulo.
Suponemos que ||K|| = 1 (si esto no sucediera tomarfamos el operador H—gn sin pérdida

de generalidad). Sea B = {x € X : ||z — 2*|| < 1} la bola unitaria centrada en z* donde
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x* € X es tal que ||[K(z*)|| > 1. Notamos que 0 ¢ B, pues si 0 € B se tendria que
[|l=*|| <1, lo que significa que

1< [K ()] < [|IK]] - [[=7]] <1,
que es una contradiccién. Ademads, observamos también que 0 no pertenece a K(B), pues
six € B,
1K (%) — K(2)[| < [|K][ - [|l2" — 2f| <1,

pero ||K(z*)|| > 1, por lo tanto K (B) estd acotado lejos de cero, por tanto 0 ¢ K(B).
Por 1ltimo, tenemos que K (B) es compacto dado que K es un operador compacto. Como
N es una algebra, se tiene que para cualquier elemento no nulo x € X, {P(z) : P € N}
es un subespacio invariante para IN. Ademads, es un conjunto no vacio, pues dado que
Ie N,z=1I(x) € {P(x): P € N}. Por tanto hemos visto que {P(z) : P € N} pertenece
a L(N) y es no nulo, de manera que, por hipétesis, X = {P(x) : P € N}. Entonces, para
cada elemento no nulo z € X, en particular para todo y € K(B), existe P € N tal que
||P(y) — z*|| <1, es decir,

K(B) < |J{y:I1Py) - <1},
TeN

siendo {y : ||P(y) — 2*|| < 1} conjuntos abiertos. Por la compacidad de la clausura de
K (B), sabemos que existen una cantidad finita n de operadores P, ..., P, € N tal que

K(B) < | J{y: IPi(y) —*|| < 1},
j=1

Ahora, para cada y € K(B) y 1 < j <n, definimos ¢;(y) como

tj(y) = max{0,1 — ||P;(y) — «™[}-

Tenemos que t; es continua en Bi(z) ya que P; es continua. Ademds, como vemos que
la funcién t; se anula tanto en Bj(z)® como en el borde de la bola, por el Lema del
Pegamiento, t; es continua.

La existencia de la funcién ¢; para cada y € K(B) viene probada por la eleccién del
recubrimiento, de manera que se cumple que Z;‘L:1 tj(y) > 0y que la funcién m; definida
como

m; : K(B) — R
tj

2= ti(y)

Y —

estd bien definida y, como las funciones ¢; son continuas, es continua.

Definimos también la funcién

p:B—X

z Y my(K(x)PK ().,
j=1
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Lo primero que notamos de esta funcién es que es continua debido a la continuidad de
mgj, K y Pj.

Veamos ahora que ¢(B) C B. Sea = € B, entonces K(z) € K(B). Vemos que si
m;(K(x)) > 0 se tiene que Pj(K(x)) € B, ya que si m;(K(x)) > 0 entonces t;(K(x)) >0
con lo que, debido a la definicién de t;(y), se tiene

[1P5(K () — 27| < 1.

Ademds, es trivial ver que >, m;(K(z)) = 1, es decir, ¢ es una combinacién convexa
de elementos de B. Ahora, como B es convexo, tenemos que co(B) C B, y, como co(B)
también se puede ver como el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos
de B, se tiene que ¢(B) C B.

Veamos ahora que P;K es un operador compacto. Para ello, tenemos que ver Pj(K(M)) es

compacta, siendo M un conjunto acotado de X . Tenemos que, como K es compacto, K (M)
es compacta, y como Pj es continuo, Pj(K(M)) es compacto. Ahora, como Pj(K(M)) es

un conjunto cerrado y estd contenido en P;((M)), se tiene que Pj(K(M)) es un conjunto
compacto.

Ahora, como la unién de conjuntos precompactos es un conjunto precompacto, U;”Zl Pj(K(M))
tiene clausura compacta. Usando el Lema de Mazur, se tiene que la clausura de
co(Uj—; Pj(K(M))) es compacta. Pero este conjunto convexo contiene a ¢(B), ya que es

combinacién lineal de elementos de P;(K (M)), entonces ¢(B) es compacto, ya que es un
cerrado contenido en un compacto.

Por tanto, tenemos que ¢ es una aplicacién compacta sobre B, de manera que se cumplen
las hipétesis del Teorema del Punto Fijo de Schauder y entonces podemos afirmar que
existe z** € B tal que p(z**) = x**.

Definimos ahora A = 7%, m;(K (2**))P;. Por tanto, se tiene que A € N y ademas
A(K (%) = ) my(K (2™)P(K(a™) = p(a™) = 2™,
j=1
de manera que

o sea, z** € Ker(AK —I).
Como z** # 0, pues vimos que 0 ¢ B, se tiene que Ker(AK — I) # ().
U

Definicién 4.15. Sea P € Z(X). Un subespacio hiperinvariante para P es un subespacio
M de X tal que AM C M para todo operador A en el conmutante P de P, es decir
AM C M si AP = PA.
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Observacién 1.1. Todo subespacio hiperinvariante para P es invariante.

4.4.3. Teorema de Lomonosov

Teorema de Lomonosov. Sea P € Z(X). Si P no es un maltiplo de la identidad y
PK = KP para algin operador compacto no nulo K, entonces P tiene un subespacio
hiperinvariante no trivial.

Demostracién del Teorema de Lomonosov Consideremos N = P’ Supongamos
que P no admite un subespacio hiperinvariante no trivial, es decir, L(N) = {X,0}.
Obviamente, N es una &algebra que contiene el operador identidad, pues I conmuta con
P. Por tanto, el Lema de Lomonosov nos afirma que existe un operador A € N tal que
W = Ker(AK — I) es no nulo.

Por definicién de nicleo de una aplicacién, W es un subespacio invariante por la aplicacion
AK, es decir, W € L(AK). Ademas, se tiene que la aplicaciéon AK restringida en el
subespacio W, AKy es la aplicacién identidad, pues si z € W

AK(z) =AK(z)+z—x=(AK — I)(z) + =z = =z,

donde en la tltima igualdad hemos utilizado que x € W'y, por definicion de W, la imagen
de x por el operador AK — I es el elemento neutro del espacio.

Como ya vimos en la demostraciéon del Lema de Lomonosov, AK € Z(X). Por tanto
AK€ Z(X).

Esto tltimo significa, por definicién de Z(X), que AK(B,(0,1)) es un conjunto com-
pacto, siendo B, (0, 1) la bola unitaria de W.

Como hemos visto que AK sobre W es la funcién identidad, tenemos que

AK(Bw(Oa 1)) = Bw(ov 1)7

lo que significa que W es un espacio finito, pues si fuera infinito la bola unitaria cerrada
no seria compacta. Ademads, es facil ver que W es invariante por P. En efecto, dado que
Ay K conmutan con P, para cada x € W,

AK(P(x)) = P(AK () = P(x),
o sea, P(x) € W, lo que significa que W es invariante por P.
Ahora, dado que W tiene dimensién finita, Py tiene un autovalor A de tal manera que
V =Ker(P— ) #0.
Ahora, si QQ € N, se tiene que QP = P(Q y ademas, para todo z € V,
(P = AD)(Q() = PQ(x) — \Q(x) = Q(P(2)) — AQ(x) = Q((P — A)(z)) = Q(0) = 0,

de manera que Q(z) € V, y por lo tanto Q(V') C V. De esta manera vemos que V es un
subespacio hiperinvariante para P.

Por tdltimo faltaria ver que V' es no trivial.
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Ya hemos visto que V' # (. Si V = X, entonces necesariamente P = M\ pero esto
contradice la hipétesis que dice que P no es multiple de la identidad.

O
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