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Abstract

The theory of persistence modules originated in topological data analysis, as an abstract
algebraic languange for dealing with persistent homology. The goal in this work is to
study this theory. Mainly, we focus on the Normal Form Theorem and the Isometry
Theorem. Finally, we define the Morse persistence modules and provide an application
in approximating functions on the sphere.

Resum

La teoria dels moduls de persistencia es va originar en 1’analisi topologic de dades, com
a llenguatge algebraic per tractar ’homologia persistent. L’objectiu d’aquest treball és
estudiar aquesta teoria. Principalment, ens centrem en el Teorema de la Forma Normal i
el Teorema d’Isometria. Finalment, definim els moduls de persisténcia de Morse i donem
una aplicacié en 'aproximacié de funcions en ’esfera.
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1 Introduccio

Els moduls de persisténcia van ser introduits per primera vegada per Zamorodian, A. i
Carlsson, G. [12] el 2005, com a llenguatge algebraic per tractar I’homologia persistent.
La teoria dels moduls de persisténcia té el seu origen en I’analisi topologic de dades(ATD)
[2,4]. Partint d’'una mostra discreta de punts, anomenada nivol de punts, es construeix
un complex de cadenes amb coeficients en un cos fixat, i s’aplica homologia persistent per
obtenir un modul de persisténcia. Aleshores es troba un diagrama de persisténcia(o codi
de barres) que determina aquest modul de persistencia llevat d’isomorfisme. Aixi doncs,
els moduls de persisténcia sén un objecte algebraic molt important a estudiar en ’analisi
topologic de dades.

Els moduls de persisténcia els podem trobar també en la topologia [3]. Si considerem
X un espai topologic i una funcié continua f : X — R, fixat un cos F i p € N, es pot
demostrar que sipera s <t, ¢ : {x € X | f(z) < s} — {x € X | f(x) <t} éslainclusié
natural, aleshores la familia d’espais vectorials V; = H,({x € X | f(z) < t}), juntament
amb la familia de morfismes induits en I’homologia singular (is), : Vs — V; formen un
modul de persistencia. No estudiem el cas general en que X sigui un espai topologic, pero
si quan sigui una varietat diferenciable compacta i f : X — R sigui una funcié de Morse.

En aquest treball, no tractem l’aanalisi topologic de dades, siné que principalment
ens centrem en 'estudi de la teoria dels moduls de persistencia. Els dos grans teoremes
estudiats son el Teorema de la Forma normal i el Teorema d’Isometria. Posteriorment
utilitzem tots els conceptes apresos i conceptes de geometria diferencial i de la teoria de
Morse per definir els moduls de persisténcia de Morse.

El treball consta de cinc seccions: les quatre primeres corresponen a l'estudi esmentat
de la teoria dels moduls de persistencia i la ultima als moduls de Morse. Per les quatre
primeres seccions tenim principalment com a referencia el llibre de Polterovich, L., Rosen,
D., Samvelyan i K., Zhang, J. [7], i per la dltima seccid, per la part de geometria diferencial
el llibre de Robbin, J. i Salamon, D. [8] i el llibre de Stoker, J. [9], per la part de teoria de
Morse, les notes de Hutchings, M.[6] i la tesi de master de van Oldenbeek, M. [11] , i per
la part de moduls de persisténcia de Morse, de nou el llibre [7]. Anem doncs a presentar
que treballem en cada seccid.

En la seccid dos presentem la categoria dels moduls de persisténcia. Definim els moduls
intervalics, anomenats aixi pel simple fet d’estar definits per un interval. Demostrem que
I'interval només pot ser obert per ’esquerra i tancat per la dreta, o bé obert per 'esquerra
i no acotat per la dreta. També demostrem la proposicié 2.15, que la usarem diverses
vegades al llarg del treball.

En la tercera seccid, ens centrem en demostrar el Teorema de la Forma Normal. El
teorema, afirma que tot modul de persisténcia és isomorf a una suma directa de moduls
de persistencia intervalics, i aquesta descomposicié és tunica llevat de permutacions de
Iordre de la suma directa. Com que els moduls intervalics es defineixen a partir d’inter-
vals, pel teorema deduim que a tot modul de persistencia li correspon una tinica familia
{(I;,m;)}Y,, on cada I; és un interval, i m; € N és la multiplicitat de l'interval I;, que
simplement indica el nombre de vegades que el modul intervalic format per I'interval I;
és present en la suma directa. Definim doncs el codi de barres relacionat a un modul de
persistencia com aquesta familia.

En la quarta seccié definim una distancia en ’espai de moduls de persistencia, la
distancia d’entrellagament. Per definir-la, préviament donat 6 € R positiu definim el



concepte de J-entrellagament entre moduls de persisténcia. Definim també el concepte de
d-emparellament entre dos codis de barres, i a partir d’aquest definim una distancia en
I’espai de codis de barres: la distancia del coll d’ampolla. Demostrem que, efectivament,
és una distancia i donem una restriccié sobre com han de ser els dos codis de barres per
tal de que es pugui definir la distancia.

La cinquena seccié esta dedicada principalment a la demostracié del Teorema d’Iso-
metria, que afirma que la distancia d’entrellacament entre dos moduls de persistencia és
exactament igual a la distancia del coll d’ampolla entre els seus dos codis de barres associ-
ats. La demostracié d’aquest teorema resulta ser prou complicada. Préeviament estudiem
com sén els morfismes injectius i exhaustius entre dos moduls de persisténcia. D’aqui
definim un emparellament induit, per un morfisme injectiu o exhaustiu, entre els codis
de barres associats als dos moduls presents en el morfisme, que veiem que no depen del
morfisme injectiu o exhaustiu en si. Aquests emparellaments tenen un paper fonamental
en la demostracié del teorema.

Finalment, en la ultima seccié definim conceptes necessaris de geometria diferencial
per definir I’homologia de Morse, i partir d’aquesta definim els moduls de persistencia de
Morse. Apliquem els conceptes apresos per veure amb quina precisié una funcié alcada
f :S? = R en una esfera en forma de cor, pot ser aproximada per una funcié de Morse
g :S? = R en l'esfera, amb solament dos punts critics, que corresponen amb el maxim i
minim de les dues funcions.



2 Moduls de Persisténcia

Per comencar, introduirem el concepte de modul de persisténcia. Definirem també els
moduls de persistencia intervalics, que tindran un paper fonamental en tot el treball. Do-
narem també nocions basiques com morfismes entre moduls de persisténcia i suma directa
de moduls. Finalment descriurem com son els morfismes entre moduls de persisténcia in-
tervalics.

Fixem un cos F.
Definicié 2.1. Un modul de persisténcia és un parell (V,7), on V és una familia {V; }icr,

on Vi és un espai vectorial sobre F de dimensid finita, i m és una col.leccié {ms+} d’apli-
cacions lineals wgy : Vs — Vi definides per a tots s <t en R, tal que:

(1) Per a tots s <t < r tenim que s, = Ty © Tsy, €5 a dir, el segient diagrama €s
commutatiu:

(2) Existeix un subconjunt finit A de R, tal que per a tot t € R\ A existeiz un entorn
U de t, tal que 7y, €s un isomorfisme per a tots s < ren U.

(3) Per a tot t € R existeiz un € > 0, tal que per a tot s € (t — €,t], laplicacid w4 €s
un isomorfisme.

(4) Ezisteiz un s_ € R, tal que Vs =0 per a tot s < s_ .
Observacié 2.2. (i) Veiem que per les propietats (1) i (3), peratot t € R, mom s = mpy
i w4 és un isomorfisme, per tant m; = Idy,

(ii) Sigui s+ =max{t € A}. Per la propietat (2), tenim que per a tots t > s > s,
st @ Vs — Vi és un isomorfisme, per tant la dimensié de V; és sempre la mateixa per a
tot ¢ > sy. Podem definir doncs ’espai vectorial terminal segiient:

Voo = [ Ve/ ~
§>54

on per a tot s < t, amb vy € Vi iv € Vi, vg ~ vy si g 4(vs) = vy

Clarament tenim que per a tot t > s4, Voo = V.

2.1 Moduls de Persisténcia Intervalics

Definicié 2.3. Donat un interval I = (a,b/, a < b reals, o I = (a,+00) definim el modul
de persisténcia intervalic F(I) com:

F(1) Fsitel Idyp sis,tel
= 7‘(’8 =
! Osité¢l ! 0 altrament

Observacié 2.4. Si I és un interval com el de la definicié, F(I) és, en efecte, un modul
de persistencia.



Demostracio. Hem de veure que es compleixen les quatre propietats:
(1): Donats s < t < r, tenim tres casos:
Cas 1: Si s ¢ I aleshores g, =01 7ms; =0. Per tant, my, omgy =m 00 =0 =7y ,.
Cas 2: Sir ¢ I aleshores g, =01 m, =0. Per tant, m, omgy =00mgy =0 = mg,.

Cas3: Siselirel,comques <t<r, tambéesté quet c I. Per tant, my, = Idp
imyomey = Idpoldp = Idy = 75 .

(2): Si I=(a,b], tenim que si t € R\ {a,b}, aleshores existeix un entorn U de t tal que
Un{a,b} = 0. Aleshores U C (a,b) obé U NI = .

SiU C (a,b), per a tot s < ren U tenim que F(I); = F(I), = F, per tant 7, , = Idp
és un isomorfisme.

SiUNI =0, peratots<renU tenim que F(I); = F(I), =0, i per tant 75, = 0 és
un isomorfisme.

Ara, per at =a ot = b, no es compleix la propietat: Per a tot entorn U de a, existeix
un € > 0 tal que (a —€,a+¢) CU i (a,a+¢€) CI. Escollint s =air=a+ 3, tenim que
s¢lirel, icomaqueF(I); =0iF(I), =F, Iaplicacié 75, = 0 no és un isomorfisme.

Per a tot entorn U de b, existeix un € > 0 tal que (b —¢,b+¢) CU i (b—¢€,b] C I.
Escollint s = bir =>b+ §, tenim que s € I ir ¢ I, i com que F(I), = FiF(I), =0,
laplicacié ms, = 0 no és un isomorfisme. Si I=(a,+00) es fa igual només considerant
t = a com a punt que no compleix la propietat.

(3): Com que per a tot t € R\ {a,b}, (2)=(3), només s’ha de veure que per a t = a
it =05, (3) es compleix. Sit = a aleshores F(I); = 0, i per a tot s < ¢ també tenim que
F(I); = 0, per tant ms; = 0 és un isomorfisme. Si ¢ = b aleshores F(I); = F, i per a tot
s € (b—eb], on e =b—a, tenim que F(I); = F, per tant ms; = Idp és un isomorfisme.
Si I = (a,+00) només cal considerar ¢t = a i es demostra analogament.

(4): Considerem s_ = a, i efectivament per a tot s < s_, F(I); = 0. O

Observacié 2.5. Si I és d’alguna d’aquestes formes: I = (—o0,a), I = (—00,al, I =R,
I = (a,b), I = [a,b), I = [a,b], I = [a,+00) aleshores F(I) definit de la mateixa forma
que anteriorment no és un modul de persisténcia.

Demostracié. Si I = (—o0,a) , aleshores és evident que no es compleix la propietat (4),
ja que llavors existeix un ¢ € R tal que per a tot s<t tenim que F(I); =F. Si I = (—o0, a
o I = R, passa el mateix.

Si I = (a,b) oI = [a,b) no es complira (3), ja que donat t = b, per a qualsevol € > 0
tal que (b —€,b) C I, per a tot s € (t —¢,t) es tindra que F(I)s = F, pero F(I); =0, i
ms+ = 0 no sera isomorfisme.

Si I =[a,b] oI =[a,+00), tampoc es complira (3), ja que donat ¢t = a, per a tot s<t
es tindra que F(I); = F, pero F(I)s =0, i 754 = 0 no sera un isomorfisme. O

Notacié. D’ ara endavant sempre que considerem un interval I, sera de la forma
I = (a,b], amb —c0 < a < b < +oo. En el cas que b = 400, per comoditat, farem un
abts de notacié i considerarem que (a,b] = (a, +00).



2.2 Morfismes entre Moduls de Persisténcia

Definicié 2.6. Siguin (V,7) i (W,0) dos moduls de persisténcia. Un morfisme @ :
(Vo) — (W,0) és una familia d’aplicacions lineals {®; : V; — Wiher, tal que per a
tots s < t el diagrama segiient és commutatiu:

Diem que (V,7) i (W, 0) sén isomorfs, si existeixen dos morfismes @ : (V, 1) — (W, 0)
iW: (W,0)— (V,m), tal que per a tot t € R, &, 0 ¥; = Idy, i ¥; 0 &; = Idy,. En aquest
cas direm que ® i ¥ s6n isomorfismes.

Si un morfisme ® : V. — W entre moduls de persisténcia compleix que per a tot t € R,
®, = 0, diem que és el morfisme zero.

Observacié 2.7. En general donats dos morfismes entre moduls de persistencia ® : V' —
WiV : W — Z, podem definir la seva composicié Wo ® : V — Z com:

Vod={W,0®,:V, = Z;}scr

Es evident que aquesta composicid és associativa, ja que les aplicacions lineals ho sén.

També podem definir el morfisme identitat Idy : V' — V com Idy = {Idy, }scry. Per
tant tenim que els moduls de persistencia formen una categoria.

Definicié 2.8. Sigui (V, ) un modul de persisténcia. Un submodul de persisténcia W
de V és una familia de subespais vectorials Wy C Vi per a tot t € R, tal que per a tots
s < t, ms (Ws) € Wy, @ per tant mey indueix una aplicacio lineal mwsilw, : Wy — Wi
Tenim doncs que si |y €és la familia {ms|Ws} per a tots s <t, (W, m|w) és un modul de
persisténcia. El denotarem per W C V. D’ara endavant, també denotarem als morfismes
ms.t|Ws per 7[%.

Exemple 2.9. Siguin (V,7) i (W,0) dos moduls de persistencia, i ® : V. — W un
morfisme. Llavors tenim que les families ker® = {ker®;}scr i im® = {im®P;}ser sén
submoduls de persistencia de V' i W respectivament.

Demostracié. Hem de veure que per a tots s < t, ms(ker®s) C ker®; i 05,(im®,) C
’L'm(I)t.

Donat vs € ker®,, tenim que 6,+(P4(vs)) = 0, d’altra banda 74 (vs) = v¢ € V4, 1 com
que 0 = 0,4(Ps(vs)) =Py(ms(vs)) = Pr(ve) = 0, tenim que 744 (vs) € kerd,.



Sigui wg € im®Py, aleshores tenim que existeix vg € Vg, tal que ®4(vs) = ws. Conside-
rem vy = s (vs) 1 W = O54(ws), volem veure que w; € imP;. Per definicié de morfisme
tenim que w; = O (Ps(vs)) = Py(ms4(vs)) = P(vy), per tant efectivament w; € im®,. O

Definicié6 2.10. Siguin (V,x) i (V',7") dos moduls de persisténcia. La seva suma directa
és un modul de persisténcia (W, 0), tal que Wy = Vi@V per atott € R, i0s; = ms 1B 54
per a tots s < t. Clarament en aquest cas V i V' sén submoduls de persisténcia de W.

Definicié 2.11. Diem que un morfisme ® : V. — W entre moduls de persisténcia és
injectiu, st per a tot s € R, &5 : Vo — Wy és injectiva.

Andlogament, diem que el morfisme ® : V. — W és erhaustiu, si per a tot s € R,
b, : Vs — W, és exhaustiva.

Exemple 2.12. Sigui (V,7) un modul de persistencia. Sigui W C V un submodul de
persisténcia. Tenim que la familia d’inclusions naturals ¢ = {t5 : W5 — Vi}ser és un
morfisme injectiu entre moduls de persistencia.

SiV =V; @ Vs és suma directa de moduls de persistencia, tenim que les families de
projeccions naturals p; = {p1s : Vs = Vis}ser, p2 = {p2s : Vs = Vas}ser sén morfismes
exhaustius entre moduls de persistencia.

2.3 Morfismes entre Moduls de Persisténcia Intervalics

Observacié 2.13. Observem que si ® : F(a, b] — F(c, d] és un morfisme entre els moduls
de persistencia F(a, b] i F(c, d], aleshores per a tot ¢t € R, tenim que ®; sera de les formes
seguents: ®; :F - F, obé & :F —0,0bé ®;:0 —>F, 0o bé ; : 0 > 0. A més per ser
una aplicacié lineal, ®; sera la multiplicacié per un A\; € F. Clarament si ®; no és de la
forma ®; : F — F, sera el morfisme 0, i si ho és, per la commutivitat del diagrama

F
-
F

tindrem que si ® és diferent del zero, aleshores per a tot t, tal que (F(a,b]); =
(F(c,d]): = F, & sera diferent del zero. A més a més, per a s < ¢, amb (F(a,b])s =
(F(c,d])s = F, com que Idpo®s = &40 Idp, tindrem que &5 = ®;. Deduim doncs que per
a tots s <t, tal que s,t € (a,b] is,t € (c,d], Ps = Py.

iN
IS8
=

bs

H<—"M

=
=

No sempre es pot definir un morfisme diferent del zero ® : F(a,b] — F(c,d]. Per exemple
si ®:F(1,2] — F(1,4] i escollim s = 2 i t = 3, tindrem que ®, : F — F sera diferent del
0, pero ®; : 0 — I sera el morfisme 0, i per tant el diagrama segiient:

U
lo
F

®s

H<—"H

e
Idy

no pot ser commutatiu.



Observacié 2.14. Si considerem un morfisme @ : F(a, b] — F(c, d] diferent del zero, per
a tots s < t, tenim que P pot ser de les formes seguents: @, : F — F, o bé &, : F — 0,
obé &;:0 = F, 0o bé &5 : 0 — 0, i analogament per ®;. Tindrem doncs fins a setze
diagrames possibles. Es facil veure que els dos unics diagrames que no commuten sén:

Ts,t

F-2~0 F-LF
¢sl io oi l@

Proposicié 2.15. Siguin (a,b] i (c,d] dos intervals. Ewisteix un morfisme ¢ : F(a,b] —
F(c,d] diferent del zero si i només si, c < a ia<d<b.

Demostracio. Notem que és evident que a < d, ja que si no, els intervals no s’intersecten
i "anic morfisme ¢ : F(a,b] — F(c,d] és el 0. Podem suposar doncs, que a < d. Anem
a demostrar la implicacié cap a la dreta pel contrarreciproc. Suposem que ¢ > a, o bé
d > b. Sic> a, considerem un s € (a,c), iunt € (a,b] N (c,d]. Si existis un morfisme
® : F(a,b] — F(c,d] diferent del zero, aleshores @ : F — 0 seria el morfisme 01 ®; : F — F
seria un morfisme diferent del zero i obtindriem el diagrama

Ts,t

|

o
O<——H
H<—_F

2

—_—
0
que sabem que no commuta. Per tant no existeix tal morfisme.

Si d > b, considerem un s € (a,b] N (¢,d] i un t € (b,d]. Si existis un morfisme
® : F(a,b] — F(c, d] diferent del zero, aleshores @ : F — F seria un morfisme diferent del
zero i @4 : 0 — T seria el morfisme 0, i obtindriem el diagrama

0
I
F

que sabem que no commuta. Per tant no existeix tal morfisme.

io

bs

H<—"H

|

Idy

Demostrem ara el reciproc. Suposem que ¢ < a i d < b. Anem a veure que no és
possible obtenir cap dels dos diagrames no commutatius que hem vist anteriorment. Els
s < t que compleixen el diagrama:

és

H<—"H

0
lo
F

verifiquen que s € (a,b] N (c,d] it € (¢,d]\ (a,b]. Perd com que ¢ < aid < b, tenim
que (a,b] N (¢,d] = (a,d] i (¢,d] \ (a,b] = (¢,a), que genera una contradiccié amb el fet
que s < t. Per tant no podem obtenir el diagrama.

e
Idy



Ara, els s < t que compleixen el diagrama:
F
!
0

verifiquen que s € (a,b] \ (¢,d] i t € (a,b] N (¢,d]. Com que ¢ < aid < b, tenim que
(a,b] \ (¢,d] = (d,b) i (a,b] N (c,d] = (a,d], per tant tenim una altra contradiccié amb el
fet que s < t, i no podem obtenir els dos diagrames no commutatius. Per tant existeix
un morfisme ¢ : F(a, b] — F(c,d] diferent del zero. O

Ts,t
s

o <~——
L3

—_—
0

Notacié: si un morfisme @ : F(a,b] — F(c,d] és diferent del zero el denotarem per
® £ 0, 1 si ho és el denotarem per @ =0



3 Teorema de la Forma Normal

En aquesta seccié introduirem el concepte de codi de barres. Veurem, mitjancant el
teorema de la forma normal, que a tot modul de persisténcia li correspon un dnic codi
de barres. Abans, pero, necessitarem introduir uns quants conceptes, que ens permetran
demostrar el teorema de la forma normal.

Definicié 3.1. Un codi de barres és una familia finita B = {(I;,m;)}X., d’intervals I; i
m; € N, que l'anomenarem multiplicitat de ’interval I;.

3.1 Conceptes Previs

Definicié 3.2. Sigui (V,7) un modul de persisténcia. Diem que un puntt € R és espectral
en (V,m), si per a tot entorn U de t, existeizen s < r en U, tal que w5, : Vs — V. no és
un isomorfisme. Notem que aquests son els punts que no compleizen la propietat (2) dels
moduls de persisténcia.

Definim espectre de (V,7) com el conjunt

SpecV = {t € R| t és espectral} U {+0o0}.

Observem doncs, que per la propietat (2), SpecV és un conjunt finit.

Observacié 3.3. Observem que si s,t € R pertanyen a la mateixa component connexa
de R\ SpecV, aleshores 7y ; : Vs — V; és un isomorfisme. Aquest fet és degut la propietat
(2) dels moduls de persistencia.

Proposicié 3.4. SiV = @zj\il F(a;, b;]™, aleshores l’espectre de V' és el conjunt format
per tots els extrems dels intervals.

Demostracié. Vegem primer que {ai, by, ...... ,an, by} C SpecV. Donat i € {1,...... ,N}
qualsevol, tenim que si U és un entorn de a;, aleshores existeix un € > 0, tal que (a; —
€,a; +¢€) CUia;+ 5 < b;. Aleshores, si considerem s = a; — § it = a; + §, tenim que
s & (a;,bi] it € (ai,b], per tant ms; no és un isomorfisme, i deduim que a; € SpecV.
Amb un argument molt semblant es dedueix que b; € SpecV.

Vegem ara, que si r ¢ {a1,by,...... , an, by}, aleshores r ¢ SpecV. En aquest cas, tenim
que 1 # a;, v # b;, per a tot i € {1,...... , N}, iper tant o bé r € (a;.b;), o bé r ¢ [a;, b;].
Sigui € = min;{ |T_2‘“|, @}, volem veure que per a tots s < t en ’entorn (r — e, r +¢), el

morfisme de persistencia 7, ; és un isomorfisme. Considerem doncs els dos casos segiients:

(1) pels i € {1,....., N}, tal que r € (a;,b;), tenim que es compleixen les desigualtats
seglients:

< | — a PG T

r—e>r— ——t =+ >aq
- 2 2 2 2 2”7

|’I”—bi| T bl T bl

<r+——F—<r+5;-5=3;+5<b

r+esr+ 5 <r+ 57 3 5 + 5 i

per tant, (r — e, 7 +¢€) C (as,b;).

(2) pels i € {1,....., N}, tal que r ¢ (a;,b;), tenim que es compleixen les desigualtats
segiients:



p < te< +|r—ai| < +7‘ a; 37“ a;
sir<a,r+e<r+——<r+-——=3-—-——<a
v - 2 = 2 2 2 2 ‘
sir>b‘7’—e>r—|_i‘>r—f+@—*+i>b
v = = 22 2 !

per tant, (r —e,r +€) N [a;, b] = 0.

Deduim doncs, que per a tot s < ten (r—e,r+e), Vs =V, i 754 és un isomorfisme. O

Sigui (V,7) un modul de persisténcia. Considerem els punts de SpecV ordenats, a; <

ag < ... < ay < any1 = +oo. Considerem també ay = —oo i definim per a tot
ie{l,2,.... , N} els intervals Q; = (aj—1,a;] 1 Qn4+1 = (an, +00).
Definicié 3.5. Per a toti € {1,2,...... ,N + 1}, definim [’espai vectorial limit V* consi-

derant el limit directe del sistema directe {Vs} per a tot € Q;:

vi= [ Vi/ ~

s€EQ;

on per a tot s <t, amb vs € Vg i vy € Vi, vg ~ vy 80 51 (Vs) = vt

Observem que en cada @);, per a tots s < ¢ en (), les aplicacions 7, ; sén isomorfismes,
i per tant tenim que V' = Va,;- Tenim doncs, que els elements de V' estan representats
pels elements de V,,. Considerem la familia finita {Vl}f\i +11, i considerem també per a tots
i < j els morfismes p; j : V' — V7 induits per my, és a dir, si [vg,] € V7, pij([va,]) = [va,]
si i només si, 74, 4,;(ve;) = va;- Observem que clarament p;; és lineal per ser-ho 7.
Definim la dimensié total de V' com:

N+1 ]
Totaldim(V) = dimV".
=1

Definicié 3.6. Sigui W C V un submodul de persisténcia. Diem que €s semi-exhaustiu
st existeiz un r € R tal que:

(a) Wy =V; per a tot t <r

(b) ms s : Wy — Wy és exhaustiva sir < s < t.

Proposicié 3.7. Sigui W C V un submodul semi-ezhaustiu. Aleshores:

(1) r:= sup{t : Wy = V;,Vs < t} € SpecV satisfa les condicions de semi-exhaustivitat
del submodul.

(2) SpecW C SpecV i TotaldimW < TotaldimV

Demostracié. (1). Suposem que r ¢ SpecV. Aleshores existeix un entorn U de r, tal que
per a tots s <ten U, ms; : Vs — V; és un isomorfisme. Tenim en particular, que existeix
un ¢, tal que U = (r —€,r4¢). Siguin s =r — § it = r+ §. Volem veure que 74 ; no pot
ser un isomorfisme.

Com que s < r, tenim que Wy = Vs, i com que t > r, per definicié de r, Wy C V;.

Considerem ara el morfisme inclusié ¢« : W — V. Tenim doncs que ¢ : W5 — V; és un
isomorfisme, ja que Wy = Vg, pero en canvi ¢ : W — Vi no és un isomorfisme, ja que no
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és exhaustiva pel fet que W; C V;. Tenim que s’ha de complir la segiient igualtat: m,;
0 ts= 1t 0 Tgy. Com que per hipotesi, 7y : Vs — V; és un isomorfisme, m,; 0 ¢y és un
isomorfisme, perod ¢; o ms; no ho és, ja que ¢; no ho és. Per tant aquests morfismes no

poden ser iguals i arribem a una contradiccio.

(2). Escollim r = sup{t : Wy = V;,Vs < t}. Sigui w € SpecW, és a dir, per a tot
entorn U de w, existeixen s < t en U, tal que 7{% no és un isomorfisme. Hem demostrat
ja que r € SpecV.

Si w < 7, donat un entorn U de w qualsevol, escollim un € > 0 tal que w +¢€ < r
i l'entorn E := (w — €, w + €) estigui inclos en U. Aleshores existeixen s < t en FE, tal
que Vs = W, V; = Wy, i sy no és un isomorfisme. Per tant, com que s < t estan en U,
w € SpecV.

Si w > r, donat un entorn U de w qualsevol, escollim un ¢ > 0 tal que w — e > 7 i
Pentorn A := (w — €, w + €) estigui inclos en U. Tenim que existeixen s < ¢ en A, tal
que w;ﬁ : Wy — W, és exhaustiva i no és isomorfisme, per tant no és injectiva. Aleshores
st o Vs — Vi tampoc és un isomorfisme, ja que la restriccié en Wy no és injectiva. Com

que s < t estan en U, w € SpecV.
Observem que el fet que TotaldimW < TotaldimV, és una conseqiiéncia directa del
fet que SpecW C SpecV . O

Teorema 3.8. (Teorema de la Forma Normal): Sigui (V,7) un modul de persisténcia.
Aleshores existeiz una famidlia finita {(I;,m;)}Y., de intervals I; = (a;, b;) o I; = (a;, +00)
diferents dos a dos, amb multiplicitats m; € N, tal que:

N
V= PF)™.
=1

A més a més, si V = @f\il F(J;)™, aleshores N=DM i existeix una permutacid o del
conjunt {1,2, ...... , N}, tal que per a tot i € {1,2,...... yNY, I = Joi i my =Ny, és a dir,
aquesta descomposicio €s unica llevat de permutacio.

3.2 Demostracio del Teorema

Per demostrar 'existencia primer necessitem introduir un lema.

Lema 3.9. Sigui W C V un submodul de persisténcia semi-ezhaustiu. Llavors existeix
un submodul de persisténcia semi-exhaustiu Wy C V', tal que Wy = W@F(I), on I = (a,b]
amb a,b € SpecV

Demostracié. Sigui r = sup{t : Wy = V,,Vs < t}. Tenim doncs que r = a;—1 € SpecV
per algin i, i per tant, W* C V. Observem que aquest i és minimal, ja que W; = V; per
atot t < a;_1,ipertant WJ = V7 per a tot j € {1,...... ,i — 1}. Considerem un element
2t € VE\ W Per a k > i, considerem z* = p; x(2%) € V*. Hi ha dos casos possibles:

1) Existeix algin k > i, tal que z¥ € W*
( g q
(2) Per a tot k >1i,2% ¢ Wk.

Considerem primer el cas (1):
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Elegim el Jj > minimal pel que z/ € WJ. Com que p; g W W es exhaustlva
existeix un z* E W tal que pij(z") = 27 = p; j(2"). Considerem l'element y* = 2z — 27, i

els elements y* = p; (z*), per a tot k > 1.

Com que j es 1’1ndex minimal pel que 27 € W7, tenim que per a tot i < k < j,y* ¢ W,
i amés amés, y* # 0. Per linealitat de p; j, tenim que Y = pi (2t —at) = pii(2") —
pij(x') = 27 — 27 = 0. Per tant, per a tot k > 4, p;x(y') = pjx 0 pij(y") = 0. Hem vist
doncs que j és I'index minimal pel que v/ = 0, i pel que continua sent 0 per indexos més
grans.

Per a tot k, considerant 'element 3* € V¥, escollim els seus representants (y*), € Vj
per a tot s € (ag—1,ax] i construim un submodul P C V' de la forma segiient:

Ps _ {0 sis §é (ai_l,aj_l]

{(y*)s)F si s € (ag—1,ar] C (ai—1,aj-1], k =1, ...... ji—1

P _ 7V, sios,t € (a1, a5-1]
ot 0 altrament

Clarament, P = {P,} és un submodul de V isomorf a F(a;—1,a;—1]. Considerem Wy =

W + P, juntament amb 7¢ = 7% @ 7 aleshores tenim que:

(a) Wy=WeoP
(b) W es un submodul semi-exhaustiu de V

Demostracié de (a). Hem de demostrar que per a tot s € R, P, N W, = {0}. Si
s ¢ (aj—1,a;-1], tenim que P, = {0}, i per tant Ps N Wy = {0}. Ara, si s € (ar—1,ax] C
(ai—1,aj—1], hem de demostrar que 'element (y*)s ¢ Ws. Suposem el contrari, és a dir,
que (yk) s € Ws. Considerem l'element » = a;_1 que hem escollit anteriorment. Aleshores,
per a tot t € R, tal que r < ax_1 < t < s, existeix un element wy € W, tal que
ms(w) = (y*)s. Considerem 'element [w] € W* de forma que el seu representant en
cada W; és:

w sl a1 <t <s
([w))e =S (¥F)ssit=s
Wsyt((yk)s) sis<t<ayg.

[w] clarament esta ben definit, per definicié de 1’espai Wk, A més a més, tenim que
[w] = y*, ja que els seus representants sén els mateixos, i per tant y* € W*, que contradiu
la minimalitat de j. Per tant (y*)s ¢ W, com voliem demostrar.

Demostracié de (b). Com que Wy és suma directa de dos submoduls de V, és un submodul
de V. Anem a veure que és semi-exhaustiu: sigui » = a;_1 com hem elegit anteriorment,
tenim que per a tot ¢t < r, Wy = V; i P, = {0}, per tant (Wy); = V;. Ara, per a
tots t > s > r, com que els morfismes 7722 i 775 . s6n exhaustius, les seves sumes directes
7722 @775 ; també sén exhaustives, que sén precisament els morfismes de persistencia de Wj.

Hem demostrat doncs el primer cas. Considerem doncs el cas (2):

Si 2/ ¢ W, per a tot j > i, construim un submodul P de V que correspondra a
linterval I = (a;—1,+00) de la forma segiient:
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P — Osis < Q;—1
’ ((y")s)r si s € (ag—1,ak] C (ai—1,+00),k =i,i+1,.....

P _ W;{t si s,t € (aj—1,+00)
st 0 altrament

Clarament P = P, és un submodul de V isomorf a F(a;_1,+00).

Considerem de nou Wy = W + P, i exactament com hem fet anteriorment demostrem
que Wy =W @ P, i a més és submodul semi-exhaustiu de V. O

Ara, la existencia de la descomposicié en la forma normal és conseqiiencia del lema.
Considerem W (0) = {0}, i inductivament construim una successié finita de submoduls
semi-exhaustius {W(n)},>0, considerant W(n + 1) = W(n);. En cada pas incrementem
la dimensié total de W(n), per tant, tenim que aquesta succesié convergeix a V quan
arribem a la dimensié total de V.

Ara només queda demostrar la unicitat. Observem que és suficient demostrar que si
VW, ambV = @Y F(L)iW = @}, F(J;), aleshores N = M, i existeix una
permutaci6 o del conjunt {1, ...... , N}, tal que per a tot i € {1,...... SN, L= Ty

Suposem doncs que V i W sén de la forma que hem esmentat i f : V — W és un
isomorfisme i g : W — V és la seva inversa. Farem la demostracié per induccié sobre N,
essent el cas N = 0 trivial. Suposem doncs el resultat cert per N-1. Volem demostrar
que per a [, existeix un j € {1,...... , M} tal que I = J;. Per a tots j € {1,...... , M},
considerem els seglients morfismes:

fi P SV L w2 r)
g, :F(J) B w S v EAFDn)

on ¢ i cada ¢; sén els morfismes d’inclusié, i p i cada p; sén els morfismes de projeccio.

Tenim doncs que:
M

Zgj o fj = Idp(1,).-

J=1

Demostracid. Sigui v € F(1Iy), isigui y = (f o¢)(v) € W. Aleshores:

M M M M
O _giofi)w)=> gjopjoforv) = giopily) =D pogorop(y) =
j=1 =1 =1

Jj=1

M

=pogo(D 1jop)y)=(pog)(y)=(pogofor)(v)=(po)(v) =v.

j=1

Per tant, tenim que existeix un j, tal que g; o f; és diferent del zero, per tant g; i f;
sén morfismes diferent del zero. Si I1 = (a,b] i J; = (¢, d], tenim un morfisme diferent
del zero f; : F(a,b] — F(c,d] i un altre g; : F(c,d] — F(a,b]. Aixo passa si i només si,
c<a,a<d<bia<c c<b<d, pertant a =cib=d. Hem vist doncs que Iy = Jj.
Considerem la permutacié oy = (1, §) i obtenim que @~ , F(I;) = @JN; F(Jo(j)), per tant,
per hipotesi d’induccié, N = M, i existeix una permutacié oy del conjunt {2, ...... , N} tal
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que I; = Jy,;), per a tot i € {2,...... ,N}. Tenim doncs que N = M, i considerant la
permutacié ¢ = o9 o g1 obtenim el resultat.[]

Observacié 3.10. Observem doncs que hem demostrat que a tot modul de persistencia
V, li correspon un dnic codi de barres, que denotarem per B(V).

La multiplicitat de cada interval en un codi de barres, simplement indica el nombre
de vegades que apareix l'interval en el codi de barres, per tant, si tractem les copies del
mateix interval per separat, el codi de barres és de la forma B = {Ii}fil, ili correspon al
modul de persistencia:

V= PFQI).

IeB
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4 Distancies

En aquesta seccié definirem una distancia en I’espai de moduls de persistencia, la distancia
entrellecada, i una en ’espai de codis de barres, la distancia del coll d’ampolla.

4.1 Distancia Entrellacada:

Definicié 4.1. Sigui (V,7) un modul de persisténcia i 6 € R. Definim el modul de
persisténcia 6-desplagat de V, com el parell (V[6],n[d]), on V[d] és la familia {V ([6]): =
Vitsher @ (0] és la familia de morfismes {(7[0])s+ = Tst51+5} definits per a tots s < t.

Definicié 4.2. Per a § > 0, la familia d’aplicacions <I>‘€/ s (Vo) — (V[d],m[d]) definida
per (@“sf)t = Tars 2 Vi — Vigs €s un morfisme de moduls de persistencia. L’anomenarem
morfisme de d-desplacament de V.

Si tenim un morfisme F : V. — W entre moduls de persisténcia, denotarem per F[J] :
V[6] — Wd] el morfisme corresponent entre els seus d-desplagats.

Observem que el morfisme de J-desplagament esta ben definit, ja que per la propie-
tat de composici6é de les aplicacions lineals 7, és evident que el diagrama segiient és
commutatiu:

Ts,t
Vs Vi
‘1’2: 7rs,s+5l \Lﬂ-tﬂH»J :(I’f
Vitbrsars Vit

Exemple 4.3. Si considerem el modul de persisténcia intervalic V- = F(a,b] i un 6 € R,
tenim que el seu d-desplagat és V[§] = F(a — 6,b — 4], i en general si V = @ F(a;, by,
Vo] = © F(a; — 8,b; — ]

Demostracié. Si V. =TF(a,b], per a tot s € R, tenim el segiient:

0sis+d ¢ (a,b]
Fsis+ o€ (a,b]

V[(S]s = Vs4+6 = {

que és exactament igual a:

O0sis¢ (a—0,b—1]

VIols = Viys =
J o {Fsise(a—é,b—é]

Per definicié de suma de directa de moduls de persistencia és clar que ©2Y, F(a;, b;][§] =
@f\ilF(ai — (5, bz’ — (5] OJ
Definicié 4.4. Donat un 6 > 0, i donats (V,7) i (W,0) dos moduls de persisténcia,
diem que estan 0-entrellecats, si existeizen dos morfismes F : V. — W], i G : W —
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V8], tal que F o G[§] = ®¥ i G o F[5] = %, on ®¥ i &%, son els morfismes de 20-
desplacament de V i de W respectivament. Aleshores, diem que F i G son els morfismes
de d-entrellacament.

Definicié 4.5. Siguin (V,m) i (W,0) dos moduls de persisténcia, definim la distancia
entrellacada entre aquests moduls de persisténcia com:

dint(V, W) =inf{d >0 | (V,7) ¢ (W,0) estan d-entrellagats}.

Proposicié 4.6. Si (V,n), (V',7’) sén moduls de persisténcia isomorfs i (W, 0), (W', 0")
son moduls de persisténcia isomorfs, aleshores donat un d > 0, V i W estan d-entrellagats
st 1 només si, V' i W' estan d-entrellagats.

Demostracié. Siguin f : V. — V' g : W — W' isomorfismes i f~' : V! — V, ¢~ :
W' — W els seus inversos. Suposem que V i W estan d-entrellacats, és a dir, existeixen
un parell de morfismes de d-entrellagament F' : V. — WIJ], G : W — V/[§]. Aleshores
gld) o Fo f=L:V'— W'[6], f[6]c Gog™t : W — V’[§] sén un parell de morfismes de
d-entrellacament. Efectivament, tenim que:

(fl6]eGog h)[o]ogld]o Fo f~ = f[26] 0 G[o] o g '[8] o gld] o Fo f~h =
= f[26] 0 G[6] o Fo f~! = f[26] 0 ®F o f!

(gld] o Fofh[o] o f[6]o Gog™ = g[20] o f[6] o f (o] o fo] 0 Gog™" =
= g[26] 0 Flg]oGog™! = g[20] 0 ¥fp o g™".

Ara, donat s € R, obtenim:

29 -1 -1 -1
(f[Q(S] ¢] q)V o f )5 = f5+25 O Ts,5426 © fs = 71{9,5—&-25 © fs ° fS = W;75+25

(9[20] 0 B3 0 g™ 1)s = got25 0 055125 0 g5 ' =0l 4405095095 ' =0l gi05,

que és el que voliem veure. L’altre implicacié és simetrica i es demostra exactament
igual. U

4.2 Distancia del Coll d’Ampolla:

Ara introduirem una distancia en ’espai de codis de barres, que veurem que només estara
definida si els codis de barres tenen el mateix nombre d’intervals no acotats.

Donat un interval I = (a,b] i un § > 0, denotem per I=° = (a — 6,b + 8], interval I
expandit per § per la dreta i 'esquerra.

Donat un codi de barres B i un € > 0, denotarem per B, el conjunt d’intervals de B
amb longitud major que e.

Definicié 4.7. Un emparellament entre dos multi-conjunts finits X = {X;}¥ |, Y={ Y]}jj\il

és una bijeccio p : X' — Y', on X’ € X i Y' C Y. Denotarem per coimp = X' i
imp =Y’ i direm que els elements de X' 1Y’ estan emparellats.
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Cal destacar, que si un element apareix a un multiconjunt diverses vegades, en 'em-
parellament tractarem cada un d’ells per separat, per tant, és possible que algin d’ells
estigui emparellat i algiin altre no.

Degut a que els codis de barres sén multi-conjunts finits, podem definir un emparella-
ment entre dos codis de barres:

Definici6é 4.8. Donat § > 0, un d-emparellament entre dos codis de barres B i C és un
emparellament 1 : B — C, tal que:

1. Bas Ccoimyr.
2. Cy5 C imp.
3. Siu(I)=J, aleshores I C J=° i J C I7°.

Si existeix un §-emparellament entre dos codis de barres B i C, direm que B i C estan
d-emparellats.

Definicié 4.9. Definim la distancia del coll d’ampolla entre dos codis de barres B,C com:
dpot(B,C) = inf{d > 0 |B i C estan d-emparellats}.

Proposicié 4.10. Dos codis de barres B i C estan §-emparellats amb un § > 0 finit si @
només si, tenen el mateix nombre d’intervals no acotats.

Demostracié. Anem a demostrar primer el reciproc. Per hipotesi, tenim que:

B = {(a1,b1], ..., (an, by], (ant1, +00), ...... s (pak, +00)}
C ={(c1,d1], e (Cmy dim], (Cmg1, +00), ... s (Cmtk, +00) }
amb k >0,n >0, m >0, b; < +oo per a tot i € {1, ...... ,n}, 1d; < 400, per a tot

jed{l, ... ,m}.

Hem de demostar que existeix un § > 0, tal que existeix un d-emparellament p : B — C.
Considerem:

5:max{b1 — A1y eeneen ,bn—an,dl — Clyeeennn ,dm—cm,]an+1 —Cm+1’, ...... 7‘an+k —Cerk‘}.

Ara, tenim que l'emparellament p : B — C que emparella cada (a,4q,+00) amb
(Cm—i, +00), per a tot i € {1, ...... ,k}, 1 per tant compleix que

coimipt = {(an+17 +OO)7 ------ ) (an-‘rka —{—OO)} Limp = {(Cm+17 +OO)7 ----- > (Cm-i-ka +OO) , €8
un d-emparellament entre B i C:

Clarament Bss = coimpu, per tant trivialment tenim que Bys C coimpu. Clarament
Cos = impu, per tant també tenim que Cos5 C imp.

Falta veure quesiu(I) = J, 1 C J%iJ CI7. Peratoti € {1,.....k}, u((anii, +00)) =
(Em+i, +00), 1 per tant hem de veure que (an+i, +00) C (¢pmii — 0, 400) i (Cmti, +00) C
(an+i — 0,+00). Ara, per a tot i € {1, ...... ,k}, tenim que:

An45 — 0 < An45 — ’an-l—i - cm+i| < Cm+i
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Cm+i — 4] < Cm+i — ‘an—i—i - Cm+i| < An4-i45

i per tant efectivament (an+i, +00) C (¢mti — 0, +00) 1 (Cmti, +00) C (apti — 0, +00).

Demostrarem la implicacié cap a la dreta pel contrarreciproc. Suposem doncs que B iC no
tenen el mateix nombre d’intervals no acotats. Denotem per B’ = {(a1, +00), ......, (ak,, +00) }
el conjunt de intervals no acotats de B i ¢’ = {(c1,+00), ...... , (Cky, +00)} €l conjunt de
intervals de acotats de C. Per hipotesi k1 # ks. Suposem que existeix un § € R positiu
tal que existeix un d-emparellament y : B — C. Tenim doncs que p ha de ser una bijeccid
entre coim 1 imp, i a més B’ C Bys C coimu i C' C Cos5 C impu.

Observem que no podem emparellar intervals no acotats amb intervals acotats, ja que
no es compliria la propietat (3) de 'emparellament. Per tant cada interval de B’ ha d’estar
emparellat amb un de C’, perd aixo és impossible ja que tenen cardinal diferent. Per tant
no existeix cap d-emparellament entre B i C. O

Observaci6 4.11. Observem que si y : B — C és un d-emparellament, aleshores també
és un y-emparellament per a tot v > J. Aquest fet és degut a que By C Bs C coimy,
Cy CCs Cimpu, isipul)=J,1C JOCJ7iJCI%CI7 Pertant, podem
deduir també que si no existeix un d-emparellament entre B i C, aleshores per a tot v < 4,
tampoc existeix un y-emparellament entre B i C. Per tant, dp,(B,C) = 0 si i només si, B
i C estan d-emparellats per a tot & > 0.

Proposicié 4.12. La distancia del coll d’ampolla és una distancia en ’espai de codis de
barres amb el mateix nombre d’intervals no acotats.

Demostracio. (i) SiBiC sén codis de barres amb el mateix nombre d’intervals no acotats,
clarament dp,(B,C) > 0.

(ii) Clarament dpy:(B,C) = dpot(C,B), ja que un d-emparellament p és un bijeccié en-
tre covmpu i imp, amb totes les propietats simetriques.

(iii) Ara hem de veure que dpy(B,C) = 0 si i només si, B=C. Si B=C, per a tot § > 0,
tenim que p : B — C, amb coimp = impu = Bas i pu(I) = I, per a tot I € coimpy és clara-
ment un d-emparellament entre 5 i C. Deduim doncs, que dpyt(B,C) = inf{J > 0} = 0.

Siguin B = {(a1,b1],....., (an,bpn]}, C = {(c1,d1],....., (¢, din]}, amb dpot(B,C) = 0, és
a dir, B i C estan §-emparellats per a tot § > 0. Observem que per aquest fet #B = #C,
ja que per a 0* = min{% (b —a1), ...... L2 (bp —an), 3(d1 — 1), oo , 5 (dm — i)}, Bose = B
i Cosx = C, 1 per estar B i C d*-emparellats, hi ha d’haver una bijeccié entre els dos codis
de barres. Per tant podem suposar que n = m.

Suposem ara que B # C, és a dir, per algin i € {1, ...... ,n} existeix un I; = (a;, b;] € B,
tal que I; ¢ C, ja que tenen el mateix nombre d’elements.

Sigui § =min{6*, minjcq1 . {maz{zla; —cj|, 5|b; — d;|}}}. Pel que hem vist anteri-
orment, tenim que hi ha d’haver una bijeccié entre B i C, i a més per algun j € {1, ...... ,n}
ha d’existir J; = (¢j,d;] € C, tal que I; C Jj_(s iJ;C Ii_‘s, és a dir:

Cj—(sgaiSCj—{—(S
d; — 8 < bi < d; +3.

Tenim dos casos possibles: Si max{|a; — ¢;|,|b; — d;j|} = |a; — ¢;|, aleshores:
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a; si a; > ¢;

¢ +d<cj+la;—cj| =
’ ’ ’ / 2cj —asic; > a;.

Si ¢; + 6 < a4, arribem a una contradiccio, i si ¢; + 9 < 2¢j — a;, aleshores a; < c¢; — 6
i tenim una altra contradiccié.

Si max{|a; — ¢;|, |b; — dj|} = |b; — d;|, analogament obtenim que o bé d; +¢6 < b; o
bé b; < dj — 0, i per tant tenim una contradiccié
Per tant B =C.

(iv) Falta veure la desigualtat triangular. Per demostrar-la, veurem que donats tres
codis de barres B, C, D, si B, C estan d-emparellats i C, D estan y-emparellats, aleshores
B i D estan (0 4 v)-emparellats:

Sigui g1 : B — C un d-emparellament, i po : C — D un y-emparellament, aleshores
= pz0pu : B— D ésun (§ + v)-emparellament. Per demostrar-ho, hem de veure el
segilient:

(1) Ba(s4+) C coimp
(2) D2(6+7) C imp
(3) si u(I) = J, aleshores I C J~0O+7) i J C 10+,

Per veure (1), és suficient demostrar que si I € By54), aleshores u1(I) € coimpuz. Si
I € By544) € Bas C coimpy, tenim que existeix J € imyuy, tal que pi(I) = J, amb
particularment I C J—0, per tant J € Cay C coimpuy. Per tant J € coimpus.

De forma semblant veiem que si K € Dys5.) © D2y C impusg, aleshores existeix
J € coimys, amb particularment K C J~7, per tant J € Cos5 C impuq, i per tant existeix
I € coimp, tal que p(l) = pg o pi(I) = pa(J) = K, per tant K € impu.

Falta veure (3). Si u(I) = K, aleshores u(I) = pa(ui(I)) = p2(J), amb I C J=9
JC I, Ara, po(J)=K,amb JC K7 i K C J 7, i per tant obtenim:

g J—5 g K—((H"V)
JY c -0+
Com voliem veure. O

Proposicié 4.13. Siguin I =

(a,b] i J = (c,d] dos intervals 6-emparellats. Aleshores els
moduls de persisténcia F(I) i F(J)

est(m 0-entrellacats.
Demostracio. Per estar I i J d-emparellats, tenen longitud major que 26, i per tant

(a,b] N (a—20,b—26] #0, (¢,d)N(c—2d,d—20] # 0,1 clarament a < b— 2§, ¢ < d— 2/.
A més, tenim que (a,b] C (¢ —6,d+ 9] 1 (¢,d] C (a — d,b+ 6], d’on deduim:

c—0<a<c+d
d—06<b<d+6.
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Tenim doncs, que c—d < aia < b—2) <d—6d <b,ia—d <cic<d—2§ <b—9 <d, per
tant podem definir els morfismes de d-entrellagament F' = {Fs : F(I)s — F(J — 9)s}ser,
G={Gs:F(J)s = F(I — 9)s}scr segiients:

) Idg si s €ln(J —9) ) Idp si s €JN(I - 9)
* 10 altrament. "% ] 0 altrament.

Clarament tenim que @%‘5 =G[0]o Fi®%

= F(J):F[ﬂoG. O
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5 Teorema d’Isometria

En aquesta seccié demostrarem el teorema d’isometria, que ens afirma que la distancia
entrellecada entre dos moduls de persistencia és exactament igual a la distancia del coll
d’ampolla entre els seus dos codis de barres associats.

5.1 Morfismes Injectius i Exhaustius

Per demostrar el teorema d’isometria, donat un morfisme entre moduls de persistencia,
construirem un emparellament induit entre els codis de barres dels moduls. La cons-
truccié d’aquest emparellament en cas de que el morfisme sigui injectiu o exhaustiu sera
fonamental, i per aquesta rad volem veure quan es poden definir morfismes injectius o
exhaustius entre dos moduls de persisténcia, ja descomposats en la seva forma normal.

Considerem un morfisme ® : ;L F(I;) — )., F(J;). Donat un s € R, per ser ®;
una aplicacié lineal entre espais vectorials, tenim que ®, és una matriu mutiplicant per
I’esquerra :

1
)\15 7115
(I)s = : .. :
AL S\
msS msS

En particular, per definicié de suma directa de moduls de persistencia, i pel que hem
vist en 'apartat de morfismes entre moduls de persisténcia intervalics, per a tots i €
{1,......n}, 7 € {1,......;m}, )\Ses un valor fixat )\’ cFsisecl;nNJj, obé )\]8—
altrament. A més, cada /\; deﬁnelx un morfisme )\; : IF( i) = F(J;), isi )\’ # 0, aleshores,
si denotem als intervals per I; = (a;, b;], J; = (¢j,d;], per la proposicio 2 15, tenim que
cj < a;ia; <dj <bj. Per tant, si ¢; > a;, 0 a; > dj o d; > bj, tenim que Xi- =0.

Proposicié 5.1. Si ezisteiz un morfisme injectiv ® = P, Fa;, bi] — D)L, F(cj, dyl,
aleshores n < m, i ezisteix una permutacié o del conjunt {1,...... ,m}, tal que per a tot
1€ {1, ...... ,n}, a; > Co (i) 1b; = da(i)'

Demostracié. Per a tots i < j en {1,...... ,n}, considerem les inclusions naturals ¢; :

F(ai, bi] = @Bf_; Flag, by, tij : F(as, b)) ® F(aj, bj] — D), Fag, b]. Considerem també
les composicions ®; := ® o 1;, ®; ; := ® 0; j, que clarament sén morfismes injectius, per
ser composicié de morfismes injectius.

Suposem primer que n > 2. Si demostrem que per a cada (a;, b;|, (a;,b;], existeixen
kE#len{l,.... ,m}, tal que a; > ¢ 1 b; = dj, aj > ¢ i b; = d; demostrarem la proposicié
Per simplificar notaci6 considerarem ¢ = 11 j = 2, ja que per ¢ < j arbitraris es demostra
exactament igual.

Suposem el contrari. Aleshores, tenim dos casos:

(1) Existeix un k € {1,...... ,m}, tal que a3 > ¢ 1 by = dg, ag > ¢ 1 be = di, 1 a més
per a tot | # k en {1,...... ,n}, a1 <coby #dy,ia <coby#d.
(2) Per atot k € {1,......,m}, a1 < ¢ 0 by # di, 0 bé az < ¢ 0 by # dy.

Si suposem (1), tenim que a; > ¢, ag > ¢x 1 by = ba = d. Per tant, el morfisme
®q 5 és de la forma:
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1 2
A, A%
Pros=| :
1 2
AL a2

Pels | # Kk, tal que a1 < ¢; 0 b1 < dj, tenim que )\lls = (0 per a tot s € R. Igualment,
pels I # k, tal que as < ¢ 0 by < dj, )\123 = O,per a tot s € R. Sigui L = {I| d; < di} i
M = maxjcr{d;}. Aleshores existeix un € > 0, tal que M + € < di i a més M + € > ay,
M + € > ay. Considerem s = M + €. Aleshores tenim que s € (ay, b1] N (ag, bo|, per tant
F(a1,b1])s ® Flag,bo]ls =F @ F,iaméssil € L,s ¢ (¢,d], i observem que:

0 O
0 O
Pios= | AL A2
0 O
0 0

Per tant ®1 25 no pot ser injectiva i arribem a una contradiccio.

Suposem ara que (2) és cert. Observem que si demostrem que aquest cas no pot ser pos-
sible, també demostrem la proposicié per n = 1. Suposem que per a tot k € {1, ...... ,m},
a1 < ¢k 0 by # di(no cal considerar el cas per l'interval (az, bs] ja que es demostra igual).
Per tant, el morfisme ®; és de la forma:

Pels k, tal que a1 < ¢ 0 by < dj, tenim que )\,1§s = ( per a tot s € R. Donat s = b1,
tenim que F(a1,b1]s = F i que @1, és el morfisme zero, per tant no pot ser un morfisme
injectiu i arribem a una contradiccio. O

Proposicié 5.2. Si existeiz un morfisme ezhaustiu ® : @, F(ai, b;] = @71, F(cj, d;l,

aleshores m > m, i ezisteix una permutaciéo o del conjunt {1,...... ,n}, tal que per a tot
1€ {1, ...... ,m}, Ao (i) = Ci iba(i) > d;.
Demostracié. Per a tots i < j en {1,...... ,m}, considerem les projeccions naturals p; :

D Fek, dy) — F(ei, di), pij - Bpey Flek, di] — F(ei, di] ®F(cj,d;]. Considerem també
les composicions ®; := p; o ®, ®; ; := p; ; o ®, que clarament sén morfismes exhaustius,
per ser composicié de morfismes exhaustius.

Suposem primer que m > 2. Si demostrem que per a cada (¢;, d;l, (¢j,d;], existeixen
k#len{l,.... ,n}, tal que ap, = ¢; 1 by > d;, ap = ¢; 1 by > dj demostrarem la proposicid.
Per simplificar notacié considerarem ¢ = 11 j = 2, ja que per ¢ < j arbitraris es demostra
exactament igual.

Suposem el contrari. Aleshores, tenim dos casos:
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(1) Existeix un k € {1,...... ,n}, tal que ap, = ¢1 1 by > dy, ap = ca 1 by > da, 1 a més
per a tot | # k en {1,...... n},ap Fcrob <di,ia #cob <d.

(2) Per a tot k € {1,...... ,n}, ap # c1 0 b < dy, 0 bé ap # ca 0 by < da.

Si suposem (1), tenim que ap = ¢ = ¢o 1 by > di, by > dy. Per tant, el morfisme
®q 5 és de la forma:
Ao n
0125 = ()ﬁs 7115>
28 2s

Pels | # k, tal que a; < ¢1 o by < dy, tenim que )\lls = 0 per a tot s € R. Igual-
ment, pels [ # k, tal que a; < ca 0 by < da, Mys = 0 per a tot s € R. Sigui L = {||
a; > ax}, i s = minger{a;,di,ds}. Aleshores tenim que s € (c1,d1] N (c2,ds], per tant
F(c1,di)s ®F(ca,do]s =F@F,iaméssil € L,s ¢ (a,b], i observem que :

o (0 -~ 0 )\’fs 0 --- 0
25780 - 0 M,0 -0
Per tant ®1 25 no pot ser exhaustiva i arribem a una contradiccio.

Suposem ara que (2) és cert. Observem que si demostrem que aquest cas no pot ser pos-
sible, també demostrem la proposicié per m = 1. Suposem que per a tot k € {1, ...... ,n},
ar # ¢1 0 b < di(no cal considerar 'altre cas ja que es demostra de la mateixa forma).
Tenim que el morfisme @1 és de la forma:

Q15 = ()\%s T ?s)

Pels k, tal que a < ¢1 o by < dp, tenim que MY, = 0 per a tot s € R. Sigui K = {k|
ar > c1}, i s = mingeg{ag,d1}. Aleshores tenim que F(ci,d1]s = F, i que @, és el
morfisme zero, que contradiu I’exhaustivitat del morfisme. O

Teorema 5.3. (Teorema d’Isometria). Donats dos moduls de persisténcia (V,7),(W, ) i
els seus codis de barres associats B(V), B(W), tenim que dipt(V, W) = dpot(B(V'), B(W)).

Com que hem vist que la distancia entrellacada es manté per isomorfismes, en la
demostracié d’aquest teorema, sempre considerarem els moduls de persistencia en forma
normal:

5.2 Demostracié del Teorema d’Isometria

Per demostrar el teorema hem de demostrar les dues desigualtats:

(1) dmt(‘/a W) < dbot(B(V)v B(W))
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(2) dbot(B(V)7 B(W)) < dmt(va W)

La primera desigualtat la demostrarem de forma directa seguidament, mentre que per
demostrar la segona necessitem introduir alguns conceptes previs.

Teorema 5.4. Siguin V i W dos moduls de persisténcia. Si existeix un §-emparellament
entre els seus codis de barres associats B(V') i B(W), aleshores V i W estan §-entrellagats.

Per tant, en particular dipe(V, W) < dpot(B(V'), B(W)).

Demostracid. Considerem
V=P FOiw= & FU).
IeB(V) JeB(W)

Sigui p : B(V) — B(W) un d-emparellament. Considerem ara els segiients submoduls de
Viw:

W= P FO.w= @ FO)

Iecoimp IeB(V)\coimpu
Wy = F(),Ww= € FU)
Je€imp JeB(W)\imp

Clarament tenim que V = Vy @V i W = Wy ®Wy. Ara,sil € coimpip(l) = J, ésadir,
que I i J estan d-emparellats, hem demostrat anteriorment F(I) i F(.J) estan d-entrellacats,
per tant existeix un parell de morfismes de d-entrellagament f; : F(I) — F(J)[d] i g :
F(J) — F(I)[d]. Per tant, per a cada I € coimu, amb u(I) = J € impu, existeix un parell
de morfismes de J-entrellacament , i considerant la suma directa d’aquests morfismes
obtenim un parell de morfismes de d-entrellacament:

fr= @ f:Ww - Wy

I€coimpy

gy = P g5 : Wy = 6]

Jeimp

Ara, tots el intervals I € B(V) \ coimp i J € B(W) \ impu tenen longitud menor que
24, per tant, tenim que I N (I —2§) = 0, J N (J —2§) = 0, per tant els morfismes de
26-desplagament ®30; : F(I) — F(I—24), ®3) ;) : F(J) — F(J —20) han de ser 0, i deduim
que el morfisme @%}SN : VN — Vn[20] ha de ser 0. Podem considerar doncs, el parell de
morfismes de §-entrellacament entre V' i W segiients:

f:V = W], amb fi, = fy,if, =0
g: W — V][], amb Iy = 9> i Iwy = 0.

Per tant, tenim que V' i W estan J-entrallacats. O

Donat un morfisme entre moduls de persisténcia, volem construir un emparellament
entre els seus codis de barres associats, que s’anomenara emparellament induit. El cons-
truirem en cas de que el morfisme sigui injectiu o exhaustiu, i després a partir d’aquests
construirem un de general.
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5.2.1 Emparellaments Induits

Definicié 5.5. Suposem que existeir un morfisme injectiu v : V. — W. Definim ’empa-
rellament induit pn; : B — C, de la forma segiient: per a tot d € RU {400}, ordenem els
intervals de B de la forma (-,d] de més llarg a més curt, és a dir:

(1) (b1,d] D (ba,d] D oo D (b, d] en B, amb by < by < ...... < by,

i analogament per C:

(2) (e1,d] D (c2,d] D ...... D (¢,d] enC, amb ey <co < ... < ¢,

Per la proposicié 5.1, tenim que k < l. Ara, emparellem els intervals de (1) amb
intervals de (2) segons la seva longitud, és a dir, comencem pels més llargs de (1) i els
emparellem amb els més llargs de (2). Creem doncs el segiient emparellament:

pinj (b1, d]) = (1, d]; frin((b2,d]) = (c2,d], ......, ping((bg, d]) = (cx, d]

Fent el procés per a tot d € RU {400} obtenim un emparellament fi;,; : B — C.

Observacié 5.6. Observem que fi;,; compleix:

(1) coimpiinj = B.

(2) Per a tot (b,d] € B, pin;((b,d]) = (c,d] amb ¢ <b.
Demostracié. veiem que (1) és evident, ja que hem vist que emparellem tots els intervals
de la forma (-,d] de B, per a tot d€ RU {400}, per tant emparellem tots els intervals de

B. Per construccié de fii;, és evident que p;n;((b,d]) = (¢, d], i que ¢ < b és conseqiiencia
de la proposicio 5.1. O

Observem que la construcci6 de p;,; no depen del morfisme injectiu ¢ : V' — W, siné
que simplement depen del fet que existeixi un morfisme injectiu de V' a W.

Definicié 5.7. Suposem que existeix un morfisme exhaustiv o : V. — W. Aleshores
podem definir Uemparellament induit pieqp : B — C de la forma segiient. Per a tot b € R,
ordenem els intervals de la forma (b,-] € B de més gran a més petit:

(b, dl] D (b, dg] D I D (b, dk} en B ambdy >dy > ... > dy,

1 analogament per C:
(b,e1] D (b,ea] D ...... D (byer] enC amber > ey > ... > €.
Per la proposicio 5.2, k > 1. Aleshores, exactament com hem fet amb pin;, emparellem

els primers | intervals de (1) més llargs amb els intervals de (2), els més llargs amb els
més llargs, © els més curts amb els més curts:

Nexh((ba dl]) = (bv 61]’ ,LLmj((b, dQ]) = (b’ 62]’ """ ’ Minj((b, dl]) = (ba el]
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Observacié 5.8. Fent el procés per a tot b € R obtenim un emparellament pie,p : B — C,
que compleix:

(1) impiezn = C.
(2) Per a tot (b,d] € B, pezn((b,d]) = (b,e] amb e < d.

Demostracié. Veiem que (1) és evident, ja que hem vist que emparellem tots els intervals
de la forma (b,-] de C, per a tot b € R, per tant emparellem tots els intervals de C. Per
construccid de fiegp, és evident que f1n;((b,d]) = (b, €], i que e < d és conseqiiencia de la
Proposicio 5.2. O

Exactament com passa amb p;y;, observem que la construccié de piez, no depen del
morfisme exhaustiu o : V — W sind que simplement depen del fet que existeixi un mor-
fisme exhaustiu de V a W.

Ara, considerem un morfisme qualsevol f : V' — W. Podem considerar doncs la segiient
composicio:

f:v i> Imf = W, tal que f :iOf, on ¢ :imf — W és la inclusié natural.

Observem que f és exhaustiva i que la inclusié ¢ : Imf — W és injectiva, per tant, pel
que hem vist anteriorment, tenim dos emparellaments induits:

Hezxh * B(V) - B(lmf)
iy + Blimf) — BOW).

Definicié 5.9. Siguin V i W dos moduls de persisténcia. Per a un morfisme qualsevol
f:V = W, definim U’emparellament induit p(f) : B(V) — B(W) com:

H(f) ‘= Winj © Hexh
i per tant tenim que imfiezy, = B(Imf) = coimpin;.

Observem que en el cas de que f : V' — W sigui injectiva o exhaustiva, p(f) coincideix
amb [lin; O flegn Tespectivament.

Notacié. Hem vist que els emparellaments induits fi,; i ftegn, N0 depenen de cap
morfisme, sind de I'existencia d’un morfisme injectiu o exhaustiu respectivament. Pero en
algunes ocasions els denotarem com fin;(f) 0 ftens(f) respectivament, on f és un morfis-
me injectiu o exhaustiu, simplement per aclarar entre quins moduls de persistencia fem
I’emparellament.

Considerem la categoria dels moduls de persistencia, la categoria dels codis de barres,
que té com a objectes els codis de barres i morfismes els emparellaments entre els codis de
barres, i l'aplicacié V' — B(V). Per a un morfisme f : V — W, tenim un emparellament
induit u(f) : B(V) — B(W). Per tant podria ser que tinguéssim un functor entre les
categories. En general no tenim la functorialitat. Aqui en tenim un contraexemple:
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Exemple 5.10. Sigui I = (a,b] un interval, i considerem els moduls de persisténcia
V=FI)®F(), W=F(I). Considerem els morfismes f : V — V ig:V — W, definits
per a tot s € R, com:

fo= (5 )= 0 19).

Tenim que p(f) emparella una copia de U'interval I de B(V') amb el mateix I, pero la
segona no. f(g) també emparella una copia de I amb el mateix I, per tant u(g) o u(f)
emparella una copia de I de B(V') amb l'interval I de B(W). D’altra banda és evident que
go f =0, per tant u(go f) és un emparellament buit. Per tant no tenim functorialitat.

Observacié 5.11. Ara, si considerem la categoria dels moduls de persistencia on els
morfismes son solament injectius o solament exhaustius, aleshores V' +— B(V) si que
admet un functor.

Demostracid. Si tenim el morfisme identitat Id : V — V, és evident que I'emparellament
induit p(I/d) = Idg(y). Ara considerem el cas en que f i g siguin morfismes exhaustius:

v-lov_ 9 w

h

Volem veure que el diagrama segiient és commutatiu:

(/) (9)

B(U)Meach B(V) Hexh B(W)
.U‘ezh(h‘)

Per a tot b € R, tenim que els codis de barres associats a U, V, W tenen els segiients
intervals que comencen per b:

BU) : (b, dl] DR 2 (b, dq] ...... 2 (b, dl] DR 2 (b, dk]

Per tant, pieen(f)(b,d;] = (b,e;], per a tot i € {1,......; 1}, 1 pexn(9)(b,e;] = (b, fi] per
atot i€ {1,.... ,k}. Per tant piezn(9) o prexn(f)(b,di] = (b, fi] per a tot i € {1,...... Jk} i
clarament fiean(h)(b, &) = (b, fi.

Considerem ara el cas en que f i g siguin morfismes injectius:

f g

U—V w

h

Volem veure que el diagrama segiient és commutatiu:
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ing(h)

Per a tot d € R U {400}, tenim que els codis de barres associats a U, V, W tenen els
segiients intervals que acaben per d:

Per tant, piin;(f)(ai,d] = (bi,d], per a tot i € {1,......k}, 1 piean(g)(bs, d] = (s, d] per
atot i € {1,......,q}. Per tant pn;(g) © ping(f)(ai,d] = (ci,d] per a tot i € {1,......,k}, i
clarament fi;n;(h)(as, d] = (¢4, d]. O

Per demostrar el teorema d’isometria només fan falta dos lemes, que ens donen infor-
macié de fezp 1 fin; en el cas que V' i W estiguin d-entrellacats.

Lema 5.12. Suposem que V i W estan §-entrellacats, amb morfismes de §-entrellagcament
f:V =W ig: W — VI[]. Considerem ara el morfisme exhaustiu f : V — im(f),
que compleix f = 1o f, on t :imf — W és la inclusid natural. Considerem també
texh : B(V) — B(imf). Aleshores es compleix:

(1) COimNezh 2 B(V)Q(S
(2) imptean = Blim )
(3) si (b,d] € coimpiezn, aleshores piegn((b,d]) = (b,d'], amb d' € [d — 26,d].

Demostracié. (1) Per definicié dels morfismes d’entrellacament f i g, tenim el segiient
diagrama commutatiu:

(a) V / imf g[§] <I>2‘S
\({%&/

A més a més, les tres aplicacions sén exhaustives en les seves imatges, ja que f i @%}S
ho sén, i per tant, per la commutivitat del diagrama, g[d] restringida a imf també és
exhaustiva en im@%}s. Per la functorialitat de u(f o g[d]), tenim que el segiient diagrama
és commutatiu:

(b) B(V):u'ezh(f) B(Z f :u'ezh(g 6& @25
:U'ehm(cb%/é)
Com que &% = ©0 ) : F(I) — F(I-26), tenim que im(®) = @ F(IN(I-25)),
IeB(V) IeB(V)
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per tant, si la longitud de I és < 24, aleshores I ¢ B(im®2?). Observem que B(im®%) =
{(b,d —26] | (b,d] € B(V),d —0b > 20}. Tenim doncs, que per a tot (b,d] € B(V)as,
fezh((b,d]) = (b,d — 25], i per tant coimpe,n(®??) = B(V)as. Per tant, deduim que
COimMemh(f) 2 COimMexh(q)%/(s) = B(V)2(5

(2) Ja ho hem demostrat a I’observacic 5.8.

(3) Sigui (b,d] € coimpiezh, i cosiderem fiep ((b,d]). Tenim dos casos possibles:

(i) Sid—b > 24, aleshores pieen(f)((b,d]) = (b,d'], on d’ < d. A més a més, tenim que
tezn(9[0])((b,d']) = (b,d"], amb d” < d'. Per la commutivitat del diagrama (b), sabem
que (b,d"] = (b,d — 26]. Per tant d”" = d — 24, i deduim que d — 26 < d’ < d, i per tant

€ [d—26,d|.

(ii) si d—b < 26, tenim que piezp(f)((b,d]) = (b,d'],ambd > d’,iamésd > b > d—20,
per tant d’ € [d — 20, d]. O

Lema 5.13. Suposem que V i W estan §-entrellagats, amb morfismes de §-entrellagcament
f:V = W[5 ig: W — V[§. Considerem ara la inclusié natural v : imf — W.
Considerem també pin; : B(imf) — B(W). Aleshores es compleix:

(1) coimpten; = Blimy)
(2) impting 2 B(WI[0])25
(3) st (b,d] € coimppnj, aleshores pin;((b,d]) = (V',d], amb V' € [b— 24,0].

Demostracio. (1) Ja ho hem demostrat a 1'observacid 5.6.

(2) Per definici6 dels morfismes d’entrellacament f i g, tenim el segiient diagrama com-
mutatiu:

W —2im g L wp2s].

~_ 7

26
q)W

Per tant im®%, C imf[5] C W[25]. Considerant les inclusions naturals i : im®%, —
imf[d], 7 : imf[d] — W[24], tenim el segiient diagrama commutatiu:

(a) im®% L im f[5] —= W [26).

\_/

24
q>W

Ara, per ser i,j morfismes injectius, i per functorialitat de p(jo?), tenim que el segiient
diagrama és commutatiu:

(b) Blm®3 2L B(im o)) “2 2 BW [26)).

\_/

ping (D3)
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Pel que hem vist al lema anterior i per definicié de W[24]:

B(im®%) = {(b,d — 25] | (b,d] € B(W),d — b > 26}
B(W[26]) = {(b— 26,d — 26] | (b,d] € B(W)}.

Per definicié de pinj, pinj(®%)((b,d — 26]) = (b — 20,d — 25]. A més a més, per la
commutivitat del diagrama (b), impin; (i) 2 impn(®%) = B(W[26])2s. Per tant, és clar
que impini(i) 2 B(W0])2s.

(3) Donat (b,d] € B(imf[d]), tenim que fiin(b,d] = (a,d] € B(W), amb a < b. Te-
nim dos casos possibes:

(i) si d — b > 20, aleshores existeix un interval (a + 26,d] € B(im®%), tal que
Lini (P20) (@ + 28,d]) = pinj(i)((b,d]) = (a,d], per tant b < a + 26, i deduim que
b—2§ <a<hb.

(ii) si d — b < 24, aleshores a > d — 20 > b — 20, per tant a € [b — 24, b]. O

Teorema 5.14. Siguin V i W dos moduls de persisténcia. Si V' i W estan d-entrellacats,
aleshores els seus codis de barres associats B(V) i B(W) estan §-emparellats. Per tant,

dpot(B(V), B(W)) < djps (V, W).

Demostracio. Siguin f : V. — W] i g : W — V][d] els morfismes d’entrellagament.
Considerem l'emparellament indult pu(f) = finj © fegn- Sigui W5 : B(W[]) — B(W)
laplicacié que envia cada (a,b] € B(W[d]) a (a + 0,b+ §]. Volem veure que W gep14 © p1(f)
és un d-emparellament entre B(V) i B(W). Utilitzant els dos lemes anteriors tenim el
segiient diagrama:

COIMplegh =25 B(imf) Hind IMling P, B(W).

Ara, donat un interval (b,d] € coimfiegp, tenim que perrn((b,d]) = (b,d] € B(imf),
amb d’' € [d — 26,d]. Seguidament, veiem que fin;(b,d'] = (V,d'] € B(W[d])2s, amb b €
[b—24,b]. T finalment, tenim que ®5((b',d']) = (V' +9,d +d]. Com que B(V') C coimpiezh,
és evident que tot interval de B(V)ys esta emparellat amb un de B(W). Ara, com que
B(W[0])2s C impin;, també és evident que tot interval de B(W)as queda emparellat.

Finalment, com que d —26 < d' < dib—2§ <V, sumant § a les desigualtats, obtenim
d—0 < d+6 <d+6ib—6 < +0 < b+4,1per tant, obtenim que (b’ +0,d +6] C (b, d]~°
i(b,d CV,d +20] = +6d +6°.

Per tant deduim que ¥y o p(f) és un d-emparellament entre B(V) i B(W), i tenim la
desigualtat que voliem:

dbot(B(V)> B(W)) < dint(v? W)
U

Observacié 5.15. En particular, hem vist que dos moduls de persistencia V' i W estan
d-entrellagats si i només si, els seus codis de barres associats B(V) i B(W) estan §-
emparellats. Tenim que dim(Vs) = dim(Ws) si 1 només si, B(V) i B(W) tenen el
mateix nombre d’intervals no acotats . Deduim doncs, que la distancia entrellagada és
una distancia en ’espai de moduls de persisténcia amb la mateixa dimensié de l'espai
terminal.
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6 Moduls de Persistéencia de Morse

En aquesta secci6 definirem els moduls de persistencia de Morse per veure amb quina pre-
cisi6 una funcié f : S — R alcada definida en I’esfera en forma de cor, pot ser aproximada
per una una funcié de Morse ¢ : S> — R amb exactament dos punts critics, que sén el
maxim i minim de les dues funcions. Per comencar, introduirem uns quants conceptes de
geometria diferencial, i posteriorment la homologia de Morse. Cal destacar que no farem
gaires demostracions de geometria diferencial, i tindrem com a refererencies principalment
[8,11,6]. També introduirem alguns conceptes basics de la homologia singular d’un espai
topologic.

6.1 Funcions de Morse

Sigui M una varietat diferenciable compacta de dimensié n i f : M — R una funcié
diferenciable . Donat p € M, considerem l'espai tangent 7),M. Considerem també la
diferencial de f en p, Df(p) : T,M — R. Si zq, ...... , Tn, 86N coordenades locals al voltant
de p, aleshores:

Df(p)Z(a%(p% 759;;(19))-

Definicié 6.1. Diem que p € M és un punt critic de f si Df(p) = 0. Denotem per
Crit(f), el conjunt de punts critics de f.

Si p és un punt critic, i 1, ...... , Tn, 86N coordenades locals al voltant de p, tenim que
la matriu Hessiana de f en p en aquestes coordenades és la matriu simetrica:

0?2 0?2
8113];1 (p) T 6118];:” (p)
Hy(p) = : - :

9?2 92
8rn8fxl (p) U 8a:nafzn (p)

Com que la matriu Hessiana és simetrica, té valors propis reals. Diem que un punt critic
p és no degenerat si Hy(p) no té valors propis igual a zero.

Definicié 6.2. Definim l’index de Morse d’un punt critic no degenerat com el nombre de
valors propis negatius de la matriu Hy(p). El denotarem per ind(p). Denotarem també
per Crit;(f) el conjunt de punts critics amb index i de f. Per ser M compacta, Crit;(f)
€s un conjunt finit.

Definicié 6.3. Una funcid diferenciable, f: M — R és de Morse si tot punt critic de f
és no degenerat.

Exemple 6.4. Sigui S C R3 una superficie regular. Es pot demostrar, que pertorbant S
si és necessari, la funci6 algada f(x,y, z) = z defineix una funcié de Morse en S. Els punts
critics d’index 2 seran maxims locals, els d’index 1 punts de sella i els d’index 0 minims
locals. Per exemple, la esfera unitat S, té dos punts critics, que a més sén no degenerats.
El pol nord PN = (0,0,1) que és un maxim d’index 2, i el pol sud PS = (0,0, 1), que és
un minim, amb index 0.
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6.2 El Flux del Gradient

Definicié 6.5. Sigui M C R™ una varietat diferenciable de dimensio n. Un camp vecto-
rial diferenciable en M és una aplicacio diferenciable X : M — R", tal que X (p) € T,M,
per a tot p € M. Denotem el conjunt de camps vectorials diferenciables en M per:

Vect(M) :={X : M - R" |X és diferenciable, X (p) € T,M, per a tot p € M}.

Ara que hem definit camp vectorial, podem definir la nocié de corba integral d’un
camp vectorial.

Definicié 6.6. Sigui M C R™ una varietat diferenciable de dimensié n. Sigui X €
Vect(M) un camp vectorial diferenciable en M. Una corba diferenciable v : R — M és
una corba integral de X si:

Teorema 6.7. Sigui M C R™ una varietat diferenciable de dimensio n i X € Vect(M)
un camp vectorial diferenciable en M. Fizat pg € M es compleix:

(1) Existeiz un interval I C R que conté el 0 i una corba integral v : I — M que satisfa
les equacions seglients:

Y(t) = X (v(t)) , 7(0) = po. (6.1)

(13) (unicitat). Si~y: Iy — M i~ya: I — M son dues corbes integrals que satisfan les
equacions anteriors en dos intervals oberts Iy C R, Io C R, que contenen el 0, aleshores

Y1(t) = 72(t).
Demostracié. Vegeu [8,p.33]. O

Si una corba integral v : I — M satisfa ’equacié (6.1) , direm que n’és solucié. Direm
que n’és solucié maximal, si per a qualsevol altra corba integral § : J — M que sigui
solucié de (6.1), J C I, i per tant, degut a (i7), d(t) = y(¢) per a tot t € J.

Ara, donat un punt pg € M, podem considerar l'interval maximal de la solucié de
(6.1), que clarament és el segiient:

I(pp) = U{I C R| I conté el 0 i existeix una corba integral definida en I solucié de (1.1)}.

Pel teorema 6.7 el sistema (6.1) té una solucié maximal v : I(pp) — M. Ara podem
definir el flux associat a un camp vectorial X : M — R".

Definicié 6.8. Si considerem D := {(t,po)|po € M,t € I(po)}, definim el flur del camp
vectorial X com Uaplicacid ¢ : D — M, tal que ¢(t,po) = y(t); on v : I(py) = M és la
solucid mazximal de (6.1).

Si considerem el flux d’un camp vectorial X com hem definit anteriorment, tenim:
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Proposicié 6.9. (i) D és un obert de R x M
(i) ¢ : D — M és una aplicacié diferenciable.

(iii) Sipo € M i s € I(po), aleshores

I(¢(s,p0)) = I(po),

iper atott e R amb s+t e I(Fy), es compleir

P(s +t,p0) = ¢(t, ¢(s,po)).

Demostracié. Vegeu [8,p.35]. O

Definicié 6.10. Diem que un camp vectorial X € Vect(M) és complet, si per a cada
po € M, ezisteix una corba integral v : R — M de X amb ~(0) = po.

Observem que si existeix una corba integral de X, v, : R — M, amb v(0) = po, per
a qualsevol altra corba integral v : I — M amb ~(0) = pp, tenim que per a tot ¢t € I,
v(t) = 7«(t). Per tant, v, és solucié maximal de (6.1).

Com que en aquesta secci6 treballem amb varietats diferenciables compactes, ens sera
de gran ajuda el segiient lema.

Lema 6.11. Sigui M C R™ una varietat diferenciable compacta de dimensio n. Aleshores
qualsevol espai vectorial en M és complet.

Demostracié. Vegeu [8,p.36]. O

Per tant, si M C R” és una varietat diferencial compacta de dimensién ,i X : M — R"
és un camp vectorial, aleshores D = R x M. Si considerem el flux ¢ : Rx M — M
associat a X, tenim que ¢(0, M) : {0} x M — M és Paplicacié Idys i fixat pg € M,
o(-,po) =7 : R — M, per tant ¢(t,po) = ().

Considerem una metrica de Riemann g i una funcié de Morse f : M — R. Considerem
també TM = UpGM{TpM}' Tenim que el gradient negatiu de f, que es denota per —V f,
és un camp vectorial definit per la propietat:

g(=Vf,v) =—=Df(v), per a tot v € TM.

Lema 6.12. Sigui M una varietat diferenciable compacta. Si f : M — R és una funcio
de Morse, i ¢ : R x M — M és el flux associat a —V f. Aleshores, per a tot x € M els
limits segiients existeixen:

limi—s oo ®(t, ), limy—_ oo d(t, x).

A més a més sén punts critics de f.

Demostracié. Vegeu [11,p.7]. O
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Definicio 6.13. Sigui M C R™ una varietat diferenciable compacta de dimensié n. Sigui
¢ :Rx M — M el flux generat pel gradient —V f : M — R™. Per a un punt criticp € M
de f, definim respectivament la varietat estable de p i la varietat inestable de p com:

S(p) ={x € M | limi—+00(t, ) = p}
U(p) ={x € M | limi—_0(t,z) = p}.

Si M7 i My sén subvarietats de M, diem que My i My intersecten transversalment si
per a tot p € My N My, T,M = T,M; + T,M>. Ho denotarem per M; h Mo.

Les subvarietats diferenciables tenen la segiient propietat:

Lema 6.14. Siguin A, B subvarietats d’una varietat M amb dimensions a i b respecti-
vament. Aleshores, si A h B, tenim que AN B és una subvarietat de M de dimensid
a+b—m.

Demostracio. Vegeu | 1, p.132]. O

Diem que una funcié de Morse f : M — R és Morse-Smale, si per a qualsevol parella
de punts critics p,q, S(p) i U(q) intersecten transversalment. Si p és un punt critic no
degenerat, aleshores U(p) i S(p) sén subvarietats de M de dimensi6:

dimU (p) = ind(p), dimS(p) = dimM — ind(p).

Observem que la condicié de Morse-Smale depen de la metrica g que utilitzem. Nos-
altres sempre usarem la metrica induida per la meétrica euclidiana. Fixem doncs aquesta
metrica g. D’ara endavant considerem només funcions de Morse f : M — R que siguin
Morse-Smale. Recordem que tenim fixat com a camp vectorial —V f.

Una linia de flux és una classe d’equivaléncia de corbes integrals del camp vectorial
—Vf, [y : R — M], on v ~ ( siinomés si, existeix un a € R, tal que y(t) = B(t + a)
per a tot t € R. Donats p,q dos punts critics, diem que [y] és una linea de flux de p a
q, si limy, o = pilimy_, o = q. Per la proposicid 6.9, dues corbes integrals v ~ 5 sén
essencialment equivalents, en el sentit de que estan les dues definides en R i y(R) = B(R).

A més, observem que les varietats inestables i estables d’un punt critic sén els punts de
les unions de totes les linies de flux que comencen i acaben, respectivament, al punt critic.
La condicié de Morse-Smale ens déna una restriccié important sobre com sén aquestes
linies de flux, no poden connectar punts critics amb el mateix index.

Donats dos punts critics p, ¢, denotem per M(p, q) := U(p) N S(q). Observem que es
tracta del conjunt dels punts de les unions de totes les linies de flux que comencen en p i
acaben en gq. Pel lema 6.14 ila condicié de Morse-Smale, aquesta és una subvarietat de
dimensi6

dimM(p, q) = dimU (p) + dimS(p) — dimM = ind(p) — ind(q).

Ara, considerem l’espai moduli £(p,q) = M(p,q)/R, on laccié de R en M(p,q), és
induida pel flux ¢ : R x M — M.

34



L’espai moduli £(p, q) correspon al conjunt format per les linies de flux de p a q, modul
translacid, és a dir, si tenim dues linies de flux [y] i [3] de p a ¢, les identifiquem si existeix
una translaci6 de [y] a [3].

Observem que dimL(p,q) = ind(p) — ind(q) — 1, per tant només té sentit I'espai, si
ind(p) > ind(q).

6.3 Homologia Singular
6.3.1 Complex de Cadenes

Donat un anell R, un complex de cadenes de R-moduls és un parell (M,,d,), on M, és
una successié de R-moduls {M,,}nen, 1 O« és una successié de morfismes {9, : M, —
M, —1}nen, tal que 0, 0 941 = 0, per a tot n € N. Als morfismes 9,, els anomenarem
diferencials.

Pel fet que 0,,00,,+1 = 0, és immediat que Imd,,+1 C Kerd,, per atot n € N. Aleshores,
observem que esta ben definit el quocient: Kerd,, /Imd,,1.

Definicié 6.15. Fizat p € N, definim ’homologia p-éssima associada a un complex de
cadenes (My,0y), de la segiient forma:

H,(M,) = Kerd,/Imop41.

Definicié 6.16. Siguin (M., 0y) i (M,,0,) complexos de cadenes de R-moduls. Un mor-
fisme de complexos de R-moduls fy : M, — M. és una successié de morfismes de R-
moduls { fp : My — Mp}pen, tal que el diagrama segiient és commutatiu:

15) +1 1o) 0, —1
_ry My _r . M, .
fp+1l lfp
9, 'p—1
p+1 ! ! p
Mp"l‘l 'p Mp

Per la commutivitat del diagrama és evident que, fixat p € N, si z € Kerd,, aleshores
fp(z) € Kerd,,. De la mateixa forma, si y € Imd,, aleshores f,(y) € Imd,. Per tant, un
morfisme de complexos de R-moduls indueix un morfisme H,(f) : Hy(M,) — H,(M]),
definit per H,(f)[z] = [fp(2)], per a tot p € N.

A més, tenim functorialitat en f, — Hp(f), ja que és evident que si f, : M, — M) i
gx : M. — M sémn morfismes de complexos de R-moduls, aleshores:

Hy(g) o Hy()[2] = Hp(9)[fp(2)] = lgp © fp(2)] = Hp(g © f).

A més, si Id, : M, — M, és el morfisme identitat, clarament Hp(Id*) = Ide(M*).

6.3.2 Definicié de I’ Homologia Singular

Donat p € N, definim el p-simplex estandard com el subconjunt de RPT! segiient:
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p
AP = {(to, t1, ccoors tp) € RPFD "t =15 ; > 0 per a tot i}.
=0

Donat un espai topologic X, definim un p-simplex singular, com qualsevol aplicaci6

continua o, : AP — X. Considerem també, per a tot ¢ € {0,1,...... ,p — 1}, les seglients
aplicacions:
0; : AP AP amb 51'(.%(), ...... ,.Tp_l) = (xo, ...... s i—1,0, 24, ... ,.CUp_l).

Considerem també el segiient conjunt:

Y, = {op : AP = X| 0, és un p-simplex singular}.

Definicié 6.17. Sigui X un espai topologic i R un anell. Definim el complex de cadenes
singulars de X, com el parell (S«(X, R),0s), on S«(X,R) és la successid de R-moduls
{Sp(X,R)}pen, on Sp(X, R) és 'R-modul lliure generat pels elements de ¥, i 0 €s la
succesid {0 : Sp(X, R) = Sp—1(X, R)}, definida per 0,(op) = >b_(—1)'0p00;, sip> 1,
i 9y = 0.

Lema 6.18. per a tot p>1, 0,1 00, =0.

Demostracio.
p P p—1
Op-1(0p(0yp)) = ap—l(z<_1)i‘7p 0d;) = Z(_l)i<2(_1)j<ap 00;) 0 d;) =
i=0 i=0 j=0
p p—1
= > S a0 (60 8)) = (+).
=0 j=0

Ara, com que és clar que 0; 0 d; = d; 0 ;—1, si j < 7, ja que les dues aplicacions sén:

tenim que

(%) = Z (=1)" g, 0 (6; 0 6;) + Z (—1)™Mo, 0 (8;068;) =

0<j<i<p 0<i<j<p—1

= Y (DFou0(ed)+ Y (~1)Houo(di08;) =0.

0<j<i<p—1 0<i<j<p—1

O

Per tant, podem definir ja una homologia. Fixat p € N, definim I’homologia singular
p-essima del complex de cadenes (Si(X, R), 0y) com:

H,(X,R) = Kerd,/Im0p;1.
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Proposicié 6.19. Siguin X,Y espais topologics 1 f : X — Y wuna aplicacié continua.
Aleshores, les aplicacions fp : Sp(X, R) — Sp(Y, R), definides per f,(op) = f o op, deter-
minen un morfisme de complezos de cadenes S«(X, R) — S«(Y, R).

Demostracio. Hem de veure que per a tot p > 1, fp—1 00, = 0y 0 fp.

p p

fp-1(0p(ap)) = fp—l(Z(—l)iUp 06;) = Z(—l)if o(opodi) =

=0 i=0

foap )0 d; = 0p(foop) = 0p(fpop)).

IM*@

O

Per tant, donada una aplicacié continua f : X — Y, tenim un morfisme induit en les
homologies p-essimes:

Hy(f) [Up] [fo Up]

Ara, suposem que tenim dos espais topologics homeomorfs X = Y. Aleshores tenim
dues bijeccions continues f : X - Y, g:Y — X, tal que fog = Idy, go f = Idx.
A més, si a;f : AP — X és un p-simplex singular de X i O';)/ : AP — Y és un p-simplex
singular de Y, aleshores f o O'Z),( és un p-simplex singular de Y i g o a;/ ho és de X, per
tant, tenim un bijeccié entre els p-simplex singulars de X i els de Y. Deduim doncs que
cada f, : Sp(X, R) — Sp(Y, R) definit per f, i cada g, : Sp(Y, R) — Sp(X, R) definit per
g s6n isomorfismes. A més, clarament S,(X, R) = Sy(Y, R), ja que gp o fp = Idg,(v,p) i
fpogp = Ids,(x r)- Facilment segueix que Hy(X, R) & Hp(Y, R), és a dir, 'homologia
singular es conserva per homeomorfisme dels espais topologics.

Observem, que si tenim dos espais topologics X, A homeomorfs, amb A C X. Ales-
hores, com que tenim una bijeccié entre els p-simplexos singulars de A i de X, i a
més Sp(X,R) = S,(Y,R), clarament la inclusié ¢ : A — X, indueix un isomorfisme
H,(): Hy(A,R) = Hy(X,R), per a tot p € N.

6.4 Homologia de Morse

Com ja hem vist, per definir una homologia, necessitem un complex de cadenes (Ci, 0).

Definicié 6.20. Sigui M una varietat diferenciable compacta, f: M — R una funcid de
Morse i g una métrica de Riemann. Definim el complex de cadenes de Morse (Ci(f,g)),0)
amb coeficients a Zo de la forma segiient:

Per a cada i € N, definim el modul de cadenes Ci(f,g) com el Zo-modul generat pels
punts critics d’index i de f, és a dir:

Ci(f,9) = ZaCriti(f).

Per a i > 1, loperador vora 0; : Ci(f,9) — Ci—1(f,g) conta linies de flux modul
translacid del gradient negatiu, és a dir, si p € Crit;(p), aleshores:
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ap)= Y, #Lp9a

qECritifl(f)

Considerem també Jy = 0.

En el llibre [6,p.10 — 12] es demostra que, efectivament, per a tot k > 0, Ox 0 941 = 0.

Per tant, per a tot p € N podem definir I'homologia p-éssima de Morse del parell (f, g)
de la forma segiient:

Hy(f,g) = ker(9p)/im(0p+1).

Tenim una propietat molt important de I’homologia de Morse, que, en efecte, és iso-
morfa a 'homologia singular:

Teorema 6.21. Si X és una varietat diferenciable compacta, f : X — R és una funcio
de Morse i (f,g) és un parell de Morse-Smale, per a tot p € N, [’homologia p-éssima de
Morse Hy(f,g) és isomorfa a I’homologia singular H,(X).

Demostracié. Vegeu | 6, p.13-18]. O

Per tant, per aquest teorema, I’homologia de Morse realment no depén de la fun-
ci6 de Morse ni de la metrica g, pero si se’ns fa més facil, per calcular I’homologia
singular d’una varietat diferenciable compacta podem calcular en canvi la seva homo-
logia de Morse. Per tant, donat ¢t € R, per calcular I’homologia p-essima singular
H,({z € M|f(x) < t}), podem calcular com a alternativa la seva homologia p-essima

de Morse: Hp(f‘{xGle(x)<t}7g)‘

Exemple 6.22. Fixada la metrica ¢g induida per I'’euclidana, anem a calcular ’homologia
de Morse, amb coeficients al cos Zs, de la funci6 algada f : M — R en la segiient varietat
diferenciable compacta homeomorfa a S':

Xs(ind=1)

Xs(ind=1) m

Xa(ind=1)

Xa(ind=0)

X2(ind=0)

X1(ind=0)

Figura 1: funcié algada en la varietat diferenciable M.
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Com que M és homeomorfa a S! i 'homologia de Morse és isomorfa a la singular, el
resultat que esperem és: Ho(f,g) = Zo, Hi(f,g9) = Zg, 1 Hy(f,g) = 0 per a tot p > 2, ja
que sabem que aquesta és la homologia singular de S'. Anem a calcular I’homologia de
Morse.

Observem que tenim tres maxims: xg4,Ts,Tg, 1 tres minims: xz1,x2,x3. Per tant,
clarament Criti(f) = {z4,x5,26} 1 Crito(f) = {z1,z2,23}. A més, velem que 0;(z4) =
xr3 + X1, 81(3}5) =29+ a1 1 61(1‘6) = X3+ T2.

Com que no tenim punts critics d’index > 2, C,(f,g9) = 0, per a tot p > 2. Per
tant, trivialment segueix que H,(f,g) = 0, per a tot p > 2. Ara, 0i(z4 + x5 + 26) =
2(z1+xo+x3) = 0(mod2), per tant Hi(f, g) = Zo(xs+x5+x6). Finalment, Imd; =75 (z1+
x2> b ZQ<.’17]_ + LL“3> i Kerdy = Co(f, g) = Zg<$1> D ZQ<$2> P Z2<$3>, per tant Ho(f, g) = Zo,
precisament com esperavem.

6.5 Moduls de Persistencia de Morse i Aproximacid

Sigui M una varietat diferenciable compacta i f : M — R una funcié de Morse. Establim
la norma || f|| = maz,ep|f(z)]. Per at € R, denotem el conjunt {x € M|f(x) < t}, com
{f < t}. Fixem també el cos Zs. Qualsevol homologia la considerarem amb coeficients
en aquest cos.

Definicié 6.23. Fizat k € N, definim el modul de persisténcia de Morse associat a f,
com el parell (V(f),m), on V(f) = {Vi(f) = Hr({f <thHher i 7= {mss = (tst)r}s<t.
on tey : {f < s} = {f <t} ésla inclusio natural i (tst)r denota la inclusio induida en
I’homologia. L’homologia la considerarem amb coeficients en Zs.

Com que el modul de persistencia es pot definir per a qualsevol k£ € N fixat, d’ara
endavant també escriurem V(f); = H.({f < t}), referint-nos a ’homologia d'un grau
arbitrari .

Vegem que, efectivament, V(f) és un modul de persisténcia. Primer observem que
cada V(f); és un espai vectorial, ja que ’homologia és amb coeficients al cos Zsg, i per
tant no hi pot haver torsié. Anem a veure que es compleixen les quatre propietats.

(1) Donats s <t <, clarament (tg¢)x © (ttr)x = (U5t 0 teyr)s = (Lo )

(2) Com que M és una varietat diferenciable compacta, tenim que Crit(f) és un
conjunt finit. Ordenem els punts de f(Crit(f)) de més petit a més gran: a; = f(p1) <
...... < an = f(pn). Considerem també ay = —o0, an+1 = +00.

Per atot t € R\ f(Crit(f)), existeix un i € {1, ......,n}, tal que ¢t € (a;—1,a;). Aleshores
podem escollir un € > 0, tal que U := (t —¢,t+€) C (a;—1,a;). Tenim que per a tot s < ¢
en U, hi ha el mateix nombre de punts critics als conjunts {f < s} i {f < t}. Per tant,
clarament {f < s} = {f < t}, i la inclusi6 induida (is¢)« : Ho({f < s}) = H.({f < t})
és un isomorfisme

(3) Hem de demostrar que per a t = a;, amb i € {1, ...... ,n}, existeix un € > 0, tal que
per a tots s < ten (t —€,t], (ts;)« és isomorfisme. Veiem que per a tot s <t en (a;j—1,a;]
hi ha el mateix nombre de punts critics als conjunts {f < s} i {f < t}, ja que el conjunt
{f <t} no inclou el punt a;. Per tant igualment que anteriorment veiem que (t4¢)« és un
isomorfisme.

(4) Clarament per a tot ¢ < aj, no hi ha punts critics més petits que ¢, i per tant
H.({f <t})=0.
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Cal notar, que el conjunt {ay, ...... , ap }, n0 necessariament és 'espectre de V(f), ja que
alguns punts podrien complir la propietat (2). Simplement I’hem utilitzat com a conjunt
finit per demostrar la propietat (2).

Donat 6 > 0, com que per a tot t € R, V(f)[0]s = V(f)iss = H{f < t+6}) =
H,.({f — 0 <t}), el d-desplacat de V(f) és V(f)[0] = V(f —9).

Observacié 6.24. Observem que si f: M — R, g : M — R sén funcions de Morse amb
f < g, aleshores {g < t} C {f < t} per a tot t € R, i per tant cada inclusié natural
v {g <t} = {f <t}, indueix un morfisme F; = (11)« : Hi.({g < t}) = H.({f <t}). En
aquest cas, obtenim un morfisme natural entre moduls de persisténcia F : V(g) — V(f).

Proposicié 6.25. Siguin f: M — R, g : M — R funcions de Morse. Aleshores tenim
que dint(V(f),V(9)) < |If = gll.

Demostracio. Sigui ¢ = ||f — g||, volem veure que V' (f) iV (g) estan d-entrellagats. Tenim
que f —[[f —gll < g, ja que per a qualsevol z € M, g(z) + mazzem|f(z) — g(z)| =
9(@) + 1£(z) — g()| > g(z) + f(z) — gz) = F(z). Per tant, {g <t} C {f ~ 3 <1}, i per
la observacié anterior, existeix un morfisme natural F': V(g) — V(f — ) = V(f)[d].

Per simetria, g—¢ < f, i per tant tenim un altre morfisme natural G : V(f) — V(g)[d],
induit per les inclusions. Per tant, obtenim que f — 20 < g — 0 < f, i obtenim el segiient
diagrama:

V() —S= V(g)lo) —k v (f)[20]

\_/

V0

que és commutatiu pel fet de ser composicié de inclusions induides en I’homologia.

De la mateixa forma, tenim que g — 20 < f — 3 < g, i obtenim el seglient diagrama
commutatiu:

Vig) —- V()] 2L vig)[20)

\/

28
2V9)

Per tant, V(f) i V(g) estan J-entrellacats, i obtenim que di:(V(f),V(g)) < 0 =

f = gll. O

Fixat p € N, donat un modul de persistencia de Morse V(f) = {Hy({f < t})}ter,
volem construir el seu codi de barres associat. Sigui Crit(f) = {p1,.....,Pn}, Suposant que
a; = f(pi) < aj = f(pj) sii < j. Considerem també ap = —00 i ap41 = +o0.

Com que per a qualsevols s < ¢ en qualsevol dels oberts (—oo, a1), (a1,a2), ..., (An—1, an),
(an, +00), tindrem isomorfismes H,({f < s}) = H,({f < t}), només cal calcular les ho-
mologies en els casos: t < ay, t € (a1, az),...... ,t € (an—1,an], t > an.

També observem, que si per algin i € {1, ...... ,n}, estéque s € (aj_1,a;] it € (a;, aj+1],
i Hy({f < s}) = Hpy({f < t}), aleshores el morfisme de persistencia (ts:), : Hp({f <
s}) — Hp({f < t}) és un isomorfisme, i per tant, si per a cada i € {1,.....,n + 1}, k;
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denota la dimensié de la homologia H,({f < a;}), aleshores V(f) % @™} F(a;_1,a;]*.

Per tant, és fals que per a cada ¢ € {1,...... ,n}, a; € SpecV(f), ja que en cas de que
s € (ai—1,a;) i t € (ai,aiy1], pot ser que el morfisme de persistencia (is)« sigui un iso-
morfisme, i en aquest cas a; ¢ SpecV (f).

Si tenim una funcié de Morse f : M — R, i per a cada k € N, Vi.(f) = {Hr({f < t}) }ter,
és el modul de persistencia de Morse determinat per ’homologia k-essima de Morse, po-
dem definir la suma directa d’aquests moduls:

V() =EPVilh).
keN
Clarament V(f); = @peny Hr({f < t}), i per a s <t el morfisme de persistencia del
modul és WZéf) = Bren(tst)r-

Pels exemples que fem, sempre que considerem un modul de persistencia de Morse,
representara la suma directa de totes les dimensions homologiques.

Exemple 6.26. Considerem F = Zo, el cos dels enters modul 2. Anem a trobar el codi
de barres del modul de persisténcia de Morse d'una funcié de Morse g : S*> — R qualsevol
en l'esfera unitat, amb solament dos punts critics: el pol nord PN = (0,0,1) d’ index 2 ,
que correspon al maxim absolut de la funcié i el pol sud PS = (0,0, —1), d’index 0, que
correspon al minim absolut de la funcié. Aleshores, és evident que:

O(PN)=0,0(PS)=0.
També tenim que per a p > 2, Cp(g9) = 0, Ca(g) = Z2(PN), Ci(9) = 01 Co(f) =
Z(PS). Considerem els segiients casos:

1. Sit > 1, clarament Ker(d2) = C2(g) i Im(03) = 0, per tant Ha({g < t}) = Z2(PN).
Ker(01) = Ci(g) = 0, per tant Hi({g < t})=0, i com que Imd, = 0, Hy({g < t}) =
Co(g) = Z2(PS).

2. Sit € (—1,1], clarament Co({g < t}) = 0, per tant Ha({g < t}) =0, Hi({g < t}) =
01 Ho({g <t}) = Co(g) = Z2(PS).

3. Sit < —1, clarament, per a tot p > 0, H,({g < t}) = Hy(9) = 0.

Obtenim el segiient codi de barres:

H: o

~

Ho o

3 ~

Figura 2: codi de barres associat a V'(g).

Per tant, V(g) = Za(—1,+00) @ Z2(1,+00) i B(V(g)) = {(—1,+00), (1, +00)}.
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Exemple 6.27. Sigui f : S> — R una funcié de Morse. Volem veure amb quina efectivitat
és aproximada per a una altra funcié de Morse g : S — R, que té solament dos punts
critics i té el mateix maxim i minim que f.

Suposem que f és una funcié d’alcada en 'esfera en forma de cor, i g és una funcié en
lesfera amb exactament dos punts critics, que sén també el maxim i minim de f.

ind=2 . Xa(ind=2) as
— as
Xz(’%1 )/ a-
- ai
ind=0 X1(ind=0)

Figura 3: situacié de l’ezemple 6.27.

Considerem la homologia de Morse amb coeficients a Zo. Hem vist ja que:

V(9) = Zo(a1, +00) ® Za(as, 4+00).

Anem a trobar doncs el codi de barres associat al médul de persistencia V(f). Tenim
que x4 i 3 sén dos maxims, xo és un punt de sella i £1 és un minim, per tant:

ind(z4) = 2, ind(z3) = 2, ind(z2) =1 i ind(z1) = 0.

A més 62(.7}4) = I, 62(3}3) = I, 61(.7}2) =2- xr1 = 0(m0d2) i 80(:E1) =0.
També tenim que per a p > 2, Cp(f) =0, Co(f) = Zo(x3) ® Zo(za), C1(f) = Zo(x2) i
Co(f) = Za(x1). Per tant tenim el segiient:

1. Sit > a4, clarament Im(93) = 0 i Oa(xg + x3) = 2 - 22 = 0(mod2), i per tant
Hy({f < t}) = Ker(02) = Za(x4 + x3). Clarament Kerd; =Imds = C1({f < t}), per tant
H,({f < t}) =0. Finalment, com que Imd; =0, Hy = Co({f < t}) = Za(z1).

2. Sit € (a3, a4], aleshores x4 ¢ {f < t}, per tant Kerd, = 01 Ha({f <t} = 0. Per
la mateixa raé que en el cas anterior, clarament Hy({f < t}) =01 Hy = Co({f < t}) =

Z2<l‘1>.

3. Sit € (ag,as), aleshores x3,24 ¢ {f < t}, per tant Co({f < t}) =01 Hao({f <
t} = 0. Observem que Kerd1=C;({f < t}) i Im0ds = 0, per tant Hi({f < t}) = Za(x2).
Igualment que en el cas anterior Ho({f < t}) = Za(x1).

4. Sit € (a1, as], aleshores x9, 23,24 no estan en el conjunt {f < t}, per tant Co({f <
t}H)y =01 Ci({f < t}) = 0. Daqui deduim que Ho({f < t}) =01 Hi({f < t}) = 0.
Igualment que en el cas anterior Ho({f < t}) = Zo(x1).

5. Sit <ap, peratotieN, C;({f <t})=0,ipertant H;({f <t})=0.
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Obtenim doncs, el segiient codi de barres relacionat a V'(f):

H: o >
H1 —)
Ho = >
1 l | | LY
T T 1 1 7
at az as aa

Figura 4: codi de barres associat a V(f).

Clarament V' (f) = Za(a1, +00) & Za(az, az] ® Za(as, +0).

Per la proposicié 6.25 i pel teorema d’isometria tenim que dp:(B(V(f)),B(V(g)) =
dint(V(),V(9)) < ||f — gl|- Els codis de barres de V(f) i V(g) solament es diferencien
en l'interval finit (a9, as], i coincideixen en els dos intervals no acotats. Donat un ¢ > 0,
observem que si tenim un d-emparellament entre els dos codis de barres, els dos intervals no
acotats han d’estar emparellats, ja que és evident que {(a1, +00), (ag, +00)} C B(V(f))2s
i {(a1,+00), (as,+00)} C B(V(g))2s, per ser intervals amb longitud infinita. Per tant,
qualsevol §-emparellament p ha d’emparellar els dos intervals de B(V (g)), i degut a que
w1 ha de ser una bijecci6 entre coimpy i impu, Uinterval (a2, as] ha de tenir longitud menor
o igual que 29. Per tant, dyo;(B(V(f)), B(V(f))) > *25%2, i deduim el segiient:

a3 — az

< doot (B(V(£)), B(V(9)) = dinte(V (), V(9)) < |If — gll-

Aquest resultat ens permet quantificar la obstruccié en aproximar f : S — R per una
funcié de Morse g amb exactament dos punts critics que coincideixen amb el maxim i
minim de les dues funcions. Es a dir, podrem fer qualsevol perturbacié g de f sempre que
al codi de barres li afegim intervals de longitud < 2||f — g||, o expandim els intervals per
[|f — g|| per la dreta o l'esquerra.
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7 Conclusions

Després d’un profund estudi dels moduls de persistéencia hem demostrat que a tot modul de
persistencia li correspon un unic codi de barres. A continuacid, hem definit dues distancies,
una en 'espai dels codis de barres (la distancia del coll d’ampolla) i l'altra en l’espai
dels moduls de persistencia (la distancia entrellagada). Efectivament, hem demostrat
el teorema d’isometria, el qual afirma que aquestes dues distancies sén essencialment la
mateixa, és a dir, que la distancia entrellagada entre dos moduls de persistencia és igual
a la distancia del coll d’ampolla entre els seus dos codis de barres associats.

Posteriorment, utilitzant conceptes de geometria diferencial i de la teoria de Morse,
hem definit els moduls de persisténcia de Morse, definits per una funcié de Morse f :
M — R. Utilitzant el teorema de la forma normal hem vist que es poden trobar codis de
barres associats a aquests moduls. Usant les dues distancies definides hem demostrat que
la distancia entrellagada entre dos moduls de persistencia de Morse V(f), V(g), és menor
o igual que la norma maxy,ey|f(2) — g(z)|. Aleshores, utilitzant el teorema d’isometria,
hem trobat una cota inferior a la distancia entrellacada, calculant-ne una de la distancia
del coll d’ampolla dels dos codis de barres associats. Per tant, finalment, hem trobat una
cota inferior de la norma.

En aquest treball hem vist una de les moltes aplicacions que ens ofereixen els moduls de
persistencia. Més endavant seria d’interes estudiar més a fons els moduls de persistencia
de Morse i trobar altres aplicacions geometriques que ens proporcionen. A més, hem vist
que en l'analisi topologic de dades també s’utilitzen els moduls de persisténcia; aquest
seria doncs, un altre possible camp a estudiar.
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