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Resum

La teoria homotopica de tipus és una branca de les matematiques originada a la decada
de 2010. Les principals innovacions respecte a altres teories de tipus més classiques sén
I'associacié dels tipus amb co-grupoides, 1’axioma d’univaléncia de Voevodsky i els tipus
inductius d’ordre superior. Els tipus inductius d’ordre superior permeten definir objectes
topologics com la circumferencia o el tor d'una manera sintetica. En els primers capitols
d’aquest treball es presenta una introduccié a la teoria homotopica de tipus, enfocada
especialment a entendre els tipus inductius d’ordre superior.

A causa del poc temps transcorregut des de l'aparici6 de la teoria homotopica de
tipus, encara hi ha moltes preguntes obertes per respondre. En aquest treball s’enceta una
linia de recerca motivada per una d’aquestes preguntes: com donar una definicié adient
d’orientabilitat que sigui aplicable a superficies o, més generalment, a varietats. A partir
de la definici6 ja existent del tor com a tipus inductiu d’ordre superior, hem estudiat una
definici6 analoga de 'ampolla de Klein. Ens hem centrat en el fet que, tant en topologia
com amb tipus, el tor és un recobridor de dos fulls de 'ampolla de Klein. En el treball es
detallen els conceptes basics relacionats amb recobridors en la teoria homotopica de tipus
i es demostren resultats que sén rellevants per al cas concret del tor i I’'ampolla de Klein.

Abstract

Homotopy type theory is a branch of mathematics that emerged in the decade of 2010.
The major novelties with respect to previous type theories are the association of types with
oo-groupoids, Voevodsky’s univalence axiom, and higher-order inductive types. Higher-
order inductive types allow certain objects to be defined, such as a circle or a torus, in
a synthetic way. The first chapters of this work offer an introduction to homotopy type
theory, focusing especially on understanding higher-order inductive types.

Due to the short time elapsed since the advent of homotopy type theory, there are many
open questions waiting to be answered. This work sets out a research direction motivated
by one of these questions: how to find an appropriate definition of orientability which
is meaningful for surfaces or, more generally, for manifolds. From the existing definition
of a torus as a higher-order inductive type, we have studied an analogous definition of a
Klein bottle, focusing on the fact that a torus is a two-sheeted covering of a Klein bottle.
This work contains basic facts about coverings in homotopy type theory, as well as a few
results that are relevant in the special case of the torus and the Klein bottle.
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Introduccid

La teoria de tipus va néixer entre el 1902 i el 1908, creada per Bertrand Russell com a
soluci6 a la paradoxa que va trobar en la versié de Gottlob Frege de la teoria de conjunts
elemental. La teoria de conjunts va continuar avangant amb noves formalitzacions i poc
després es va acceptar com a fonamentacié de les matematiques.

Durant el segle XX, la teoria de tipus va continuar desenvolupant-se. L'any 1972, Per
Martin-Lof va crear la teoria de tipus intuicionista, que, juntament amb treballs de Thierry
Coquand, va donar lloc als primers assistents de demostracié que utilitzaven teoria de
tipus. Actualment, la majoria dels assistents de demostracié utilitzen llenguatges basats
en alguna classe de teoria de tipus.

Un tipus és un concepte molt similar a un conjunt, ja que representa un contenidor
de certs elements. Pero, a diferencia de la idea d’un conjunt, un element d’un tipus no
té sentit fora d’aquest i no pot ser compartit per cap altre tipus. Per tant, cada element
tindra només un tipus associat.

Una altra diferéncia significativa és la manera d’integrar la logica. La teoria de conjunts
esta definida al damunt d"una logica de primer ordre, que sol utilitzar una logica classica
com a base. En canvi, la teoria de tipus substitueix tant la teoria de conjunts com la logica
de base. La logica es codifica dintre de la teoria de tipus, amb interpretacions com la de
Brouwer-Heyting—Kolmogorov. Conceptes com una implicaci6 logica queden definits a
partir de tipus i elements.

Per arribar a la teoria homotopica de tipus van fer falta moltes contribucions. EI 1998,
Martin Hofmann i Thomas Streicher van donar una demostraci6 del fet que la teoria de
tipus intuicionista admetia un model en la categoria de grupoides. El 2005, Steve Awodey
i el seu estudiant Michael Warren van publicar un model de la teoria de tipus intuicionista
utilitzant categories de Quillen. El nom “Homotopy type theory” va sorgir a partir d'una
xerrada d’Awodey el 2007. El 2009, Vladimir Voevodsky va donar els detalls d"un model
de la teoria de tipus amb complexos de Kan.

Entre 2012 i 2013, Awodey, Coquand i Voevodsky van organitzar un programa de
recerca amb el titol “A Special Year on Univalent Foundations of Mathematics”. Aquest
esdeveniment va ser un catalitzador per al desenvolupament de tot el camp. Van decidir
que calia un llibre sobre la teoria homotopica de tipus. El llibre [Unil3] va ser redactat
cooperativament i de manera oberta, en una plataforma web, i publicat amb una llicéncia
Creative Commons molt permissiva. Actualment el llibre es pot descarregar gratuitament
des del web oficial.

La teoria homotopica de tipus és una extensi6 de la teoria de tipus intuicionista, que
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2 Introduccié

associa a cada tipus un co-grupoide. A més, afegeix 'axioma d’univaléncia de Voevodsky
i els tipus inductius d’ordre superior.

Sorprenentment, molts objectes topologics es poden construir sinteticament com a ti-
pus inductius d’ordre superior. Amb “sinteticament” ens referim a la definicié amb axio-
mes que capturen els aspectes clau de l'estructura a definir, en contrast amb una definicié
“analitica”, on normalment es defineix l'estructura a partir de les seves propietats dintre
d’una altra estructura de la qual partim com a base. Per exemple, en topologia classica es
defineix la circumferéncia analiticament utilitzant 'equacié x? + y? = 1, que descriu una
relaci6 entre punts del pla mitjangant les seves coordenades.

El primer objectiu d’aquest treball és familiaritzar-nos amb els tipus inductius d’ordre
superior i aconseguir utilitzar-los per a finalitats relacionades amb la teoria d’homotopia.
Al buscar resultats sobre tipus inductius d’ordre superior, vam trobar que recentment
s’havia definit el tor i s’havia demostrat que aquest era igual al producte de dues cir-
cumferencies (un fet ben conegut a topologia). La demostracié d’aquesta propietat va
ser publicada per primer cop per Sojakova entre 2014 i 2015, amb l'esborrany [Soj14] i
l'article [So0j15]. La seva demostraci6é és molt técnica i bastant extensa: 1’esborrany té 27
pagines i l'article en té 22. Aquesta extensi6 és deguda a la complexitat inevitable d’una
igualtat 2-dimensional en la definici6 del tor.

El 2015 es va publicar l'article [LB15; Lic15b] de Licata i Brunerie, on també es demos-
trava 1’equivalencia entre un tor i un producte de dues circumferencies, i s’hi va afegir una
formalitzacié implementada mitjancant 1’assistent de demostracié Agda [Licl5a]. L'article
va aconseguir reduir 'extensié de la demostracié de Sojakova a la meitat aproximadament,
utilitzant técniques més avangades.

En aquest treball estudiarem una part dels articles de Sojakova com a base per a la for-
malitzaci6 del tor com a tipus inductiu d’ordre superior. Per tal d’anar més enlla utilitzant
aquests nous conceptes, necessitavem buscar algun altre problema basat en tipus induc-
tius d’ordre superior aplicats a objectes topologics i que no trobéssim resolt. La nostra
referéncia per a la cerca de resultats va ser la llista de problemes oberts en teoria homoto-
pica de tipus [nLal9] a I'enciclopédia col-laborativa nCatLab. De totes les propostes de la
llista, n’hi havia una que estava relacionada amb el tor:

Similarly to the torus, consider the projective plane, Klein bottle, etc.,
as discussed in the book (Sec. 6.6). Show that the Klein bottle is not (L1)
orientable. (This requires defining “orientable”.)

Aquest problema ens obria una linia de recerca on buscar nous resultats interessants.
S’hi defineix un objectiu a llarg termini: la definicié del concepte d’orientabilitat a teoria
homotopica de tipus. Encara que aquest objectiu excedeix les possibilitats d'un treball
final de grau, ens ha obert una nova direccié per treballar-hi.

Una primera observacié és que es pot definir tant el pla projectiu com 1'ampolla de
Klein de manera similar a la definici6 sintetica del tor. Tanmateix, en teoria homotopica
de tipus, després de donar una definicié com la del tor, s’acostuma a comprovar que
aquesta definicié compleix les propietats que esperariem. Per aquest motiu, necessitavem
algun fet que ens permetés comprovar que una definici6 sintetica de 'ampolla de Klein
és plausible.
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Aquesta situaci6 ens va conduir cap a un resultat ben conegut que relaciona el tor amb
I'ampolla de Klein: el tor recobreix I'ampolla de Klein, concretament amb un recobriment
de dos fulls. Vam trobar que els recobridors estaven formalitzats a la teoria homotopica
de tipus, concretament als articles [HH18; Hou13] de Favonia.

Motivats pel cas concret del tor i 'ampolla de Klein, vam decidir estudiar la relacié
entre els recobridors i els n-tipus en el seu sentit topologic: un espai topoldgic és un
n-tipus si els seus grups d’homotopia en dimensions superiors a n s’anul-len. Aquest
concepte té un analeg directe en la teoria homotopica de tipus, que expliquem en el treball.
La circumferencia i el tor sén 1-tipus tant a topologia com en la teoria homotopica de tipus.

Estructura del treball

Hem estructurat la memoria en tres capitols. En el primer, presentem la teoria de tipus
intuicionista seguida per la teoria homotopica de tipus, de manera molt similar a com ho
fa el llibre [Unil3].

En el segon capitol, presentem els tipus inductius i els tipus inductius d’ordre superior.
Un cop ens haguem familiaritzat amb aquests conceptes, farem una passada pels contin-
guts dels articles [Soj15; Soj14] de Sojakova, presentant la definici6é del tor i demostrant la
primera part de I'equivaléncia entre el tor i el producte de dues circumferéncies.

Per acabar, al tercer capitol introduirem els conceptes de recobridor i n-tipus en la
teoria homotopica de tipus, i demostrarem uns resultats que ens relacionen aquests dos
conceptes. Conclourem donant un recobridor de dos fulls de I’'ampolla de Klein i conjec-
turant una equivaléncia entre aquest recobridor i el tor. Si aquesta equivalencia s’acabés
de demostrar, implicaria que I'ampolla de Klein és un 1-tipus. En teoria d’homotopia clas-
sica, el recobriment de I'ampolla de Klein pel tor és un cas particular dels recobriments
orientables de dos fulls de les superficies no orientables.
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Capitol 1

Introducciod a la teoria homotopica
de tipus

1.1 Teoria de tipus intuicionista

En aquesta secci6 presentem els fonaments de la teoria de tipus intuicionista, que és la
que va definir Per Martin-Lof i és utilitzada com a base per a definir la teoria homotopica
de tipus.

Seguirem el desenvolupament del llibre [Unil3]. Per a una formalitzacié computacio-
nal de tota aquesta teoria, es pot consultar el primer apendix d’aquest mateix llibre.

1.1.1 Fonaments

La teoria de tipus és un sistema deductiu i, com a tal, esta format per enunciats i regles.
Les regles ens permeten construir nous enunciats a partir d’enunciats construits anterior-
ment. Anomenarem metallenguatge al format per les regles i els enunciats.

En formalitzar matematiques en teoria de tipus, definirem tipus que ens permetran
conceptualitzar des d’objectes com les funcions a raonaments com la logica. Tot anira
dintre de la teoria, utilitzant el llenguatge intern. Aquest llenguatge intern es definira a
partir de definicions de tipus utilitzant enunciats i regles.

Considerarem dos enunciats diferents. El primer és el d’introducci6é d’elements d'un
tipus. Si A és un tipus qualsevol, podem introduir un element a d’aquest tipus amb
l'enunciat a : A. Com ja hem esmentat, els enunciats no sén proposicions i no formen
part de la logica que utilitzarem per a modelar les matematiques. Per tant, a diferéncia
de la relaci6 matematica de pertinenca, no podrem negar aquesta introduccié. Aquest
tipus d’enunciats sén més similars a la introduccié de variables en programacié que a la
pertinenca entre conjunts. A més, un element a introduit per l'enunciat a : A no pot ser
part d'un altre tipus, és a dir, si B és un tipus qualsevol diferent de A, mai no podem
afirmar a : B. Cada element pot tenir un i només un tipus.

El segon enunciat és la igualtat per definici6. Aquesta igualtat ens comunica que
dos elements son iguals per definici6. Per exemple, considerant un tipus A qualsevol i
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6 Introduccié a la teoria homotopica de tipus

dos elements x i y de A, seria valid afirmar que a = b. Aquest enunciat també es pot
denotar com a = b : A, o en cas que estiguem definint 4 a partir d'una altra expressi6,
a := b. Aquesta igualtat no sera la que utilitzarem en la majoria de casos on escriuriem una
igualtat a teoria de conjunts. Un exemple on utilitzarfem aquesta igualtat és en la definicié
de funcions i 'avaluacié d’aquestes. Més endavant veurem que tenim una igualtat en
el llenguatge proposicional que sera un tipus - =, -, que fara el paper de la igualtat
tradicional que coneixem.

Pel que fa a les regles, les definirem per a cada tipus. Un exemple de regla seria si
f : A — B és una funci6 entre dos tipus qualssevol A i B, i tenim un element a : A, podem
avaluar-la i obtindrem f(a) : B. Per tant, podem veure com a partir de dos enunciats
d’introduccié, el de la funcié i el de I'element a, hem deduit un enunciat d’introduccié per
al’element f(a).

Per tant, la definicié6 d’un nou tipus sera un recull de regles que el caracteritzin. En
la majoria de casos, definirem tipus parametritzats, que sén un conjunt de tipus que sén
molt similars i només varien segons el parametre utilitzat. Per exemple, definirem el tipus
de les funcions entre dos tipus qualssevol A i B, el qual esta parametritzat per aquests dos
tipus A i B.

Abans de poder escriure teoria de tipus necessitem uns tipus basics. Primer donarem
alguns tipus que considerem part dels fonaments i que utilitzarem per definir la resta de
tipus del treball. La definici6 d’aquests fonaments ens apropa molt a la formalitzacié d'un
llenguatge i necessitem introduir alguns conceptes de llenguatges formals.

Anomenarem variable a una cadena de simbols que considerarem com tinica unitat
indivisible amb un cert significat assignat. Direm que una variable és lligada si ha estat
assignada a un significat en particular, i que és lliure en el cas contrari. Mitjancant les
variables, definirem una expressié com una concatenacié de variables i simbols. Donada
una expressié ¢ que conté una variable lliure x, podem construir 1’expressié resultant
de substituir totes les aparicions de x per una altra variable y. Denotarem al resultat
d’aquesta operaci6é com ®[y/x].

Per exemple, a l'expressié “x 42", que anomenarem ®, la variable x és lliure. Ales-
hores podem substituir totes les aparicions de x a 1’expressié @ per una altra variable
y, obtenint 'expressié6 ®[y/x| que sera “y + 2”. En canvi, la variable x és lligada, per
exemple, en 'expressié “Vx, x = x + 0”.

Universos

Per comengar a treballar amb la teoria de tipus, necessitem una manera d’introduir els
tipus com a variables. Les expressions com “Sigui A un tipus qualsevol” es formalitzen
mitjangant el concepte dels universos.

Un univers és un tipus que conté altres tipus. Per a evitar certes paradoxes relacionades
amb l'univers contenint-se a si mateix, suposarem que existeix una jerarquia d’universos
tal que

UoIUltUzl---.

A més, aquesta jerarquia és acumulativa; aixd implica que tots els tipus de Uy també
existeixen com a elements de Uj.
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A la practica, s'acostuma a utilitzar un tinic simbol U per fer referencia a qualsevol
dels universos de la jerarquia. Aquest fet s’Tanomena ambigiiitat tipica, i s'utilitza perqué
no afecta els resultats obtinguts i simplifica la notacié. Tota la informacié de la jerarquia
d’universos es pot recuperar a partir del context. Llavors, utilitzant aquesta nova notaci6,
I'expressi6 “Sigui A un tipus qualsevol” és equivalenta A : U.

Funcions

En teoria de conjunts una funci6 es defineix com un conjunt de parells d’elements. Aques-
ta definicié no ens parla directament de com s’han d’utilitzar les funcions, perd ens permet
deduir certes propietats que caracteritzen la manera usual de treballar amb elles. En canvi,
a teoria de tipus les funcions es defineixen a partir de com s’utilitzen.

Definicié 1.1. Siguin A i B dos tipus qualsevol. Definim el tipus de les funcions amb domini
A i codomini B, que denotarem A — B, com el que compleix les regles segtients:

o Introduccié: Donats una variable lliure x i una expressié6 @ que pot contenir x, si
per a tot element 2 de A tenim que ®[a/x] : B, llavors 1'equaci6

flx) =@
ens introdueix una funcié f : A — B.

e Eliminacié: Sia: Aif: A — B, llavors f(a) : B. Anomenarem a aquesta regla
aplicacié d'una funcié f a un element a, i direm que f(a) és la seva imatge.

e Computaci6é: Donada una funci6 f : A — B amb equaci6 f(x) := ®, peratota: A
es complira

f(a) =®[a/x]:B.

A part de la notacié que acabem de definir, existeixen altres notacions molt utilitzades
per a definir les funcions. En els casos on no vulguem donar nom a una funci6, utilitzarem
la notaci6 (x — @) : A — B. Definirem que aquesta notaci6 és equivalent a una funcié
f : A — B definida amb una equaci6 f(x) := ®. Aquesta equivalencia s’anomena principi
d’unicitat.

Durant aquest treball, en algunes ocasions també presentarem una funcié de la manera
segtient:

f: A — B
x — @

Per exemple, podem definir una funcié f : N — IN mitjangant 'equaci6 f(x) := x + x
0 amb la notaci6 andnima (x — x +x) : N — IN.

Existeixen funcions que utilitzarem freqiientment. Per a qualsevol tipus A, podem
definir la funcié identitat de A, que denotarem idy : A — A, amb l'equaci6 idy(a) := a
peratota: A.

La definici6 que hem donat només serveix per a definir funcions d’una variable. Perd
a partir d’aquestes, és possible definir funcions de diverses variables mitjancant la iteracié
de funcions.
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Per exemple, una funcié de dues variables amb els tipus A, B i codomini C s’escriu
f:A— (B—C)
isuposanta: Aib: B, tenim f(a) : B— Ci f(a)(b) : C. Per conveniéncia, definirem

f(a, b) == f(a)(b).
En expressions amb més d’una funci6 iterada, sempre suposarem associativitat cap a
la dreta, és a dir
A—-B—-C:=A— (B—=C).
Finalment, definim un concepte que ens caracteritzara les funcions amb un bon com-
portament “recursiu”. Més endavant necessitarem aquesta definicio.

Definicié 1.2. Direm que una funcié en n variables f : Ay — --- — A, — B és estrictament
positiva respecte a B si els tipus Aj, Ay,..., Ay 0 bé sén funcions iterades on B només
apareix com a codomini, o bé no estan formats a partir de B.

Per exemple, de les quatre funcions segtients

fi:A=-B—=C—=D fa:A—(D—-B)—-C—D
fa:A=-D—=C—D fs:A—(D—-D)—C—D
fs:A—(B—-D)—C—D

només f1, fr i f3 sén estrictament positives respecte a D.

Funcions dependents

Utilitzant els conceptes d'univers i de funcié, considerem el cas que una funcié tingui
l'univers com a codomini. Anomenarem familia indexada per A a una funcié P : A — U.
Observem que per a cada a : A, P(a) sera un tipus diferent de U.

A partir de les families, podem definir les funcions dependents. Aquestes son sem-
blants a les funcions ordinaries, perd amb la peculiaritat que el tipus del codomini també
varia en funcié de I'argument donat. Aquesta construccié no té cap analeg en teoria de
conjunts.

Per donar un exemple, considerem un tipus qualsevol A, una familia P : A — U i una
funci6é dependent f amb domini A i codomini P. Per a dos arguments diferents x, y : A
tindrem les imatges f(x) : P(x) i f(y) : P(y), on P(x) i P(y) s6n dos tipus diferents que
depenen de I'argument.

Per a una definicié més formal, ho presentarem de manera similar a les funcions ordi-
naries.

Definicié 1.3. Siguin A un tipus qualsevol i P : A — U una familia indexada per A. Defi-
nim el tipus de les funcions dependents amb domini A i codomini P, que denotarem [],.4 P(x),
com el que compleix les regles segtients:

o Introduccié: Donats una variable lliure x i una expressié6 ® que pot contenir x, si
per a tot element a de A tenim que ®[a/x| : B(a), llavors I'equacié

flx):=@

ens introdueix una funcié dependent f : [],.4 P(x).
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e Eliminaci6: Sia: Aif :]],.4 P(x), llavors f(a) : B(a). Anomenarem a aquesta regla
aplicacié d’una funcié dependent f a un element a, i direm que f(a) és la seva imatge.

e Computacié: Donada una funcié f : [],.4 P(x) amb equaci6 f(x) := &, per a tot
a: A es complira

f(a) = ®[a/x] : B(a).

Sigui P : A — U una familia constant, és a dir, amb P(a) := B per a tota : A. La funci6
dependent definida a partir d’aquesta sera equivalent a una funci6 ordinaria f : A — B.

Podem donar un exemple de funcié dependent amb la versié dependent de la funcié
identitat id : [J4.y A — A definida per

id(A, x) = x.

Igual que amb les funcions ordinaries, definim funcions dependents en diverses va-
riables mitjangant funcions dependents iterades. Perd cal tenir en compte que en aquest
cas els tipus dels arguments poden dependre dels anteriors. Per exemple, considerant un
tipus A qualsevol, B : A — U una familia i C : [],.4(B(x) — U) una funcié dependent
que retorna una familia, una funcié dependent f en dues variables seria

fAITTI Cy
x:A y:B(x)

i també com en el cas anterior, denotarem f(x,y) := f(x)(y).

Finalment, denotarem les funcions dependents amb associativitat cap a la dreta, tant
entre diverses funcions dependents, com si estem barrejant funcions ordinaries amb de-
pendents. Es a dir, posant alguns exemples:

[Tl I ¢y | =TT11 Clxy)

A \y:B(x) x:Ay:B(x)
I;[(B(X) — C(x)) = I;IB(x) — C(x)

A— (HB(x)) =A—]][B(x)
x:A x:A

1.1.2 Construccions basiques

A partir dels fonaments que hem definit, construirem els tipus basics per a treballar amb
teoria de tipus. El metode que utilitzarem sera la manera estandard de definir un tipus
qualsevol.

Com hem vist en els casos de les funcions ordinaries i dependents, les regles que
donem per a definir un tipus tenen una estructura. En general, per a definir un tipus
qualsevol X sera necessari donar les segiients:

1. Regla de formaci6: Defineix com formar una instancia de X. Per exemple, en el cas
de les funcions, la regla seria que donats A i B tipus qualssevol, podem formar un
tipus A — B de funcions de A a B. En aquest treball considerarem implicita la regla
de formacié, ja que queda determinada per com anomenem el tipus.
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2. Regles d’introduccié: Descriuen com introduir elements de X. En el cas de les
funcions, ens defineixen la introduccié de funcions a partir d"una equacié valida.

3. Regles d’eliminaci6é: Donat un element del tipus X, aquestes regles ens permeten
utilitzar-lo per obtenir altres enunciats, eliminant-lo en el procés. En el cas de les
funcions, l'aplicaci6 de funcions ens permet utilitzar una funcié i un element del
domini per obtenir un element del codomini.

4. Regles de computacié: Descriuen l'aplicaci6 de les regles d’eliminaci6 als elements
introduits per les regles d’introduccié utilitzant igualtats per definicié.

Per als tipus que definim d’ara en endavant, no definirem les regles d’eliminaci6 i
computacié directament, siné que proporcionarem uns principis que ens permetran crear
funcions ordinaries i dependents amb el tipus que vulguem definir com a domini. Ano-
menarem principi de recursio a la regla que ens permetra crear funcions ordinaries, i principi
d’induccié a la seva versi6 per a funcions dependents. Com veurem més endavant, aquests
noms encaixen amb conceptes classics per a certs tipus, com els nombres naturals.

Donats aquests dos principis, les regles d’eliminacié i computacié podran ser deduides
a partir d’aplicar el principi de recursié (o el d’induccid) seguit de la regla d’eliminacié o
computacié de funcions (o de funcions dependents). Per tant, en aquest treball, definirem
tipus donant la regla de formacié implicita, les d’introducci6 i els principis de recursi6 i
d’induccié.

Productes

Donats dos tipus A i B arbitraris, el tipus A x B s’anomena producte cartesia entre A i B.
Per a construir elements d’aquest tipus, donem un element a de A i un b de B amb els
quals introduim 'element (a, b) : A x B.

Ja sabem com formar el producte i com introduir els seus elements; per tant, és sufici-
ent donar els principis de recursié i d’induccié per acabar la seva descripcié. Comencem
pel de recursié. Aquest principi ens ha de donar una regla per a definir funcions amb
domini A x B. Sigui C un tipus qualsevol. Definim f : A x B — C utilitzant una funcié
g:A — B — C, de manera que

f((a, b)) := g(a)(b) = g(a, b).

Amb aquest principi, sabem que per a definir una funcié6 amb domini un producte,
només necessitem donar una funcié g. Per exemple, utilitzant aquest principi podem
definir les projeccions d'un producte. Siguin les funcions g1,82 : A = B — C tals que
g1(a, b) :=aig(a, b) := b. Aplicant el principi de recursi6, obtenim les funcions que
denotarem pr; : AX B —+ Aipr,: Ax B — B definides per

pri((a,b)) :=a,

pry((a,b)) :=0.
Per dltim, vegem el principi d’induccié del producte. Sigui P : A x B — U una familia
qualsevol. Definim f : JT;.4 « g P(x) a partir d"una funci6 g : [Ty.4 [T,:8 C((x, y)) amb la

qual
f((a, b)) := g(a) () = g(a,b).
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Productes dependents

Ara presentarem la generalitzacié dependent del producte ordinari. Sera un producte en
el qual el tipus del segon element dependra del primer element. Donat un tipus qualsevol
A iuna familia B : A — U, definirem }_,.4 B(x) com el producte dependent de A i B. Si la
familia B és constant, aquest tipus sera igual al producte A x B.

La regla d’introduccié d’aquest tipus ens diu que, donats un element a de A i un
element b de B(a), podem crear un element (a, b) : Y .4 B(x).

Sigui C un tipus qualsevol. El principi de recursié d’aquest tipus ens diu que, donada
una funci6 ¢ : [].4 B(x) — C, existeix una funcié f : (Y. B(x)) — C definida per
I'equacié

£((a,b)) = g(a,b).

Finalment, presentem el seu principi d’induccié. Sigui C : (Y,.4 B(x)) — U una

familia. Si elegim una funci6 g : [T,.4 I1y:8(x) C((x, y)), llavors existeix

fr II  Cab)
(@,0):Lx:a B(x)
definida per
f((a,b)) :=g(a,b).
De manera similar al cas del producte no dependent, existeixen les projeccions depen-

dents. Les definirem utilitzant els principis de recursi6 i d’inducci6, ja que la segona
projeccié d'un producte dependent és una funcié dependent. Anomenarem

pry: (Z/;B(x)) — A
pry: [ Bleri(w))

WA B(J()

a les funciones de les projeccions definides per
pry((a,D)):
pro((a,D)) :

Observem que hem donat el mateix nom a les projeccions dependents que a les nor-
mals, ja que en realitat les projeccions no dependents només sén un cas particular de les
dependents amb una familia constant.

a,
b.

Tipus suma

Un altre dels tipus més utilitzats és el tipus suma, que representa el mateix concepte que
el coproducte de teoria de categories. Donats dos tipus qualsevol A i B, anomenarem
al tipus A + B la suma d’aquests. Aquest tipus també correspon a la unié disjunta de
conjunts.

Per aquest tipus tenim dues regles d’introduccié. La primera, ens diu que a partir d'un
element a : A introduim l'element inl(a) : A+ B. La segona, que a partir d'un element
b : B introduim l'element inr(b) : A + B.
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Pel principi de recursi6, considerem un tipus qualsevol C. Si elegim dues funcions
g0:A— Cigy:B— C, llavors existeix la funcié f : (A + B) — C, que podem definir per

Casos:
{f(inl(a)) = g0(a)
finr(b)) := g (b).

Aquesta és la primera definici6 per casos del treball i, segons si I'element de A + B és
dels introduits per una regla o l'altra, tindra una imatge o l'altra.

Pel principi d’induccid, considerem una familia qualsevol C : (A 4+ B) — U. Si elegim
dues funcions go : 1.4 C(x) i g1 : 1.3 C(x), llavors existeix la funcié f : [Ty.44p C(x)
que podem definir per casos:

{f(inl(a)) :

go(a)
f(inr(b)) == &1

(D).

Tipus unitat

El tipus unitat 1 representa el tipus amb un sol element, que denotarem per * : 1. Es
similar a un conjunt que conté el conjunt buit a teoria de conjunts, o als objectes finals de
teoria de categories.

Aquest tipus només té una regla d’introduccio: la que ens permet instanciar 1’element
* : 1. El seu principi de recursi6 ens diu que, donat un element c d'un tipus qualsevol C,
podem definir una funcié f : 1 — C tal que f(*) :=c.

Per acabar, donats una familia C : 1 — U i un element c : C(%), el principi d’inducci6
de la unitat ens diu que podem construir una funci6 dependent f : J],.; C(x) tal que

fx) =c.

Tipus buit

Un altre tipus a definir és 'equivalent al conjunt buit, el tipus buit, que denotarem 0. El
tipus buit té moltes similituds amb els objectes inicials a teoria de categories i amb el
conjunt buit a teoria de conjunts. El tipus 0 no té elements, i per tant no té cap regla
d’introduccié.

El principi de recursi6 ens dira que, donat un tipus qualsevol C, sempre existira una
funcié f : 0 — C sense cap equacié de definici, ja que no hi ha cap element de 0 amb el
qual es pugui definir la imatge de f.

De manera molt similar, el principi d’induccié ens permet crear una funcié dependent
cap a una familia qualsevol C : 0 — U. Per tant, sempre existira f : [],.o C(x), sense cap
equaci6 per la manca d’elements.

Igualtats

Definirem la igualtat proposicional o identificacié d'un tipus A entre dos elements x i y
com el tipus x =4 y. El fet que la igualtat sigui un tipus resulta un fet poc natural
al principi, pero encaixara amb la interpretacié de proposicions com a tipus. Donant una
petita introducci6 a 'apartat segiient, els elements d'un tipus igualtat seran demostracions
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d’aquesta. Si fixem el tipus base, podem veure les identificacions a aquest tipus com la
familia
=41 A—>A— U

Ara que ja hem presentat el tipus de la igualtat, la pregunta natural a fer-nos és com
introduim elements. En aquest tipus, trobem una tnica regla d’introducci6, que ens diu
que per a tot tipus A i tot element a : A, existeix 1’element

refl, :a =4 a.

Observem que, si tenim una igualtat per definicié x = y : A, també tenim una igualtat
proposicional, ja que
refly : (x =4 x) = (x =4 ).

Ens queda saber com podem utilitzar els elements d’aquest tipus. Comencem amb el
principi de recursié. Sigui C : A — A — U una familia qualsevol i un element a : A. Si
escollim un element ¢ : [T,.4 C(x, x), existira una funcié f : [, ,.4(x =4 y) = C(x,y) a
partir de 1’'equaci6

f(a,a,refly) := c(a).

Existeix un cas particular del principi de recursi6, anomenat indiscernibilitat d’iguals.
Aquest cas considera el principi de recursi6 aplicat a C(x,y) := C(x) — C(y). Aquesta
propietat ens comunica que les igualtats es conserven.

El principi d'inducci6 per a les igualtats també té nom propi: I’anomenarem induccié de
camins. Considerarem la familia C : []y,.4(x =4 y) — C(x,y) i un element a : A. Donat
un element c(x) : [,.4 C(x, x, refly), existeix la funcié

f+I1 IT cxup)

XA PIX=AY

definida per l'equacié
f(a,a,refly) := c(a).

A Taplicar aquest principi inductiu, podem demostrar propietats parametritzades per
igualtats simplement considerant el cas reflexiu. Amb una demostracié del cas reflexiu,
creem una demostracié pel cas generic. Podriem relacionar-ho amb les demostracions
classiques per induccié de nombres naturals, perd en comptes de haver de demostrar el
cas base i el n + 1 a partir del 1, només cal demostrar el cas base.

1.1.3 Proposicions

Com haviem esmentat en la introduccié d’aquest apartat, un dels punts on més es dife-
rencien la teoria de tipus i la de conjunts es en el seu tractament de la logica. La teoria de
conjunts es construeix al damunt d’un sistema formal logic establert, i en canvi la teoria
de tipus construeix la logica dintre seu.

Aquest fet té implicacions molt sorprenents. Les proposicions sén els mateixos tipus
que utilitzem per a formalitzar els objectes matematics. Qualsevol tipus pot ser interpre-
tat com una proposicié, pero en general només tindra un sentit inherent en aquells que
representin una proposicié com a tal.
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A part de les diferencies de 1'ordre de construccio, la teoria de tipus que construirem
utilitzara logica intuicionista en lloc de la classica. La logica intuicionista és un sistema
logic més feble que la logica classica, on tenim els mateixos axiomes excepte la llei del
tercer exclos. En aquesta teoria, un tipus pot ser cert si tenim proves, fals si tenim proves
que no pot ser cert, o cap dels dos casos, si no tenim proves de cap dels dos. Es una logica
constructiva, més propera a la computacio.

El canvi de logica no proporciona limitacions matematiques, ja que sempre podem
afegir la llei del tercer exclds com a hipotesi a les proposicions on la necessitem per a la
demostraci6, de manera similar a com es tracta el axioma de l'elecci6 a teoria de conjunts.
A més, aquest metode de treball prioritza demostracions constructives, i fa facil de trobar
totes les no constructives, fent explicit quines utilitzen la llei del tercer exclos.

Llavors, en la interpretacié de proposicions com a tipus, considerarem que un tipus és
cert si esta habitat, i que un tipus A és fals si el tipus A — 0 esta habitat.

Teoria de conjunts Teoria de tipus

Cert 1

Fals 0

Negaci6 de A A—=0

AiB AXB

AoB A+B

A implica B A—B

A si, i només si B (A— B)x(B— A)
Vx € A, B(x) [Tiea B(x)

dx € A, B(x) Y rea B(x)

Taula 1.1: Interpretacions de les proposicions com a tipus

Utilitzant els tipus definits fins ara podem crear certes estructures complexes. Per
exemple, podem construir el tipus dels semigrups:

Semigrup:=Y_ ) [T m(x,m(y,z)) =a m(m(x,y),z).

AU mA—-A—A xy,z:A

Com podem veure, s’utilitzen els tipus tant per a formalitzar el tipus base que sera el
semigrup, la funcié que sera I'operacié inherent a aquest i les propietats que complira. Si
interpretem la part final del tipus com a proposicid, aquesta ens diu que per a tot x,y,z : A
és complira m(x,m(y,z)) =4 m(m(x,y),z), és a dir, que 'operacié m sera associativa per
a elements de A.

Podem introduir un element d’aquest tipus donant el tipus base, 'operacié que vul-
guem utilitzar i una demostracié de la seva associativitat, en forma de funcié dependent
cap a una igualtat.

Per exemple, amb les eines introduides fins ara podem veure que el tipus unitat forma
un semigrup amb el seu tnic element. Utilitzant el principi de recursié de 1, definim
la funci6 m : 1 — 1 — 1 tal que m(*,*) := *. Llavors existira una funci6 dependent
p i Ilyyzam(x,m(y,z)) = m(m(x,y),z) que, pel principi d'inducci6 de la unitat i per com
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hem definit m, podem definir amb l'equacié
p(*,*, %) = refl, .
Per tant, podem veure que 1 forma un semigrup introduint I'element
(1, m, p) : Semigrup.

Per acabar, vegem un exemple de com demostrariem una proposicié: el principi d'uni-
citat del tipus 1. En aquest cas, el principi és una igualtat proposicional, i es pot demostrar
directament a partir del principi d’induccié. La propietat ens diu que

[[x=~»
x:1

que podriem llegir com que tot element de 1 és igual a .

Per a demostrar-ho, necessitem construir un element d’aquest tipus. Aplicant el prin-
cipi d’inducci6 del tipus 1, si escollim un element de tipus x = x podrem definir la funcié
dependent que volem. Llavors, escollint refl, : * = %, existira una funcié dependent
p : I1yq x = * definida per

p(*) :=refl, .

Finalment, per la interpretacié de proposicions com a tipus, el fet de tenir un element
equival al fet que la proposicié sigui certa.

1.2 Teoria homotopica de tipus

La teoria homotopica de tipus és una extensi6 de la teoria de tipus intuicionista. La princi-
pal diferencia és la interpretaci6 dels tipus com a espais de teoria abstracta d’homotopia i
com a grupoides d’ordre superior, que anomenarem co-grupoides, de teoria de categories.

En la teoria d’homotopia, un espai topologic és un conjunt de punts X amb una topo-
logia. Un cami p a X de x a y és una aplicaci6 continua p : [0,1] — X tal que p(0) = x i
p(1) = y. Llavors, podem considerar una aplicaci6 continua « : [0,1] — {[0,1] — X } tal
que &(0) = pia(l) =g, on pigsén camins de x a y, i aquesta aplicacié és un cami entre
camins o homotopia.

El segtient pas és definir les homotopies entre homotopies, anomenades 2-homotopies.
Podem continuar aquest procés iteratiu de definicid, arribant a definir inductivament les
n-homotopies.

L'espai base X, els camins i les n-homotopies per a tot n formen una construccié
que dona lloc a un co-grupoide, anomenat co-grupoide fonamental de X. Un co-grupoide
és una categoria d’ordre infinit on tots els morfismes sén invertibles. En aquest treball
no donarem una definicié precisa de les categories d’ordre infinit perque necessitariem
introduir molts conceptes de teoria de categories que excedeixen els nostres objectius. En
comptes de definir el concepte formalment, utilitzarem el co-grupoide fonamental com a
exemple.

Tornant a teoria de tipus, considerem un tipus A qualsevol. 5i x,y : A sén dos punts
de A, el tipus x =4 y conté identificacions entre aquests dos punts. Podem veure aquestes
identificacions de manera similar a com veiem els camins en un espai topologic.
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Sip,q:x =4 y son identificacions entre x i y, podem considerar el tipus p =y=,y ¢,
que conté identificacions entre aquestes dues identificacions. Anomenarem 2-igualtats a
les identificacions entre identificacions.

Llavors, seguint el mateix procediment que en el cas d’espais topologics, podem cons-
truir una successié de tipus basats en el tipus A. Concretament, definirem els tipus de les
n-igualtats per a tot n.

L'objectiu d’aquesta secci6 es veure que podem associar a cada tipus un co-grupoide,
de manera totalment analoga a com ho fem amb els espais topologics. Per tant, ens
centrarem en comprovar que els tipus compleixen les mateixes propietats que els espais
topologics amb el seu co-grupoide fonamental.

1.2.1 Els tipus com a co-grupoides

En aquest apartat veurem com associar un co-grupoide a cada tipus. Primer de tot neces-
sitem definir en quins espais treballarem. En el cas topologic sera l'espai base, els camins
i les n-homotopies per a tot n. En el de teoria de tipus sera el tipus base, les igualtats i les
n-igualtats per a tot n. Podem veure una relacié d’aquestes successions d’estructures a la
taula segtient:

Nivell Espais topologics Tipus
0 X A
1 {101] =X} Y (x=y)
x,y:A

2 {01 ={01]—=X}} Y Y (m=a)
X,y A PLq1ix=y

n {0 ={--{0-=X}}} }» ¥ - X (Pns1 = gns1)

Xy A PLgLix=y Pn+1,9n+1 Pn="4n

Taula 1.2: Comparacié de l'estructura de co-grupoide en un espai topologic i en un tipus

Anomenarem C; a I’enésim conjunt de la successié6 d’homotopies en un espai topolo-
gic. Llavors, considerarem una relacié d’equivaléncia ~, a cada nivell n de la successi6,
definida per

Y, Bn € Cu, tn ~n Bn <= Iyni1 € Cyuq tal que 7,,41(0) = ay 1 7y 41(1) = B

Aquesta relacié d’equivaléncia ens indueix una particié dels conjunts C, en classes
d’equivalencia, que denotarem [a,], per a tot a, € C,. La successi6 de conjunts C,/ ~p
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per a cada n és l'estructura que configura un oo-grupoide. Observem que, a més, si
existeix y,4+1 € Cy41 entre ay, B € Cy, les homotopies wy, i B, compliran ay,(0) = B,(0)
ia,(1) = Bu(l). Anomenarem llevat d’homotopia d’ordre superior a les propietats entre
elements d’un nivell n que es defineixen utilitzant la relacié ~, en comptes de la igualtat.

En el cas dels tipus, cada nivell és un producte dependent iterat amb una familia
d’igualtats p, = q,. Es a dir, per cada parell d’elements p,, g, del nivell n, existira un
tipus p, = qn habitat, o no, per igualtats entre p, i g,. Considerem dues n-igualtats
Prnt+1,9n+1 © Pn = qn. Si existeix una igualtat p,42 : pyy1 = gu+1 al nivell superior,
aleshores direm que p; 11 i 4,41 estan identificats. Com que estem considerant la mateixa
igualtat com la relaci6 entre elements, totes les igualtats seran llevat d’igualtats d’ordre
superior.

Vegem quines son les propietats que caracteritzen les classes d’homotopia per a formar
el co-grupoide fonamental. Per a cada nivell n > 1, considerem a,, € C, tal que a,(0) =
Yn_11an(1) = 6,_1. Llavors:

o Existeix una operacié de composicié per a cada nivell n. Si B, € C, és tal que
Bn(0) = 6,11 Bu(1) = €,_1, existira la composicié entre ay, i B, que denotarem
Xy + Bn, tal que (ay + Br)(0) = vy—11 (@« Bn)(1) = €,-1. A més, aquesta operacio és
associativa.

e La composicié també esta definida per a classes de la relacié ~, com la composicié
de representants, és a dir, [ay] - [Bn] = [n * Bn]-

o Existeixen elements refl,, ,,refl; € C, tals que

refly, (0) =refly, (1) =7vp1 1 [an]-[refls, ] = [a],

refl; (0) =refls (1) =0,—1 1 [refly ]-[an] = [ay].

n—1
e Existeix un element invers a,, ! € C,, tal que a;, " 1(0) = 6,1, &y 1 (1) = y,_1 i

-1
[an] - [an "] = [refly, ],
[ 1] - [on] = [refls, ]

Volem veure que els tipus compleixen totes aquestes propietats, i per tant, cada tipus
dona lloc a un co-grupoide. Com que una igualtat x = y entre elements x,y : A és un tipus,
només necessitem veure les propietats anteriors per a igualtats sobre un tipus qualsevol
A, ja que d’aquesta manera ho haurem demostrat per a les n-igualtats, que sén igualtats

sobre els tipus de les (n — 1)-igualtats. Comencem per definir la inversa i la composici6
d’igualtats:

Lema 1.4. Sigui A un tipus qualsevol i x,y : A. Llavors existeix una funcio

(x=y) — (y=x)
p = p

tal que refl, " = refl, per a tot x : A.

Anomenarem p~! I'invers de p.
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Demostracid. Per a cada x,y : Aip : x = y volem definir p! : y = x. Per inducci6 de
camins, és suficient considerar el cas x = y i p = refl,.

En aquest cas, volem definir refl, !, que ha de ser del tipus x = x. Clarament podem
fer-ho amb refl, ! := refl,.

Per tant, per 'aplicaci6 de la induccié de camins, tenim una definicié de p~! per a tot
p:x=y. O

Lema 1.5. Sigui A un tipus qualsevol i x,y,z : A. Llavors existeix una funcié

p = q = Pq
tal que refly - refl, = refly per a tot x : A.
Anomenarem a aquesta funcié composicié d’igualtats.

Demostracié. Per demostrar aquesta proposicio, utilitzarem dues induccions de camins:
una per a p i una per a 4. De manera que suposem x =y =z i p = q = refl,.

Llavors, com que volem definir refl, - refl, : x = x, podem agafar refl, - refl, := refl,.
Per tant, hem demostrat I'existencia de la funci6 i la propietat sobre aquesta. O

Amb aquestes dues definicions i existéncies, ja podem enunciar la resta de propietats.
L'existéncia de 1’element refl a cada igualtat la tenim gracies a la regla d’introduccié de
les igualtats. Com hem esmentat abans, les igualtats de classes d’homotopia corresponen
a igualtats d’ordre superior a teoria de tipus. Llavors, podem veure:

Lema 1.6. Siguin A : U; a,b,c,d : A, p:a=0b,q:b=cir:c=d. Tenim les segiients
propietats:

(i) p=p-reflyip =refl,-p
i) pl-p=reflyip-p' =refl,

i) (p1) " =p

(iv) p-(q-r)=(p-q)-r
Demostracio.

(i) Aplicant induccié de camins a p, és suficient considerar el cas a = b i p = refl,.
Llavors,
refl, = refl, - refl, .

(i)) Apliquem inducci6 de camins a p, considerant 4 = b i p = refl,, obtenint

reﬂ,{1 - refl, = refl, - refl, = refl, .

(iif) Com en els casos anteriors, apliquem inducci6 de camins a p considerant a = b i
p = refl,. Llavors,

(reﬂ,{l)_1 = refl, ! = refl, .
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(iv) Aplicarem induccié de camins a p, 4 i 7, obtenint
refl, - (refl, - refl,) = refl, - refl;, = (refl, - refl,) - refl, . |

Per tant, ja hem vist que efectivament podem associar a cada tipus un co-grupoide, ja
que observem en els tipus la mateixa estructura i propietats que en el cas dels espais topo-
logics. Ara veurem quines implicacions tindra aquesta relacié en la resta del llenguatge.

Finalment, veurem un altre tipus de composicié: la composicié horitzontal. Suposem
que tenim dos elements obtinguts per composicié d’igualtats p; - q1 i p2- g2, on p1 i p2
comparteixen tipus, aixi com g1 i g2. Aleshores, si tenim dues igualtats “horitzontals” a
aquestes, és a dir, « : p; = p2 i B : g1 = g2, podem combinar-les en una sola igualtat
de p1+q1 a p2 * q2. Aquesta ens servira més endavant per a definir transformacions entre
composicions d’igualtats.

Lema 1.7. Sigqui A un tipus qualsevol; x,y,z : A; p1,p2 X =Y, 1,2 Yy =2z a:pp =pa i
B : g1 = q2. Llavors existeix I'operacio

(Pr=p2) = (@=q9) — (p1-01=p2:9)
o > B — x* P

Anomenarem a « * 3 la composicié horitzontal de « i B.

Demostracié. Per a definir la composici6 horitzontal necessitem definir dues composicions
més. Considerem « +» g1 : p1 * 41 = p2 - 41. Demostrarem per induccié de camins sobre &
que aquesta composicié sempre existeix. Suposem p; = p2 i a = refly,. Llavors

reflp, - q1 ;= reflp, g 1 p1- g1 = p1- 1.

Podem aplicar exactament el mateix raonament per definir p, <+ 8 : p2 g1 = p2 * 92
Finalment, podem definir a x B := (a +q1) - (p2 1 B)- O

1.2.2 Les funcions com a functors

Donat que considerem co-grupoides associats a tipus, es natural pensar que els tipus de
les funcions correspondran a functors entre co-grupoides.

Les funcions ens envien elements del tipus del domini a elements del tipus del codo-
mini. Per tal que corresponguin a functors entre co-grupoides, hauran de respectar les
n-igualtats per a tot n.

Amb respectar les igualtats ens referim al fet que, si existeix una igualtat en el tipus del
domini, haura d’existir “la imatge” d’aquesta en el codomini, i ser una igualtat entre les
imatges dels seus extrems. Com en el cas dels tipus, és suficient estudiar igualtats sobre
un tipus A qualsevol, i ens caracteritzaran les n-igualtats sobre (1 — 1)-igualtats. Per tant,
comengarem definint com aplicar funcions a igualtats:

Lema 1.8. Sigui f : A — B una funcid. Per a tot parell x, y : A existeix una operacié

aps: (x =ay) = (f(x) =5 f(¥)),

iamés, peracada a : A tenim apg(refly) = refly ().
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Anomenarem a apy laplicacio de f a igualtats.

Demostracié. Volem definir ap¢(p) : f(x) =p f(x) pera tot p : x =4 y. Per inducci6 de
camins, és suficient considerar el cas x = y i p = refl,. Per tant, com que sabem que
existeix refl¢(y) : f(x) =p f(x), deduim que apy(refly) := refl¢(y). O

Finalment necessitem comprovar la resta de condicions de functorialitat:
Lema 1.9. Siguin f : A —B,g:B—=C,p:x=4Yyiq:y =4 z. Es compleix:
(i) aps(p-q) = aps(p) - aps(q)
(ii) ap;(p!) = aps(p) "
(ili) apg(apf(p)) = apgor(p)
(iv) aPidA(P) =P
Demostracid.

(i) Aplicant inducci6é de camins a p i a g, és suficient considerar el cas x =y = z i
p = q = refl,. Llavors,

apg(refly - refly) = apf(refly) = refly(,) = refl¢ () - refly(,) = aps(refly) - apy(refly).
(i) Per inducci6é de camins amb x = y i p = refly, veiem que
apf((reﬂx)’l) = apy(refly) = refly(,) = (reﬂf(x))f1 = (apf(reﬂx))fl.
(iif) Per inducci6 de camins amb x = y i p = refly, veiem que
ap, (apy(refly)) = apg(refl¢(y)) = refligor)(x) = apgor(refly).
(iv) Com als dos casos anteriors, per inducci6é de camins amb x = y i p = refly, obtenim
apiq, (refly) = refliq(,) = refly. 0

Per tant, hem vist que les funcions es poden associar a functors entre co-grupoides i
respecten l'estructura que hem associat als tipus.

Més endavant, quan presentem estructures complexes, necessitarem aplicar funcions
del tipus base a 2-igualtats. Vegem com fer-ho:

Lema 1.10. Siguin f : A — B; x,y: A; p,q:x =y ir:p =q. Llavors existeix la igualtat
ap}(r) : ap(p) = aps(4)-
Anomenarem a aquesta funcié aplicacid de f a 2-igualtats.

Demostracié. Podem definir aquesta funcié amb 'equacié apj%(r) = apapf(r). Llavors, per

les propietats de ap, tindrem apjzc(reﬂp) = aPay, (refly) = refl O

an(P)'
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1.2.3 Les families com a fibrats

De manera similar a com ens hem preguntat com aplicavem funcions a igualtats, podriem
fer la mateixa pregunta per a funcions dependents. En aquests cas, trobarem que una
funcié dependent f : T],.4 E(x), on E és una familia de A, correspon a seccions d'un fibrat
definit per la familia E en el co-grupoide associat.

El primer dubte amb les funcions dependents és com obtindrem una igualtat de sorti-
da, si a priori les imatges dels extrems de la igualtat poden anar a parar a tipus diferents
de la familia. Per a relacionar les imatges d'una funcié dependent necessitem un nou
concepte: el transport.

Lema 1.11. Siguin E: A — Ui x,y : A. Existeix una funcio
transg: (x =4 y) = (E(x) = E(y)).
Anomenarem a aquesta funci6 transport de p a través de E.

Demostracié. Sigui p : x =4 y. Utilitzem induccié de camins, suposant x = y i p = refl,.
En aquest cas, transg(refly) : E(x) — E(x), i podem definir transg (refly) := idp(). O

Utilitzant el transport podem definir el concepte analeg a l’aplicacié de funcions ordi-
naries a igualtats.

Lema 1.12. Suposem x,y : A, E: A — Ui f : []y.4 E(x). Llavors existeix la funcié

apds: [ transp(p, f(x)) =g, f(y)-

px=ay
Anomenarem a aquesta funci6 aplicacié dependent de f a igualtats.

Demostracié. Per induccié de camins, considerem x = y i p = refl,. En aquest cas, pel
lema del transport sabem que

transg (refly, f(x)) = idgy) (f(x)) = f(x).
Per tant, apd(refly) : f(x) =g(y) f(x), i podem definir-ho com apd(refly) := refl¢(,). O

També podem preguntar-nos com elevar un igualtat al espai total, és a dir, al producte
dependent generat per la familia. En aquest cas, ens trobem un altre ts del transport.

Lema 1.13. Sigui E : A — U; x,y : A; p : x = yiu: E(x). Llavors existeix la segiient
identificacié a y_,. o E(a):

liftp(u,p): (x,u) = (y, transg(p,u)).
Anomenarem a aquesta identificaci6 elevacio de la igualtat p a u.

Demostracié. Per inducci6é de camins, considerem x = y i p = refl,. Llavors com que
transp(refly, u) = u,

podem definir 1ift(u, refly) := refli, ) = (x,u) = (x,u). 0O
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Finalment, plantejarem els analegs a aquests conceptes aplicats a 2-igualtats, com hem
fet per a les funcions, ja que els necessitarem més endavant. El concepte del 1ift dos-
dimensional el definirem en una altra seccid, ja que necessitem un teorema que encara no
tenim.

Lema 1.14. Siguin E : A — U; x,y : Aip,q:x = y. DefinimE : (x = y) — U per
E(u) := apds(u). Llavors existeix

trans? : (p = q) — E(p) — E(q).

Anomenarem a aquesta funci6 transport de 2-igualtats a través de E.

Demostracié. Per induccié de camins, suposem que p = g i r := refl,. Pero llavors podem
definir trans? (refl,) := idg - O

Lema 1.15. Siguin E: A - U; f: [1.aE(x); x,y: A, p,g:x =y ir:p=q. Llavors existeix
la igualtat
apdjzc(r) . transZ(r, apds(p)) = apds(q).

Anomenarem a aquesta funcié aplicacié dependent de f a 2-igualtats.

Demostracio. Definim la funcié amb l'equacié apdjzf(r) = apdapa, (r). A més, per les propi-

etats de apd, tindrem

apdjzc(reﬂp) = apd,q, (refl,) = refl

apdy apds(p) - ]

Lema 1.16. Siguin E: A = U; x,y: A; p,q:x =y ir:p=q. Peratot u: E(x), existeix
transConnectp(r,u) : transg(p, u) = transg(q,u).

Demostracid. Per induccié de camins, suposem que p = q i r = refl,. Pero llavors podem

definir trans? (refl,, u) := reflyransy (pu)- O

1.24 Homotopies i equivaléncies

Fins ara, hem presentat com les igualtats entre elements a la teoria homotopica de tipus
ens indueixen una estructura sobre cada tipus. Ara passem a preguntar-nos com definim
les igualtats o equivaléncies entre funcions i tipus.

Per exemple, donades dues funcions f,g : A — B, podriem considerar la igualtat punt
a punt entre aquestes, és a dir, el tipus [T,.4(f(x) = g(x)). Que relaci6 té aquesta igualtat
amb la convencional f = g? Aquestes preguntes ens portaran cap a 'tinic axioma utilitzat
a la teoria homotopica de tipus: 'axioma d’univaléncia. Comencem per posar noms a cada
concepte i estudiar algunes propietats.

Definici6 1.17. Siguin E : A — U una familia i f, g : [],.4 E(x) dues funcions dependents.
Una homotopia de f a g és una funcié dependent del tipus

f~g=T10f(x) =gx)).

x:A
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Amb aquesta definici6 i les propietats vistes a la seccié anterior podem demostrar la
primera relacié entre les homotopies i les igualtats de funcions.

Lema 1.18. Sigui H : f ~ g una homotopia entre les funcions f,g: A — Bip:x =y. Llavors
tenim

H(x) - apy(p) = ap(p) - H(y)-

Anomenarem a aquesta propietat naturalitat entre homotopies i funcions.

Demostracié. Per inducci6 a p, suposem p = refl, i x = y. En aquest cas tenim

(H(x) - ap,(refly) = apy(refly) - H(x)) = (H(x) -refly() = refly(y) -H(x))
= (H(x) = H(x))

que és cert ja que sempre existeix 1'element refly;(,) : H(x) = H(x). O

Aquesta propietat ens caracteritza a H com a transformacié natural entre les funcions
f,g : A — B considerades functors dels co-grupoides assignats a A i B. Per tant, les
homotopies correspondran a transformacions naturals entre co-grupoides.

Finalment, existeix una funcié que ens permet extreure una homotopia a partir d"una
igualtat:

Lema 1.19. Siguin A i B dos tipus qualssevol i f,g : A — B dues funcions. Existeix la funcio

hap: (f =g) = (f ~ 8) (1.1)

Demostracio. Apliquem inducci6 de camins a p, suposant f = g i p = refl;. En aquest cas
tenim (f ~ f) =14 f(x) = f(x), i per tant existeix

(x = refle(x)) : f ~ f.
Finalment, per induccié de camins amb el cas base donat, obtenim hap. O]

Ara que ja hem vist les principals propietats de les homotopies, podem definir el
concepte d’equivaléncia entre tipus a partir d’aquestes.

Definicié 1.20. Donada una funcié f : A — B, una quasi inversa de f és un producte
dependent

(ga,B): ), (fog~idp)x(gof~ida).

$:B—A

Definicié 1.21. Donada una funcié f : A — B, direm que f és una equivaléncia si compleix

isEquiv(f):( Y. (fog~1d3)> x( Y (hofwidA)>.

$:B—A h:B—A

Definicié 1.22. Siguin A i B dos tipus qualsevol. Definim el tipus de les equivaléncies entre
A1iB com

(A~B): ) isEquiv(f).

f:A—B
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Anem a veure una equivaléncia que després necessitarem, entre el producte d’igualtats
iigualtats de productes:

Teorema 1.23. Siguin E : A — U una familia sobre un tipus A qualsevol, i wo, wq : Y .4 E(x)
dos parells dependents. Llavors existeix una equivaléncia

(wo = wy) =~ )3 transg(p, pro(wo)) = pra(wr).
pipry (wo)—pr (w1)

A més, anomenarem

dproj : (wo = wy) — Y. transg(p, pry(wo)) = pry(wi)
ppry (wo)=prq (w1)

dpair : ) transg(p, pry(wp)) = pry(wy) | — (wo = wq)
p:pr1(wo)=pry (w1)
a les funcions que formen aquesta equivaléncia.
Demostracié. Es pot veure a [Unil3, Teorema 2.7.2., pag. 101]. O

Corol lari 1.24. Siguin A, B dos tipus qualssevol; ag, a1 : A; by, by : B; p:ag=ay,q:bp="0by i
a : (ag,by) = (a1,by). Llavors existeix una equivaléncia

((a0,bo) = (a1,b1)) = ((a0 = a1) x (bo = b1)).

A més, anomenarem

proj : ((ao, bo) = (a1,b1)) — ((a0 = a1) x(bo = b1))
pair : ((ag = aq) x(bo = b)) — ((ao, bo) = (a1, b1))

a les funcions que formen aquesta equivaléncia.

Demostracié. Apliquem el teorema anterior amb la familia constant E : A — U tal que
E(a) :=Bperatota: A. O

Utilitzant aquest teorema, podem definir 1’elevacié de 2-igualtats, per a la qual neces-
sitavem la funci6 dpair.

Lema 1.25. Siguin E: A — U, x,y: A, p,g:x =yir:p=q. Peratot u:E(x), existeix la
identificacié segiient:

1ift2(u,r) s 1ift(u, p) - A(x,u, 1) = 1ift(u,q),
on A(a,b,s) := dpair((refl,, transConnect% (s,b))).
Anomenarem a la funcié definida elevacié de la 2-iqualtat v a u.

Demostracié. Apliquem induccié de camins sobre 7, és a dir, suposem p = g i r = refl,.
Obtenim

A(x,u,refl,) = dpair((refl,, transConnect? (refl,, b))) = dpair((refls, reflyrans, (pu)))

i per tant 1ift% (u, refly) := refly ;¢ O

u,p)



1.2 Teoria homotopica de tipus 25

Arribats a aquest punt, tal com ens ha passat amb les homotopies i les igualtats apli-
cades a funcions, voldrem trobar quina relaci6 hi ha entre les equivaléncies i les igualtats
de tipus. Comencem per veure que existeix una funcié que, donada una igualtat de tipus,
ens retorna una equivaléncia:

Lema 1.26. Siguin A i B dos tipus arbitraris. Existeix la funcio

idtoeqv: (A =y B) — (A~ B)

p — (transiqy(p), P) (1.2)

on P és una demostracio del fet que transiq, (p) és una equivaléncia entre A i B.

Demostracié. Donada una igualtat p : A =y B, sabem que existeix la funcié f(p) :=
transiq, (p), que és el transport de p a traves de la funci6 idy : U — U amb equaci6
idy(A) := Aperatot A:U.

Volem trobar P : isEquiv(f(p)). Per induccié de camins, es suficient considerar el cas
A =Bip=refly. Llavors,

f(refly) = transiq(refly) = idjq (a) = ida

i en aquest cas f(refly) és una equivaléncia, ja que trivialment id4 és la seva propia
quasi inversa. Finalment, obtenim la demostracié P : isEquiv(f(p)) com a resultat de la
induccié de camins sobre el cas reflexiu anterior. O

Llavors, volem veure que aquesta funci6 és en realitat una equivaléncia. La teoria de
tipus que hem definit fins ara és insuficient per a demostrar-ho. Per tant, ho imposarem
mitjangant 1’axioma d’univaléncia de Voevodsky.

Axioma 1.27 (Univalencia). Siguin A, B : U tipus qualssevol. La funcié (1.2) és una equivalén-
cia, és a dir,
(A=yB)~(A~B).

Anomenarem univalence a la quasi inversa de idtoeqv.

Utilitzant I'axioma d’univalencia, podem demostrar una relacié més forta entre igual-
tats de funcions i homotopies. Concretament, podrem definir la inversa de la funcié hap i
veure que aquestes formen una equivaléncia.

Teorema 1.28 (Extensibilitat de funcions). Siguin A i B dos tipus arbitrarisi f,g : A — B
dues funcions. La funcié (1.1) és una equivaléncia, amb quasi inversa

funext: (f ~g) = (f =9).
Demostracié. Vegeu [Unil3, Teorema 4.9.5., pag. 179]. O

1.2.5 Proposicions simples i conjunts

Fins ara hem vist que els tipus es comporten com a co-grupoides. Perd podem trobar
certes subclasses de tipus que no tenen cap informaci6 rellevant a partir d’un cert nivell
de la successi6é d’igualtats com a oo-grupoides.
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Obtindrem aquestes subclasses a partir d’exigir que un nivell de la successi6 de tipus
sigui discret. Comencem demanant la condicié més forta en quant a discretitzacié: con-
siderant tipus amb un sol element llevat d’igualtats. Aquesta propietat esta relacionada
amb els espais contractils de topologia classica, on un espai topologic és contractil quan
podem deformar-lo continuament en un punt.

Definicié 1.29. Direm que un tipus A és contractil si compleix

isContr(A):=) ] (a =x).

a:Ax:A

Als tipus contractils també els anomenarem (-2)-tipus. Donat P : isContr(A), anomena-
rem a pry(P) = a un centre de A.

La segtient subclasse que podem definir és la de les proposicions simples. Aquests
tipus tenen el mateix funcionament que les proposicions en teoria de conjunts. A diferen-
cia dels tipus contractils, poden estar habitats o no. Perd de manera similar als anteriors,
si estan habitats, compleixen que els seus elements son iguals llevat d’igualtats d’ordre
superior. Amb qualsevol tipus que sigui una proposicié simple, saber quin element tenim
exactament no ens aporta cap informacié, ja que tots sén equivalents.

Definicié 1.30. Direm que un tipus A és una proposicié simple si compleix

isProp(A):= [[ (x =y).
XA

També ho anomenarem (-1)-tipus.

La logica generada per la interpretacié de proposicions com a tipus té algunes propi-
etats que no encaixen amb la que teniem a teoria de conjunts. Per a obtenir una logica
similar, podriem restringir-nos a interpretar com a proposicions només els tipus que siguin
proposicions simples. Pero llavors, podrem utilitzar els mateixos tipus com a connectives
logiques que els vistos a la interpretacié anterior? La resposta és si, llevat del producte de-
pendent, que necessita una petita modificacié per a ser una proposicié simple. No veurem
aquests resultats en aquest treball; per a qualsevol consulta es poden trobar a [Unil3].

Finalment, podem definir que un tipus sigui un conjunt. Utilitzarem la segiient dis-
cretitzaci6 en aquesta escala. En comptes de discretitzar elements, ho farem amb igualtats
entre elements. Per tant, definirem un conjunt com un tipus on totes les igualtats entre
dos elements sén iguals, llevat d’igualtats d’ordre superior. Aquest concepte correspon a
espais topologics discrets, on no trobem connexions no trivials entre punts.

Definicié 1.31. Direm que un tipus A és un conjunt si compleix

isset(A):= [[ [ (p=9)-

YA PAX=Y
També anomenarem 0-tipus als conjunts.

En I'altim capitol presentarem una generalitzacié d’aquests conceptes, els n-tipus, jun-
tament amb el seu analeg en homotopia classica.



Capitol 2

Tipus inductius d’ordre superior

Tal com vam plantejar en els objectius d’aquest treball, volem ser capagos de definir objec-
tes topologics classics com 'ampolla de Klein. Ara que ja hem descrit la teoria homotopica
de tipus, la segiient qiiestié a plantejar-nos és: com definim analegs d’objectes topologics?
En aquest capitol, presentem un dels métodes més comuns en la definicié6 de nous
tipus. Després, veurem la seva generalitzacié basada en la teoria homotopica de tipus.
Per acabar, aprofitarem aquestes noves eines per definir alguns conceptes topologics
com el tor o la circumferencia, i veurem com demostrar propietats basades en aquests.

21 Tipus inductius

Com hem vist al capitol anterior, la definici6 de nous tipus pot ser feixuga, ja que hem
d’especificar moltes regles. Perd en alguns casos podem “generar” nous tipus a partir
d’uns “constructors”. En aquesta seccié presentarem un metode de generacié de nous
tipus que anomenarem tipus inductius.

Per a poder parlar de tipus inductius, necessitem formalitzar certs conceptes. Comen-
carem per definir el concepte de “constructor”. Si A és un tipus qualsevol, un constructor
de A és un element de A o una funcié estrictament positiva amb codomini A. Anome-
narem element constructor i funcié constructora respectivament als dos possibles tipus de
constructors. Observem que, en el cas d'una funcié constructora, aquesta sempre ens
donara elements de A a l’avaluar-la, per la condicié que el codomini sigui A.

A més, necessitem formalitzar el concepte de “generar”. Donat un tipus A qualsevol,
direm que A esta generat lliurement per una llista de constructors si cada element de A
és igual per definicié a un element constructor o a la imatge d’una funcié constructora
avaluada.

Utilitzant tots dos conceptes, definim tipus inductiu com un tipus generat lliurement
per una llista de constructors. Per tant, per definir un nou tipus inductiu hem de donar
una llista de constructors.

Observem que aquest metode de definicié de tipus ens exposa directament les regles
de formaci6 i introduccié dels tipus que definim. A continuacié veiem alguns exemples
per familiaritzar-nos amb el concepte.

27
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Comencem pels tipus inductius més trivials, que sén els que només tenen elements
constructors. Per exemple, considerem el tipus 1, que com hem definit al capitol anterior,
és el tipus d’un sol element *. Aquest tipus esta generat lliurement pel segiient construc-
tor:

*: 1

Un altre exemple senzill és el del tipus de dos elements 2, generat pels constructors

0p:2,
12:2.

Observem que, tal com hem definit la generaci6 lliure, els tipus creats utilitzant exclu-
sivament elements constructors no podran tenir més elements que els que definim, com
veiem en els dos casos anteriors.

Passem a presentar un exemple més interessant i que encara no haviem definit: els
nombres naturals. La definicié dels nombres naturals com a tipus inductius segueix un
patré molt similar als axiomes de Peano. Definim el tipus dels nombres naturals IN amb
dos constructors:

0: 1IN,
succ: IN — IN.

Aquest és el primer exemple que veiem d’un tipus inductiu amb funcions constructo-
res, i a més és un tipus inductiu recursiu, és a dir, alguna de les seves funcions accepta
com a arguments elements del mateix tipus que definim. Com que N és un tipus inductiu,
qualsevol element seu sera 0 o la imatge d’avaluar la funcié succ en un element de IN. Per
tant, com que només hi ha un cas base i una funcié constructora recursiva, els elements de
N seran generats formant una successié. Anomenarem els elements de la successié6 amb
els seus noms habituals:

0, 1 := succ(0), 2 := succ(succ(0)), 3 := succ(succ(succ(0))), ...

Per veure com extreure els principis de recursié i induccié de tipus inductius, ens
centrarem en els tipus 21 IN, ja que dels exemples anteriors sén els que no hem descrit en
el primer capitol.

Comencem pel principi de recursié de 2. Per definir una funci6 f : 2 — C amb
codomini un tipus qualsevol C necessitem escollir dos elements cy i ¢; de C. Llavors, la
funci6 es defineix de manera que compleixi f(0z) :=co 1 f(12) := ¢3.

Pel que fa al principi d’induccié, donada una familia E : 2 — U, per a definir una
funcié dependent f : [],., E(x) necessitem escollir dos elements ey : E(02) i e; : E(17).
Llavors, queda definida la funci6 f tal que f(02) :==ep i f(12) := e1.

Aplicant el principi anterior si E és una proposicid, obtenim el classic raonament per
casos, on, donada una proposicié amb dos casos possibles, podem demostrar-la donant
una demostracié per a cadascun dels casos.

Ara que ja hem vist com deduir els principis d’eliminacié en un tipus inductiu simple,
vegem-ho en un cas amb funcions constructores com és el cas de IN. El principi de recursié
per a IN coincideix amb el concepte classic de successié de nombres naturals, que es
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defineixen a partir d’'una recursi6. Aquest fet no és a l'atzar: el nom de principi de
recursié ve donat a partir d’aquest cas amb els nombres naturals.

Enunciem el principi de recursié. Donat un tipus qualsevol C, volem definir una funcié
f :IN — C. Per fer-ho, necessitem escollir un element ¢ : C i una funcié ¢; : N — C — C.
Llavors, existeix una funcié f : IN — C tal que per a tot n : IN

f(0) = co
f(succ(n)) :=cs(n, f(n)).
En el cas del principi d'inducci6, considerarem una familia qualsevol C : N — U. Si

escollim un element ¢y : C(0) i una funcié dependent c; : [T,y C(1n) — C(succ(n)), llavors
existeix f : [T, C(n) tal que

£(0) := co
f(succ(n)) :=cs(n, f(n)).

El principi d’induccié dels nombres naturals és equivalent a la demostraci6 per induc-
ci6. L'element i la funcié que hem d’escollir per a utilitzar el principi sén el cas base i la
demostracié del cas n 41 a partir del cas 7.

En general, gracies a la condicié que les funcions constructores han de ser estrictament
positives, existeix un algoritme que ens permet deduir els principis de recursié i d'induc-
ci6 a partir dels constructors. Aquest algoritme no és simple: en el llibre base d’aquesta
teoria [Unil3] no el donen explicitament perque justifiquen que és massa técnic. En canvi,
fomenten l'aprenentatge intuitiu a partir de molts exemples explicats detalladament. En
aquest treball hem seguit el mateix procediment.

2.2 Tipus inductius d’ordre superior

Una de les limitacions dels tipus inductius és que només ens permeten generar elements
del mateix tipus que definim. En el cas de la teoria homotopica de tipus, podriem voler
definir un tipus especificant no només els seus elements, sin6 els elements de les identifi-
cacions que formen l'estructura de co-grupoide.

Aquesta generalitzaci6 rep el nom de tipus inductius d’ordre superior, i és un dels pilars
basics de la teoria homotopica de tipus. La definicié d’un tipus inductiu d’ordre superior
sera igual a la d’un tipus inductiu ordinari, amb 1’excepcié que es permeten constructors
que generin elements en els tipus de les igualtats al damunt del que construim. A més, els
constructors passen a ser una llista ordenada i poden utilitzar elements definits per altres
constructors.

Com en el cas dels tipus inductius, posarem la restriccié que les funcions constructores
hauran de ser estrictament positives. A més, necessitarem afegir una nova condicié. Per a
cadascun dels costats de cada igualtat, aquesta només pot tenir un element constructor o
igualtat constructora definida anteriorment, o una expressié formada per una combinaci6
de construccions prévies aplicades a operacions que formin una transformacié natural
respecte a les funcions constructores. Aquesta condici6 és molt complicada de justificar, i
el llibre principal del camp [Unil3] diu que queda fora del seu abast.
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A la practica, sabem que la concatenaci6 de camins és preservada per totes les funcions
de la teoria homotopica de tipus. Per tant, podrem utilitzar-la. Aquesta és 1'inica operacié
que necessitarem aplicar als costats de les igualtats.

Per acabar d’assimilar el concepte, vegem un exemple amb la circumferéncia. Podem
definir la circumferéncia com a tipus inductiu d’ordre superior de la manera segtient:

Definicié 2.1. La circumferéncia S! és un tipus inductiu d’ordre superior generat pels cons-
tructors:
base : S!,

loop : base =g1 base.

Interpretem aquesta definici6. Si imaginem les igualtats com a camins topologics,
estem definint la circumferéncia mitjangant un punt base que pertany a aquesta, i un cami
que pertany a 'espai de llagos sobre aquest punt base.

Continuant amb la descripcié de S!, enunciem el seu principi de recursié. Per a definir
una funcié f de la circumferéncia a un tipus C qualsevol, escollim un element c : C i un
p : ¢ =c c. Llavors, es defineix la funci6 f : S! — C de manera que

f(base) =c
o apf(loop) =p.

Tal com feiem amb els tipus inductius, definim la imatge de I’element constructor base
de S! mitjangant una igualtat per definici6.

En canvi, no podem aplicar f directament a I’element constructor loop de base =g1 base,
ja que f té domini S'. Llavors, aplicarem f a la igualtat loop utilitzant 1'operacié aps.
Recordem que aquesta operaci6 existeix sempre per a tota funcié f i igualtat d’elements
del domini d’aquesta.

A més, en comptes d’igualar per definicié ap(loop) a p, s'utilitza una igualtat propo-
sicional. Aquest fet és degut a la formalitzacié utilitzada per a demostrar la consistencia
dels tipus inductius d’ordre superior.

Amb el principi de recursié, podem comencar a analitzar les conseqiiencies la definicié
donada per la circumferéncia. Com el tipus base =g1 base és una igualtat, sempre té un
element refl,., i una operacié de composicié de camins. Per tant, és prudent comprovar
que el llag loop no és igual al cami trivial refl,,;,. Veiem que aquests dos camins sén
diferents:

Proposici6 2.2. Siguin base i loop els elements definits als constructors de S'. Llavors

loop # reflyys, -

Demostracié. Per a demostrar una desigualtat, suposarem la igualtat i arribarem a contra-
diccié. Suposem loop = refly,s. Sigui A un tipus qualsevol, x : Aiun cami p : x = x.
Llavors existeix una funcié f : S' — A definida per f(base) := xia : ap¢(loop) := p. Per
tant, tenim

p= an(lOOp) = apf(reﬂbase) = refl, .
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A partir d’aquesta equacié deduim que per a tot tipus A totes les identificacions sobre
aquest son trivials. Aquest fet implica que tots els tipus sén conjunts, pero podem veure,
per exemple, que 1'univers mai no ho és.

Per demostrar-ho, necessitem trobar un conjunt A amb un cami p : A = A que no sigui
igual a refl 4. Escollim A := 2 i definim una funci6 f : A — A amb equacions f(0;) := 1,
1f(12> = 02.

Llavors, per a tot x : A obtenim H(x) : f(f(x)) = x per definici6 de f. Per tant, f és
una equivaléncia i la seva propia quasi inversa. Aplicant ’axioma d’univaléncia obtenim
p :=univalence(H) : A = A.

Per demostrar que p no és igual a refl 4, suposem que sén iguals. Llavors, per l'axioma
d’univaléncia f sera igual a la funci6 id4, que implicaria 1, = 0,, i per tant, hem arribat
a una contradiccio.

Finalment, hem trobat un conjunt 2 amb un cami univalence(H) : A = A que no és
igual a refl 4. Per tant, I'univers mai no sera un conjunt. Aquest fet contradiu que tots els
tipus siguin conjunts, i obtenim que loop # refl,,,,, com voliem veure. O

Per tant, sabem que loop és un element no trivial i existeixen els segilients elements
possiblement no trivials del tipus base =g base:

..., loop™ - Toop™t, loop™!, reflyy,, loop, loop - loop, ...

Evidentment, sabem per teoria d’homotopia que el conjunt de les classes d’homotopia
de llagos sobre un punt de la circumferéncia admet una estructura de grup isomorfa a Z.
Utilitzant la definicié de la circumferéncia com a tipus inductiu d’ordre superior, és pos-
sible demostrar que el grup fonamental d’aquesta és Z. En aquest treball no enunciarem
aquest resultat perqué necessitariem nous conceptes com la definicié de grup fonamental,
d’espai de llagos i de truncament de tipus.

Una de les principals preocupacions en definir un nou tipus inductiu és si hem caracte-
ritzat el tipus que voliem exactament. Aquest dubte es veu amplificat amb la complexitat
dels tipus inductius d’ordre superior. En el cas de la circumferencia, la demostracié que
acabem de mencionar del fet que el seu grup fonamental sigui Z és una evidencia molt
forta de qué la definicié construeix el que entenem per circumferéncia en teoria classica.
En la resta de definicions de tipus inductius d’ordre superior, també intentarem buscar
caracteritzacions que ens confirmin les propietats que esperem de les construccions.

Per acabar la descripcié de la circumferéncia, necessitem donar el seu principi d’in-
duccié. Aquest principi no sera tan facil com en el cas de la recursié. Suposem que volem
definir una funcié dependent f : [],.q1 E(x) a partir d'una familia E : S — U. Clarament,
per a l’element base, voldrem elegir un element b : E(base), i imposarem 'equacié

f(base) :=b.

De manera similar amb les funcions, les complicacions arriben amb la imatge de loop.
L’aplicaci6 de funcions dependents a igualtats sera definida mitjangant I'operador apd. Per
tant, una definici6 natural de la imatge de la igualtat loop a través d"una funcié dependent
f seria I'equaci6

apd(loop) :=1,
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on [ és la imatge que elegim per a loop. Llavors ens trobem amb la pregunta: de quin tipus
hem d’elegir [? Clarament, si ha de ser igual proposicionalment a apd(loop), hauran de
compartir tipus. Com hem vist en el capitol anterior, el tipus de apd f( loop) és

apd(loop)) : (transg(loop, f(base)) = f(base)) = (transg(loop,b) =b),

d’on deduim que podrem escollir [ : transg(loop,b) = b.
Un cop hem deduit tots els detalls del principi, podem enunciar-lo integrament. Do-
nats una familia E : ' — U i

b : E(base),
I: transg(loop,b) = b,

existira una funci6 dependent f : [],.q1 E(x) tal que

f(base) :=b,

a:apdg(loop) :=1.

El cas general dels tipus inductius d’ordre superior és un tema de recerca actual. Per
tant, donar un algoritme per a deduir els principis de recursié o d’induccié queda to-
talment fora de 1’abast d’aquest treball. Com en el cas dels tipus inductius, intentarem
transmetre intuitivament el procediment amb els exemples que desenvoluparem.

2.2.1 La definici6 del tor

En aquesta secci6 definirem el tor com a tipus inductiu d’ordre superior. La definici6 és
semblant a la de la circumferencia i es defineix a partir d'un resultat classic del tor: els
llagos estrictament “latitudinals” i els estrictament “longitudinals” commuten.

Aquesta definicié i els seus principis de recursi6 i inducci6 sén els que presenta So-
jakova en els seus articles [S0j14; So0j15]. En aquestes referencies no es donaven tots els
detalls que donarem a continuaci6, ja que era un article destinat a un public ja format en
teoria homotopica de tipus. Intentarem especificar tots els passos necessaris per arribar a
entendre les deduccions dels principis.

Definicié 2.3. Un for T? és un tipus inductiu d’ordre superior generat pels constructors

b:T?,
p:b=b,
g:b=0,
tiprq=gq-p.

Per deduir el principi de recursié trobarem més dificultat que en el cas de la circum-
fereéncia, a causa del fet que un dels constructors és una 2-igualtat que utilitza composicié
d’igualtats. A més, per primer cop notarem els efectes negatius del fet que les identificaci-
ons entre identificacions sén proposicionals i no igualtats per definicions. Aquests fets ens
obligaran a utilitzar unes transformacions entre la igualtat que elegim i la que assignem a
la imatge.
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Considerem

apComp : rb[_b(apf(u -v) = aps(u) - aps(v)),

que és una instancia de la propietat demostrada al lema 1.9.

Comencem a deduir el principi considerant un tipus C qualsevol. Volem definir una
funcié f : T2 — C. De manera similar a la circumferéncia, triarem un punt b’ : C i dues
igualtats p’,q’ : b’ = b'. Assignarem les imatges dels constructors amb les equacions

f(b) =V,
p:ap f(P) r,
v:aps(q) = q'.

Llavors, només ens queda saber quin tipus d’igualtats podem escollir com a imatge de
t, i com escrivim la seva equaci6. Sabem que 1'operaci6 amb la qual aplicarem f a t sera
ap}(t) s aps(p - q) = ap(q - p)- 2.1)

Anomenarem #’ a la igualtat que elegirem com a imatge de ¢. Encara no sabem de quin
tipus sera t/, perd, com que sera una 2-igualtat de C, haura de ser una igualtat entre
camins construits a partir de p’ i 4’. El tipus de (2.1) encara no compleix els requisits de ¢/,
pero podem transformar-lo perqueé ho faci. Llavors tenim les igualtats segiients:

apComp(p,q) : aps(p - q) = aps(p) -aps(q)  apComp(q,p) : aps(q - p) = aps(q) - aps(p)
wxp:app(p)-ape(q) = p' -4 pra:app(q)-aps(p) =4 -p'

Observem que amb aquestes equacions hem obtingut una manera de transformar ele-
ments de la igualtat de la imatge de t a elements construits amb p’ i . Per tant, donat un
element t' : p' - q' = ¢’ - p/, podem definir la imatge de t mitjangant I’equaci6 segiient:

ap7(t) :== apComp(p,q) - (axp) - - (B*a)™" - (apComp(q, p))~!

A més, podem simplificar ’equaci6 definint S(uy, up, d1,6,) = apComp(u1,up) - (d1 % 52).
Substituint, obtenim ap%(t) :=S(p,q,a,B)-t' - (S(q,p,Ba)) "

Finalment, podem enunciar el principi de recursi6 complet. Considerem un tipus
qualsevol C. Si escollim

v:C,
/ . b/ — b/,
Zl . b/ — b/
.,/ ! 4 /
tep-q=9q-p,
llavors existira una funcié f : T> — C definida per
f(b)=b
wapy(p) =1,

)

)
an(ﬂ): ’
©: ap}(t) = S(p,q,a, ) - ' - (S(q,p, B,a)) 7,
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on S(ul, Up, 01, (52) = apCOmp(Lll, uz) . ((51 *52).

Ara que ja hem deduit el principi de recursi6, presentarem les eines que utilitzarem
per al d'induccié.

Lema 2.4. Suposem x,y,z: A;E: A — U; p:x=yiq:y =z Llavors és certa la propietat

transComp(p, q) : transg(p - q, f(x)) = transg(q, transg(p, f(x))).

Demostracid. Per doble induccié de camins, considerem el cas x =y =z i p = q = refl,.
En aquest cas tenim

transg(refly - refly, f(x)) = transg(refly, f(x)) = f(x)
transg(refly, transg(refly, f(x))) = transg(refly, f(x)) = f(x)

i podem escollir transComp(refly, refly) := reflf (). O

Lema 2.5. Sigui E: A — U, f: 1. aE(x); x,y,z: A; p:x =yiq:y =z Llavors, existeix la
igualtat

apdComp(p, q) : apd¢(p - q) = transComps(p,q) * @Prrans,(q) (aPdf(P)) - apd(q).
Demostracid. Per doble induccié de camins, considerem x =y =z i p = g = refl,. Llavors
transComp (refly, refly) = refl¢(),
aPrranse (refl,) (2pdf(refly)) = apsqy  (refly(y)) = refly(y),
i substituint en la igualtat obtenim
apd (refly - refly) = apdy(refly) = refl¢ ()
transConp, (refly, fefly) - aPyzansy (ref,) (apd (refly)) - apd (refly) = refl
Aixi podem definir apdComp (refly, refly) := reflen ) O

Lema 2.6. Considerem E: A — U; f :[L.aE(x); x,y: A, p,g € x=yir:p=gq. Llavors es
compleix

e1inTrans2; (1, p) : trans} (7, apdy(p)) = (aBuranse(. () (1) "+ aps(p).
Demostracid. Per induccié de camins, suposem que p = g i r = refl,. Obtenim
trans%(reﬂp, apd(p)) = idgrans, (p,f(x))=f(y) (@PAf(P)) = apds(p)
(aptransE( f(x ( re P)) B apdf( ) = (reﬂtransE (p.f(x )))_1 : anf(P)

Tornem a aplicar induccié de camins pero a p i és suficient suposar x = y i p = refl,. Pero
en aquest cas tenim

apd (refly) = refly(y)
(reﬂtrans;g(reﬂx,f(x)))il - apd(refly) = reﬂf(x)’l ~refly () = refly(y

Per tant, podem definir el cas base com elimTrans2 f(reﬂr, reﬂp) = refleq ) O
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Comencem a deduir el principi d’induccié. Sigui E : T> — U una familia qualsevol.
Volem definir una funci6 dependent f : [],.4 E(x). Escollirem i assignarem les imatges de
b, p i q igual que amb la circumferéncia. Es a dir, escollim

b’ : E(b),
p': transp(p,b') =V,
q' :transg(q,b') =10,

i els assignem de la manera segiient:

f(b)y=Vv,
a:apde(p) =p,
B:apds(q) =4

Llavors, només ens queda saber com escollir i assignar la imatge de f, que anomenarem
t'. Sabem que
apd}(t) : transi(r,apds(p - 4)) = apds(q - p).
Pero tal com ens passava amb el cas del principi de recursié del tor, com que f esta
formada a partir de concatenacions, no podem escollir una #’ del mateix tipus de apd}(t)
i que depengui de p’ i q'. Llavors, trobarem una transformacié a partir d’igualtats fins a

arribar a una expressi6 formada per p’ i 4’.
Definim les expressions

(aptransE (0" (t))il

tr ansCompf(ul,uz) 3Ptrans (1y) (Ul) %)

Ag(t) :

By (u1,uz,v1,02) :
&) :

)

Cf(ulf Uz, &1, &2 transCompf(ul,uz) apaptransE(uz) (1) * az
Crlu, up, a1, a2) = anCOmPf(MLMz) Cr(uq, up, a1, a2)
i mitjangant les expressions i els lemes anteriors podem veure que

elimTrans2¢(t,p-q) : trans?(t, apdf(p 7)) = Ag(t) -apdf(p-q)

apdComp((p,q) : apds(p - q) = Bf(p, q, apds(p), apds(q))

apdCompy(q, p) : apds(q - p) = Bf(q, p, apds(q), apds(p))
Cr(p.q.a,B) : Br(p,q, apds(p), apdf(q)) = Br(p,q,p'.q')
Cr(q,p,B,a) : Bp(q,p, apds(q), apds(p)) = Bs(q,p.q, p').

Llavors, si escollim
t Ap(t) - Be(p.g.p'.q") = Bela,p.q', '),
podem escriure 'equacié de t com

apdj%(t) '= elimTrans2¢(t,p-q) - (reﬂAf(t) *Cr(p,q,a,B)) - . (Cr(q,p, ﬁ,oc))._l
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Ara que tenim tots els detalls, podem enunciar el principi d’inducci6é del tor. Sigui
E:T? — U una familia qualsevol i f : [T,.;2 E(x) la funcié dependent que volem definir.
Donats

b :E(b),
p': transg(p, V') =V,
:transp(q,b') =V,
" Ag(t) - Br(p,q. 0 q') = Br(g, p.q' p'),

existeix f : [T,.m2 E(x) definida per

f(b
a:apdg(p
B:apds(q

Q: apd2 (t

7

/

)
)
)
)= ellmTranSZf(tp q) - (vefly, 1) *Cr(p,q, B,7)) - '+ (Cpla, p, 7, B)

on

Af(t) :

Bf(ull Uz, 01, UZ) =

-1
(aptransE )(t)> ’
tr ansCompf(ul, uz) APtrans (i) (01) < U2,

Cr(uy, up, a1, a2) := apdCompf(u1, up) - (reﬂtransCompf(ulruz) *3Pap, o) (le)> .

2.2.2 Equivalencia entre el tor i el producte de dues circumferéncies

Com hem esmentat en els apartats anteriors, en el cas de la circumferencia hi ha evidencia
que la definicié donada és correcta, ja que compleix les propietats que esperariem, com
que el seu grup fonamental és Z. En el cas del tor, necessitariem veure que compleix
alguna propietat caracteristica per a justificar que la definici6 sintética que hem donat és
consistent amb la classica.

Donat que confiem en la nostra definicié de S!, una opcié és demostrar I'equivaléncia
entre el tor i el producte de dues circumferencies, que és un resultat molt conegut de
topologia. Ara presentarem la primera part de la demostraci6, que és I'equivalencia logica
entre aquests dos objectes. Una equivaléncia logica sén dues funcions entre dos objectes,
una en cada sentit.

Proposici6 2.7. T2 i S' x S! sén logicament equivalents. Es a dir,
(T? — 8! x 81 x (8! x 8! — T2).

Demostracié. Comencarem definint la funcié G : T? — S! x S!. Pel principi de recursié
del tor, escollim
(base, base) : gl x gl
pair(refly,g., loop) : (base, base) = (base, base),
pair(loop, refly,s.) : (base, base) = (base, base),
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que seran les imatges de b, p i q respectivament, mitjancant les equacions

G(b) = (base, base),
aG :apg(p) = pair(reflys, loop),

Bc : apg(¢) = pair(loop, reflys,).

Només ens queda escollir la imatge de t, la qual sabem que tindra un tipus de la forma

D: H (pair(rEflbase/ "‘) 'Pair(“/ reﬂbuse)) = (pair(“/ reﬂbase) 'Pair(rEfllzaser ‘X))
w:base=base

i per tant ’element que volem trobar seria ®(loop).
Pero si apliquem induccié de camins a ®, suposem « = refl,,,.. En aquest cas,

(Pair(reﬂbaser reﬂbase) 'Pair(reﬂbaser reﬂbase)) = (pair(reﬂbaser rEﬂbase))

i podem escollir @ (refly,s,) := refl Per tant, existeix ®(loop) i queda
definit per inducci6é de camins.

Finalment, podem escriure 1'tiltima equaci6 del principi de recursié:

pair (rEHbaser reﬂhase ) :

©®:ap}(t) = S(p,4, a6, Bc) - P(loop) - (S(q,p, fc,ac)) ",

on 8(111,112,51,52) = apComp(ul,uz) . (51 * 52).

Ja hem definit la primera funcié, i per tant ens queda definir F : S! xS! — T2. En
comptes de definir directament F, definirem F~ : S — S! — T?, i extreurem F a partir
d’aquesta.

Aplicant el principi de recursié de la circumferencia, definim f : S! — T? mitjancant
les equacions

ag:aps(loop) = p.

Per a definir F~, necessitarem donar un cami entre funcions com a imatge de loop.
Per fer-ho, utilitzarem les construccions que hem donat a 'apartat 1.2.4. En particular,
definirem una homotopia H : f ~ f, i després aplicarem funext per a obtenir la igualtat
que volem. Comencem per definir H : f ~ f = [].q1(f(x) = f(x)).

Per induccié de la circumferencia, assignarem H(base) := ¢, i ens queda donar la
imatge de loop. Sigui E(z) := (f(z) = f(z)). Per a definir-ho necessitem un parell de
propietats que podem definir facilment per induccié de camins:

e Peratotu:a=>b,v:b=d, w:a=c,z:c=d, tenim

Tw.z=0).

ZT:(u-v=w-z) = (u
e Peratots:x=yiu: f(x)= f(x) existeix

T (s,u):transg(s,u) = apf(s)_1 “ 1+ apg(s).



38 Tipus inductius d’ordre superior

Finalment estem preparats per definir

r:=T(loop,q) -1 ((ocf srefly) « £+ (refly * (xf'l)> : (transg(loop,q) = q),

ila igualtat dp : apdy (loop) = .
Llavors, definim F~ : §! — S! — T2 pel principi de recursi6 de la circumferéncia,
mitjancant les equacions

ap- :app- (loop) = funext(H).

Finalment, definim F : 8! x §! — T2 com

F((base, base)) = F~ (base, base) = b,

ap¢(loop) = p,

=hap(apr- (loop), base) = g,

)
ar : app(pair(refly,,, loop))
ﬁF : apF(pair(ZOOp, reﬂbase))

)

v : app(pair(loop, loop)) = apdpap(ap,— (100p)) (100P) =T,

on les primeres igualtats es poden demostrar per induccié de camins i les segones de Sr
i vr venen donades per apy,,(ar-) : hap(apg-(loop)) = H, ja que hap és la quasi inversa
de funext. O

La segona part de la demostracié és la més extensa de l’article: ocupa unes 12 pagines.
Per tal de no excedir-nos amb l’extensi6é del treball, ens limitarem a citar-la. En aquesta
part, Sojakova demostra que les funcions que hem definit en la proposicié anterior formen
una equivaléncia.

Proposicié6 2.8. T2 i 8! x 81 s6m equivalents. Es a dir,
T? ~S! xS,
Demostracié. Es pot consultar [Soj15, Section 5]. O

Per tant, acabem de veure una caracteritzacié del tor que avala la nostra definicié. A
més, demostrant 1’equivaléncia logica hem vist com definir funcions des del tor utilitzant
el principi d’induccié.



Capitol 3
Recobridors

En aquest capitol presentarem els espais recobridors i els n-tipus a la teoria homotopica de
tipus i demostrarem les propietats que ens relacionen aquests dos conceptes. Tot seguit,
definirem sinteticament 1’ampolla de Klein en teoria homotopica de tipus i presentarem
els nostres avengos en relaci6 al problema (1. 1).

3.1 El concepte de recobridor

A topologia es defineix un espai recobridor d'un espai topologic X com un un fibrat
f:C — X amb fibra discreta. En aquesta secci6 es presenta la definicié analoga en teoria
homotopica de tipus, seguint els articles [HH18; Houl3]. Considerem Set el tipus de tots
els conjunts.

Definicié 3.1. Un espai recobridor d’un tipus A és una familia de conjunts indexada per A,
és a dir, una familia P : A — Set.

Definici6 3.2. Un espai recobridor puntejat és un espai recobridor P d’un tipus A on existeix
un punt distingit a de A i un altre b de la fibra P(a).

En aquestes definicions, I’espai total de P, és a dir, }_,.4 P(x), correspondria al conjunt
C de la definici6 classica en topologia. Per a tot a : A, cada tipus P(a) correspondra a una
fibra, i per tant a f~!(a) en la definicié classica. En aquesta interpretacio, 'enunciat que
les fibres siguin discretes equival a la propietat que cada fibra sigui un conjunt en el sentit
de la teoria homotopica de tipus.

Per tant, podriem il-lustrar un recobridor a teoria homotopica de tipus com:

fi(CuaPx) = A

w — pry(w)

Per als resultats de la seccié segiient sobre elevacions de recobridors, necessitem definir
el concepte de n-tipus. Per tal de definir els n-tipus, necessitem una successi6 similar als
nombres naturals perd que comenci per -2:
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Definici6 3.3. N’ tal que
-2: 1IN/,
succ’ : N’ — IN'.

Per simplificar la notacié anomenarem n + 1 := succ’(n), per a tot n : IN'. Veurem que
IN’ és un tipus equivalent als naturals perd amb punt base a -2. D’aquesta manera, podrem
utilitzar tots els resultats vists pels naturals, a partir de les funcions de I’equivaléncia.

Lema 3.4. N ~ N’

Demostracié. Definim les funcions f : N — IN" i g : N’ — IN amb les equacions

f(0):=-2, iperatotn:IN, f(succ(n)) :=succ'(f(n))
¢(-2):=0, iperatotn’: IN’, g(succ’(n')) := succ(g(n’))

Per demostrar l'equivalencia, veurem [T,.n(g(f(n)) = n) i [Ty (f(g(n')) = n'):

8(f(0)) =g(-2) =0
8(f(suce(n))) = g(sucd'(f(n))) = suce(g(f(n)))
f(8(-2)) = f(0) = -2
f(8(succ’(n))) = f(succ(g(n'))) = succ(f(g(n"))) =

Utilitzant aquesta nova eina, podem definir els n-tipus, que generalitzen els conceptes
de la subsecci6 1.2.5. Informalment, un n-tipus és un tipus on per a tot m > n, totes les
m-igualtats s6n trivials. Es a dir, un tipus sense informacié més enlla del nivell 7.

Definici6 3.5. Per a tot n : N/, direm que un tipus A és un n-tipus si compleix la proposici6
recursiva

isContr(A sin=-2
ts-n-type(4) = {Hx,y:A iS(I)Il type(x =4y) sin=m+1
Finalment, introduirem dues propietats necessaries per al segiient apartat:
Lema 3.6. Siguin A,B : U. Si A ~ B i A és un n-tipus, llavors B també ho és.
Demostracié. Vegeu [Unil3, Corol-lari 7.1.5., pag. 273]. O

Lema 3.7. Considerem un tipus A qualsevol. Per a tot n : IN', si A és un n-tipus, llavors també
és un (n + 1)-tipus.

Demostracié. Procedim per induccié sobre n. Per a n = -2, volem veure que un tipus
contractil té els espais d’igualtats contractils. Sigui a. : A el centre de contracci6 de A i
siguin x,y : A dos punts qualssevol. Volem veure que x = y és contractil.

Com que A és contractil, existeixen py : ac = x i py : ac = y que compleixen

px-py’lzx:y.
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Escollim py - p,~! com a centre de contraccié de x = y, i comprovem si ho és. Per a tot
p 1 x =y, volem veure que p = py - py‘l. Per induccié de camins, suposem que x = y i
p = refl,. En aquest cas, obtenim trivialment que py - px ' = refl,.

Per tant, acabem de veure el cas base de la induccié. Ara, suposem que ho tenim
demostrat fins a 1, i veiem-ho per n + 1. Necessitem provar que x = y és un (n + 1)-tipus,
suposant que A ho és.

Com que A és un (n + 1)-tipus, per a tot x,y : A, x = y sera un n-tipus. Aplicant la
hipotesis d’inducci6, per a tot p,q : x = y, p = g sera un n-tipus també. Perd aquesta
propietat és equivalent al fet que x = y és un (n + 1)-tipus, com voliem veure. O

Per acabar els fonaments d’aquest capitol, necessitarem el concepte de 0-connexié. Si A
és un tipus qualsevol, direm que A és 0-connex si per a cada dos elements x,y : A existeix
un cami p : x = y. Aquesta propietat és I'equivalent a I’arc-connexi6 a teoria d’homotopia
classica.

3.2 Elevacions en recobridors

Sigui f : C — A un recobriment d’espais topologics, on A és arc-connex. Llavors
e Peratotn >0, si A és un n-tipus, aleshores C també ho és.
e Per a totn > 1, si C és un n-tipus, aleshores A també ho és.

Cal remarcar que la segona afirmaci6 és falsa per a n = 0, com ho evidencia el reco-
briment f : R — S! donat per l'aplicacié exponencial. En aquesta seccié, demostrarem
els dos resultats analegs als dos anteriors a teoria homotopica de tipus, ja que no els hem
trobat en cap de les fonts consultades. Per al primer resultat, presentarem un teorema del
llibre [Unil3] i després enunciarem el resultat com a corol-lari.

Teorema 3.8. Sigui n : N' ambn > -2i B : A — U una familia indexada per un tipus A
qualsevol. Si A és un n-tipus i per a tot B(a) és un n-tipus, llavors Y. o B(x) també ho és.

Demostracié. Demostrarem aquesta propietat per induccié. Si n = -2, escollim el centre
de contraccié de Y ,.4 B(x) com el parell (ac,bc), on a. és el centre de A i b, és el de
B(a.). Donat qualsevol element (a,b) : }_,.4 B(x), podem construir una igualtat }_,. 4 B(x)
a partir de p, : ac = aigqy : be = b, pel teorema 1.23. Per tant, ). B(x) és contractil, tal
com voliem veure.

Considerem cert el cas # i veiem el cas n + 1. Suposem que A i B(a) per a tota : A
son (n + 1)-tipus. Llavors, donats (ag, by), (a1,b1) : Yx.a B(x), volem veure que (a9, by) =
(a1,b1) és un n-tipus. Pel teorema 1.23, tenim que

((ﬂo,bo) = (Ill,bl)) ~ ( Z transB(p,bo) = b1>

pap=aq

i aplicant el lema 3.6, sabem que és suficient veure que )., —,, transp(p,bo) = by és un
n-tipus. Pero aixo és cert, ja que com que A i B(a) per a tota : A séon (n+1)-tipus, ap = @y
i transg(p,bg) = by seran n-tipus, i podem aplicar la hipotesi d’inducci6. O
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Corol-lari 3.9. Considerem un tipus qualsevol A i un espai recobridor B de A. Per a tota n : N’
ambn > 0, si A és un n-tipus, llavors Y. 4 B(x) també ho és.

Demostracio. Per a tot a : A, tenim que B(a) és un O-tipus per definici6é d’espai recobridor.
Llavors, aplicant el lema 3.7 obtenim que B(a) és un n-tipus, per a tot n > 0. Per tant,
aplicant el teorema anterior obtenim que }_,.4 B(x) és un n-tipus. O

Per a demostrar la segona proposici6, suposarem que A és 0-connex. Es podria de-
mostrar aquest mateix resultat en el cas que A no sigui 0-connex, fent-ho per a cada
component arc-connexa de A.

Proposicié 3.10. Sigui A un tipus O-connex i B : A — Set un espai recobridor puntejat de A.
Peratotn:IN' tal quen > 1, si Y .5 B(x) és un n-tipus, llavors A també ho és.

Demostracié. Demostrarem la propietat per induccié.

Cas base: Considerem n = 1, suposant que }_,.4 B(x) és un 1-tipus, és a dir, existeix

o H H H (so = s1)-

wo,W1:Y .4 B(x) 9041:Wo=W1 S0,51:90=]1

Considerem el punt distingit ap : A i la seva imatge by : B(ap). Volem veure que A és

un 1-tipus, és a dir
(O3 H H H (1’0 = 1’1).

a:A Po,P1:a0=a 19,/1:p0=p1

Siguin ag := (ag, bo), p, := (a,transp(po,bo)) i dp, := (a,transp(py,bp)). Per a tot
a: A, considerem les igualtats py, p1 : a9 = a, que podem elevar per aconseguir

po = liftg(bo, PO) 1dp = EPO
ﬁl = liftB(bo, Pl) 14y = Epl

Llavors, considerem ry, 71 : po = p1. Podem elevar aquestes homotopies

7o := 1ift3(bo, 7o) : Po - Ala, by, 70) = P1

71 = 1iftg(bo,71) : Po - Ala,bo, 1) = 1

on A(x,b,r) := dpair((refly, transConnect%3 (r,b))).
Per6 com que

transConnect% (ro,bo), transConnect% (r1,bo) : transp(po, by) = transp(pi, bo)
son igualtats a B(a), que és un O-tipus ja que B és un recobridor, existira una 2-igualtat
B : transConnect(rg, by) = transConnect?(rq, by).

Llavors, definim D := refly j ¢4,y py) * dpair(reflees,, B~1) i obtenim

bOrPO
(D-79), 11:po-Ala, by, 1) = p1

que sén dues 2-igualtats del mateix tipus a }_,. 4 B(x).
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Apliquem la hipotesi inicial que },.4 B(x) és un 1-tipus per obtenir
(,‘Pi = q)(d()/ ﬁplr (?70 ° A(ﬂ, bO/ 7’])), ﬁl/ (D '70)/ 71)

Finalment, pel teorema 1.23, existira una descomposicié que podem extreure amb

¢ :=pry(dproj()) : ro =11,
illavors ¢ és la igualtat entre 1y i 1 que necessitavem per a demostrar que A és un 1-tipus.

Pas inductiu: Ara suposem que tenim demostrat el cas 7, i considerem el cas n + 1. Supo-
sem que Y_,.4 B(x) ésun (n + 1)-tipus, és a dir, existeix

Q: H is-n-type(wy = wy).
wo, w1 x4 B(x)

Considerem el punt distingit ay : A ila seva imatge by : B(ap). Per a tota : A, com que
A és 0-connex, existira p : a9 = a. Aleshores, també existira

liftB(bo, p) : (17!0, bo) = (El, transB(p, bo))

i pel teorema 1.23, tenim

((ao, bo) = (a,transp(p,by))) ~ ( ) transg(p, by) = transB(p,bo)> .

q:a0=a

Per tant, (ag,by) = (a,transp(p,by)) sera un n-tipus, ja que Y ,.4 B(x) és un (n + 1)-
tipus. A més, pel lema 3.6, la darrera expressi6 obtinguda per l'equivaléncia anterior
també sera un n-tipus.

Llavors, per la hipotesi d’inducci6, si veiem que B : (ag = a) — U definida per B(p) :=
transp(p, by) = transp(p,bp) és un espai recobridor puntejat de 4y = a, obtindrem que
ap = a és un n-tipus, i finalment que A és un (n + 1)-tipus.

Veiem que per a tot p : a9 = a, B(p) és un conjunt. Clarament, com que B(a) és
un conjunt, les igualtats a B(a), com B(p), seran (-1)-tipus. Pel lema 3.7, B(p) també
seran 0-tipus, i per tant B és un espai recobridor. Com que A és 0-connex, podem escollir
po : ap = aiala seva imatge reflyrang, (pyb,) © transs(po, by) = transp(po, bo) per a veure
que B és un recobridor puntejat. O

3.3 L’ampolla de Klein

Utilitzant un procés totalment analeg al del tor, definirem I’ampolla de Klein:

Definicié 3.11. Una ampolla de Klein K és un tipus inductiu d’ordre superior generat pels
constructors

bKI]K,
pk - bx = bx,
gk : bx = bx,

tk: px gk =9k - Pk
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Observem que la definicié de 'ampolla de Klein només es diferencia de la del tor en
la seva 2-igualtat. En quant als principis, ens centrarem en donar el de recursid, ja que
és 'inic que necessitem per a definir l'espai recobridor. No deduirem el principi pas
a pas, ja que és molt semblant al del tor, amb unes igualtats afegides per als inversos
d’identificacions. Considerem

apInv: 1_[ (an(Pil): an(P)il)/
p:bK:bK

que és un cas particular de la segona propietat demostrada al lema 1.9.
Enunciem el principi de recursié. Considerem un tipus qualsevol C. Si escollim

v C,
Pl =,
ql . b/ — b/’

t/:p’-q’zq’-p"l

llavors existira una funcié f : K — C definida per

flbx) =V,
a:aps(px) =/,
B:aps(gx) =1,
®: ap}(tx) =Lt (R)7,

on

L:=r(px,qx) - (wxp),
R = r(qx, px ") - (B*(apInv(px) - ap.a(a))).

3.4 El tor com a recobridor de I'ampolla de Klein

Per a poder plantejar el nostre recobridor de I'ampolla de Klein necessitarem un concepte
més. Ens cal definir el tipus Z/27Z, pero aquest es defineix com a quocient de conjunts
a partir de Z, que es defineix com a quocient de conjunts a partir de IN. El quocient
de conjunts a la teoria homotopica de tipus es defineix com un tipus inductiu d’ordre
superior. Per no excedir-nos amb la llargaria del treball, hem preferit no introduir aquests
conceptes.

Per a aquest apartat, només necessitem saber que els tipus Z i Z/2Z es comporten de
manera molt similar a com ho fan en teoria de conjunts. A més, com que es defineixen
per quocients, sempre seran 0-tipus, és a dir, conjunts. Aquest fet ve donat per una de les
funcions constructores dels quocients.

Amb tota aquesta informacio, ja estem preparats per a descriure el recobridor de I’am-
polla de Klein. Considerem l'equivalencia E : Z/2Z ~ Z/2Z definida per la funci6
f:Z/2Z — Z/27Z tal que f(02) := 121 f(12) := 0z, ja que aquesta és la seva propia
inversa. Anomenarem

idt :=refly oy : (Z2/272 = Z./27),
flip := univalence(E) : (Z/2Z =Z/27Z).
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Llavors, definirem la familia P : IK — Set pel principi de recursié de ’ampolla de Klein.

Si escollim
Z/27 : U,

idt:72./22 = 7./27,
flip: Z./27 = Z./27,
refly, : (idt - flip = flip -idt™") = (flip = flip),

aleshores existira P : K — Set tal que

P(b )E /ZZ
an(PK)
an(ﬁK) flzp,

p}(tk) = L -reflg;, «(R) 7,

on

L:=r(px,qx) - (wxp),
R = r(qx, pxt) - (B*(s(pk) - ap.a1 (a))).

Observem que, com que Z/2Z és un conjunt, clarament P sera un recobridor. A més,
afegint els punts distingits bx : K i 0, : Z /27, també sera un recobridor puntejat.

Conjecturem que l’espai total de P és equivalent al tor. Aquest fet s’hauria de poder
demostrar d’una manera similar a la demostracié de I’'equivaléncia entre el tor i el produc-
te de dues circumferencies. Els detalls poden ser extensos i els deixem per a una eventual
continuacié d’aquest treball.

Gracies als resultats obtinguts en les seccions anteriors, el fet que el tor recobreixi
I'ampolla de Klein tindra una conseqiiéncia més. Per l'article [LS13], sabem que S! x S!
és un 1-tipus, i pel capitol anterior, sabem que el tor és equivalent a S! x S'. Aleshores,
pel lema 3.6, sabem que T? és un 1-tipus. Per tant, si demostrem que l’espai total de P
és equivalent a T?, podrem aplicar la proposici6 3.10 i obtindrem que I’ampolla de Klein
també és un 1-tipus.
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Conclusions

Gracies a la realitzacié d’aquest treball, ens hem pogut introduir en el mén de la teoria
homotopica de tipus i hem aconseguit afrontar la recerca al voltant d"un problema interes-
sant en aquest camp. Motivats per aquest problema, hem demostrat alguns resultats sobre
recobridors que no consten en cap de les fonts bibliografiques consultades.

La teoria homotopica de tipus obre moltes noves portes. La continuacié natural d’a-
quest treball seria acabar la demostracié del fet que el tor recobreix 'ampolla de Klein,
demostrant que l'espai total del recobridor que hem definit és equivalent al tor. Com
ja hem comentat, sembla una demostracié del mateix caire que la que escriu Sojakova a
l'article [Soj15], i que s’allarga unes 11 pagines.

D’altra banda, hauria de ser possible aconseguir una variant més forta de la proposi-
ci6 3.10. En la nova versié, no demanariem que A fos 0-connex, siné que demostrariem el
resultat per a cada component arc-connexa. Per tal de concretar aquesta extensi6, necessi-
tarfem definir el concepte de components arc-connexes d'un tipus.

Seria interessant aprofitar els assistents de demostracié com Agda o Coq i formalit-
zar els nous resultats obtinguts, de manera similar a com ho fan els experts de 1'area
com Sojakova, Licata o Brunerie. Tenim exemples que podriem seguir, com el cas de la
formalitzaci6 [Licl5a] de I'article [LB15].

També podriem explorar el recobriment de I'espai projectiu real de dimensié 2 per
I'esfera en teoria homotopica de tipus. En aquesta linia hem trobat ’article [BR17], que
descriu els espais projectius reals de dimensi6 arbitraria.

Tornant al problema (1. 1), podriem avancgar en la proposta d’una definici6 d’orienta-
bilitat. En homotopia classica, tota varietat connexa M admet un recobridor de dos fulls
orientable M — M anomenat recobridor d’orientacid. La varietat M és connexa si i només si
M no és orientable. Quan M és orientable, M consisteix en dues copies homeomorfes de la
mateixa M. Aquest fet podria ser la clau per tal de donar una definici6 ttil d’orientabilitat
de varietats en la teoria homotopica de tipus, basada en el concepte de recobridor.
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