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Abstract

Nowadays the theory of selection of investment portfolios has become a topic of main
interest in the field of finances. There is a large number of investment opportunities and
knowing how to optimize these investments and create the best portfolio is a fundamental
aspect.

Markowitz’s method has achieved theoretical success in terms of portfolio structuring and
in the search for the implicit diversification in investment analysis. However, in practice,
there are difficulties and inconveniences that have influenced on the success of its appli-
cation.

This project is a theoretical and practical study about this method in real situations and
the Black-Litterman model is presented as a methodological alternative that helps to neu-
tralize some of these disadvantages and allows to maximize the expected yield, generating
a more efficient, stable and diversified portfolio.

Resumen

Actualmente la teoŕıa de selección de carteras de inversión se ha convertido en un tema
de principal interés en el mundo de las finanzas. Existe un gran número de oportunidades
de inversión y saber cómo optimizar tales inversiones y crear aśı las mejores carteras es
un aspecto fundamental.

El método de Markowitz ha logrado un gran éxito a nivel teórico en cuanto a la es-
tructuración de carteras y en la búsqueda de la diversificación impĺıcita en el análisis de
inversiones. Sin embargo, en la práctica, se presentan dificultades e inconvenientes, que
han influido notoriamente en el poco éxito de su aplicación.

En este trabajo se hace un estudio teórico y práctico sobre este método en situaciones
reales, y se presenta el modelo de Black-Litterman como alternativa metodológica que
contribuye a neutralizar algunas de esas desventajas y permite maximizar el rendimiento
esperado, generando una cartera más eficiente, estable y diversificada.
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por su incondicional paciencia y ayuda en este trabajo y con el cual he podido compartir
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apoyado y han créıdo en mi en los momentos más dif́ıciles. Gracias por aguantar las quejas
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2. Hipótesis 5
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Parte I

Introducción y conceptos básicos

En general, se entiende por inversión, la adquisición por parte de un sujeto económi-
co, ya sea persona f́ısica o juŕıdica, de un conjunto de activos capaces de proporcionarle
servicios o rentas durante un cierto peŕıodo de tiempo.

Según explica J. Garćıa Boza en su libro Inversiones Financieras: selección de carteras.
Teoŕıa y práctica (véase [1]), invertir implica ceder dinero en el momento presente en
el que se efectúa la inversión, a cambio de recibir dinero en el futuro. En consecuencia,
desde el punto de vista financiero, se caracteriza a cualquier inversión por el conjunto de
pagos que debe realizar el inversor, y por el conjunto de cobros que percibe a consecuencia
de la citada inversión. Tales conjuntos constituyen la corriente financiera, teniendo lugar
durante un cierto peŕıodo de tiempo denominado horizonte temporal.
Cuando el activo objeto de la inversión es un bien material (un edificio, maquinaria, etc.),
se habla de inversiones reales, mientras que cuando sea un t́ıtulo o activo financiero (ac-
ciones, bonos, letras del Tesoro, derivados,...), se trata de inversiones financieras.

En función de las cuant́ıas a percibir por el poseedor de un activo financiero, se diferencian
entre activos de renta fija y activos de renta variable. Un activo de renta fija promete un
conjunto conocido de cobros o flujos de caja, mientras que en un activo de renta variable,
tales cobros, a priori, son desconocidos. Las letras del Tesoro o bonos del Estado son
un ejemplo de activos de renta fija, mientras que las acciones lo son de activos de renta
variable.

Las inversiones financieras suelen realizarse distribuyendo los recursos financieros a inver-
tir entre distintos productos, formando carteras de inversión. Dicho esto, todo el trabajo
hará referencia a inversiones financieras materializadas en activos de renta variable, ne-
gociables en mercados financieros y agrupados en carteras.

La parte del campo de las inversiones conocido bajo el nombre de Gestión de carteras
comprende las siguientes fases:

1. Análisis de los t́ıtulos. Trata de hacer predicciones de los rendimientos esperados, ries-
gos y covarianzas entre los activos disponibles para formar carteras.

2. Análisis de las carteras. Determinación de sus rendimientos esperados y riesgos en
función de los t́ıtulos escogidos anteriormente y de las cuant́ıas invertidas en cada uno
de ellos.

3. De entre las carteras consideradas más apropiadas en el análisis, se efectúa la selección
de la cartera óptima, es decir, aquella que se ajuste más a las preferencias y objetivos
concretos del inversor.
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1. ANÁLISIS DE LOS ACTIVOS

En una concepción más amplia y vinculada a las tres fases anteriores, está la administra-
ción de inversiones o administración de carteras, que es el proceso por el que un gestor
administra los recursos financieros que un inversor le encomienda para que sean invertidos.
Entre sus funciones se incluyen las tres anteriores y se pueden señalar las cinco siguientes:

Identificar las preferencias y objetivos del inversor en cuanto a la cuant́ıa que está
dispuesto a invertir, la rentabilidad esperada y el riesgo a soportar, estableciendo
aśı una poĺıtica de inversión.

Realizar un análisis de activos.

Formar y analizar las posibles carteras.

De acuerdo con las preferencias del inversor, elegir la cartera espećıfica en la que
invertir.

Evaluación periódica del rendimiento y riesgo que corre el inversor con la cartera
concreta en la que ha invertido, aśı como la revisión y reestructuración de la misma.

Tal y como se ha señalado, la segunda fase del proceso de gestión de carteras es el
análisis de los activos para su posterior análisis de la cartera. Todo ello se analiza en
la Teoŕıa de selección de carteras, la cual trata sobre la selección óptima de carteras de
activos financieros de renta variable. Dicha selección se realiza por inversores que actúan
racionalmente y con una razonable aversión al riesgo, es decir, lo que intentan es maxi-
mizar sus rendimientos para cada nivel de riesgo o minimizar el riesgo para cada nivel de
rendimiento.

En el siguiente apartado se estudiará el proceso de análisis cuantitativo de los activos a
partir de la tasa de retorno esperada y la varianza como medidas para el rendimiento y
la volatilidad de la cartera.

1. Análisis de los activos

Siguiendo la teoŕıa de Portfolio mean and variance de Karl Sigman y los apuntes
académicos de la Universidad de Washington Markowitz Mean-Variance Portfolio Theory
(véase [2], [4] respectivamente), en esta sección se pretende dar a conocer los conceptos
básicos necesarios para entender la teoŕıa de carteras de Markowitz.

1.1. Conceptos previos

Un activo es un instrumento financiero que otorga a su comprador el derecho a recibir
ingresos futuros. En un principio la cartera está formada por n activos de riesgo, en tiempo
inicial se dispone de un capital de X0 euros para invertir y al cabo de un tiempo, el capital
es de X1.
A priori, se desconoce cómo distribuir el dinero entre los activos, de manera que el objetivo
es repartir X0 entre estos n activos de la mejor forma posible, con el fin de obtener el
máximo rendimiento.
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Definimos x0i = wiX0 como la cantidad que decide invertirse en el activo i, siendo wi el

peso que ocupa dicho activo en la cartera. Debe satisfacerse por un lado que
n∑
i=1

wi = 1

y además, no se puede sobrecargar el presupuesto, de manera que
n∑
i=1

wiX0 = X0

n∑
i=1

wi = X0.

Por otro lado, Ri es la variable aleatoria asociada al retorno del activo i, ∀i = {1, ...n}

Ri =
x1i

x0i

siendo x1i el retorno obtenido en tiempo t = 1 después de haber invertido x0i en este
activo, aśı X1 = x11 + ...+ x1n, equivalentemente

X1 =
n∑
i=1

RiwiX0 = X0

n∑
i=1

Riwi

y por tanto el retorno total de la cartera será

X1

X0
=

n∑
i=1

Riwi = R.

Aśı, se define la tasa de retorno del activo como

ri = Ri − 1 =
x1i − x0i

x0i
,

de esta forma

x1i − x0i = x0i(Ri − 1)⇔ x1i = x0iRi ⇔ x1i = x0i(ri + 1).

Con todo esto, la tasa de retorno total será

r = R− 1 =
n∑
i=1

Riwi −
n∑
i=1

wi =
n∑
i=1

(Ri − 1)wi =
n∑
i=1

riwi.

Otro concepto importante es la tasa de retorno esperada (también conocida como media)
y viene dada por

mi = E(ri),

por tanto E(x1i) = E(x0i(ri + 1)) = (1 +mi)x0i.

Aśı, la tasa de retorno esperada total de la cartera viene dada por

m = E(r) = E(
n∑
i=1

riwi) =
n∑
i=1

miwi.

Finalmente, definiremos la varianza y covarianza entre activos. Teniendo en cuenta que
σ2
i = V ar(ri) = E(r2

i )−m2
i y σij = Cov(ri, rj) = E(rirj)−mimj , la varianza total de la

cartera vendrá dada por

σ2 = V ar(r) =
n∑
i=1

w2
i σ

2
i + 2

∑
1≤i<j≤n

wiwjσij .

Observación 1.1. La varianza de la cartera es una medida de riesgo; lo que hace es
medir cuánto de lejos está la tasa de retorno esperada m de la cartera creada respecto la
verdadera tasa de retorno r.
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1. ANÁLISIS DE LOS ACTIVOS

1.2. Ventas en descubierto

Es natural el hecho de poder vender algo que tenemos pero, ¿se puede vender algo que
no se tiene?. Pues bien, en el mundo financiero śı y es conocido como Short selling, o lo
que es lo mismo, Venta en descubierto. El funcionamiento es el siguiente.

Consideremos el supuesto que se quiere vender un activo del que no se dispone, para ello,
se debe acudimos a un broker con el fin de comprar una cierta cantidad de esas acciones
a un precio x0 y en un fecha determinada. A partir de ese momento, automáticamente
figura en la cartera la adquisición de tal cantidad de ese activo, de modo que se puede
vender.
Supongamos que ejecutamos la venta de dicho activo a un precio x1.

De esta forma, si x1 < x0 significa que el precio de las acciones ha bajado y por tanto,
la operación ha generado pérdidas de x1 − x0 euros. En caso contrario, si x1 > x0, las
ganancias son de x1 − x0 euros.
Este tipo de operaciones tiene como retorno y tasa de retorno

R =
−x1

−x0
=
x1

x0

r =
(−x1)− (−x0)

−x0
=
x1 − x0

x0

Antes de continuar la nomenclatura que se va a utilizar durante todo el trabajo es la
siguiente:

r = (r1, r2, ..., rn) es el vector aleatorio de rentabilidades,

mi = E(ri) es la rentabilidad esperada del activo i,∀i ∈ {1, ..., n}, fijando aśı m =
(m1,m2, ...,mn) el vector de rentabilidades esperadas,

w = (w1, w2, ..., wn)T es el vector de pesos asociados a la cartera,

σij = Cov(ri, rj) = Σ, con Σ = (σij)1≤i,j≤n la covarianza de las rentabilidades respecto
todos los t́ıtulos.

Con todo esto, la tasa de retorno de la cartera será una variable aleatoria con media mTw
y varianza wTΣw. Además µb es la rentabilidad esperada mı́nima que acepta el inversor.

Una vez dadas todas las bases y conceptos principales, vamos a empezar con la teoŕıa de
Markowitz.
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Parte II

Los fundamentos de la teoŕıa de
Markowitz

En el campo de la Teoŕıa de selección de carteras, ocupa un lugar destacado Harry
Max Markowitz por su publicación en 1952 de un art́ıculo en el Journal of Finance titula-
do Portfolio Selection. Posteriormente su trabajo fue desarrollado por el propio autor en
1959, publicando su libro, Portfolio Selection: Efficient of diversification of investments.

Markowitz es un economista estadounidense especializado en el análisis de inversiones al
cual se le considera el padre de la teoŕıa moderna de carteras. Con su publicación, hab́ıa
desarrollado una teoŕıa para un sistema de carteras en el que planteaba las bases de los
sistemas de cartera actuales; estaba basado en un modelo matemático (como todas las
teoŕıas económicas modernas) que ofrećıa a los inversionistas las mejores ganancias con
el mı́nimo riesgo. Su trabajo fue la primera formalización matemática en la búsqueda de
aquella cartera que maximizara la rentabilidad para un determinado nivel de riesgo.

En 1990 el premio Nobel de Economı́a se entregó a los tres distinguidos teóricos, Harry
Markowitz, Merton Miller y William Sharpe, quienes hab́ıan desarrollado ya desde haćıa
tiempo sus teoŕıas económicas, pero hasta ese año no se reconoció su contribución en el
campo de las finanzas.

El modelo de Markowitz consiguió un gran éxito a nivel teórico, dando lugar a múlti-
ples desarrollos y derivaciones, sentando las bases de diversas teoŕıas de equilibrio en el
mercado financiero. Sin embargo, su utilización en la práctica entre gestores de carteras
y analistas de inversiones no ha sido tan extensa como podŕıa suponerse dado su éxito
teórico. Después veremos cuáles fueron los inconvenientes de este modelo y las soluciones
que se plantean.

2. Hipótesis

L.A. Hernández publicó un art́ıculo en Rankia titulado Las 5 preguntas claves para
entender el modelo de Markowitz, (véase [7]). En esta publicación, se comentan las con-
diciones que presupone Markowitz para poder aplicar su modelo de selección de carteras.

Observar que muchas de estas hipótesis no pueden ser aplicadas, ya que la realidad es que
la economı́a es mucho más compleja, pero es una forma de simplificar los cálculos.
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2. HIPÓTESIS

2.1. Hipótesis sobre el comportamiento y método racional de elección
del inversor

Todos los individuos se comportan racionalmente y por tanto son maximizadores de
su función de utilidad esperada.2

La función de utilidad esperada del inversor depende únicamente del rendimiento
esperado como medida de la rentabilidad y la varianza o desviación t́ıpica como
medida del riesgo.

Las funciones de utilidad de los inversores son monótonas crecientes por lo que
para carteras de valores con una misma varianza se prefiere la cartera de mayor
rendimiento esperado.

Los inversores tienen aversión al riesgo, por lo que para carteras de valores con un
mismo rendimiento esperado, se prefiere la cartera con menor varianza.

Las curvas de indiferencia son crecientes (a mayor riesgo mayor rentabilidad exigida)
y convexas (a mayor riesgo aumenta en mayor medida la rentabilidad exigida) e
indica las combinaciones rentabilidad-riesgo que proporcionan la misma utilidad al
inversor.

2.2. Hipótesis sobre los activos y los mercados financieros

Se considera que los mercados son perfectos:

• Toda la información está igualmente disponible y de forma gratuita para todos
los participantes en los mercados.

• No existen costes de transacción en las operaciones de compraventa de los
activos financieros ni hay inflación ni impuestos en la economı́a.

• Los t́ıtulos son infinitamente divisibles, es decir, es posible invertir en ellos en
cualquier proporción.

• Los inversores son precio-aceptantes.

Todos los inversores tienen la misma amplitud en su horizonte de planificación, que
es de un peŕıodo. Al principio adquieren una cartera de valores determinada que
venden al final del peŕıodo en cuestión.

En los mercados financieros se negocian n activos financieros arriesgados y sus com-
binaciones. No se contempla la existencia de un activo financiero libre de riesgo en
el que poder invertir o con el que poder financiarse.

Los valores tienen liquidez inmediata al final del peŕıodo de referencia.

No se permiten ventas en descubierto.

2La teoŕıa de la utilidad esperada aborda el análisis de situaciones donde los individuos deben tomar
una decisión bajo incertidumbre. Éstos elegirán el acto que dará lugar a la utilidad esperada más alta. La
decisión también dependerá de la aversión al riesgo.
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3. Problema de Markowitz

Siguiendo con los documentos Markowitz Mean-Variance Portfolio Theory, entramos
ya en la sección del problema de Markowitz donde explica que lo que busca el inversor
es la cartera más eficiente, es decir, aquella que presente el menor riesgo posible para un
nivel determinado de rentabilidad.

Partiendo aśı de un capital inicial y de una serie de activos disponibles, es necesario
calcular los pesos correspondientes de cada activo para obtener una cartera óptima.

Manteniendo la misma notación que hasta ahora, el conjunto de carteras eficientes puede
calcularse resolviendo el siguiente problema cuadrático

M : Minimizar
1

2
V ar(r) =

1

2
wTΣw

Sujeto a E(r) = mTw ≥ µb
eTw = 1

siendo eT el vector unitario y µb el menor retorno que acepta el inversor.

Dado que el problema de Markowitz es un problema no lineal, en la siguiente sección se
formaliza el método utilizado para su resolución.

4. Condiciones de Karush-Kuhn-Tucker

En esta sección se presentan algunas condiciones necesarias y suficientes que deben
cumplir los candidatos a solución óptima del problema, para ello, se ha seguido unas notas
publicadas en el departamento de matemática aplicada y estad́ıstica de la Universidad
Politécnica de Cartagena, (véase [8]). En estas, se explica la resolución de problemas de
optimización no lineal. Estas condiciones son las llamadas condiciones de Karush-Kuhn-
Tucker (KKT).

Presentaremos la resolución general del siguiente problema

Optimizar f(x1, ..., xn)

Sujeto a gj(x1, ..., xn) ≤ 0, j = 1, ..., p

hi(x1, ..., xn) = 0, i = 1, ...,m.

A continuación, se trataran diferentes variantes del problema anterior dependiendo de las
restricciones, para ello empezaremos con el caso más simple el cual solo consta de una
restricción de desigualdad y fijando n = 2. Aśı tenemos el siguiente problema

Minimizar f(x, y)

Sujeto a g(x, y) ≤ 0

Definición 4.1. Una restricción de desigualdad es activa en x ∈ Rn si cumple g(x) = 0,
por otro lado, diremos que es inactiva si g(x) < 0.

7



4. CONDICIONES DE KARUSH-KUHN-TUCKER

Teorema 4.2. Sea x∗ una solución del problema anterior. Supongamos que g(x∗) = 0 y
5g(x∗) 6= 0, entonces existe λ ∈ R tal que

5L(x∗, λ) = 0

λg(x∗) = 0

λ ≤ 0

g(x∗) ≤ 0

son las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) y L(x∗, λ) = f(x∗) − λg(x∗) es el
Lagrangiano del problema.

La resolución del problema debe discutirse por casos:

Caso 1: g(x∗) < 0
Esto implica que x∗ minimiza la función f , pero está dentro de la región limitada por la
restricción, por tanto 5f(x∗) = 0.

En este caso, λ = 0 de forma que las condiciones KKT son

5f(x∗) = 0

g(x∗) < 0

Caso 2: g(x∗) = 0
De esta forma, las condiciones ahora son las siguientes

5L(x∗, λ) = 0

λ ≤ 0

g(x∗) = 0

8



A continuación, se va a suponer el caso de n variables, aśı el planteamiento del problema
es prácticamente el mismo que en el apartado anterior

Optimizar f(x1, ..., xn)

Sujeto a gj(x1, ..., xn) ≤ 0, j = 1, ..., p

Teorema 4.3. Sea x∗ ∈ Rn solución del problema anterior, supongamos que las primeras
p0 restricciones de desigualdades son activas mientras que las p− p0 restantes son inacti-
vas. Además, se supone que el vector gradiente de las restricciones activas es linealmente
independiente.

El Lagrangiano será de la forma

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λp) = f(x1, ..., xn)−
p∑
j=1

λjgj(x1, ..., xn)

obteniendo aśı las condiciones KKT siguientes

∇f(x∗1, ..., x
∗
n)−

p∑
j=1

λj∇gj(x∗1, ..., x∗n) = 0

gj(x
∗
1, ..., x

∗
n) ≤ 0

λjgj(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0

λj ≤ 0

con j = 1, ..., p.

Para finalizar este apartado, trataremos el caso más complejo de optimización el cual
nos interesa para resolver el problema de Markowitz. Éste incluye tanto igualdades como
desigualdades en las restricciones. El problema se plantea de la siguiente forma:

Minimizar f(x1, ..., xn)

Sujeto a gj(x1, ..., xn) ≤ 0, j = 1, ..., p

hi(x1, ..., xn) = 0, i = 1, ...,m.

9



4. CONDICIONES DE KARUSH-KUHN-TUCKER

Teorema 4.4. Sea x∗ ∈ Rn solución del problema anterior, supongamos que las primeras
p0 restricciones de desigualdades son activas mientras que las p− p0 restantes son inac-
tivas. Además, supondremos que el vector gradiente de las restricciones activas junto con
las restricciones de igualdades son linealmente independientes en el punto x∗.

El Lagrangiano será de la forma

L(x1, ..., xn, λ1, ..., λp, γ1, ..., γm) = f(x1, ..., xn)−
p∑
j=1

λjgj(x1, ..., xn)−
m∑
i=1

γihi(x1, ..., xn)

obteniendo aśı las condiciones KKT siguientes

1. Condición estacionaria

∇f(x∗1, ..., x
∗
n)−

p∑
j=1

λj∇gj(x∗1, ..., x∗n)−
m∑
i=1

γi∇hi(x∗1, ..., x∗n) = 0

2. Condición de factibilidad

gj(x
∗
1, ..., x

∗
n) ≤ 0, j = 1, ..., p

hi(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0, i = 1, ...,m

3. Condición de holgura

λjgj(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0, j = 1, ..., p

4. Condición de signo
λj ≤ 0

Para la búsqueda práctica de puntos que cumplan las condiciones KKT, primero hay
que resolver el sistema de ecuaciones compuesto por la condición estacionaria,

∂f

∂xk
(x∗1, ..., x

∗
n)−

p∑
j=1

λj
∂gj
∂xk

(x∗1, ..., x
∗
n)−

m∑
i=1

γi
∂hi
∂xk

(x∗1, ..., x
∗
n) = 0, k = 1, ..., n

la condición de factibilidad para las restricciones de igualdad

hi(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0, i = 1, ...,m

y la condición de holgura

λjgj(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0, j = 1, ..., p.

Este sistema está compuesto por (n+ p+m) ecuaciones y (n+ p+m) incógnitas. La
forma usual de resolver el sistema es comenzar por la condición de holgura ya que dichas
ecuaciones proporcionan dos opciones

λjgj(x
∗
1, ..., x

∗
n) = 0⇔

{
λj = 0
gj(x

∗
1, ..., x

∗
n) = 0

Una vez resuelto el sistema, para ver cuál o cuáles de las soluciones obtenidas son puntos
de KKT hay que, por una parte comprobar que gj(x

∗
1, ..., x

∗
n) ≤ 0 y por otra que λj ≤ 0,

∀j = 1, ..., p.
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5. Resolución del problema

Continuando con la lectura de Portfolio mean and variance y Markowitz Mean-Variance
Portfolio Theory, el siguiente paso es encontrar la solución del problema de Markowitz
(M) utilizando la teoŕıa explicada en el apartado anterior.

El Lagrangiano es el siguiente

L(w, λ, γ) =
1

2
wTΣw − λ(mTw − µb)− γ(eTw − 1)

A partir de aqúı, las condiciones KKT son las siguientes,

∂L

∂w
= Σw − λm− γe = 0 (5.1)

µb ≤ mTw (5.2)

eTw = 1 (5.3)

λ(mTw − µb) = 0 (5.4)

para algun λ, γ ∈ R.

Como la matriz de covarianzas es simétrica y definida positiva, sabemos que si (w, λ, γ)
es una tripleta que cumple las condiciones KKT, entonces necesariamente w será solución
del problema de Markowitz (M).

Sea w̄ la solución del problema, para su resolución se van a considerar los siguientes casos:

Caso 1: µb < mT w̄
Por la condición (5.4) tenemos que λ = 0, aśı las condiciones KKT se reducen a

Σw̄ − γe = 0 (5.5)

eT w̄ = 1 (5.6)

Es necesario encontrar la tripleta (w̄, λ, γ) que cumpla las condiciones KKT. Para eso se
debe resolver el sistema.
Partiendo de (5.5) y multiplicando por Σ−1, obtenemos w̄ = γΣ−1e que substituido en
(5.6) resulta eT (γΣ−1e) = 1 = γeTΣ−1e. Por tanto, γ = (eTΣ−1e)−1. De este modo

w̄ = (eTΣ−1e)−1Σ−1e

Aśı, la tripleta que satisface las condiciones KKT es

(w̄, λ, γ) = ((eTΣ−1e)−1Σ−1e, 0, (eTΣ−1e)−1)

siendo w̄ solución del problema de optimización buscada.

Corol·lari 5.1. Este valor w̄ proporciona la cartera de mı́nima varianza sobre todas las
demás carteras y resuelve el siguiente problema

Mmin−var : Minimizar
1

2
wTΣw

Sujeto a eTw = 1

11



5. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA

A consecuencia, sustituyendo el valores de w̄ en la desigualdad µb ≤ mT w̄, el retorno
asociado seŕıa

µmin−var =
mTΣ−1e

eTΣ−1e
,

denotando al conjunto de pesos asociados al de mı́nima varianza de la solución w̄ como
wmin−var.

Caso 2: µb = mT w̄
Siguiendo la metodoloǵıa anterior, empezamos multiplicando (5.1) por Σ−1 obteniendo

w̄ = Σ−1λm+ Σ−1γe

= λΣ−1m+ γΣ−1e.

Si sustituimos este resultado a las condiciones (5.2) y (5.3) se obtiene

µb = λmTΣ−1m+ γmTΣ−1e

1 = λmTΣ−1e+ γeTΣ−1e,

que expresado en forma matricial seŕıa(
mTΣ−1m mTΣ−1e

mTΣ−1e eTΣ−1e

)(
λ
γ

)
=

(
µb
1

)
(5.7)

La matriz M =

(
mTΣ−1m mTΣ−1e

mTΣ−1e eTΣ−1e

)
es semidefinida positiva ya que

0 < δ = |M | =

∣∣∣∣( m e
)T

Σ−1
(
m e

)∣∣∣∣
= (mTΣ−1m)(eTΣ−1e)− (mTΣ−1e)2,

y esto siempre se cumple si m y e son linealmente independientes.

Caso 2.1: δ = 0
Este es el caso en que m = τe para alguna τ ∈ R. En tal caso, si µb/τ 6= 1, entonces el
problema de Markowitz no es factible. En cambio, si µb/τ = 1, wmin−var es solución del
problema.

Caso 2.1: δ > 0
El sistema (5.7) puede ser resuelto dando

λ = eT v y γ = −mT v,

donde

v = δ−1Σ−1(µbe−m).

Substituyendo todos estos valores en w̄ encontrada anteriormente obtenemos la solución

12



óptima

w̄ = eT vΣ−1m−mT vΣ−1e

= eT δ−1Σ−1(µbe−m)(Σ−1m)−mT δ−1Σ−1(µbe−m)(Σ−1e)

=
eTΣ−1(µbe−m)

δ
(Σ−1m)− mTΣ−1(µbe−m)

δ
(Σ−1e)

=
eTΣ−1µbe− eTΣ−1m

δ
(Σ−1m)− mTΣ−1µbe−mTΣ−1m

δ
(Σ−1e)

=
(eTΣ−1µbe)(e

TΣ−1m)− (eTΣ−1m)2

δ

Σ−1m

eTΣ−1m

+
(mTΣ−1m)(eTΣ−1e)− µb(mTΣ−1e)(eTΣ−1e)

δ

Σ−1e

eTΣ−1e
= αwM + (1− α)wmin−var

siendo

wM =
Σ−1m

eTΣ−1m

el peso del mercado y

α =
µb(m

TΣ−1e)(eTΣ−1e)− (mTΣ−1e)2

δ
.

Definición 5.2. La cartera de mercado es una cartera teórica que incluye todos los
valores que se cotizan en el mercado y en la misma proporción que el valor que cada uno
de ellos guarda con relación al valor total del mercado. Tanto su rendimiento como su
riesgo suelen estimarse a partir de algún ı́ndice de mercado.

Visto esto, toda solución del problema de Markowitz puede ser representada como una
combinación lineal de dos carteras: la cartera de mı́nima varianza de pesos wmin−var y la
cartera de mercado con pesos wM .

Este resultado es conocido como Teorema de dos fondos, el cual se va a formalizar más
adelante.

5.1. Equilibrio entre:
Maximizar beneficios - Minimizar riesgos

En la realidad no se espera únicamente la maximización de beneficios ya que va ligado
a un elevado riesgo, aśı como tampoco se busca la mı́nima volatilidad al implicar un
menor rendimiento. De este modo, lo que se intenta es encontrar un equilibrio entre tales
parámetros.

Aśı, el problema a resolver se puede plantear como

Mλ : Minimizar
1

2
wTΣw − λmTw

Sujeto a eTw = 1

El procedimiento de su resolución es prácticamente el mismo que en la sección anterior.
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5. RESOLUCIÓN DEL PROBLEMA

El Lagrangiano seŕıa

L(w, λ, γ) =
1

2
wTΣw − λmTw − γ(eTw − 1).

De esta forma, las condiciones KKT asociadas al problema son

Σw − λm− γe = 0 (5.8)

eTw = 1. (5.9)

De nuevo, considerando w̄ como la solución del problema, se procede a resolver el problema
como en el apartado anterior. Para ello, a partir de (5.8) se obtiene

w̄ = λΣ−1m+ γΣ−1e = 0, (5.10)

que substituyendo tal valor en (5.9)

eT (λΣ−1m+ γΣ−1e) = 1

λeTΣ−1m+ eTγΣ−1e = 1

eTγΣ−1e = 1− λeTΣ−1m

γ =
1− λeTΣ−1m

eTΣ−1e
.

Finalmente substituyendo en (5.10) obtenemos el valor de w̄ en función de λ

w̄ = λΣ−1m+
1− λeTΣ−1m

eTΣ−1e
Σ−1e

= λΣ−1m+
Σ−1e− λeTΣ−1mΣ−1e

eTΣ−1e

= λΣ−1m+
Σ−1e

eTΣ−1e
− λ(mTΣ−1e)Σ−1e

eTΣ−1e

=
Σ−1e

eTΣ−1e
+ λ(mTΣ−1e)

(
Σ−1m

mTΣ−1e
− Σ−1e

eTΣ−1e

)

= (1− α)
Σ−1e

eTΣ−1e
+ α

Σ−1m

mTΣ−1e
= (1− α)wmin−var + αwM ,

siendo wmin−var y wM los pesos definidos anteriormente y α = λ(mTΣ−1e).

Además la rentabilidad es

µλ = mTwλ = (1− α)mTwmin−var + αmTwM

= mTwmin−var + αmT (wM − wmin−var)
= µmin−var + λ(mTΣ−1e)(wM − wmin−var)

= µmin−var + λ
δ

eTΣ−1e
,

siendo
δ = (mTΣ−1m)(eTΣ−1e)− (mTΣ−1e)2.

Observación. Si λ = 0, entonces µ0 = µmin−var ya que en este caso no fijamos ninguna
rentabilidad mı́nima, es decir, solo pretendemos que nuestro riesgo sea el mı́nimo posible.
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Observación. Fijémonos que si λ → ∞, entonces µλ → ∞ de modo que λ ∈ (0,∞)

y µλ ∈ (µ0,∞). A partir de aqúı, podemos representar la curva

(√
wTλΣ−1wλ, rλ

)
=(√

V ar(rλ), E(rλ)
)

, siendo rλ = wTλ r.

Definición. La curva mencionada anteriormente se llama curva de eficiencia, más cono-
cida como Frontera Eficiente.

6. Teorema de fondos

En el problema de Markowitz se supone que todos los n activos tienen riesgo; σ2 > 0,
i ∈ {1, 2, ..., n}. Luego, veremos qué pasa cuando añadimos un activo sin riesgo. Para esta
sección he continuado con los apuntes anteriores y además he seguido otro documento de
Karl Sigman, Fund theorems, (véase [3]).

6.1. Teorema de dos fondos

Teorema 6.1. Dadas dos soluciones diferentes del problema de Markowitz, podemos ge-
nerar toda una colección de nuevas soluciones y además, todo este conjunto de puntos se
encuentran en la frontera eficiente.

Demostración. Sea µ1 y µ2 tales que µmin−var < µ1, µ2 siendo µ1 < µ2. Considerando las
condiciones KKT iniciales

Σw − λm− γe = 0

µ ≤ mTw

eTw = 1

λ(mTw − µ) = 0,

como µmin−var 6= µ1, µ2 esto implica que la desigualdad µi ≤ mTw es activa, es decir,
µi = mTw. De este modo las condiciones KKT son

Σw − λm− γe = 0

µ = mTw

eTw = 1

Obteniendo aśı un sistema de ecuaciones lineal, el cual tiene solución para todo valor de
µ > µmin−var.

Sea (wi, λi, γi) para i = 1, 2 las soluciones buscadas, entonces

(wα, λα, γα) = (1− α)(w1, λ1, γ1) + α(w2, λ2, γ2)

Obviamente µα = (1 − α)µ1 + αµ2 para cualquier α ∈ R, entonces la cartera asociada

está definida por rα = (1− α)r1 + αr2 para α ∈
(
µmin−var − µ1

µ2 − µ1
,∞
)

. A medida que va

variando el valor de α, los pares
(√

var(rα), E(rα)
)

van dibujando la frontera eficiente y

la curva de desviación media estándar entre las carteras r1 y r2. �
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6. TEOREMA DE FONDOS

6.2. Teorema de un fondo

Un activo libre de riesgo es aquel que siempre tiene el mismo retorno r0, de modo que
σ2 = 0. Si lo que se desea es obtener una cartera sin riesgo, debe invertirse todo el capital
en este activo, teniendo en cuenta que el retorno será menor. Por esta razón, se hace una
combinación de activos sin riesgo, los cuales mantienen una volatilidad baja, incluyendo
también activos con riesgo, los cuales aumentan la tasa de retorno.

6.2.1. Planteamiento y resolución del problema

Vamos ahora a repetir el análisis del problema de Markowitz de media-varianza inclu-
yendo un activo libre de riesgo. Si escribimos nuestro vector aleatorio de retornos como
rM = (r0, r

T )T , donde r = (r1, r2, ..., rn)T siendo ri la tasa de retorno del activo de riesgo
i, entonces la matriz de covarianzas para rM será

Σ̄ =

(
0 0
0 Σ

)

Recordemos que Σ es la matriz de covarianzas de r. Además, el problema de Markowitz
se puede escribir como

M0 : Minimizar
1

2
wTΣw

Sujeto a r0w0 +mTw ≥ µb
w0 + eTw = 1

con w0 el peso que le asignamos al activo libre de riesgo. Supondremos que µb ≥ r0 y
continuamos suponiendo que Σ es invertible.
El Lagrangiano de la operación seŕıa

L(w, λ, γ) =
1

2
wTΣw − λ(r0w0 +mTw − µb)− γ(w0 + eTw − 1).

Aśı, las condiciones KKT son las siguientes

∂L

∂w0
= λr0 + γ = 0 (6.1)

∂L

∂w
= Σw − λm− γe = 0 (6.2)

0 = λ(r0w0 +mTw − µb) (6.3)

1 = w0 + eTw (6.4)

µb ≤ r0w0 +mTw (6.5)

0 ≤ λ (6.6)

Como en el apartado anterior, vamos a resolver por casos.

Caso 1: µb < r0w0 +mTw
Entonces λ = 0, lo cual implica que γ = 0 en (6.1) y que w = 0 en (6.2). En este caso, la
solución viene dada por w0 = 1, es decir, la cartera óptima consiste en invertirlo todo en
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el activo libre de riesgo.

Caso 2: µb = r0w0 +mTw
Para su resolución, se siguen los pasos del apartado anterior obteniendo aśı

w = λΣ−1(m− r0e) (6.7)

Utilizando (6.4) obtenemos las dos ecuaciones siguientes

1− w0 = eTw = λeTΣ−1(m− r0e)

µb − r0w0 = mTw = λmTΣ−1(m− r0e).

Matricialmente se escribe como(
1 eTΣ−1(m− r0e)

r0 mTΣ−1(m− r0e)

)(
w0

λ

)
=

(
1
µb

)

Resolviendo por el sistema de eliminación Gaussiana obtenemos

(
w0

λ

)
=

1− (µb − r0)
eTΣ−1(m− r0e)

(m− rfe)TΣ−1(m− r0e)
µb − r0

(m− r0e)TΣ−1(m− r0e)


Se supone que m 6= r0e ya que sinó, w0 = 1 y w = 0 lo que implicaŕıa que los activos
tienen el mismo rendimiento promedio. Entonces aplicando esto en (6.7) resulta(

w0

w

)
=

(
1
0

)
+ α

(
1− eTΣ−1(m− r0e)

Σ−1(m− r0e)

)
−

(
1
0

)
(6.8)

= (1− α)

(
1
0

)
+ α

(
1− eTΣ−1(m− r0e)

Σ−1(m− r0e)

)
(6.9)

siendo

α =
µb − r0

(m− r0e)TΣ−1(m− r0e)

Por lo tanto, los pesos para la cartera óptima es una combinación lineal de dos conjuntos
de pesos

w0 =

(
1
0

)
wM =

(
1− eTΣ−1(m− r0e)

Σ−1(m− r0e)

)

Dicho esto, se puede formular el siguiente resultado

Teorema 6.2. Supongamos que nuestra cartera está formada por un activo libre de ries-
go y un fondo de inversiones F formado por ciertas cantidades de activos con riesgo.
Entonces cualquier cartera eficiente puede ser expresada como una combinación lineal del
activo sin riesgo y tal fondo.
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6. TEOREMA DE FONDOS

6.2.2. Nueva frontera eficiente

Consideramos n activos con riesgo que denotaremos por A1, ..., An con tasa de retorno
ri, rentabilidad esperada mi y varianza σ2

i . Supongamos ahora que hay un activo A0 libre
de riesgo con tasa de retorno r0. Vamos a ver como afecta este activo a la frontera eficiente.

Nos referiremos a la frontera eficiente de los n activos con riesgo como frontera eficiente
inicial y al añadir el activo libre de riesgo a estos n activos, la diferenciaremos como la
nueva frontera eficiente.

Diremos que (β1, ..., βn) es una cartera de n activos de riesgo y la llamaremos ”fondo”.
Además, diremos que (α0, α1, ..., αn) es la cartera de n+ 1 activos.
Sabemos que α0 + α1 + ... + αn = 1, lo que implica que 1 − α0 = α1 + ... + αn. De esta
forma, podemos rescribir la cartera como

(α0, (1− α0)(β1, ..., βn))

donde
βi =

αi
1− α0

Del mismo modo β1 + ... + βn = 1 y por tanto podemos rescribir la cartera con solo
dos activos: A0 y el fondo (β1, ..., βn) con pesos α0 y 1 − α0. Podemos determinar la
nueva frontera eficiente determinando los puntos (σ,m) de las carteras de dos activos
(A0, fondo).

Cada fondo tiene su propia tasa de retorno β1r1+...+βnrn, su propia rentabilidad esperada

mβ =

n∑
i=1

βimi

y su propia varianza

σ2
β = V ar(β1r1...+ βnrn) =

n∑
i,j=1

βiβjσij

Aśı, la cartera (α0, α1, ..., αn) tiene rentabilidad esperada y varianza

mα = α0r0 + (1− α0)mβ

σ2
α = (1− α0)2σ2

β,

respectivamente.

La cartera corresponde aśı al punto

(σα,mα) = (|1− α0|σβ, α0r0 + (1− α0)mβ).

Para α0 ≤ 1, |1− α0| = 1− α0 por lo tanto, el punto puede rescribirse como

(1− α0)(σβ,mβ) + α0(0, r0).

Como α0 ∈ (0, 1), el punto se extiende por la ĺınea que conecta (0, r0) con (σ2
β,mβ) los

cuales corresponden a los dos extremos, que son invertirlo todo en A0 o todo en el fondo.
La ĺınea viene dada por la ecuación

mα =
(mβ − r0)

σβ
σα + r0 (6.10)
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Supongamos que mβ > r0, de modo que la recta tiene pendiente positiva la cual tiende
a infinito cuando α0 → −∞, lo cual corresponde a invertir más cantidad en el activo libre
de riesgo que en el fondo.
Eligiendo un fondo con una pendiente mayor obtenemos una linea más eficiente, ya que
obtenemos una mayor tasa de retorno para un mismo riesgo.
De la pendiente obtenida en (6.12), observamos que puede ser creada eligiendo fondos con
puntos sobre la frontera eficiente inicial (una menor varianza σβ dada una rentabilidad
esperada mβ). Entonces la ĺınea que va de (0, r0) hasta F = (σβ,mβ) es una ĺınea tangente
a la frontera eficiente inicial.

Observación 6.3. El caso α0 > 1 no es relevante, puesto que se crea una recta empezando
del punto (0, r0) con pendiente negativa

mα =
(r0 −mβ)

σβ
σα + r0 (6.11)

6.2.3. Encontrar el valor de F

Para encontrar el valor de F, simplemente debemos encontrar el fondo (β1, .., βn) que

corresponde al par (σβ,mβ) que maximiza
mβ − r0

σβ
. En otras palabras, debemos maxi-

mizar la función

f(β1, ..., βn) =
(mβ − r0)

σβ

donde

mβ =
n∑
i=1

βimβi

σβ =
√
V ar(β1r1 + ...+ βnrn)

= (

n∑
i=1

βiβjσαij)
1/2

Como
n∑
j=1

βj = 1 y r0 = β1r0 + ...+ βnr0, podemos rescribir f como

f(β1, ..., βn) =

∑n
i=1 βi(mβi − r0)

(
∑n

i=1 βiβjσij)
1/2

Entonces la diferencial
∂f

∂βi
= 0, i ∈ {1, ..., n} es un sistema lineal de n ecuaciones de la

forma
n∑
j=1

vjσij = mβi − r0

donde vj = cβj , siendo c una variable constante definida como

c =

∑n
i=1 βi(mi − r0)∑n
i=1 βiβjσij

siendo βi la solución óptima.

De este modo, podemos dar el siguiente teorema
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6. TEOREMA DE FONDOS

Teorema 6.4. El fondo F = (β1, ..., βn) en el teorema de un fondo viene dado por

βi =
vi∑n
j=1 vj

,

donde (v1, ..., vn) es la solución del sistema linal de n ecuaciones

n∑
j=1

vjσij = mβi − r0,
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Parte III

El modelo CAPM

Tomando de nuevo los documentos de Karl Sigman como referencia para este caṕıtulo,
Capital Asset Pricing Model (véase [4]), nos dice que para este modelo partimos de las
siguientes suposiciones: tenemos un mercado abierto en el que todos los activos con riesgo
están a nuestra disposición, además, la información de mercado (rendimiento esperado,
riesgo y covarianza de los activos) está a disposición de todos los inversores.

En este mercado tenemos un único activo libre de riesgo con tasa de retorno r0 y además
cualquier inversor puede prestar dinero o pedirlo prestado.

Estamos suponiendo también que todos los inversores son adversos al riesgo, los cuales
parten de las bases de Markowitz sobre la teoŕıa de carteras. Dicho esto, podemos con-
cluir que en el momento en que todos tienen los mismos activos disponibles, con la misma
información sobre cada uno de estos y el mismo método de decisión, todos los inversores
deben tener la misma cartera, sobre la misma frontera eficiente y su cartera es una com-
binación entre el activo libre de riesgo y el mismo fondo F creado por activos con riesgo.
En otras palabras, todos tienen el mismo problema de optimización con la misma cartera
eficiente como solución.

Este fondo eficiente es conocido como cartera de mercado y la denotaremos por M =
(σM ,mM ). La ponderación de cada activo en la cartera de mercado viene dada por el va-
lor de su capital (el valor total de sus acciones) dividido entre el valor del capital total del
mercado. Por ejemplo, tenemos un activo i el cual representa las acciones de la compañ́ıa
A, y esta compañ́ıa tiene 10.000 activos a 20$ cada uno. Por tanto, el valor del capital
del activo i es Vi = 10000 ∗ 20 = 200000. Suponiendo que el mercado tiene un total de n
activos, el valor total del mercado será V = V1 + V2 + ... + Vn y la ponderación de cada

activo dentro de la cartera de mercado será wi =
Vi
V

.

En la situación descrita, se dice que el mercado financiero está en equilibrio, lo que signi-
fica:

El tipo de interés libre de riesgo es único, determinándose el valor a través del juego
de la oferta y la demanda, de forma que la cuant́ıa de dinero prestado y tomado a
préstamo se igualan.

Todos los t́ıtulos con riesgo tienen una demanda igual a su oferta, por lo que el
exceso de demanda es cero y todos los t́ıtulos pertenecerán a algún inversor.

El modelo CAPM (Capital Asset Pricing Model) es un modelo de valoración de activos
financieros desarrollado por William Sharpe, su desarrollo está basado en diversas formu-
laciones de Harry Markowitz sobre la diversificación y la teoŕıa moderna de Portfolio. En
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7. LÍNEA DE MERCADO DE CAPITAL

su introducción, también formaron parte Jack L. Treynor, John Lintner y Jan Mossin.

7. Ĺınea de mercado de capital

Recordemos que el teorema de un fondo dećıa que si en nuestra cartera añad́ıamos un
activo libre de riesgo, la frontera eficiente era una ĺınea recta desde el punto del activo
libre de riesgo hasta el fondo F .
Sea (σM ,mM ) el punto correspondiente a la cartera de mercado M, entonces todos los
puntos (σ, m̄) elegidos de forma racional por el inversor están sobre la recta

m = r0 +
mM − r0

σM
σ (7.1)

conocida como ĺınea de mercado de capital.

La pendiente de esta ĺınea es conocida como precio del riesgo o también conocida como
ratio de Sharpe.

Teorema 7.1. Capital Asset Pricing Model (CAPM). El retorno esperado del activo i,
mi, cumple

mi = r0 + βi(mM − r0) (7.2)

donde
βi =

σi,M
σ2
M

y σi,M es la covarianza entre el activo i y la cartera de mercado M. Tal valor de beta es
una variable importante que mide el riesgo individual por activo.
Más en general, para cada cartera p = (α1, ..., αn) de activos con riesgo, tendŕıamos

mp = r0 + βp(mM − r0) (7.3)

donde

βp =
σp,M
σ2
M

=
n∑
i=1

αiβi

Demostración. Crearemos una cartera con un activo i y la cartera de mercado M, (α, 1−α)
con α ∈ [0, 1]. La tasa de retorno es r(α) = αri+ (1−α)rM . Supondremos que este activo
i no es eficiente, es decir, no se encuentra sobre la frontera eficiente y aśı como vamos
variando el valor de α va trazando una curva (σ(α),mM (α)) con

m(α) = αmi + (1− α)mM = α(mi −mM ) +mM

σ2(α) = α2σ2
i + 2α(1− α)σi,M + (1− α)2σ2

M =

α2(σ2
i + σ2

M − 2σi,M + 2α(σi,M − σ2
M ) + σ2

M )

Cuando α = 0, (σ(0),m(0)) = (σM ,mM ) y cuando α = 1, (σ(1),m(1)) = (σi,mi), aśı
tal curva es tangente a la ĺınea de mercado de capital en el punto (σM ,mM ) y además
cuando α = 0,

dm(α)

dσ(α)
|α=0 =

mM − r0

σM
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Además
dm(α)

dσ(α)
=
dm(α)/dα

dσ(α)/dα
=

mi −mM

(σi,M − σ2
M )/σM

.

Entonces tenemos
mi −mM

(σMi − σ2
M )/σM

=
mM − r0

σM
(7.4)

Entonces

σM (mi −mM )

σMi − σ2
M

=
mM − r0

σM
⇐⇒ mi −mM =

(mM − r0)(σMi − σ2
M )

σ2
M

⇐⇒

mi −mM =
(mM − r0)

σM

σMi − σ2
M

σM
⇐⇒ mi −mM =

σM (mM − r0)

σM

σi,M
σM

⇐⇒

mi −mM = βi
σM (mM − r0)

σM

Obteniendo aśı la fórmula de CAPM para el activo i. �

8. Riesgo sistemático

Teniendo en mente la fórmula de CAPM, dado un activo i, podemos expresar su tasa
de retorno como

ri = r0 + βi(rM + r0) + εi

donde εi es una variable aleatoria la cual expresa el término de error. Vamos a determinar
algunas propiedades de este error.

Es inmediato de la fórmula CAPM que E(εi) = 0. Además Cov(εi, rM ) = 0:

Cov(εi, rM ) = Cov(ri − r0 − βi(rM − r0), rM )

= Cov(ri − βi(rM − r0), rM )

= Cov(ri, rM )− βiCov(rM , rM )

= σi,M −
σM,i

σ2
M

σ2
M

= σi,M − σi,M
= 0.

Por lo tanto el término de error tiene media 0 y está incorrelacionado con la cartera de
mercado.

Para la varianza, partiendo de la fórmula CAPM con el término de error tenemos

σ2
i = β2

i σ
2
M + V ar(εi)

El primer término de la suma, β2
i σ

2
M es conocido como riesgo sistemático y representa la

parte del riesgo de invertir en el activo i y la otra parte, V ar(εi) es conocida como ries-
go no sistemático el cual puede ser reducido diversificando, al contrario del otro cuando
β2
i > 0.
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9. PRECIO DE LOS ACTIVOS

9. Precio de los activos

Consideramos un activo de precio P = X0 en t = 0, rentabilidad Q = X1 y rentabilidad
esperada E(X1) en tiempo t = 1. Entonces la rentabilidad esperada viene dada por

m =
E(X1)−X0

X0
=
E(X1)− P

P
, equivalentemente

P =
E(X1)

1 +m

aplicando la fórmula CAPM obtenemos la expresión

P =
E(X1)

1 + r0 + β(mM − r0

conocida como versión de precios de la fórmula CAPM.

Podemos re-expresar la fórmula utilizando r =
Q− P
P

=
Q

P
− 1, entonces

Cov(r, rM ) = Cov((Q/P )− 1, rM )

= Cov((Q/P ), rM )

=
1

P
Cov(Q, rM );

obteniendo aśı

β =
1

P
(Cov(Q, rM )/σ2

M ).

Añadiendo esto en versión de precios de la fórmula CAPM obtenemos

P =
E(X1)

1 + r0 + 1
P (Cov(Q, rM )/σ2

M )(mM − r0)

equivalentemente

P =
E(X1)− Cov(Q,rM )/σ2

M )(mM−r0)

σ2
M

1 + r0

Si el activo no está correlacionado con el mercado, entonces el precio es exactamente
E(X1)

1 + r0
. El ajuste

−Cov(Q, rM )(mM − r0)

σ2
M

produce un precio más bajo si el activo se correlaciona positivamente con el mercado, y
un precio más alto si el activo se correlaciona negativamente con el mercado.
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Parte IV

El modelo de Black Litterman

Esta es ya la última sección teórica del trabajo, la cual he desarrollado gracias a una
publicación realizada por Henry Stewart en el Journal of Asset Management titulada
A demystification of the Black-Litterman model: Managing quantitative and traditional
portfolio construction, (véase [6]).

El modelo de Black-Litterman fue desarrollado en 1990 por Fischer Black y Robert Lit-
terman. Este modelo combina las ideas del Capital Asset Pricing Model (CAPM), el
modelo Bayesiano, los cuales hablaremos a continuación y el modelo de Markowitz expli-
cado anteriormente con el fin de calcular la cartera de pesos óptima bajo unos parámetros
espećıficos. Como hemos visto en el caṕıtulo anterior los inversores usaban como datos de
partida los retornos esperados de los activos y los aplicaban en el modelo de Markowitz el
cual generaba la cartera de pesos. Veremos ahora que en el modelo de Black-Litterman,
los inversores parten de su punto de vista, su opinión sobre los retornos esperados de las
carteras, de modo que el modelo combina los puntos de vista de forma equilibrada, pro-
duciendo el conjunto de retornos esperados de los activos, aśı como de la cartera de pesos
óptima. El modelo de Black-Litterman utiliza los pesos que debemos poner en la cartera
según la certeza que tengamos de nuestro punto de vista, la covarianza entre tal opinión y
el equilibrio y la covarianza entre los puntos de vista. Este caṕıtulo nos hablará de cómo
desarrollar el método de Black-Litterman siguiendo tres pasos que vamos a desarrollar en
las tres siguientes secciones. La primera tratará sobre el cálculo de la información a priori
para estimar los retornos. Esto partirá de la cartera de equilibrio CAPM. El segundo paso
es especificar la opinión de los inversores y finalmente el tercero hace una combinación
del proceso de estimación para los retornos con los puntos de vista de los inversores.

10. Suposiciones y conceptos previos del modelo

Antes de presentar el teorema de Black-Litterman, fijaremos la notación que se va a
utilizar durante todo este caṕıtulo y los conceptos básicos necesarios. Para ello, volviendo
al teorema Capital Asset Pricing Model (CAPM) se pueden obtener los siguientes resul-
tados.

Sea r el vector de retornos de los activos, entonces E(r) será el vector de exceso de retorno,
es decir, el rendimiento real. Se expresa de la siguiente forma

M = E(r) = m− r0

Por otro lado se considera el vector de exceso de rendimientos en equilibrio, Π. Dicho de
otra forma, es el rendimiento que se deduce del mercado. Su expresión es

Π = β(mM − r0)
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10. SUPOSICIONES Y CONCEPTOS PREVIOS DEL MODELO

con β =
Cov(r, rTwm)

σ2
m

, siendo rTwm es el retorno de mercado, wm el vector de pesos de

mercado y σ2
m su volatilidad. Fijando Σ = Cov(r, rT ), entonces

Π = δΣwm

con δ =
µm − r0

σ2
m

una constante positiva.

En el modelo de Black-Litterman, lo que se intenta es dar el conjunto de retornos esperados
en base a la combinación de opiniones de los inversores. Ahora la pregunta es, ¿cómo se
puede representar la opinión de los inversores? Para responder la pregunta será necesario
el uso del Teorema de Bayes.

Utilizando la notación anterior, el teorema se expresaŕıa de la siguiente forma

fM |Π(m|π) =
fM |Π(m,π)

fΠ(π)
(10.1)

=
fΠ|M (π,m)fM (m)

fΠ(π)
(10.2)

∝ fΠ|M (π,m)fM (m) (10.3)

por ser fΠ(π) un valor constante.

Además, tenemos las siguientes suposiciones,

A1:
Los inversores tienen un conjunto de k opiniones las cuales son representadas por los
siguientes parámetros, definidos de esta forma según los papers relacionados con este
tema:

P es la matriz (k × n) de relaciones lineales sobre las que tenemos conocimiento a
priori.
Los activos que muestran un mejor comportamiento, recibirán peso positivo y de-
berán sumar 100 %. Si hay más de uno, el peso será proporcional al peso original.
Los activos que muestran un peor comportamiento recibirán peso negativo y de-
berán sumar −100 %. Si hay más de uno, el peso será proporcional al peso original.

Por ejemplo, supongamos que TEF tiene una rentabilidad esperada de un 8 % con
un 85 % de confianza. Por otro lado BBVA va a experimentar un outperformance
frente a IBE y TEF de un 3 % con un 95 % de confianza.
La matriz P que se obtiene es

P =

(
0 1 0
−1 0 1

)

q es un vector k × 1 que contiene el valor medio de esas relaciones lineales que co-
nocemos.
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Ω es una matriz k × k que expresa la precisión (varianza) de las valores de esas
relaciones lineales es una matriz diagonal.

Ω = diag(P (τΣ)P T )

siendo

wij = P (τΣ)P T ,∀i = j

wij = 0,∀i 6= j

Cuanto mayor wij mayor será el grado de incertidumbre.

Con esto, la primera suposición del teorema es que

PM v N(q,Ω) (10.4)

A2:

Π|M v N(M, τΣ) (10.5)

siendo τ una constante de proporcionalidad.

Observación 10.1. En el modelo CAPM, se obteńıa que Π = M , pero en el modelo de
Black-Litterman, al haber la incorporación de la opinión del inversor, ahora la igualdad
es falsa. En este caṕıtulo, Π tendirá a una Normal centrada en M pero con una variación
τΣ.

11. Fórmula de Black-Litterman

Aplicando las suposiciones anteriores a la expresión obtenida en (8.2), queremos ver
que

fM |Π(m|π) v N(µ∗, σ) (11.1)

siendo

µ∗ = ((τΣ)−1 + P TΩ−1P )−1((τΣ)−1Π + P TΩ−1q)

σ = ((τΣ)−1 + P TΩ−1P )−1

Demostración. Sabemos por A1 que PM v N(q,Ω), por tanto su función de densidad
es

fPM (Pm) =
1√

(2π)kdet(Ω)
exp(−1

2
(Pm− q)T (Ω)−1(Pm− q))

Por otro lado gracias a A2 , Π|M v N(M, τΣ) tenemos la siguiente función de densidad

fΠ|M (π,m) =
1√

(2π)ndet(τΣ)
exp(−1

2
(π −m)T (τΣ)−1(π −m))
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11. FÓRMULA DE BLACK-LITTERMAN

Observación 11.1. Antes de continuar, observar que como hipótesis A1 tenemos la
semejanza de PM a una Normal, pero lo que necesitamos es la semejanza de M para
encontrar fM (m) y resolver el problema (10.3).

Si P fuera invertible fM (m) = fPM (Pm) ∗ det(P )−, siendo el determinante un valor
constante y por tanto no habŕıa problema, la condición A1 seŕıa totalmente válida.
El hecho está en que P , al no ser una matriz cuadrada, no puede tener inversa. Para
solucionar este problema, lo que se hace es terminar de completar la matriz con 0 y aśı
P será de dimensión (n× n).

Al realizar esta modificación, se está variando también la matriz Ω, ya que debe com-
pletarse de forma que sea de dimensión (n × n). Para ello, el resto de coeficientes de la
diagonal serán infinitos,

Ω =



w11

. . .

wkk
∞

. . .

∞


por el hecho de que se desconoce totalmente su valor y por tanto, el grado de incertidumbre
es mayor. Además, al hacer la inversa esos coeficientes tienden a cero y por tanto no nos
afecta en el resultado.

Por todo esto, a partir de A1 podemos llegar también a la solución del problema.

Dicho esto, vamos a aplicar tales funciones en la fórmula de Bayes expresada en (10.3)

fΠ|M (π,m)fPM (Pm) =

1√
(2π)ndet(τΣ)

exp

{
−1

2
(π −m)T (τΣ)−1(π −m)

}
×

1√
(2π)kdet(Ω)

exp

{
−1

2
(Pm− q)TΩ−1(Pm− q)

}
Dejando de lado las constantes obtenemos

fΠ|M (π,m)fPM (Pm) =

k ∗ exp
{
−1

2τ
(π −m)TΣ−1(π −m)− 1

2
(Pm− q)TΩ−1(Pm− q)

}
Resolvemos el término cuadrático del exponente

mTP TΩ−1Pm− 2qTΩ−1Pm+ qTΩ−1q +

mT (τΣ)−1m− 2πT (τΣ)−1m+ πT (τΣ)−1π

Equivalentemente

mT
[
P TΩ−1P + (τΣ)−1

]
m− 2

[
qTΩ−1P + πT (τΣ)−1

]
m+ qTΩ−1q + πT (τΣ)−1π
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Podemos simplificar la fórmula introduciendo las variables C,H,A:

C = (τΣ)−1π + P TΩ−1q,

H = (τΣ)−1 + P TΩ−1P,

A = qTΩ−1q + πT (τΣ)−1π

Utilizando la notación anterior y que H = HT , H−1H = I obtenemos

mTHm− 2CTm+A =

mHTH−1Hm− 2CTH−1Hm+A =

(Hm− C)TH−1(Hm− C) +A− CTH−1C =

(m−H−1C)TH(m−H−1C) +A− CTH−1C.

Fijémonos que el término A − CTH−1C no depende de Pm aśı que desaparece con la
constante de integración. De este modo

fM |Π(m|π) = exp

{
−1

2
(m−H−1C)TH(m−H−1C)

}
tiene media

µ∗ = H−1C = ((τΣ)−1 + P TΩ−1P )−1((τΣ)−1Π + P TΩ−1q)

y varianza
σ = H−1 = ((τΣ)−1 + P TΩ−1P )−1

�
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Parte V

Caso práctico

Para finalizar el trabajo, he decidido poner en práctica el funcionamiento del método de
Markowitz y aśı poder aplicar a la realidad de una forma clara y visual todo lo explicado
hasta ahora.

12. Datos

El primer paso es fijar un horizonte temporal, para ello he decidido tomar desde enero
de 2014 hasta diciembre de 2018. El siguiente paso es tener claro con qué activos trabajar,
por eso, primero he decidido considerar que el Dow Jones es el mercado de referencia y he
recopilado los precios de cierre ajustados mensualmente de las 30 empresas que cotizan
en este mercado. Las empresas son las siguientes: 3M (MMM), American Express (AXP),
Apple (AAPL), Boeing (BA), Caterpillar, Inc. (CAT), Chevron Corporation (CVX), Cis-
co (CSCO), Coca-Cola (KO), DuPont (DD), ExxonMobil (XOM), Goldman Sachs (GS),
Home Depot (GS), Home Depot (HD), Intel (INTC), IBM (IBM), Johnson & Johnson
(JNJ), JPMorgan Chase (JPM), McDonald’s (MCD), Merck (MRK), Microsoft (MSFT),
Nike (NKE), Pfizer (PFE), Procter Gamble (PG), The Travelers Companies (TRV),
UnitedHealth Group (UNH), United Technologies Corporation (UTX), Verizon Commu-
nications (VZ), Visa (V), Walt-Mart (WMT) y Walt Disney (DIS).

Como se ha visto en Caṕıtulo I: Introducción y conceptos básicos, Markowitz trabaja con
las tasas de retorno de los activos, no con los precios, es por eso que debemos calcular el
rendimiento mensual de cada t́ıtulo. Por ejemplo, para calcular la rentabilidad mensual
de feb-15 de AAPL haremos

rfeb15 =
Pfeb15 − Pene15

Pene15
,

siendo Pene15 y Pfeb15 el precio de cierre ajustado de ene-15 y feb-15 respectivamente.

Una vez calculados todos los rendimientos mensuales de los activos de nuestro mercado,
tomamos el rendimiento medio de cada uno para crear el vector aleatorio de rentabilida-
des del mercado rM = (rAAPL, rAXP , rBA, ..., rXOM ).

Otra variable que considera Markowitz es la varianza o bien desviación estándar como
medida de riesgo. Durante este trabajo utilizo la desviación t́ıpica para evitar utilizar me-
didas cuadráticas. Entonces lo que hacemos es calcular la varianza y desviación media de
cada activo. Podemos utilizar las fórmulas de Excel para tales parámetros y aśı simplificar
los cálculos.

La Figura 1 muestra algunos de los resultados de las rentabilidades mensuales obtenidas,
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y la Figura 2 el vector de rentabilidades, varianza y desviación media de cada activo.

Figura 1

Figura 2

Nota. Para ver todos los resultados de este análisis de datos, consultar el Anexo
Datos.

A continuación, de entre las 30 empresas del mercado se ha seleccionado 9 en base a
las correlaciones entre ellas, ya que Markowitz apuesta por una cartera diversificada y
para ello, cuanta menos correlación mejor. Además, se ha intentado no elegir más de dos
empresas por sector.

Estas son las que compondrán la cartera de inversión:
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12. DATOS

Informática

• Apple (AAPL)

Software

• Microsoft (MSFT)

Banca

• Visa (V)

• JPMorgan Chase (JPM)

Seguros

• The Travelers Companies (TRV)

Salud

• UnitedHealth Group (UNH)

Minoristas

• Wal-Mart (WMT)

Bebidas

• Coca-Cola (KO)

Elegir en qué empresas invertir es el primer paso a dar para la creación de fondos de
inversión, pero no es tan directo como parece. Este proceso requiere tiempo de estudio de
la empresa a la que se decide invertir y un amplio conocimiento de indicadores macroeco-
nomómicos.
Para la elección de estas 9 empresas tan sólo me he fijado en su correlación y en diversifi-
car el fondo, pero en la realidad se deberian tener en cuenta indicadores como el EBITDA
de la empresa, el ı́ndice de apalancamiento crediticio, el cashflow, etc. y hacer un buen
estudio de mercado. Con todo esto, se tendŕıa una opinión personal de cada empresa y
una predicción del futuro en base a lo estudiado. A partir de aqúı se podŕıa aplicar el
método de Black-Litterman explicado en el Caṕıtulo IV.
Este método requiere tener un buen nivel económico y sale de la ĺınea de trabajo, por ello
he decidido ceñirme en el método de Markowitz y no en el de Black-Litterman.

Cabe destacar que en el mundo de las finanzas siempre se trabaja con valores anua-
lizados, es por eso que antes de plantear el método de Markowitz debemos calcular
m = (mAAPL,mAXP , ...,mXOM ), el vector de rentabilidades medias anuales esperadas
y la varianza media anual de los 9 activos seleccionados.

Nota. Ver Anexo Benchmark con los resultados completos.
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13. Matrices

Recordemos que en el Caṕıtulo II. Los fundamentos de la teoŕıa de Markowitz, se
planteaba el problema de Markowitz y lo que haćıamos era minimizar la varianza sujeto
a una rentabilidad mı́nima fijada,

M : Minimizar
1

2
V ar(r) =

1

2
wTΣw

Sujeto a E(r) = mTw ≥ µb
eTw = 1

En este caṕıtulo lo que haremos es calcular el vector de pesos w para cada nivel de
riesgo fijado y por tanto necesitamos la matriz de covarianzas anuales Σ entre los activos
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14. MÉTODO DE MARKOWITZ

seleccionados. Es decir, lo planteamos de la siguiente forma

M : Maximizar E(r) = mTw

Sujeto a
1

2
wTΣw ≤ β

eTw = 1

donde β es el máximo riesgo que estamos dispuestos a aceptar.

La matriz resulante es la siguiente

Por ejemplo, para calcular la covarianza anual entre TRV y V, lo que haremos es

= COV ARIANCE.P (vector rentabilidad mensual TRV, vector rentabilidad mensual V)

14. Método de Markowitz

Ahora sólo nos queda desarrollar el método de Markowitz, para ello vamos a explicar
paso a paso su resolución.

Paso 1.
La tabla que aparece a continuación es la que he utilizado para aplicar la función Solver,
la cual me irá dando los diversos valores de pesos correspondientes a cada activo, fijando
un riesgo total para la cartera y la tasa libre de riesgo.
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En este caso he fijado un riesgo del 13 % y tasa libre de riesgo 4 %, al aplicar la función
Solver obtendremos los resultados observados en la Figura 3.

Los cálculos para los resultados de cada portafolio son muy simples gracias a las funciones
implementadas en Excel:

El retorno de la cartera es
9∑
i=1

mT
i wi, pero utilizando la función Excel

= SUMPRODUCT

se convierte en un cálculo muy rápido.

Para la varianza del portafolio la he calculado de dos formas, una es utilizando la
función Excel

= MMULT (TRANSPOSE(V ectorPeso);

MMULT (MatrizCovarianza;V ectorPeso)).

La otra forma es mucho más intuitiva teniendo en cuenta la función de varianza
wTΣw

Figura 3

Una vez obtenida toda la matriz, la varianza total de la cartera será la suma de
todos los elementos de la matriz.
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14. MÉTODO DE MARKOWITZ

La desviación estándar no es más que la ráız cuadrada de la varianza.

El ratio de Sharpe como ya vimos en el Caṕıtulo III. El modelo CAPM, este valor
corresponde a la pendiente de la ĺınea de mercado de capital

m− r0

σ

Paso 2.
El primer Solver que debemos realizar es para encontrar la cartera de mı́nima varianza,
para ello si revisamos la parte de la resolución del problema de Markowitz del Caṕıtulo
II, vemos que debemos plantearnos el siguiente problema

M : Minimizar
1

2
V ar(r) =

1

2
wTΣw

Sujeto a eTw = 1

Entonces para la función Solver, el Objetivo es minimizar la desviación estándar, cam-
biando los valores de los pesos correspondientes a cada activo y sujeto a las condiciones:

La suma de los pesos debe ser 1

Todos los retornos tienen que ser positivos, ya que no contemplamos ventas en
descubierto

De esta forma obtenemos el siguiente resultado

Paso 3.
A continuación haremos un proceso similar pero ahora vamos a encontrar la cartera de
máxima rentabilidad, es decir, esta vez resolveremos el problema

M : Maximizar E(r) = mTw

Sujeto a eTw = 1

aśı el Objetivo es maximizar el retorno de la cartera, cambiando los valores de los pesos
correspondientes a cada activo sujeto a las mismas condiciones que en el caso anterior.

El resultado obtenido es el siguiente
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Observación. El resultado es obvio, si lo que queremos es la máxima rentabilidad de la
cartera, lo que debemos hacer es invertir todo el dinero en el activo de más rendimiento,
que en este caso seŕıa UNH.
De todas formas, no nos interesa este tipo de cartera ya que no está nada diversificada y,
por tanto, tiene mucho riesgo.

Paso 4.
Una vez obtenida la desviación estándar para la cartera de mı́nima varianza (βmin−var)
y la de máximo retorno (βmax−ret), se obtienen 10 carteras fijando su desviación (β) de
la siguiente forma:

βi = βi−1 + ε

con ε =
βmax−ret − βmin−var

n+ 1
, siendo n el número de carteras.

De este modo, el problema de Markowitz a resolver es el siguiente

M : Maximizar E(r) = mTw

Sujeto a
1

2
wTΣw = β

eTw = 1.

Aplicaremos un Solver para cada cartera fijando como Objetivo maximizar el retorno del
portafolio cambiando como siempre el vector de pesos, sujeto a las condiciones anteriores
pero añadiendo ahora una más:

Desviación estándar del portafolio ya está fijada según lo comentado anteriormente

Aśı cada vez que apliquemos el Solver sólo tendremos que cambiar la nueva condición
fijando la desviación correspondiente a cada cartera.

El resultado de la cartera 6 por ejemplo, ha sido el siguiente
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14. MÉTODO DE MARKOWITZ

Nota. Ver Anexo Portfolio con los resultados completos.

Paso 5.
Finalmente, sólo nos queda representar la frontera eficiente obtenida a partir del riesgo y
la rentabilidad de las 12 carteras calculadas.

El resultado es el siguiente

Paso 6.
Todas estas carteras son eficientes según el método de Markowitz, pero ahora la pregunta
es, de entre todas estas, ¿cuál es la mejor?.

Si revisamos el Caṕıtulo III. El Modelo CAPM, el punto de tangencia entre la ĺınea de
mercado de capital y la frontera eficiente era el resultado de la cartera óptima. Para
encontrar tal punto, debemos calcular la cartera que maximiza el ratio de Sharpe, es
decir, aquella que hace máxima la pendiente.

Aplicando nuevamente el Solver fijando ahora como Objetivo maximizar el ratio de Sharpe,
cambiando el vector de pesos y sujeto a las mismas condiciones para crear la cartera de
mı́nima varianza y la de máximo retorno, obtenemos la siguiente cartera
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y por tanto el siguiente gráfico
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Parte VI

Conclusiones

Una vez terminado el estudio, las conclusiones son diversas respecto los diferentes
métodos. En primer lugar, cabe comentar que los mercados financieros no se rigen por
una ciencia cierta. El mercado es muy inestable y los valores de los activos pueden variar
dependiendo del gobierno del momento, por una fusión entre empresas, un catastrófico
derrame de petróleo en el mar o simplemente con un twit del presidente Trump. Es por
eso que cualquier método debe complementarse con un análisis macroeconómico.

Respecto al método de Markowitz es fácilmente observable la sencillez de éste, lo que
permite una implementación sin grandes conocimientos en materia financiera y/o ma-
temática. Por contraposición, son necesarias aplicar diversas restricciones que aseguren la
diversificación de la cartera de inversión y además es un método que se basa en exceso en
rentabilidades pasadas, lo que no asegura rentabilidades futuras. Este hecho se soluciona
con el modelo de Black-Litterman al poder aplicar una opinión sobre los activos financie-
ros a incluir en la cartera.

Terminamos el trabajo obteniendo como resultado la mejor cartera dentro del mercado
del Dow Jones, pero ahora la pregunta es, ¿realmente el resultado es fiable?, ¿debeŕıa
invertir ciegamente mi capital tal y como dicen estos resultados?.

Para comprobar la fiabilidad de los resultados, se ha simulado el riesgo y rentabilidad que
habŕıa tenido tal cartera aplicada ahora en el año 2019.
Nota. Ver Anexo Performance con los resultados completos.

Según tales resultados, la cartera ha obtenido una rentabilidad de un 26,37 % respecto
al 26,63 % pasado y un riesgo del 16,9 % frente al 13,42 % inicial. La rentabilidad se ha
mantenido prácticamente igual, aunque el riesgo ha aumentado casi un 3 %. Se puede
decir que es una cartera volátil debido a que todos los activos invertidos son acciones y
por ello se obtiene también una mayor rentabilidad.
Para diversificar más la cartera se debeŕıa invertir en otro tipo de activos, como en renta
fija, y hacer aśı una cartera mixta, lo que nos llevaŕıa a una cartera con menos rentabilidad
esperada pero también menos volátil.

Teniendo en cuenta los puntos mencionados anteriormente sobre el método de Markowitz,
vemos que la cartera resultante está poco diversificada lo que conlleva un riesgo elevado.
Adicionalmente, debeŕıamos continuar nuestro estudio cuantitativo con la inclusión de
algunos ratios para analizar la sensibilidad de la cartera ante cambios inesperados en la
rentabilidad de los activos elegidos o comprobar si el fondo se mueve en consonancia con
el mercado. Estos son la Beta del fondo, el ratio de Treynor y el Alpha de Jensen, entre
otros.
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Este análisis debe ser complementado con un análisis fundamental de los activos financie-
ros a incluir en nuestro fondo, lo cuál nos permite obtener una mejor aproximación sobre
el futuro de las empresas, los rendimientos que puedan obtener y los planes estratégicos
que puedan plantear.

Por último, debemos comentar que la solución que se propone es estática pero, adicional-
mente, tal cartera se debe rebalancear de manera dinámica y periódica ateniendo a las
nuevas estimaciones de rentabilidad media y riesgo.
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