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Abstract

Chaos theory is a branch of mathematics focusing on dynamic systems with irregular
behavior. Despite being deterministic dynamical systems, their behavior cannot be pre-
dicted since small differences in initial conditions can cause the system to evolve very
differently.

In this paper we will see some examples of very simple dynamical systems but with
chaotic dynamics. We will focus mainly on the study of the family Q.(z) = 22 + ¢ on the
real and complex case.

We will talk about symbolic dynamics and topological conjugacy as a useful tool to
compare dynamical systems and transfer information from one to another. These two

concepts will be used to prove that a dynamical system is chaotic.

Resum

La teoria del caos és una branca de les matematiques que estudia sistemes dinamics amb un
comportament irregular. Tot i ser sistemes dinamics deterministes, el seu comportament
no es pot predir ja que petits canvis en les condicions inicials poden provocar que el
sistema evolucioni de manera molt diferent.

En aquest treball veurem alguns exemples de models matematics molt senzills pero
amb dinamica caotica en certs conjunts. Ens centrarem sobretot en I'estudi de la familia
de funcions Q.(z) = 2% + ¢ pel cas de variable real i també pel cas complex.

Parlarem de dinamica simbolica i de la conjugacié topologica com a eina per comparar
sistemes dinamics i traslladar informacié d’'un a D'altre. Aquests dos conceptes seran els
que utilitzarem per a demostrar que una funcié és caotica en un conjunt.
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1 Introduccio

La teoria de sistemes dinamics té per objectiu estudiar el comportament d’un sistema que
evoluciona amb el temps. Qualsevol sistema que evoluciona amb el temps es pot modelar
com un sistema dinamic, (X, f), on X és el conjunt de possibles estats del sistema i f
és la llei d’evolucié que relaciona l’estat present del sistema en funcié dels estats passats.
Si considerem un sistema dinamic determinista, és a dir, un sistema en el qual I’atzar no
hi juga cap paper, i partim d’una condicié inicial xg de X, aleshores la seva trajectoria
queda determinada per aquest valor.

Ja en el segle XIX, H. Poincaré va observar que petites variacions en les condicions
inicials podien implicar grans diferencies en el comportament futur del sistema, complicant
aixi la prediccié dels estats futurs. Tot i aixi, no va ser fins a principis de la decada de
1960 quan va sorgir el concepte de “caos” de la ma de E. Lorenz. Mentre intentava predir
el clima amb l’ajut d’un ordinador, Lorenz va observar que petites diferéncies en les
dades d’entrada produien grans canvis en les prediccions resultants. A causa d’aquestes
observacions, Lorenz va escriure un article en el qual es van establir les bases del que
més endavant es coneixeria com la Teoria del Caos. Aixi doncs, la teoria del caos és la
branca de les matematiques que es dedica a estudiar sistemes sensibles a petits canvis de
les condicions inicials. Tot i aixi, no s’ha acceptat una definicié universal pel concepte de
caos. En aquest treball, seguirem la definicié introduida per R.L. Devaney en [1] i [2].

La dinamica simbolica va sorgir com a eina per analitzar sistemes dinamics generals
mitjancant la discretitzacié de 'espai. Imaginem-nos un punt que segueix una trajectoria
en un espai. La idea basica és dividir el conjunt de possibles estats en un nimero finit
de “peces”. Aquestes peces s’associen a un simbol i d’aquesta manera el sistema queda
descrit per una seqiiencia de simbols més senzill d’analitzar. Aixi, treballarem en un espai
de seqiiencies de simbols, que denotarem X, i una funcié o que, senzillament, obvia el
primer terme de la seqiiencia d’entrada. Els elements de I'espai X seran seqiiencies de la
forma (s;)ien = (s08182...) amb s; € {0, 1, ..., N —1}. Aleshores, veurem que el sistema
dinamic generat per la funcié o recull totes les caracteristiques essencials del caos.

Pero, podem treure informacié sobre la dinamica del sistema original a partir de la
seva trajectoria simbolica? La resposta a aquesta pregunta no només depen del sistema
dinamic siné de com fem la particié de ’espai. Diem que dues funcions sén topologicament
conjugades si existeix un homeomorfisme que conjuga I'una amb l’altra. La conjugacié
topologica és molt 1til en sistemes dinamics i en 'estudi de les funcions iterades. Veurem
que moltes propietats dinamiques sén preservades per la conjugacio i aixo ens permetra
demostrar que si dues funcions sén conjugades i una és caotica, ’altra també ho és. Per
tant, si entenem com és la dinamica d’una funcié iterada, aleshores podem entendre com
és la de qualsevol funcié que sigui topologicament conjugada amb ella.

Com veurem en aquest treball, es déna el cas que molts sistemes dinamics sén conjugats
(en algun domini apropiat, normalment en conjunts de Cantor) a la funcié shift i per tant
exhibeixen caos en aquests conjunts.

L’objectiu d’aquest treball és doncs estudiar comportaments caotics de sistemes dinamics
a partir de la dinamica simbolica i la conjugacié topologica entre funcions.



Estructura de la memoria

Per poder assolir els objectius proposats, hem estructurat la memoria de la segiient ma-

nera.

En el Capitol 2, comencarem farem un recordatori dels conceptes més basics d’iteracio
de funcions. Parlarem de punts fixos, punts periodics i de les seves orbites. Veurem que les
orbites d’aquests punts determinen el comportament de punts veins i, al llarg del treball,
que tenen un paper rellevant en 'estudi dels sistemes dinamics. Seguidament, introduirem
el concepte de caos. Com ja s’ha dit, introduirem la definicié de caos introduida per R.L.
Devaney en [1] i [2] aixi definint els tres conceptes que aquesta engloba. Finalment,
parlarem de la conjugacié topologica, I’eina que ens permetra comparar diferents sistemes
dinamics i passar informacié d’un a ’altre. També demostrarem un seguit de propietats
que sén preservades per la conjugacio i que si un sistema dinamic té un comportament
caotic i és conjugat amb un altre, aquest segon també ho és.

El Capitol 3 esta dedicat a la dinamica simbolica. Definirem l’espai de seqiliencies en
N simbols, ¥ i el convertirem en un espai metric. També definirem la funcié shift, o, i
veurem que el sistema dinamic (X, o) és caotic.

Finalment, ens els Capitols 4 i 5 es demostren comportaments caotics en sistemes
dinamics reals i complexos respectivament. En els dos casos, s’estudia la dinamica de la
familia de funcions Q.(x) = x2 + ¢. Veurem que existeix un conjunt de Cantor en els qual
la dinamica d’aquesta funcié és caotica. Per fer-ho, veurem que existeix una conjugacié
topologica entre les funcions ). i 0. En el cas real, també donarem una idea molt general
de com . passa de tenir una dinamica senzilla a una dinamica més complexa. Pel cas
complex, introduirem el concepte de familia normal, concepte que ens permetra definir el
conjunt de Julia, on tindra lloc la dinamica caotica, i el conjunt de Fatou.



2 Preliminars. Conceptes basics

Aquest primer capitol recull els resultats més generals. Comencarem parlant d’iteracié de
funcions i de les seves orbites més rellevants. Seguirem amb la definicié de caos. Definirem
tots els conceptes que aquesta engloba i en veurem alguna propietat. Finalment, parlarem
de la conjugacié topologica com a eina per a comparar sistemes dinamics.

2.1 Iteracié de funcions

En aquest primer capitol, introduirem conceptes basics i resultats fonamentals sobre ite-
racié de funcions. Parlarem de punts fixos, punts periodics i com aquests punts fixos
determinen el comportament de ’orbita de punts veins.

Considerem X un espai metric i f : X — X una funcié continua. Sigui xg € X i
considerem f(zg), és a dir, la imatge de 2y per f. Com que f(z¢) € X, podem tornar a
aplicar f a aquest valor i obtenim f(f(zo)) = f%(z0) que torna a ser un element de X.
Per tant, podem repetir aquest procés reiteradament i obtenim una successio de la forma

z0, 21 = f(20), z2 = f*(20), -y Tn = f"(20), ... -

Aquesta successié és la successio d’iterats de f en el punt zg. El conjunt de tots els iterats
de f per als diferents punts xy es pot entendre com un sistema dinamic determinat per
la funcié f i que, després de n iterats, situa una particula que inicialment es trobava
a lestat zg, a lestat f"(xg). La formulacié de la nocié de sistema dinamic associat als
iterats d’una funcié indica el caracter discret de la variable n (n € N).

Definim I’orbita d’un punt xg, que anomenem condicid inicial, com la successio d’ite-
rats de f en aquest punt i la denotem per w(zo, f). Es a dir,

w(zg, f) = {zo, z1 = f(x0), T2 = fQ(xo), ey T = f(x0), ...}

on f"(xg) = fo---o f(xg). Ara, ens preguntem on es troba f"(zg) quan n és molt gran.
—_—

n vegades
Per resoldre aquesta qiiestio hem de calcular, si existeix,

lim f"(xzo).

n—oo

Aquest limit dependra de la condicié inicial zg amb la qual comencem a iterar la funcié.
Per exemple, considerem X = R i la funcié Qo(x) = x2. Llavors l’orbita de la conidici6
inicial zg és

2 4 8 2n
{0, 5, Tg, Tgy -y TG 5 -}

Si prenem un punt zg tal que |zg| < 1, Qf(zo) tendeix a 0 quan la n tendeix a infinit per
a tota n. En canvi, si zg és tal que |xo| > 1, aleshores Q(zo) tendeix a infinit quan n
tendeix a infinit. D’altra banda, si prenem z¢ = 0, Q{(0) = 0 per a tota n i si prenem
xo =1, Qp(l) = 1 per a tota n. Com hem vist, en aquest exemple és facil veure quin
és el comportament asimptotic de les orbites pero no sempre és aixi. L’analisi grafic és
una eina que pot servir d’ajuda en aquests casos. Per tenir un exemple de com funciona
I’analisi grafic, veurem els resultats anteriors a partir de la grafica de la funcio.
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(a) Orbita de 8. (b) Orbita de s

Figura 1: Representacié grafica dels iterats d’un punt.

En la figura 1a podem veure com després d’uns iterats de Qq, ’orbita del punt xg = 3/4
tendeix a 0. De la mateixa manera, en la figura 1b veiem que 1’orbita del punt xg = 5/4
tendeix a infinit.

En el cas en que X = C, al no poder representar la funcié f en el pla, es dibuixa
I’orbita d’un punt zy com una successio a C.

Fins ara hem considerat sempre n > 0, és a dir, hem iterat la funcié f en temps positiu.
De la mateixa manera, podriem preguntar-nos pel passat, és a dir, podriem preguntar-
nos com hem arribat fins a xg, quin és el punt z_; tal que f(zx_1) = z¢. Tornant a la
funcié Qo(x) = 22, és clar que aquesta resposta pot no ser tinica. Per a tot punt g > 0
existeixen dos valors xfl = +/Zo 1 27, = —/Z¢ tal que f(a;fl) = f(xZ;) = xo. Aquests
punts s’anomenen antiimatges de xg per f. La iteracié inversa no determina explicitament
d’on venim siné que ens indica possibles camins. Es per aquest motiu que es diu que la
iteracié de funcions defineix semisistemes dinamics. D’ara en endavant, si no es diu el
contrari, quan es parli d’orbita d’un punt xy sempre fara referencia a 1’orbita positiva, és

a dir, ’orbita en temps positiu.

En l'exemple dels iterats de la funcié @)y hem vist que les orbites dels seus punts
presenten un comportament molt senzill pero no sempre és aixi. Considerem la funcid
f(x) = 4x(1 — ). Aquesta funcié també té per punt fix el 0. El punt x = 1 també té una
dinamica simple: f(1) = 0 per a tota n > 0. Ara bé, considerem un punt z( arbitrari i
observem com la seva orbita pot presentar una dinamica molt complicada.
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Figura 2: Analisi grafic de I'orbita d’un punt zg arbitrari per la funcié f(z) = 4z(1 — z).

2.1.1 Tipus d’orbites

Ara que ja tenim definit el concepte d’iteracié de funcions i d’orbita, ens centrarem en
els punts les orbites dels quals tenen un paper important en la dinamica de les funcions.
Veurem que hi ha punts que tenen orbites molt senzilles perd que, alhora, determinen
I’orbita de molts altres punts propers a aquests.

Comencarem parlant de punts fixos. Diem que un punt zg € X és un punt fiz si
f(xg) = zp. Aleshores, x,, = f™(xg) = o per a tota n > 0 i la seva orbita és la successio
constant {zg, zo, Zo, ...}. Es calculen a partir de 'equaci6 f(z) = =.

Si considerem l’espai dels reals, identificar graficament els punts fixos és senzill: sén
els punts de tall de la grafica de f amb la recta y = .

A continuacié, veurem que podem classificar els punts fixos d’una funcié definida en els
reals en atractors, repulsors o neutres. Per entendre aquests conceptes tornem a fixar-nos
en el cas particular de la funcié Qq(x) = 2. Ja hem vist que aquesta funcié té dos punts
fixos, x =01z = 1. A més, si z; és tal que |z1| < 1, llavors la seva orbita s’aproxima a 0,
és a dir, nh_)ngo Qi (xz1) = 0. Podem dir, doncs, que el punt x = 0 “atrau” les orbites d’un
entorn d’aquest mateix punt fix. En canvi, si agafem un punt tal que |z;| > 1, la seva
orbita s’allunya del punt x = 1 i tendeix a infinit.

A partir del teorema del valor mitja, podem formalitzar els conceptes de punt fix
atractor i punt fix repulsor.

Proposicié 2.1. Sigui f : R — R una funcid de classe C' i p un punt fix de f complint
que | f'(p)| < 1. Aleshores, hi ha un entorn obert U de p tal que si x € U, llavors

lim f"(z) = p.

n—oo

Demostracié. Com que f és una funcié C', existeixen un ¢ > 0 i K < 1 tal que si
x € (p—e,p+e), aleshores |f'(z)| < K. Llavors, pel teorema del valor mitja

[f(@) = f(p)| = [f(x) —pl < K|z —p| <|z—p| <e.



Per tant, tenim que f(x) € (p —e,p + €) i podem repetir el mateix argument. Obtenim
doncs

[f2(@) = P0)| = |/ (f(2)) = p| < K|f(z) —p| < K|z —p| <e
i, en general,
| (@) = [ (p)| = [f"(x) — p| < K"[z — p|

Per tant, com que K < 1, f™(z)—p quan n — oo. O

Proposicié 2.2. Sigui f : R — R una funcié de classe C' i p un punt fiz de f complint
que | f'(p)| > 1. Aleshores, hi ha un entorn obert U de p tal que si x € U i x # p, llavors
existeir una k > 0 amb f(x) ¢ U.

Demostracié. Com que f és una funcié C', existeixen un ¢ > 0 i g > 1 tal que si
x € (p—e,p+e¢), aleshores | f'(x)| > u. Llavors, pel teorema del valor mitja

[f(z) = f(0)| = |f(2) = p| > plz —pl.

Si suposem que f"(x) € (p —e,p + €) per a tota n € N, aleshores

(@) = fp) = [f"(z) —p| > p"|z —p|.

Pero, com que p > 1, 4 — o0 i tenim una contradiccié. O
n—oo

Diem que un punt fix p és un punt fix atractor si compleix que |f'(p)] < 11 que és un
punt fix repulsor si |f'(p)| > 1. En cas contrari, quan |f/(p)| = 1, diem que p és un punt
fix neutre.

Un altre tipus d’orbites interessants sén les orbites de punts periodics i s’anomenen
orbites periodiques o bé cicles. Diem que un punt zg € X és un punt periodic de periode
k si f¥(z0) = ®o. Aquest valor k no és tnic. Es facil comprovar que si f*(zo) = o,
aleshores f"F (z9) = o per a tota n. Anomenem periode principal al primer enter positiu
k que compleix que f*(z¢) = zo. Notem que els punts fixos sén punts periodics de perfode
1.

Sigui zg un punt periodic de periode principal k. En aquest cas, la seva orbita és de
la forma

{:L‘o, xr| = f(ZL‘()), To = f2(l'0), viry Th—e1 = fk_l(:L‘()), xo, T1, }

Es diu també que g, f(z0), f2(20), ..., f¥ (xg) formen un k-cicle. Notem que tots els
punts d’un k-cicle sén punts periodics de periode k. En efecte, per a tota i < k—1 es
compleix
i) = FH(f (o)) = F(F* (w0)) = f'(w0) = @i

Igual que amb els punts fixos, si X = R podem classificar els punts periodics en atractors,
repulsors o neutres. Notem que si xg és un punt periodic de periode k d’una funcié f,
aleshores zo és un punt fix per f*. Aixi, diem que un punt periodic de perfode k de f és
un punt periodic atractor si és un punt fix atractor de f* i diem que és un punt periodic
repulsor si és un punt fix repulsor per f*. Per tant, per saber si un punt periodic zg és
atractor o repulsor, hem de trobar el valor de la derivada de f* en el punt z.



Ara bé, podem classificar de la mateixa manera les orbites peridodiques? Poden haver-
hi punts periodics atractors i punts periodics repulsors en un mateix cicle? Suposem que
Tg,T1, ..., T)_1 formen un k-cicle de f. Aleshores, fi(xg) = z;. Usant la regla de la cadena,
velem que

(f3)(z0) = f'(f(wo)) - f'(x0) = f'(21) - f' (o)
(%) (o) = f'(f*(z0)) - (f*)'(z0) = f'(x2) - f'(21) - f'(x0).

Seguint amb el mateix procediment, obtenim que
(f*) (o) = f'(z5-1) - oo - f'(21) - f' (o).

A més, com que els punts del cicle sén exactament els mateixos sigui quina sigui la condicid
inicial, deduim que

(%) (o) = (f*) (1) = .. = (SN (@x—1).
Per tant, tots els punts d’'un mateix cicle tenen el mateix comportament. Anomenem
multiplicador de 1'orbita periodica a (f*)'(zo) i, com en el cas de punts fixos, el seu valor
ens indica si I’orbita és atractora, repulsora o neutra.

També podem trobar-nos amb punts no fixos ni periodics perd que algun punt de la
seva oOrbita si que ho sigui. Aquests punts s’anomenen eventualment fizos o periodics. Per
exemple, si considerem la funcié f(z) = 1 — 2?2, tenim que V2 és un punt eventualment
periodic ja que f(v/2) = —1, f(—1) = 01i 0 és un punt periodic.

Els resultats de les proposicions 2.1 i 2.2 es comproven de manera similar pel cas
X = C. Aleshores, diem que un punt zg € C és un punt fix

atractor si|f'(20)| < 1,

repulsor si|f'(z0)| > 1,

neutre si |f(20)| = 1.

Com ja hem vist, per a tot punt fix atractor zg existeix un entorn obert de punts del
pla les orbites dels quals tendeixen a ell. Aquest conjunt s’anomena conca d’atraccid de
2o 1 es denota per A(zp).

2.2 Caos

En la seccié anterior hem vist com en el cas dels iterats de la funcié Qo(x) o bé la
successié era constant o el seu comportament asimptotic era senzill de determinar. En
canvi, en la figura 2 no esta clar quin sera el limit de la successié del punt zq per la funcié
f(x) = 4z(1 — x). De fet, la figura sembla indicar que la successié d’iterats no té limit ni
segueix cap patré. Podriem dir que presenta un comportament “caotic”.

En aquesta seccid, introduirem la nocié de caos. Tot i que no hi ha una definicié
universal d’aquest concepte, en aquest cas utilitzarem la definicié introduida per R.L.
Devaney en [1]. Aquesta definicié estableix tres components com a caracteristiques essen-
cials del caos. Aquests conceptes estan formulats per a funcions continues i definides en
un espai metric (X, d).



Una d’aquestes components és la dependencia lineal respecte condicions inicials. Per
tenir-ne una idea, aquest concepte es refereix a que un petit canvi en les condicions inicials
)
pot provocar que el sistema evolucioni de manera forca diferent.

Definicié 2.3. Sigui (X,d) un espai metric. Diem que una funcié f : X — X té
dependeéncia sensible respecte condicions inicials si existeix un § > 0 tal que per a tota
x € X 1peratot e >0 existeix un y € X amb d(z,y) < € i existeix £k > 0 tal que

d(f*(x), f¥(y)) > 0.

Dit en paraules, una funcié té dependencia lineal respecte condicions inicials si existei-
xen punts propers a x que se separen de x després d’iterats de la funcié. Aixo no vol dir
que les orbites de punts propers no estiguin a prop durant molts iterats de f ja que, en la
definicié, k pot ser molt gran. D’altra banda, la sensibilitat respecte condicions inicials
no significa que tot punt proper a x se separi de x sota iteracié de f, siné que almenys
n’existeix un que si que ho compleix.

Un altre concepte que ens cal introduir és el concepte de transitivitat d’una funcié.

Definicié 2.4. Diem que una funcié f : X — X és topologicament transitiva si per a
tot U,V C X oberts existeix k > 0 tal que f*(U) NV # 0.

Aquesta definicié diu que una funcié és topologicament transitiva si donats dos punts
de X, podem trobar un altre punt I’orbita del qual s’aproxima a aquests dos. Veurem que
Iexisteéncia d'una orbita densa implica la transitivitat. Per poder demostrar-ho, primer
de tot recordarem la definicié de conjunt dens.

Definicié 2.5. Sigui X un conjunt i sigui ¥ C X. Diem que Y és dens en X si Y = X,
és a dir, si per a tota z € X 1 per a tot ¢ > 0 existeix y € Y tal que d(x,y) < €.

Aquesta definicié és equivalent a dir que per a tot obert no buit U de X es compleix
que UNY # (.

Proposicioé 2.6. Si f té una orbita densa, llavors f és topologicament transitiva.

Demostracié. Suposem que w(zo, f) és una orbita densa i siguin U,V oberts no buits
de X. Com que w(zg, f) és densa en X, existeixen ki, ke > 0 tals que f*(zg) € U i
f*2(xg) € V. Suposem que kg > ky i sigui k = ko — k; > 0. Aleshores

PR (o)) = fR2 7R (5 (20)) = 72 (w0) € V-

amb f¥1(zg) € Ui f*2(x¢) € V. Per tant, f*(U)NV # (i f és topologicament transitiva.
O

Aquesta proposicié mostra que la condicié d’existencia d’una orbita densa és més forta
que la de transitivitat.

Un cop introduits aquests conceptes, ja podem definir el concepte de funcié caotica.

Definicié 2.7. Diem que f: X — X és caotica si:



1. f té dependencia sensible respecte condicions inicials.
2. f és topologicament transitiva.
3. Els punts periodics de f sén densos en X.

Observacié 2.8. Si una funcié continua f : X — X té el conjunt de punts periodics
densos i , a més, és topologicament transitiva, llavors f té dependeéncia sensible sobre

condicions inicials.

Demostracid. Siguin ¢ i g2 punts periodics diferents i amb orbites disjuntes. Definim
do = min{d(f"(q1), f"(q2)) : n,m € N} > 0.

Llavors,
So < d(f™(q1), f™(q2)) per a tota n,m € N

i per la desigualtat triangular, per a tota x € X tenim que
do < d(f"(q), ) + d(z, f"(q2)) per a tota n,m € N.

Per tant, si per a alguna n € N es compleix que d(f"(q1),z) < do/2, aleshores per a tota
m € N tenim que d(z, f™(q2)) > 80/2. Andlogament, es veu el mateix per a m. Es a dir,
per a tota x € X, x esta a distancia major o igual que dy/2 de l'orbita de ¢; o de 'orbita
de q2.

Prenem § = §p/8. Sigui # € X i sigui U un entorn obert de x. Com que els punts
periodics s6n densos, existeix un punt periodic p tal que d(z,p) < € per a tot 0 < & < 4.

Com ja hem vist, existeix un punt periodic ¢ tal que la seva orbita esta a distancia
major o igual que dp/2 = 46 de z.
Sigui n el periode de p. Definim

n

V=7 (Bs(f(@)) = = fix) € Bs(f'(a)}
=0

1=0

n

=z : d(fi(z), fi(q)) < o}

i=0
Per definicié, ¢ € V. A més, V és obert ja que f és continua i Bs(f*(q)) és un obert.
Com que f és transitiva, existeix un valor k tal que f*(B.) NV # 0, és a dir, existeix
y € B. tal que f*(y) € V. Sigui j entera tal que k/n < j < k/n + 1. Es a dir, sigui j
la part entera de k/n + 1. Aleshores, 0 < nj — k < n. Com que f™(y) = f9=*(fk(y)) i
nj — k < n, tenim que

d(f" (y), f~*(q)) < 0.

Per la desigualtat triangular,

d(z, f*7"(q)) < d(z, f™ (p)) +d(f™ (p). [ (y)) + d(f™ (y), [ (a))



i com que f™(p) = p,
A(F(0), £ () > d(w, 774 (@) — (£ (), 77 a) — d(a.p)
>46 — 6 — 0 = 26.

Utilitzant un altre cop la desigualtat triangular, obtenim que

20 < d(f"(p), f"(y)) < d(f™ (p), £ (x)) + d(f™ (), f ())-

Per tant, o bé d(f™(p), f(x)) > & o d(f™(x), f*(y)) > § i aixd demostra que f té
dependencia lineal sobre condicions inicials. ]

Aquesta observacié ens diu que el primer punt de la definicié 2.7 és conseqiiencia dels
altres dos i que, per tant, per veure que una funcié és caotica només és necessari demostrar
que és topologicament transitiva i que el conjunt de punts periodics és dens.

2.3 Conjugacio topologica

En aquesta seccié definirem el concepte de conjugacié topologica i veurem propietats
dinamiques que aquesta preserva. Aixi, demostrarem que dos sistemes dinamics to-
pologicament sén dinamicament equivalents. Pero, en queé consisteix la conjugacié?
Facilment, podem deduir que el primer pas sera veure que els espais en els quals estan
definits els dos sistemes dinamics sén “el mateix”. Aixo es demostra veient que existeix un
homeomorfisme entre ells. Es a dir, veient que existeix una aplicacié bijectiva, continua i
amb inversa continua entre els dos espais.

Definicié 2.9. Siguin X i Y dos espais topologicsisiguin f: X — Xig:Y — Y dues
funcions almenys continues. Diem que f i g sén topologicament conjugades si existeix un
homeomorfisme h: X — Y tal que ho f =goh.

En aquest cas, diem que h és una conjugacio topologica entre f i g.

Exemple 2.10. Siguin f : (0,00) — (0,00) i g : R — R les funcions donades per
f(z) =tz ig(xr) =z +log(t) amb ¢t > 0. Considerem 1’homeomorfisme h : (0,00) — R
definit per h(x) = log(z). Llavors, tenim que f i g sén topologicament conjugades per
I’homeomorfisme h. En efecte,

ho f=h(f(x)) = h(tx) =log(tx) = log(t) + log(x)
goh=g(h(z)) = g(log(z)) = log(x) + log(t)

Observem que si h és una conjugacié topologica entre f i g, aleshores h~! és una
conjugacié topologica entre g i f. Com que h és un homeomorfisme, es compleix que

htog=htogohoh™ ' =htohofoh™t=foh %

A continuacié, veurem que moltes propietats dinamiques sén invariants per la conjugacio
topologica.
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Teorema 2.11. Siguin X ¢ Y dos espais topologics i siguin f: X — X 1g:Y — Y
dues funcions continues. Suposem que f i g son conjugades mitjancant un homeomorfisme
h:X — Y. Aleshores:

1. ho f" =g"oh per a totan € N.

2. x és punt periodic de f si i només si h(x) és punt periodic de g.

3. El conjunt Per(f) és dens a X si i només si Per(g) és dens a Y.

4. f €és topologicament transitiva si © només si g é€s topologicament transitiva.

5. f és cadtica si i només si g és caotica.

Demostracio. El punt 1. el demostrarem per induccio.

Per a n =1 ja sabem que ho f = go h. Suposem que és cert per a n i demostrem-ho
per an + 1.

hOfTH_l:(hOfn)Of g”oh)of:gno(hof)ZgnO(QOh):9"+10h

=
(2.) (=) Sigui z un punt peridvdic de perfode k de f, és a dir, f¥(x) = . Per 1. tenim
que h(z) = h(f*(z)) = ¢*(h(x)). Per tant, veiem que h(z) és punt fix de periode k de g.

(<) Sigui h(z) punt periodic de perfode k de g, és a dir, gF(h(z)) = h(z). Aleshores,
per 1. tenim que h(f*(x)) = h(z) i per tant f*(z) = .

(3.) (=) Sigui Py = Per(g). Volem veure que Py és dens a Y.

Sigui U C Y un obert qualsevol. Llavors, h~!(U) és un obert de X i com que els punts
periodics de f sén densos a X, tenim que existeix un element x € h=1(U) i una k > 0 tal
que f¥(z) = . Aleshores, h(z) € U i compleix que ¢*(h(z)) = h(f*(x)) = h(z), és a dir,
h(x) és un punt periodic de g. Per tant, P, és dens a Y.

(<) Sigui Py = Per(f). Volem veure que Py és dens a X.

Sigui V' C X un obert qualsevol. Llavors, h(V) és un obert de Y i com que Py és
dens a Y, tenim que existeix una y € h(V) i una k > 0 tal que g*(y) = y. Aleshores,
h~Y(y) € V i compleix que h=(y) = h~1(g*(y)) = fF(h~'(y)), és a dir, h~'(y) és un punt
periodic de f. Per tant, P és dens a X.

(4.) (=) Siguin U’, V' oberts de Y. Llavors h=1(U’) i h=1(V’) sén oberts de X. Com que f
és topologicament transitiva, tenim que existeix k& > 0 tal que f*(h=1(U"))Nh=1 (V') # 0,
és a dir, hi ha un element z € A~ (U’) i una k > 0 amb f*(z) € h='(V’). Considerem
h(z), aleshores
" (h(@)) = h(f*(x))
pero f¥(x) € h=Y(V') i per tant, h(f*(z)) € V'. En conseqiiéncia tenim que g¥(h(z)) € V'.
Hem vist doncs que existeixen y = h(z) € U’ i k > 0 complint ¢*(y) € V' amb U’ i V'
oberts de Y. Per tant, g és topologicament transitiva.
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(<) Siguin U,V oberts de X. Llavors h(U) i h(V') sén oberts de Y. Com que g és
topologicament transitiva, tenim que existeix k& > 0 tal que g*(h(U))Nh(V) # 0, és a dir,
existeixen y € h(U) i k > 0 amb ¢g*(y) € h(V).

Considerem h~!(y), aleshores

R ) =h g ()

perd g*(y) € h(V) i per tant, h~1(g*(y)) € V. En conseqiiéncia tenim que f*(h~1(y)) € V.
Hem vist doncs que existeixen z = h™!(y) € U i k > 0 complint f¥(z) € V amb UiV
oberts de X. Per tant, f és topologicament transitiva.

(5.) Hem vist que els punts periodics de f sén densos si i només si ho sén els de g i
també que f és topologicament transitiva si i només si g és topologicament transitiva.
Llavors, per definicié de funcié caotica i per I'observacié 2.8 tenim que f és caotica si i
només si g és caotica. O

D’aquests resultats anteriors, és senzill deduir-ne algunes altres propietats. Per exem-
ple, de 1. veiem que si f i g s6n conjugades per h, aleshores f™ i ¢" també ho sén. A
més, podem veure que h envia orbites de f a orbites de g. En efecte, si

w(zo, f) = {zo, f(z0), *(20), ...}

llavors
h(w(@o, f)) = {P(x0), h(f(x0)), B(f*(x0)), ...} =
= {i(x0), 9(h(20)), 9*(h(20)), ...} = w(h(x0), 9).
A més, com que h és un homeomorfisme i per tant envia conjunts densos a conjunts

densos, tenim que si f té una orbita densa, llavors la seva imatge per h és una orbita
densa de g.

També podem deduir de 2. que el nombre de punts periodics de f i el nombre de punts
periddics de g coincideixen. Es a dir, #{Per(f)} = #{Per(g9)}.

Comprovem algun d’aquests resultats amb un exemple molt senzill:

Exemple 2.12. Sigui f = 22 — 2 i sigui ¢ = 42(1 — ). Si considerem h = _Tla: + %, es
pot comprovar facilment que h és una conjugacié topologica entre f i g.

Ara, calcularem els punts fixos de g a partir dels punts fixos de f. Els punts fixos de
f soén les solucions de 22 — 2 = z, és a dir, ;1 = —1 i xo = 2. Per tant, tenim que f
té dos punts fixos i com que f i g sén conjugades, ja sabem que g també en tindra 2.
Calculem-los:

—1 1 3
-1 1
(22) = h(2) = 2+ 5 =0
Comprovem que aquests son punts fixos de g:
3 3 3

9(3/4) = 41(1 - Z) =1

g(0)=0-(1—0)=0.
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Podem veure que la conjugacié de ’exemple anterior és un cas particular d’un resultat
més general.

Teorema 2.13. Sigui P un polinomi quadratic arbitrari. Llavors, P és conjugat amb un
polinomi de la forma Qy(x) = 2% + X via un homeomorfisme h(z) = ax + f3.

Demostracié. Sigui P(z) = ax? + bz + c. Considerem Q(z) = 22 + ac + 5 — (3)? i
h(z) = az + 5. Aleshores,

b b
hoP:a(ax2+ba;+c)+§:a2x2+abx+ac+§

b

5 (é)2 = a®2® + abx + ac + g

Qoh:(a:c+g)2+ac+ 5

O

Hem vist que si tenim dues funcions topologicament conjugades, estudiar la dinamica
d’una és equivalent a estudiar-ne la de I'altra. Per tant, amb el teorema anterior veiem que
estudiar la dinamica de les funcions @y, és equivalent a estudiar la de qualsevol polinomi
quadratic.

Observacié 2.14. Observem que en la demostracié del teorema 2.11, per a demostrar la
implicacié cap a la dreta dels punts 3. i 4. no hem utilitzat la injectivitat. Només hem
usat I'exhaustivitat i la continuitat.

Aix0 ens permet introduir un altre concepte.

Definicié 2.15. Siguin X i Y dos espais topologics i siguin f: X — X ig:Y — Y
dues funcions almenys continues. Diem que una funcié h : X — Y és una semiconjugacié
entre f i g si és continua, exhaustiva i compleix que

hof=goh.

Corol-lari 2.16. Siguin f : X — X ig:Y — Y dues funcions continues i suposem
que existeix un semiconjugat topologic h : X — Y entre f i g. Aleshores, si f és caotica
en X, g és caotica en Y.

Demostracié. Es immediata a partir de 'observaci6 2.14 i el teorema 2.11. O
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3 Dinamica simbolica

La dinamica simbolica és de les eines més 1tils per analitzar comportaments caotics dels
sistemes dinamics. Consisteix en caracteritzar 1’estructura de les orbites d’un sistema
dinamic mitjancant una successié de simbols. Aquesta técnica redueix un sistema com-
plicat a un conjunt de seqiiéncies molt més senzill d’estudiar.

L’objectiu d’aquesta seccié és donar un model que permeti descriure dinamiques com-
plexes d’altres sistemes. Per aixo, definirem un espai metric, I’espai de seqiiencies, i una
funcig, la funcié shift de Bernoulli.

)

3.1 Espai de seqiiéncies

Com el seu nom indica, l’espai en el qual definirem el sistema dinamic consisteix en
seqiiencies. Aquestes seqiieéncies seran infinites i de nombres enters. Tot i que en els
segiients capitols usarem l'espai de seqiiéncies en dos simbols, en aquesta seccié introdui-
rem la definicié general per a N simbols.

Definicié 3.1. Definim ’espai de seqiiencies en N simbols com

Sy = {s5=(s0s152...) | 5, € {0,1,...,N — 1} }.

Es a dir, considerem l’espai que consisteix en seqiiencies infinites de nombres enters
compresos entre 0 i N-1. Per exemple, si considerem 1’espai de seqiiencies en 2 simbols,
Y9, els seus elements sén seqiiencies infinites de 0’s i 1’s, com ara (111...) o (001001...).

Podem convertir aquest espai en un espai metric. Per fer-ho, ens cal definir una
distancia entre elements de Y.
Definicié 3.2. Siguin s,t € Xy. Definim la distancia de s a t com:

— |si — ti
d(S,t) = ZT

1=0

Notem que la série que defineix d(s,t) convergeix. En efecte, tenim que

s — b N -1 <1
S T — Y
=0 =0 =0

(o]
Aleshores, com que E N convergeix, la serie que defineix d(s,t) també convergeix.
i=0

Proposicié 3.3. d és una métrica a Xy .

Demostracio. Per veure que d és una metrica cal demostrar que per a tot s,t,7 € Xy, es
compleix:
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1. d(s,t) >0

|31 t‘

> 0 per a tota ¢. Per tant,

= Jsi — b
o) =3 Ll
=0

Clarament,

2. d(s,t) =d(t,s)

Sabem que |s; — t;| = |[t; — s;| 1 en conseqiiéncia
- Isi — ti |t —
o) =3 o Z i =l s).
i=0

3. d(s,t) =0 s=t

Es trivial ja que s =t si i només si s; = t; per a tota i.

4. Desigualtat triangular: d(s,t) < d(s,r)+ d(r,t)

Ja sabem que |s; — t;| < |s; — 73| + |r; — t;|. Aleshores, tenim que

d(s,t) Z’Sl]\_ﬁl Z‘SZ];Z Zm_tz =d(s,r) +d(rt).

O]

Com que tot espai meétric és un espai topologic, aquesta distancia ens permetra saber
quins subconjunts de X son oberts i quins tancats. D’altra banda, també ens servira
per decidir quines seqliencies sén properes i quines no. La segiient proposicié resol aquest
fet i sera molt 1til al llarg del capitol.

Proposicié 3.4. Siguin s,t € Xy i suposem que s; = t; per a i = 0,....,n. Llavors,
d(s,t) <1/N™. A més, sid(s,t) <1/N™, aleshores s; =t; per ai =0,...,n

Demostracié. Comencarem per veure la primera part de la proposicié.

00 e’} 00
|Si—ti| |Si—ti| N -1 1
Ao0=2 “xr = 2 “§r S 2§ T
=0 i=n-+1 i=n-+1

La segona part la demostrarem mitjancant el contrareciproc, és a dir, demostrarem que
si sj # t; per a alguna j < n, llavors d(s,t) > 1/N"™. Tenim que

St Z|Sz_tl Z|Sz_i +Z _tz

i=j+1

‘SJNt il > 1/N7 i com que els altres dos

Com que |s; — t;| > 1 ja que s; # t;, llavors
sumatoris de 1’expressié sén positius o bé zero, ens queda que d(s,t) > 1/N7 > 1/N™ ja

que 7 < n. O
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Dit en paraules, tenim que dues seqiiencies sén properes quan coincideixen en els
primers termes.

Siguin s,t € )" 5 . Per definicid, s;,t; € {0,1,..., N — 1}. Aleshores, |s; —t;] < N —11i

’S,— i N—l
St Z N? - Nt =N.
=0

Per tant, la distancia maxima entre dos elements de ’espai de seqiiencies en N simbols és
N.

Per exemple, si considerem 'espai ) , i les seqiiencies r = (101010...) i s = (010101...),

tenim que
> ’7’2' —Si’ > 1
d('I",S) :ZT :Zg = 2.
i=0 i=0

Per tant, la distancia entre r i s és maxima. Aquest calcul no sempre és tan senzill. Per
exemple, si ¢ = (001001001...), aleshores

o

=

_1+22ﬂ_1+§_1.
k=1

i=0
3.2 Shift de Bernoulli

Ara que ja tenim definit I’espai de seqiiéncies, definim una funcié en aquest espai. Aquesta
funcié ens permetra definir un sistema dinamic i sera el que s’utilitzara com a model per
a demostrar comportaments caotics d’altres sistemes.

Definicié 3.5. Sigui s = (sps182...) € X¥n. La funcié o : ¥y — X ve donada per
o(s08182...) = (818283...).

Aquesta funcié el que fa és eliminar el primer terme de la seqiiéncia. Per exemple,
0(101010...) = (010101...)

(1000...) = (000...).

Proposicié 3.6. 0 : Xy — XN €s una funcid continua amb la métrica d.

Demostracio. Recordem que o és continua si per a tot s,t € X i per a tot € > 0, existeix
un ¢ > 0 tal que si d(s,t) < § aleshores d(o(s),o(t)) < e.

Sigui s = (sps182...) € Xy 1 sigui € > 0. Agafem n prou gran tal que 1/N" < ¢ i sigui
§ = 1/N™*L. Considerem t = (tgtits...) € Xy de manera que d(s,t) < 6. Llavors, per la
proposicié 3.4 tenim que s; =t; perat=20,1,...,n+ 1.

Aplicant o a s it veiem que o(s) = (s18283...) 1 0(t) = (t1tats...) coincideixen en els n
primers termes i usant altra vegada la proposicié 3.4 obtenim que

d(o(s), o(t)) < % <e
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Ara, ja podem definir el sistema dinamic en I'espai X . Podem buscar els punts fixos,
punts periodics, etc. Notem que en iterar la funcié o obtenim que, si s = (sps1s2...),
llavors

o(s) = (s15283...)
02(s) = o(o(s)) = (s25354...)

i aix{ successivament. Per tant podem concloure facilment que

O'k(S) = (SkSk+1Sk+2-+)-

Sabem que els punts periodics de periode k de o sén els elements de ) 5 que compleixen
que o*(s) = s. Es a dir, les seqiiencies tals que

Uk(SOSlsg...) = (Sk8k+18k+2...) = (808182...).

Per tant, els punts periodics de la funcié shift de Bernoulli sén les seqiiéncies de la forma
s = (Sp51-.-5k—1). Per definici6, cada s; € {0,1,..., N — 1}, és a dir, per a cada i > 0, s; té
N possibles valors. Aleshores,

k-1
#{Peri(o)} = H N = N*.

=0

Observacié 3.7. En Pery(o), k no té perque ser el periode principal.

Per exemple, si considerem ’espai ) ,, tenim dos tnics punts fixos que sén (000...)
i (111...). Els de periode 2 sén els fixos, (101010...) i (010101...). En la segiient secci6
veurem altres propietats de la funcié o.

Teorema 3.8. o és cadtica en ) .

Demostracié. (1.) Agafem § < 1. Sigui s = (sps152...) € Y5 qualsevol i sigui ¢ > 0.
Prenem n tal que 1/N" <eite ) y,t# s, complint d(s,t) < 1/N™ < e. Llavors, per la
proposicié 3.4 tenim que s; = t; per a i =0,1,...,n. Perdo com que t # s, existeix k > n
complint s # tg.

Considerem o*(s) = (spspr1...) 1 0%(t) = (tgtpy1...). Per hipotesi, aquests punts tenen
el primer terme diferent i per tant tenim que

o
Sjtk — tjak S — Uk
Ao (o), ot o) = S Lol bl s s
7=0

Per demostrar (2.), usarem la proposicié 2.6 i veurem que o té una orbita densa.

Hem de veure que existeix un element de ), tal que la seva orbita és densa. Per
fer-ho, demostrarem que per a tot element s € ) 5 i per a tot € > 0, existeix un element
s’ € > complint que d(c*(s),s) < e.

Considerem s/ = (01 2...N —1 0001 02...10 11 12...), és a dir, s’ consisteix en tots els
possibles blocs de combinacions de ntimeros entre 0 i N-1 de llargada 1, seguidament de
llargada 2 i aixi successivament.
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Sigui s = (sps152...) un element qualsevol de ) 5, sigui € > 0 i triem n prou gran tal
que 1/N™ < e. Per construccid, a s’ existeix un bloc de llargada n + 1 tal que els seus
elements coincideixen amb sgs1ss...s, . Suposem que en s’, sy es troba a la posicié k.
Llavors, 0*(s') i s coincideixen en els n + 1 primers termes i per la proposicié 3.4 tenim
que d(c*(s"),s) <1/N™ < e.

(3.) Veurem que per a tot s € Y 5 i per a tot € > 0 existeix ¢t € Per(o) tal que
d(s,t) <e.

Sigui s = (s¢s152...) € ). Considerem els punts periodics t,, = (5951...5,). Llavors,
per la proposici6 3.4, tenim que d(s, t,) < ﬁ —noeo 0. Es a dir, hem vist que ¢, —» s
com voliem veure. O

18



4 Aplicacions als sistemes dinamics de variable real

En aquest capitol veurem dos exemple de sistemes dinamics caotics. Per demostrar-ho,
buscarem conjugacions topologiques entre les funcions donades i la funcié shift del capitol
anterior. En els dos exemples usarem l’espai de seqiiencies en dos simbols, Y.

4.1 Funcié doblament d’angle

En aquesta seccié, veurem un primer exemple de com aplicar la (semi)conjugacié to-
)
pologica i la dinamica simbolica per a demostrar que una funcié és caotica en un conjunt.

Considerem el cercle unitat S, és a dir,
St={(z,y) | > +y* =1}
Identificant R? amb el pla complex C podem reescriure S' com
Sl={zeC | |z|=1}={e"’ 0<0 < 2n}.
La funcié doblament d’angle D : S* — S ve donada per D(6) = 26 (mod 27). Es a dir,

com el seu nom indica, donat un punt de S', D consisteix en doblar el seu angle.

Ara, si considerem I/ ~ on I = [0,1] i ~ denota la relacié 0 ~ 1, aleshores I/ ~ és
equivalent a S*.

Per tant, la funcié doblament d’angle és equivalent a la funcié D : [0,1) — [0,1)
definida per D(z) = 2z (mod 1), és a dir,

2x si 0<x<1/2
D(z) =
2 —1 si 1/2<z<1

Observem que aquesta funcié també esta ben definida en I/ ~ . En efecte, tenim que
f(0)=01 f(1) =11 per tant, f(0) = f(1) (mod 1).

Teorema 4.1. La funcid D és caotica.

Demostracid. Veurem que existeix una semiconjugacio h entre la funcié shift o i la funcio
D.

Observem que donar x € [0, 1], podem expressar = en forma binaria i tenim que

Xy
i>0
on z; =0 o 1 per a tota 1.
Sigui h : Y 5 — I/ ~ la funcié definida per h((sos1s2...)) = Z 2;11. Com que
i>0
; 1
s; € {0, 1} per a tota i, tenim que Z % Z ——— < 11ilafuncié h esta ben definida.

i+l = 9i+1
i>0 i>0
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Per l'observacié anterior, clarament h és exhaustiva. Donat un punt x de [0, 1), podem

5
escriure x = Z 2;1 amb s; € {0,1}. Aleshores, la seqliencia s = (sps1s2...) pertany a
i>0
> o 16s tal que h(s) = x.
Hem de veure que h és continua. Sigui s = (sgs182...) i sigui ¢ > 0. Prenem n prou gran
tal que 1/2"*! < ¢ i considerem § = 1/2". Sigui t = (tot1t2...) € >, tal que d(s,t) < 6.

Per la proposicié 3.4 tenim que s; = t; per a tota ¢ = 0,1, ..., n. Aleshores,

> si—t; 2 s —
[h(s) =h] = D S 1€ X
1=n—+1 i=n-+1
= 1 1
<D, 2T = gnt1 <&
1=n—+1

Aix0 demostra la continuitat de h.

Per veure que és una semiconjugacié, falta comprovar que es compleix

hoo=Doh.
Sigui s = (sos182...) € » . Llavors, o(s) = (s15283...) i h(o(s)) = Z ;2:: = %
i>0 i>1
D’altra banda, h(s) = Z ;frl i aleshores,
i>0
Si s
D(h(s)) =2 21.;1 (mod 1) =) 5 (mod 1)
i>0 i>0
s S
:so+z2—;(mod1): 2—;
i>1 i>1
Per tant, h(o(s)) = D(h(s)).
Com que o és caotica, pel corol-lari 2.16 tenim que D és caotica. O

En aquest cas tenim que h semiconjugacié i no una conjugacio ja que h no és injectiva.
En efecte, si considerem les seqiiencies s = (1000...) i t = (0111...) tenim que

1 0 1

h(s) =5+ 5oir = 5
n>1

1 1
n>1

4.2 La familia quadratica

En aquesta secci6 estudiarem la dinamica de la familia de funcions Q.(z) = 22 + ¢ on c
és un parametre real. Com hem vist en el primer capitol, tot polinomi quadratic p(z) =
azx® + bz +c amb a, b, c € R, admet una conjugacié topologica de la forma h(x) = az + 3,
a # 0, que el transforma en algun element de la familia Q.. Per tant, estudiar la dinamica
d’aquesta familia és equivalent a estudiar la dinamica de tot polinomi quadratic.
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Un altre fet que fa important I'estudi d’aquesta familia de funcions és que quan n’es-
tudiem la seva dinamica, observem diferents fenomens que apareixen en ’estudi d’altres

funcions més complicades, fins i tot en funcions no polinomiques.

Al llarg de la seccié veurem que tot i ser una funcié forga simple, per alguns valors de
¢ la seva dinamica és molt complexa. Veurem que per a aquests valors existeix un interval
I tal que les orbites que marxen d’aquest interval sota alguna iteracié de Q). tendeixen a
infinit. En cas contrari, veurem que el conjunt de punts que mai marxa de I formen un
conjunt tancat, totalment disconnex i perfecte, és a dir, un conjunt de Cantor. A més,
veurem que la funcié Q. conjuga amb el shift de Bernoulli definida en la seccié 3 i, en
conseqiieéncia, que (). és caotica en A.

Primerament, veurem que per a valors de ¢ > —2, la dinamica d’aquestes funcions
presenta un comportament senzill. Com és habitual, comencem per veure quins sén els
punts fixos d’aquestes funcions. Aquests sén les solucions de ’equacié 224c¢ = . Resolent,
obtenim que

p+(e) = 5(1+ VI~ 10

p(6)= 51— VI~ o)

Cal tenir en compte que aquests punts fixos depenen del parametre ¢ pero, per simplificar
la notacid, escriurem py i p_.

Notem que si 1 — 4c < 0 o, equivalentment, ¢ > 1/4, la funcié Q. no té punts fixos.
En aquest cas, doncs, Q. és una parabola sense punts fixos i, per tant, la seva grafica no
talla la recta y = x. Aix0 ens permet veure que totes les orbites tendeixen a infinit com
podem veure en la figura 3.

— 1

-1

Figura 3: Si ¢ > 1/4, totes les orbites tendeixen a infinit.

En cas contrari, tenim que si ¢ = % llavors Q. té un dnic punt fix p, = p_ = % que
compleix que Q’C(%) = 1. Per tant, és un punt fix neutre. Si ¢ < 1/4 tenim dos punts
fixos reals i diferents py i p—. En aquest cas, |Q.(p+)| > 1 ja que v/1 —4c > 0 i per tant,
P+ és un punt fix repulsor. En el cas de p_, hem de trobar quins sén els valors de ¢ que
compleixen que |Q.(p_)| < 1. Per fer-ho, hem de veure quan es compleix

-1<1—-v1—-4c<1
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i aix0 passa si

— 1
—<c< -
4 4

Hem vist, doncs, que p_ és atractor quan —3/4 < ¢ < 1/4 i repulsor quan ¢ < —3/4. Si
c=-3/4, Q.(p—) = —11 per tant, p_ és un punt fix neutre.

Resumim tots els resultats anteriors en una proposicié.

Proposicié 4.2. Sigui Q. = x> + ¢. Llavors

1. Sic>1/4, totes les orbites tendeizen a infinit.
2. Sic=1/4, Q. té un unic punt fix neutre p =1/2.

3. Sic<1/4, Q. té dos punts fixos p+ i p—. El punt py és repulsor i el caracter de
p_ varia en funcio de c.
(a) p— és atractor si —3/4 < c < 1/4.
(b) p— és neutre si c = —3/4.
(c) p— €és repulsor si c < —3/4.

Figura 4: Si ¢ < 1/4, les orbites de tota © < —p4 i © > p, tendeixen a infinit.

Observem que Q.(—p+) = i(2 —4c++/1—4c) + ¢ = py i per tant, p_ és un punt
eventualment fix. D’aqui en endavant ens centrarem en estudiar la dinamica de la familia
Q. en linterval I = [—p4,p4] ja que, com podem veure en la figura 4, si z és tal que
r < —py o x > pq, llavors la seva orbita tendeix a infinit. En la figura 5, també podem
veure que les orbites de l'interval (—p4,py) tendeixen al punt fix atractor —p; quan
—3/4<c<1/4.
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Figura 5: Si —3/4 < ¢ < 1/4, les orbites dels punts de x tal que —p4 < x < p4 tendeixen
ap_.

Ja hem vist que passa amb les orbites quan el valor del parametre ¢ és major que
—3/4. Ara, ens centrarem en estudiar la dinamica de la familia Q. quan ¢ < —3/4.

Si el valor de ¢ es més petit que -3/4, apareix un 2-cicle. Per veure-ho, resolem ’equacié
Q?(z) = z. Tenint en compte que py i p_ sén dues solucions d’aquesta equacié, resolem
i obtenim que les dues solucions restants sén

0:(0) = 5 (-1 +vV~dc—3)

¢ (c) = %(—1 _ V=ic=3).

Com abans, els denotarem per g4 i g—. Notem que els valors de ¢4+ i g— son reals quan
¢ < —=3/4. Si ¢ = —3/4, tenim que ¢y = ¢— = —1/2 = p_ i no hi ha 2-cicle. Pero, si
¢ < —3/4 tenim un 2-cicle en ¢4 i g— i es compleix que

Qula+) - Qulg-) = (=14 V—de = 3)(=1 = V—4c = 3) = de + 4.

Per tant, quan —5/4 < ¢ < —3/4 tenim que ¢4 i ¢— formen un 2-cicle atractor i en cas
contrari, un 2-cicle repulsor.

Amb la proposicié 4.2 i els resultats anteriors hem vist el segiient:

Proposicié 4.3. Sic < —3/4, la familia Q.(x) = 22 + ¢ té dos punts fizos repulsor py i
p_

1. 8i —5/4 < c < —=3/4, Q. té un 2-cicle atractor en q4 i q—.
2. Sic=—=5/4, Q. té un 2-cicle neutre.

3. Sic< —=5/4, Q. té un 2-cicle repulsor.
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Figura 6: Si —5/4 < ¢ < —3/4, Q. té un 2-cicle atractor en ¢4 i q_.

4.2.1 Bifurcacio i transicié al caos

Les bifurcacions sén canvis qualitatius en I'estructura de les orbites d’un sistema dinamic
en variar el valor d’'un parametre. En aquest cas, veurem que la funcié (). experimenta
una bifurcacié per al valor del parametre ¢ = —3/4.

Definicié 4.4. Una familia de funcions uniparameétrica f) experimenta una bifurcaci6 de
doblament de periode en el parametre A\ = Ag si existeix un interval obert i un € > 0 tal
que:

1. Per a cada A de l'interval [A\g — €, A\g + €], hi ha un dnic punt fix py de f) en I.
2. Per \g—e < XA < Ao, fa no té 2-cicles en I i p) és atractor (respectivament, repulsor).

3. Per \yp < A < Ag + ¢, hi ha un tnic 2-cicle g1, g2 en I tal que f(q1) = g2. Aquest
2-cicle és atractor (respectivament, repulsor). A més, el punt fix p) és repulsor
(respectivament, atractor).

4. qi—>)\osi)\—>)\0.

Amb els resultats de la secci6 4.2 veiem que la familia Q.(x) experimenta una bifurcacié
de doblament de periode en el parametre ¢ = —3/4. Observem que en aquest cas el punt
fix p_ passa de ser atractor a repulsor i que les orbites dels punts propers a p_ tendeixen
al 2-cicle atractor format per ¢4 i q_.
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b

(a) ¢ > —3/4 (b) ¢ < —3/4

Figura 7: Si ¢ > —3/4, Q. té un punt fix atractor. En canvi, si ¢ < —3/4, el punt fix és
repulsor i hi ha un 2-cicle atractor.

Fins ara hem vist com per valors de ¢ > —5/4, la dinamica de la familia de funcion
Q. presenta un comportament forga senzill. No obstant, a mesura que el parametre c es
va aproximant a —2 la seva dinamica es va complicant cada vegada més. A continuacid
donarem una idea molt general de perque aixo passa.

Per entendre com la funcié (). passa de tenir una dinamica simple a una dinamica
complexa, estudiarem el diagrama d’orbita de la familia Q.. El diagrama d’orbita intenta
capturar la dinamica de Q. per a molts valors de ¢ diferents i a partir d’aquest, podem
veure com és la dinamica de tota la familia.

En el diagrama d’orbita, ’eix horitzontal és el de valors per el parametre c i el vertical,
I’orbita asimptotica del punt critic x = 0.

En el diagrama, si I’orbita del 0 per @, és atreta per un punt fix p;, dibuixem el punt
(ci,p1). Si aquesta orbita és atreta per un 2-cicle format pels punts q; i g2, dibuixem els
punts (¢;,p1) i (c1,¢2). En general, si Porbita és atreta per un n-cicle, aleshores dibuixem
els n punts en el valor de ¢ = ¢;.

-140 125 075 000

Figura 8: Diagrama d’orbita de la familia Q.(z) = 22 + c.
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x=-1057] x=.1.347

x=-1525 |

x=-1425 J

— 1
c=-1525 c=-105

Figura 9: Ampliacions del diagrama de la figura 8.

A mesura que ¢ va decreixent, veiem com apareix una successié de bifurcacions de
doblament de periode. Es veu també que els punts periodics apareixen en ordre de
1,2,4,...,2" ...

Aixi, veilem que a mesura que ¢ s’aproxima a -2 la lectura i interpretacié del diagrama
de bifurcacié es va complicant. Pero, quin és el motiu d’aquest fet? El caos. En la
seglient seccié veurem que per a valors de ¢ < —2 la dinamica de la familia (). presenta
un comportament caotic.

4.2.2 Casc< -2

Fins ara hem estudiat el comportament de les orbites per a valors del parametre ¢ majors
que —5/4 1 hem vist que la dinamica en aquests casos presenta un comportament forga
senzill d’analitzar. Aquest fet canvia quan el parametre ¢ pren valors menors que —2 i
I'objectiu d’aquesta seccid és estudiar que passa en aquest cas. Suposarem sempre que el
valor del parametre ¢ és menor que —2 i denotarem per I U'interval [—p,, p4]. Notem que,
com en el cas anterior, p;, p— i I depenen del valor del parametre. També dependran
d’aquest valor tots els intervals que aniran sorgint en ’estudi d’aquesta seccié. Pero, tot
i que hauriem d’indexar-ho tot, per simplificar la notacié ho evitarem.

Com ja hem comentat, veurem que per a certs valors de ¢ i un conjunt A format pels
punts que mai marxen de I, la funcié Q. és caodtica. Demostrarem el teorema segiient:

Teorema 4.5. Suposem ¢ < —(5 + 2v/5)/4. Aleshores, el conjunt definit per
A={xeI|Q!=x) el peratotan}.
és un conjunt de Cantor. A més, Q.: A — A és caotica.

Observacié 4.6. El teorema segiient és cert per a valors de ¢ < —2. El fet de suposar
que ¢ < —(5 + 2v/5)/4 ens permet afirmar que, aleshores, per a tot element z de A es
compleix que |Q.(x)| > 11 aix0 ens facilita la demostracid.
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Figura 10: Grafica de Q. quan ¢ < —2.

En la figura 10 veiem que el conjunt de punts de I tal que la seva imatge per Q. també
pertany a I forma un parell d’intervals tancats. Anomenarem I a I'interval de ’esquerra
i I al de la dreta com en la figura. L’interval restant, és un interval obert centrat en el
zero i la seva imatge per (). no pertany a I. Aquest interval coincideix amb el conjunt de
punts que queden fora de la caixa i com es pot veure en la figura 11, les orbites dels seus
elements tendeixen a infinit. Denotem per A; aquest interval obert.

-1

-2
P ==

Figura 11: Les orbites de A; tendeixen a infinit.

Hem vist, doncs, que totes les orbites que marxen de I sota algun iterat de Q). tendeixen
a infinit. Per aixo, d’aqui en endavant ens centrem en les orbites que mai marxen d’aquest
interval.

Tenim que
A={xeI|Q!(x)elperatotan}.

Observem que aquesta definicié és equivalent a dir que z € A si i només si x € Q" (I)
per a tota n. En particular,

Q) ={zel|Q.z)ecl}=L Ul =1I-A.
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Per entendre com és aquest conjunt A, construirem el complementari. En la figura
12a, veiem que hi ha un parell d’intervals oberts tals que la imatge per (). dels seus
elements pertany a A; i, en conseqiiéncia, les seves orbites tendeixen a infinit. Denotem
aquest parell d’intervals per As. Aleshores, Ao és el conjunt de punts que marxen de I en
exactament dos iterats de Q..

En la figura 12b, veiem que hi ha quatre intervals oberts tals que si x és un element
dun d’ells, llavors Q.(z) pertany a As i Q*(z) pertany a A; i per tant la seva orbita
tendeix a infinit. Sigui As la unié d’aquests quatre intervals. Llavors, A3 és el conjunt de
punts de [ tals que la seva imatge per Q. se’n va de I en tres iterats.

1
1
1
1

(b) As

Figura 12: Les orbites de Ay (12a) i A3 (12b) tendeixen a infinit.

Continuant amb el mateix procediment, denotem per A, el conjunt de punts que
marxen de I després de n iterats de Q.. Aquest conjunt consta de 2"~ ! intervals oberts.
Si z és un punt tal que la seva orbita tendeix a infinit, aleshores existeix una n tal que x
pertany a A,. Per tant, el complementari de A és la unié dels A, per a tota n.

Per construir A, primer traiem A; a I i ens queden dos intervals tancats i disjunts, Iy
i I;. Llavors, traiem As i, com podem veure en la figura 12a, ens queden quatre intervals
tancats. A continuacid, traiem As i obtenim vuit intervals tancats. De la mateixa manera,
quan traiem A, ens queden 2" intervals tancats. El conjunt A és el conjunt de punts que
queda en treure tots els A,.

A continuacid, veurem que A és un conjunt de Cantor. Per aixo, ens cal veure que A
és tancat, perfecte i que no conté intervals. Observem que aquest conjunt és no buit ja
que els punts fixos p; i p_ pertanyen a I i mai marxen. També hi pertany —p, ja que és
un punt eventualment fix. A més, per construccié tenim que els extrems de cada interval
de A,, també hi pertanyen.

Per veure que és tancat, demostrarem que el complementari és un obert. En efecte,
A°¢ esta format pels intervals (—oo, —p4), (p+,+00) i la unié de tots els A,. Com que
els intervals A,, sén oberts, la seva unié també ho és. Aleshores, tenim que A® és unié
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d’oberts i per tant, un obert.

Ara, demostrarem que A no conté intervals. Com que ¢ < —(5-+2+/5)/4, tenim que per
a tota x € A, es compleix que |QL(z)| > 1. Sigui A; = (—x1, 1) i considerem p = QL (x1).
Com que Q”(z) = 2 > 0 tenim que @, és creixent i per tant |Q.(x)| > |QL(z1)| = u per
a tota x tal que |z| > |z1|. Suposem que existeix un interval J tal que J C A de longitud
positiva. Si z € J, tenim que |QL(z)| > p ja que |x| > |x1|. Aleshores, pel teorema del
valor mitja, per a tota z i y de J es compleix que

|Qc(w) — Qc(y)| > plz —y

A més, com que J C A, tenim que Q7(J) C A per a tota n i podem repetir el mateix
argument que Ianterior. Aixi, obtenim

|Q2(2) = Q2 ()] > nlQc(z) — Qe(y)| > p?|z — y|

Q¢ (x) = Qc ()| > p"|z — 9]

Com que pu > 1, quan n — oo tenim que p” — oco. Per tant, la longitud de 'interval
Q7 (J) tendeix a infinit perd sabem que Q7(J) C I i I té longitud finita la qual cosa és
una contradiccié. Per tant, A no conté intervals.

Sabem que A = I \ Up>14,,. Definim S =1\ UZ:1An- Per construccid, Sj consta de
2F intervals tancats i disjunts. Considerem p € A. Aleshores, p € Sj, per a alguna k > 1.
Sigui K la component de Si que conté p i considerem K; N Sky1. Aquesta interseccié
consta de 2 intervals tancats i disjunts. Ara, sigui ¢; un dels extrems de I'interval de
K; N Si4+1 que no conté p. Aleshores,

Logj #p
2. gj € A (tots els extrems dels intervals de S; pertanyen a A)

3. |p = qj| < long(Kj).

Sigui K11 la component de K; N Si41 que conté p i considerem K1 N Si42 que consta
altra vegada de 2 intervals tancats i disjunts. Com abans, prenem ¢;11 un dels extrems
de I'interval de K1 M Sk42 que no conté p. Aleshores, g1 també compleix els punts 1.,
2. i 3. anteriors. Seguint amb aquest procediment obtenim una successié de punts (g;);
de A, q; # p, tal que g; convergeix a p ja que la longitud dels intervals K; tendeix a 0
(ho veurem més endavant). Per tant, tot punt de A és un punt limit i A és un conjunt

perfecte.

Ja hem vist que A és un conjunt de Cantor. Ens falta veure que Q. és caotica en
aquest conjunt. Per fer-ho, demostrarem que existeix una conjugacié topologica entre la
funcié Q. definida en aquest conjunt A i la funcié o.

Amb els resultats anteriors, podem afirmar que si  és un punt de A, aleshores Q7 (z)
es troba en Iy U I per a tota n. Com que aquests dos intervals sén disjunts, Q7 (z) € Iy
o Q%(x) € I perd no als dos a la vegada. Per tant, podem definir la funcié segiient:
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Definici6é 4.7. Anomenem funcié itinerari a la funcié it : A — ), definida per

it(z) = (sos182...)
ons; =0si Ql(z) €lpis; =1siQLx)eI.
Teorema 4.8. Suposem que ¢ < —(5+ 2v/5) /4. Aleshores, it és un homeomorfisme.
Demostracid. Provem que it és injectiva. Siguin z i y tals que =z # y i suposem que
it(x) = it(y). Aleshores, per a tota n, Q7 (x) i Q7 (y) viuen en el mateix subinterval I o
I;. Com hem vist anteriorment, sabem que (). és injectiva en Iy i en I; i que existeix una
constant p tal que |QL(z)| > u > 1 per a tota x € Iy U I;.
Considerem l'interval [z, y]. Per a cada n > 0, Q7 envia aquest interval a un unic interval
[QF(x), Q7 (y)] contingut en Iy o en I;. Pero, en demostrar que A no conté intervals, hem

vist que |Q%(x) — Q% (y)| > u"|z — y| i com que pu™ — oo tenim una contradiccié. Per
tant, x = y.

Per veure que it és exhaustiva, per a tota s = (sgs1s2...) € Y, definim

Isysy.s, ={x €|z €, Qclx) € Iy, ...,Ql(x) € I, }.

Usant que
Q."(J)={z e I|Q¢(x) e J}

podem definir Iy;s,. s, com
Isosion =iz €T |2 € Iy,v € Q. (Is), .z € Q" (I5,)}
= Iy NQ: (Is) NN Q" (Is,)-
Sabem que si A i B sén dos intervals, llavors
Q:'(ANB) =@ (A)NQ.(B).

Per tant,
Logsrosn = Lo N Q2 (I, N Q. (Isy) NN Q" HH(I,)
- ISO N Q;l(Islsz...sn)-

Observem que si J C I, Q-'(J) denota la preimatge de J en I. A més, si J és tancat
tenim que Q- 1(J) sén dos intervals tancats, un inclos en I i I'altre inclos en 1.

Com que s; =0 o0 1 per a cada j, I'interval I;; és o bé Iy o bé I i per tant, un interval
tancat. Per induccid, suposem que I, 5, és un interval tancat. Aleshores,

ISO N Qc_l(IS1---sn) = 18051---571
és un interval tancat. D’altra banda, tenim que
Iso.“sn - Iso...sn,l N Qc_n(lsn) C Iso...sn,l-

Considerem la interseccid

m Isosl...sn- (1)

n>0
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Pel teorema dels intervals encaixats tenim que és no buida. De fet, veurem que és un tinic

punt.

Suposem que J = [a, b] és un subinterval de Q_."(I). Aleshores, J C Iy U I;. Com que
Q.. només s’anul-la en el zero i aquest no pertany a Iy U I7, Q. és monotona en cada un
d’aquests intervals. Llavors, Q.(J) = [Qc(a), Q.(b)] i pel teorema del valor mitja tenim

‘Qc(a) - Qc(b)‘ > :u|a - b|

on u és el mateix valor utilitzant en veure que A no conté intervals. Aplicant successiva-
ment el teorema del valor mitja obtenim que

Q¢ (a) = QE(b)| > p"|a — b,
és a dir,
la —b] < p Q¢ (a) — QZ(D)].

Com que g > 1, tenim que si n — oo, aleshores long(J) — 0. Per definicid, I5s, .5, C
Q-"(I). Per tant, long(Is,s,...s,) — 0 quan n — oo i la interseccié (1) és un tnic punt.

Sigui doncs x = ﬂ Isys,..s,- Clarament, x € A. Aleshores, © € I, Qc(z) € I5,, 1 aix{
n>0
successivament. Per tant, it(z) = (s9s152...) 1 tenim que it és exhaustiva.

Ara, volem veure que it és continua. Sigui z € A i it(x) = (sgs152...). Sigui e > 0 i
prenem n prou gran tal que 1/2" < e. Considerem totes les possibles combinacions de
tot1...ty 1 per a cada una d’elles, I'interval Iy, . ¢, . Llavors, tenim 27+ intervals disjunts
tals que la seva uni6 conté A i I s, . s, n’és un d’ells. Prenem § prou petit tal que I'interval
de longitud 26 i centrat en z estigui inclos en I,  s,. Aleshores, si y és tal que y € A
i|z—y| <6, tenim que y € I s, .5, Per tant, it(x) i it(y) coincideixen en els primers
n + 1 termes i per la proposicié 3.4 tenim que

d(it(z), it(y)) < 1/2" < e.

Finalment, hem de demostrar que it~! és continua. De la demostracié que it és injectiva

i exhaustiva, deduim que it~! : > 9 —> A és la funcié definida per it 1(s) = m Isosy...sm
n>0

on s = (8ps182...). Siguin s = (508182...) i € > 0. Prenem n prou gran tal que la longitud

de l'interval Iy, .. s, sigui més petita que e. Agafem ¢ = 1/2" i sigui t = (totita...) € Y
tal que d(s,t) < §. Aleshores, es compleix que s; = t; per a tota i < n. Per definicid,
tenim que it ~1(s) i it ~1(¢) pertanyen a Iy, . s, i per tant,

|it_1(s) — z't_l(t)| <long(Isys,..sn) < €.

O

Observem que si z és un element de A amb itinerari it(x) = (sps1s2...), aleshores
€ I, Qc(x) € Iy, Q*(x) € I, ete. Es a dir, Q% (x) € I,, per a tota n > 1. Per tant,

it(Qe(x)) = (s18283...) = o (it(s08182-..))

i tenim que it és una conjugacié topologica entre Q. : A — Aio:) , — >, . Llavors,
pels resultats dels teoremes 3.8 1 2.11 tenim que . és cadtica en A.
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5 Aplicacions als sistemes dinamics de variable complexa

En aquest capitol, com en gran part de ’anterior, ens centrarem en estudiar la dinamica
de la familia de funcions Q). pero en aquest cas en el pla complex C, és a dir, considerarem
Q.(2) = 22 + c. De la mateixa manera que en el cas real, tenim que estudiar la dinamica
d’aquests polinomis és equivalent a estudiar la de qualsevol altre polinomi quadratic ja
que existeix una conjugacio topologica entre ells.

L’objectiu principal és veure que per a alguns valors de ¢ existeix un conjunt de Cantor
en el qual Q. és caotica. La construccié d’aquest conjunt sera similar a la que hem fet
en el cas real. No obstant, per a demostrar que efectivament és un conjunt de Cantor
necessitarem introduir un seguit de definicions i resultats.

5.1 Conjunts de Julia i Fatou

Com ja hem dit, ’objectiu és estudiar el comportament de totes les orbites del pla complex
per a la funcié Q.(z) = 2% + ¢. Per comencar, podem trobar les conques d’atraccié dels
punts periodics atractors, si n’hi ha.

Per tenir una idea general, suposem que tenim una funcié f amb dos punts fixos
atractors. Com ja sabem, per a cada un d’ells existeix un entorn els punts del qual
tendeixen al punt fix. Obviament, hi ha un conjunt frontera que els separa. Pero, com es
comporten els punts d’aquesta frontera? Es clar que les orbites d’aquests punts no poden
aproximar-se a cap dels punts fixos, en cas contrari no serien punts de la frontera. A més,
tot entorn d’un punt de la frontera ha de contenir punts d’una conca i de 'altra i per
tant que tendeixen a un dels dos punts fixos. Per tant, podem dividir el pla en punts que
tenen una dinamica simple i els punts de la frontera. D’aqui sorgeixen les definicions de
conjunt de Julia i Fatou.

En aquesta seccié, donarem dues definicions del conjunt de Julia i Fatou, una definici6
general per a funcions holomorfes i I’altra pel cas concret de polinomis. Tot i aixi, veurem
que aquestes dues definicions sén equivalents quan la funcié en qiiestié és un polinomi.

5.1.1 Families normals. Definicié general dels conjunts de Julia i Fatou

En aquesta seccid, introduirem una definicié general del conjunt de Julia i Fatou valida
per a tota funcié holomorfa del pla complex. Per fer-ho, primer definirem el concepte de
convergencia uniforme sobre compactes per a una successié de funcions holomorfes.

Definicié 5.1. Diem que una successié de funcions definides a C, {f™},cn, convergeix a
f uniformement sobre compactes si per a tot K C C compacte i per a tot € > 0 existeix
un valor N = N(K,¢) tal que |f,(2) — f(z)| < e per atot z € K sin > N.

Com abans, considerem la funcié Qo(z) = z2. Hem vist que si |z| < 1, la successié
d’iterats de f convergeix a 0 i, si |z| > 1, convergeix a infinit. A més, tots els punts d’un
entorn de z tenen el mateix comportament. Es a dir, si z ¢ S', la successié d’iterats
{Qb(2)} convergeix uniformement sobre compactes de U a la funcié f = 0 o bé a infinit.
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Pero, si z € S'i U és un entorn de z, aleshores U conté punts de I'interior del disc unitat
i punts de I'exterior. Per tant, cap parcial de {Qf(z)} pot convergir uniformement a una
funcié holomorfa.

Definicié 5.2. Sigui F = {f"},en una familia de funcions holomorfes definides en un
domini U. Diem que F és una familia normal en U si tota successié de funcions de F té
una parcial convergent uniformement sobre compactes de U a una funcié holomorfa o bé
a infinit. Diem que zg és un punt normal de f si existeix un entorn obert U de zy tal que
la familia d’iterats {f"},en és una familia normal en U.

Ja podem definir els conceptes de conjunt de Julia i de Fatou per a una funcié holomorfa
arbitraria.

Definicié 5.3. Definim el conjunt de Fatou d’una funcié holomorfa f, F(f), com el
conjunt de punts normals de f. El conjunt de Julia, J(f), és el complementari del conjunt
de Fatou, en altres paraules, J(f) és el conjunt de punts que no sén normals de f.

A la practica, a partir de la definicié és complicat demostrar si un punt és normal o
no. Per aixo0, utilitzarem un resultat que ens permet comprovar si una familia de funcions
és normal o no ho és, el Teorema de Montel.

Teorema 5.4. Sigui F = { " }nen la successio d’iterats d’una funcid holomorfa f definida

en un domini U. Si existeizen a,b € C, a # b, tals que a,b ¢ U f*(U) aleshores F és
n>0
una familia normal en U.

Corol-lari 5.5. Sigui f una funcié holomorfa i zy € J(f). Sigui U un entorn de z.

Aleshores, W = U ™ (U), omet, com a molt, un punt de C. Aquest punt s’anomena
n>0
punt excepcional i no pertany al conjunt de Julia.

Demostracio. Sila familia dels iterats evités 2 punts o més, aleshores tindriem que zq és
un punt normal de f la qual cosa és una contradiccié ja que zy € J(f).

Falta veure la segona part. Suposem que w és un punt excepcional, és a dir, w no
pertany a J,,~o f"(U). Per definicié, f(W) C W. Per tant, si f(z2) =viv ¢ W, z¢ W
pero com que?C \ W és com a molt un punt, tenim que z = v. Aleshores, f és un polinomi
de grau d tal que la tnica solucié de f(z) —v = 0 és v. Per tant, f(z) —v = \(z —v)" per
alguna constant A. Si prenem z prou proper a v, aleshores f*(z) — v tendeix a 0 quan k
tendeix a infinit. Per tant, v és un punt normal i conseqlientment no pertant al conjunt

de Julia de f. O

Una propietat fonamental del conjunts de Julia és que és un conjunt totalment invari-
ant, és a dir, que si z és un punt de J(f) aleshores tota la seva orbita {f"(z)}nez també
pertany a aquest conjunt. Com que el conjunt de Fatou F(f) és el complementari del
conjunt de Julia, si J(f) és invariant aleshores també ho és F'(f).

Proposicié 5.6. El conjunt de Julia €és totalment invariant.
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Demostracio. Demostrarem que el conjunt de Fatou ho és. Sigui U un entorn d’un punt
zamb U C F(f). Aleshores, {f"} és normal en U i existeix una parcial { f" } convergent
en U. Com que f és holomorfa, f(U) és un conjunt obert i la successié parcial {f%~1},5¢
és convergent en f(U). Per tant, f(z) té un entorn,f(U), en el qual és normal, és a dir,
f(z) € F(f). Repetint el mateix argument per a {f"} per a tota n veiem que f(F') = F.
Com que f~1(U) és obert, per veure que f~!(F) = F considerem la parcial {f%1},50 i
fent el mateix que en el cas anterior, obtenim que f~(F) = F. ]

5.1.2 Conjunts de Julia i Fatou per a polinomis

Per entendre millor la definicié dels conjunts de Julia i Fatou per a polinomis, comengarem
amb un exemple particular de la familia de funcions Q.(z) = 22 + c. Considerem la funci6
Qo(z) = 2%. En el capitol 2.1 hem vist els reusltats segiients,

1. Si |z| < 1 aleshores lim Qf(z) = 0.
n—oo
2. Si |z| > 1 aleshores lim Qf(z) = oo.
n—oo
3. Si|z| = 1 aleshores només sabem que es compleix que |Qg(z)| = 1 per a tota n € Z.

Si considerem el pla complex més el punt de I'infinit, el que rep el nom d’esfera de Riemann
i es denota per C, tenim que la funcié Qg té dos punts fixos atractors, z = 01 z = oo,
amb conques d’atraccié determinades per

A0)={z€C | |2| <1} i,

A(c0) ={2z€C | |z| > 1}.

Veiem que la frontera entre les dues conques és el conjunt S* = {z € C | |z| = 1}. Es
a dir, S' és el conjunt de punts que limita entre els punts que tenen orbita acotada i els
que tendeixen a infinit.

Observem que per a tot z de S', z = €?, tenim que Qo(z) = . Es a dir, la funcié
Qo consisteix en doblar el seu angle. Per tant, la dinamica de Qq(z) = 2% sobre S! és
equivalent a la de la funcié de doblament d’angle, D, de la secci6é 4.1 que, com ja hem
demostrat, té dinamica caotica.

Definicié 5.7. Sigui P un polinomi de grau d > 2. Definim el conjunt ple de Julia del
polinomi P, Kp, com el conjunt de tots els punts que tenen orbita acotada, és a dir,

Kp={2z€C | P"(z2) » oo} =C\ A(c0).

Definim el conjunt de Julia, Jp, com la frontera de Kp. Per ultim, definim el conjunt de
Fatou, Fp, com el complementari del conjunt de Julia, és a dir, Fp = C\ Jp.

En el cas del polinomi ). denotarem el conjunt ple de Julia per K., el conjunt de Julia
per J. i el conjunt de Fatou per F.. Pel cas particular estudiat anteriorment, tenim

K.={z€C | |2 <1}
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Jo={2€C | || =1}

Tornant al cas Qp, tenim que el conjunt de Julia és la circumferencia S' i el conjunt
de Fatou és la unié de les conques d’atraccié dels punts z =01 z = oo.

Aquestes definicions coincideixen amb les de la seccié anterior quan f és un polinomi.
Per veure-ho, demostrarem el resultat segiient.

Proposicié 5.8. Sigui f un polinomi. Un punt z € C no és normal si i només si z € K.

Demostracio. Demostrem la implicacié cap a ’esquerra. Sigui z € K. i U un entorn de
z. Per definicid, U conté punts amb orbita acotada i punts les orbites dels quals tendeixen
a infinit. Llavors, la funcié limit de la successié d’iterats { f"},cn no seria continua i per
tant z no és normal.

Per demostrar laltra implicaci6, suposarem que z ¢ 0K, i veurem que aleshores z
és normal. Sigui U un entorn de z. Tenim dos casos. Si U C A(oco) la familia d’iterats
{f"}nen definida en U ha d’ometre tots els punts periodics ja que no pertanyen a la conca
d’atraccié d’infinit. Com que per a cada n tenim punts periodics, existeixen infinits punts
periodics. Aplicant el Teorema de Montel obtenim que {f™},en és normal en z. D’altra
banda, si U C int(K,.) la familia {f"},en definida en U ha d’ometre tots els punts de
A(o0) (que és no buida ja que f és un polinomi). Aplicant el Teorema de Montel, obtenim
que {f™} és normal en z. O

5.2 Propietats del conjunt de Julia

A continuacié veurem un seguit de propietats del conjunt de Julia. Tot i que la majoria les
demostrarem a partir de la definicié general i sén valides per a qualsevol funcié holomorfa,
en aquesta seccié les demostrarem pel cas en que f sigui un polinomi. Es a dir, suposarem
en tot moment que la funcié f és un polinomi de grau d > 2.

Proposicié 5.9. J(f) és compacte.
Demostracié. Primer veurem que J(f) és tancat. Observem que, per definicio,

F(f)=C\ J(f) ={z€C | existeix un obert U amb z € U i {f"} normal en U}

que és un obert. Per tant, F'(f) és un tancat (és el complementari).

Demostrem que és acotat. Com que f és un polinomi de grau major o igual que dos,
existeix una r > 0 tal que |f(2)| > 2 si |z| > r. Aleshores, si |z| > r, |f™"(2)] > r"|z| i

per tant, f"(z) convergeix uniformement a infinit en el conjunt V = {z | |z] > r}. Per
definici6, {f"} és normal en V la qual cosa implica que ¢ C F(f) = C\ J(f). Per tant,
J(f) € By(0) i és compacte. O

Proposicié 5.10. J(f) # 0.

Demostracié. Suposem el contrari. Aleshores, la familia {f"},>0 és normal en tot punt
z € C. Per tant, per a tota r > 0, {f™} és normal en B,(0). Prenent r prou gran, podem
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assegurar que B,(0) conté un punt que, sota iteracid, tendeix a infinit i un altre punt fix
de f™ per a cada n. Llavors, cap parcial de {f} pot convergir uniformement a una funci6
holomorfa o a infinit en compactes de B,(0) contradient que {f"} és normal. O

Proposicié 5.11. J(f) = J(f*) per a tota k.

Demostracio. Demostrarem la igualtat pel seu complementari, és a dir, veurem que
F(f)=F(f") per a tota n.

Suposem que {f"} és normal en U, aleshores tota parcial {f"};>¢ convergeix a una

funcié holomorfa g en U. Llavors, {f"*} = {f"ﬂ' 0---0 f”j} convergeix a ¢gF en U. Aixo
k vegades
demostra F(f) C F(f").

Observem que si {f"} convergeix uniformement en K compacte, aleshores també ho
fa {ho f*} per a tot polinomi h. Ara, suposem que {f™} és normal en un conjunt obert
U. Aleshores, {f”k”} per a valors de r = 0,1, ...,k — 1 també ho és. A més, tota parcial
de {f"} conté una parcial de { f"**"} per algun valor de 0 < < k — 1 que té una parcial
convergent en compactes de U. Per tant { "} és normal i tenim que F(f") C F(f). O

Amb el resultat anterior i el corol-lari 5.5 hem vist que les imatges d’un entorn de
qualsevol punt de J(f) ha de cobrir qualsevol punt no excepcional. Si apliquem aquest
fet al conjunt J(P), veiem que les antiimatges de qualsevol punt de J(P) han de ser
denses en J. Per tant,

Corol-lari 5.12. Sigui zp € J(f). Aleshores,

J(f) = clausum( U f*”(zo)).

n>0

Un altre resultat que es pot deduir de la proposicié 5.6 i el corol-lari 5.5 és la segiient

Corol-lari 5.13. J(f) té interior buit.

Demostracié. Suposem que no. Aleshores, existeix un obert U inclos en J(f). Com que
[ és totalment invariant, tenim que (J,~qo f"(U) C J(f). Pel corollari 5.5, tenim que
Unso fM(U) = C\ {a}, on a és un punt excepcional i per tant C\ {a} C J(f). Pero J(f)

és acotat 1 tenim una contradiccio. O

Proposicié 5.14. El conjunt de Julia és un conjunt perfecte, és a dir, tancat i sense
punts aillats.

Demostracio. Com que ja sabem que J(f) és tancat, falta veure que no té punts aillats.
Sigui zp € J(f) isigui U un entorn de zy. Veurem que U conté algun altre punt de J(f).
Considerarem tres casos.

1. zp no és fix ni periodic. Pel corol-lari 5.12 i sabent que J(f) és totalment invariant,
tenim que U conté un punt de f~"(U) C J(f) per a alguna n i ha de ser diferent
de 20-
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2. zp és un punt fix. Si f(z) = zp només té per solucié zp, igual que en la demostracié
del corol-lari 5.5 tenim que zg ¢ J(f). Per tant, existeix un punt z; diferent de 2
tal que f(z1) = 2o 1 pel corol-lari 5.12, U conté un punt de f~"(z1) per a algun valor
de n. Aquest punt és del conjunt de Julia (per la invariancia) i és diferent de zg ja

que f*(z0) = 2o.

3. 29 és un punt periodic de periode p > 1. Ja sabem que J(f) = J(fP). Aplicant 2. a
fP tenim que U conté punts de J(fP) = J(f) diferent de v.

O]

Ja hem vist que el conjunt de Julia d’un polinomi és tancat i perfecte. En particular,
doncs, J(Q.) = J. és tancat i perfecte. De fet, veurem que J. és un conjunt de Cantor.
Per veure que és un conjunt totalment disconnex enunciarem un resultat conegut com

dicotomia fonamental pero no el demostrarem.

Hem vist que si ¢ = 0, aleshores el seu conjunt ple de Julia és el disc unitat i que si
lc| > 2, com hem avancat, J. és un conjunt de Cantor. En el primer cas tenim que J, és
un conjunt connex i en el segon J. és un conjunt totalment disconnex. Es veu doncs que
els conjunts de Julia i Fatou del polinomi @), experimenten canvis topologics en variar el
valor del parametre c. De fet, veurem que la dicotomia fonamental estableix que només hi
ha aquestes dues opcions per als conjunts plens de Julia dels polinomis de la familia Q..

Teorema 5.15. (Dicotomia fonamental) Sigui Q.(z) = 22 + c. Aleshores, només
existeix una de les dues possibilitats segiients:

1. L’orbita del punt critic z = 0 és acotada i aleshores el conjunt ple de Julia K. és

un conjunt connex, o bé

2. L’orbita del punt z = 0 tendeixz a infinit i el conjunt ple de Julia K. és un conjunt
de Cantor.

5.3 Conjunt de Julia de Q.(z) = 22 + ¢, |c¢| > 2.

En aquesta seccid, suposarem sempre que |c¢| > 2. En el capitol 4 hem vist que, pel cas
real, si ¢ > 2, totes les orbites de Q.(x) tendeixen a infinit i que, si ¢ < —2, hi ha un
conjunt de Cantor en el qual Q). és caotica. En aquesta seccié veurem que aquests dues
subfamilies de (). s6n molt semblants quan les considerem com a sistemes dinamics en el
pla complex. De fet, aquesta seccié esta dedicada a demostrar el resultat segiient:

Teorema 5.16. Suposem |c| > 2. Llavors, J. = K. és un conjunt de Cantor. A més, la
funcio Q¢ : J. — J. conjuga amb la funcio o i, en conseqiiéncia, Q. €s caotica en el seu
conjunt de Julia.

Primer de tot veurem que el conjunt ple de Julia és un conjunt de Cantor. Comencarem
veient que K, estd inclds en el disc {z : |z| < |¢|}. Es a dir, demostrarem que les orbites
dels punts que no pertanyen a aquest disc tendeixen a infinit. D’aquest resultat en podrem
deduir que 'orbita del punt critic z = 0 tendeix a infinit i per la dicotomia fonamental,
tindrem que K, és un conjunt de Cantor.
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Proposicié 5.17. Suposem |z| > |c| > 2. Aleshores, |Q7(z)| — oo quan n — oo.

Demostracio. Per la desigualtat triangular, tenim que
|Qe(2)| = |22 + ¢ 2 |2* — [e].
Com que |z| > |c|, aleshores
|Qe(2)| 2 2% = le| = |21* = |2] = |2[(|2] — 1)
Per hipotesis, |z| > 2. Per tant, existeix un valor A > 0 tal que |z| —1 > 1+ X i aleshores,
Qe(2)] = |2[(|2] = 1) > [2|(1 + A).

En particular, |Q.(z)| > |z| i podem aplicar el mateix argument. Aix{, obtenim que

Q2 (2)] > (L4 A)"[2.

Com que A > 0, tenim que (1+ )" — oo quan n — oo i per tant, 1i_>m QN (2)] = 00. O
n (e.)

De fet, tenim que |Q7(z)] — oo per a tota |z| > M sent M = max{|c|,2}. En efecte,

2
Qele)l _ 1= tel 5 ol s s
2| 2| 2|

Per tant, |Q.(z)| > |z| i repetint el mateix argument obtenim que |Q7(z)| — 0.

D’aquest tltim resultat veiem que si existeix k¥ > 0 amb |Q¥(z)| > M, aleshores
QEF(2)] > (1+N)|Qe(2)] 1 per tant, |Q(2)] — oc.

Com ja hem dit, suposarem sempre que |¢| > 2. Per tant, M = max{|c|,2} = |c|.
Notem que |Q2(0)] = |c¢® + ¢| > |¢|(|e] — 1) > |¢| i en conseqiiencia, tenim que 1'drbita del
punt z = 0 tendeix a infinit. Per tant, 0 ¢ K.

Per tant, ja tenim demostrat que K. és un conjunt de Cantor i aleshores J. = K.

Resumint els resultats anteriors, tenim que si per a alguna n es compleix que Q7 (z)
no pertany al disc de radi |c|, aleshores la seva orbita tendeix a infinit i per tant z no
pertany al conjunt ple de Julia. D’altra banda, si ’orbita de z mai marxa d’aquest disc,
per definicié tenim que z pertany a K.. Sigui D = {z € C t.q. |z| < |c¢|}. Aleshores, el
conjunt ple de Julia de Q. és el conjunt de punts que mai marxa de D sota iteraci6é de
Q.. Per tant, K, ve donat per la intersecci6

() @."(D) 2)

n>0

ja que si z ¢ (50 @z " (D), aleshores existeix k > 0 tal que Q¥(2) ¢ D i per tant, la seva
orbita tendeix a infinit.

Per saber com és el conjunt K., necessitem entendre la interseccié de l'expressié (2).
Sigui C' la frontera del disc D, és a dir, sigui C' la circumferéncia de radi |c| i centrada
en l'origen. Si sabem com és Q;(C), aplicant el principi del modul maxim obtindrem
Q- (D). Per definicid,

Q1 (C) = {2 t.a. |Qc(2)] = lc[}.
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Per tant, si z € Q-1(C) s’ha de complir que

22 +c= ceie

z2=1Vce? —¢

per a algun 6 € [0, 2m).

9 — ¢ és una circumferencia centrada en el punt —c i de radi |¢|. Per

Notem que, ce’
tant, aquesta circumferencia passa per l'origen i la seva antiimatge per (). és una figura
en forma de vuit i inclosa en D. En efecte, tots els punts de C' tenen dues antiimatges
excepte el punt ¢ que només en té una, z = 0. A més, pel principi del modul maxim,

tenim que Q! (D) és aquesta figura juntament amb el seu interior.

Figura 13: Q. 1(D) és una figura en forma de vuit.

Denotem, com en la figura, Iy i I; a les dues parts de la figura. Observem que I i
I sén simetriques respecte lorigen i que ). envia cada una d’elles a tot D de manera
bijectiva. En canvi, tots els punts que no pertanyen a Iy U I; sén enviats fora del disc per
Q.. Per tant, el conjunt K, es troba dins de Iy U I.

Ara, com que Q. envia Iy i I1 bijectivament a D, pel mateix argument que I’anterior,
tenim que l'antiimatge de la figura en forma de vuit formada per Iy i I; sén dues figures
en forma de vuit, una inclosa en Iy i 'altra en I;. Definim

Io() = {Z € I() ’ QC(Z) S I()}

101 = {Z S IO | QC(Z) c 11}
I = {Z el ’ QC(Z) € Io}
I = {Z el ’ QC(Z) S Il}

Aleshores, el conjunt ple de Julia de Q. esta inclos en la unié Iyg U Ip; U I1o U I11.
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Figura 14: Q72(D) consisteix en dues figures en en forma de vuit, una en Iy i l'altra en
I;.

Podem repetir aquest procés indefinidament de manera que després de n passos veiem
que Q. ™(D) consisteix en 2"~ ! figures en forma de vuit i els seus 2" ”discosinteriors.

Definim
Isysy.s, ={z2€D|z€ls,Qc(2) € Is,,....,Q (2) € I, }.

Observem que aquesta és la mateixa definicié que hem usat en el capitol 4. De la mateixa
manera que hem demostrat que en el cas real I, . s, és un tancat i que esta inclos en
Isys,...s, 1, ho veiem pel cas complex. Aleshores

ﬂ Isosl...sn

n>0
és una interseccio de tancats encaixats i per tant, és no buida.

Si prenem un punt z € ﬂ Isos,...s,, aleshores z € Iy, Qo(2) € I, Q*(z2) € Is,, etc.
n>0
Es a dir, Q7(z) € D per a tota n i per tant, z € K.

D’altra banda, si z € K, aleshores z ha de pertanyer a alguna interseccié de la forma

ﬂ Isosl...sn-

n>0
Anomenem component de K. a cada interseccié de figures en forma de vuit i el seu
interior. Es a dir, cada component de K. ve donada per la interseccié

ﬂ Isosl...sn .
n>0

Observem que dues components de K. diferents sempre sén disjuntes i que K. és la unio
de totes les components. Com que K. és un conjunt de Cantor i per tant, és totalment
disconnex, aleshores cada component de K. és de fet un tnic punt. Per tant, per a tot
z € K., existeix una seqiiéncia s = (s9s1s2...) de > _, tal que

z = ﬂ Isosl...sn-

n>0
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Aquest fet ens diu també que el diametre de I, s, .. s, tendeix a 0 quan n tendeix a infinit.

Definim la funcié itinerari it : J. — Y, per it(z) = (s9s152...) on z = m Isos...om-
n>0
Proposicié 5.18. La funcid it és un homeomorfisme i conjuga amb el shift de Bernoulli
0.

Demostracio. Pels arguments anteriors, clarament ¢t és bijectiva. Hem de veure que it és
continua i la seva inversa també. Ho demostrarem de la mateixa manera que en el cas

real.

Per veure que it es continua, prenem z € J. i sigui it(z) = (sps182...). Sigui € > 0 i
prenem n prou gran tal que 1/2" < e. Considerem totes les possibles combinacions de
tot1...tn 1 per a cada una d’elles, el “disc” Iy, .. +,. Llavors, tenim ontl “digeg” disjunts
tals que la seva unié conté J. i Iy, .5, n'és un d’ells. Prenem ¢ prou petit tal que la bola
de radi ¢ i centrada en z estigui inclosa en Is, . s,. Aleshores, si w és tal que w € J. i
|x — w| < 4, tenim que w € Iy, s, Per tant, it(z) i it(w) coincideixen en els primers
n + 1 termes i per la proposicié 3.4 tenim que

d(it(z),it(w)) < 1/2" < e.

Hem de demostrar que it~ ! és continua. Clarament, it~ : Y, — A és la funci6 definida

per it~1(s) = ﬂ Isysy..s, O s = (Sps182...). Siguin s = (sps1s2...) i € > 0. Prenem n
n>0

prou gran tal que el diametre de I, s, . s, sigui més petit que . Agafem § = 1/2" i sigui

t = (totita...) € > o tal que d(s,t) < 0. Aleshores, es compleix que s; = t; per a tota ¢ < n.
Per definicié, tenim que it~1(s) i it~1(t) pertanyen a Iy, s, 1 per tant,

it (s) — it~ (1)] < diam(Tags,..s,) < <.

Finalment hem de veure que it conjuga (). amb la funcié o. Sigui z un element de .J. amb
itinerari it(z) = (sos12...). Aleshores z € Iy, Qe(2) € I, Q(2) € I,,, etc. Es a dir,
QL (z) € I, per a tota n > 0. En particular, Q7 (z) € I,, per a tota n > 11 per tant,

it(Qe(2)) = (s15283...) = o(it(sps152...))-

O

Hem vist que it és una conjugacié topologica entre Q. i 0. Aleshores, aplicant el resultat
del teorema 2.11 tenim que, com que o és caotica en ) ,, Q. és caotica en el seu conjunt
de Julia J..
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6 Conclusions

En aquest treball s’han estudiat sistemes dinamics associats a iteracié de funcions. Hem
vist que tot i ser models matematics molt senzills, com ara la familia de funcions Q.(x) =
22 + ¢, poden presentar dinamiques molt complexes, cadtiques.

Seguint la definicié de caos de la bibliografia [1] i [2], hem establert tres components
essencials d’un sistema caotic: la sensibilitat respecte condicions inicials, la transitivitat
(o existéncia d’una orbita densa) i la densitat del conjunt de punts periodics. També
s’ha comprovat que no sén independents entre elles, hem demostrat que la primera és
conseqiiencia de les altres dues. Tot i aixi, demostrar que un sistema és caotic a partir de
la definicié pot ser una tasca forca complicada.

En tots els exemples hem demostrat aquest comportament mitjancant la dinamica
simbolica i la conjugacié topologica. Hem vist que la dinamica simbolica consisteix a fer
particions de I’espai i associar cada una de les “peces” d’aquesta particié a un simbol. Aixi,
s’ha obtingut un sistema dinamic amb totes les caracteristiques essencials de caos i que
ens ha permes traslladar aquesta informacié al sistema original mitjangant una conjugacié
entre els dos sistemes.

La dinamica simbolica és doncs una de les eines principals per a establir propietats
caotiques d’un sistema.
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