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8. ABIERTOS REGULARMENTE CONVEXOS RELATIVAMENTE A UNA
ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA. — Afiadamos ahora, ciertas hipé-
tesis restrictivas a la frontera del abierto G considerado preceden-
temente, asi como al mismo G.

Sea G ¢ R2 un abierto acotado y G’ un abierto de R2 tal que
GcG,y sea 0:G — R2 una funcién continua y continuamente
derivable parcialmente respecto a su segundo argumento sobre G'.
En estas condiciones, para todo ¥0€ G, se verifica en virtud de lo
establecido en la OBSERVACION 2.2 del n.o 6, que las extremi-
dades %" (¥9), x; %" (¥0) del intervalo de definicién de la solucién
dx2
dx
%0, pertenecen al intervalo Jx;"# (¥0), x,'*" (¥0)[ de definicién de la

X2

solucién global en G’ de la ecuacién diferencial il (%1, %,) pa-
1

sando asimismo por X0, y ademis, si & y &' son los respectivos

global en G de la ecuacién diferencial = ¢ (%1, %) pasando por

conjuntos de definicién de la integral general global 1 en G de

Z—? = pi¢ (¥1, #3) y delaintegral general global yen G’ de %—2 = o (%1, %2),
1 1

setieneque: & c @'y g =127 (" (x0), u(%™ (¥9), %,0, %0) e F1 G y
y (01 (£9), p (%™ (x0), %% x0)) € Fr G.

Pongamos por definicién:

. dx
«G es convexo relativamente a —2 = g (¥, ;) <=

de
<= (Vaunon) B0 = (219, 0 €G vy % € 1x/™ (X9), %/ () ¥y

y (1, g, %10, %0)) € Fr G = (2 = 2% (X0) 6 % = %™ (X))

. . dx , ,
es decir, G es convexo relativamente a 22 o (x1, %) si sblo si,

de
para todo %0 € G, la solucién global en G’ de la ecuacién diferencial

gz_z = o (%1, %) pasando por x¥0 alcanza a la frontera de G en dos
1

y solamente dos de sus puntos, que son, por tanto, los puntos
(2" (X9), p (2™ (X0), %1%, %9)) v (%% (X0), u(%,* (£0), %0 x,0)) de
Fr G.

OBSERVACION 3.2, — Si se tiene:

«(x19, 29 eG v (x1, %10, %0 e’ y %= pu(x, 50 %0 y

y % € ]%/" (%9), %% (£0)[»
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puesto que:

«(x19, %0 € Gy % €% (X0), %, (XO)[ = (%1, %10, %20) € &»
y
«(xg, %19, %0) € & = xy = p (%1, %% %29 = 4 (%1, %% %0)»

y ademds, dado que:
Xy = A (%1, %19, %20) = (%1, %) € G»
se deduce de todo ello la validez de la relacién:
«(x219, 0 € G y (%1, %% %0 e &' y %= pulx;, % %0) =
=[x € ], (£9), ;% (XO)[ = (%1, x2) € G]» *)
Inversamente, supuesto que:
(%19, %0 € G y (x1, %10, %20) € &" y %= p (31, %10, %20) ¥ (%1, %2) € G»

ya que, en virtud de lo establecido en las OBSERVACIONES 1.2
y 2.2, la hipétesis de que se ha partido al principio de este niimero
y la hipétesis precedente, entrafian:

" (X0) = %M (%) v %/ (E) =x"*(X) ¥
y [ (%), 1% (%)] ¢ o' # (%), %% (£)[»

y por tanto:
@' (F) = 1" (F) < 0 (F) < 0 7)< 0/ 7) = 5% GF)
de lo que se deduce:

«(x ™ (%), %19, ) e’ y (6% (¥), 0 20 e8a’»
y dado que:
(@™ (%), p (2™ (X), %10, %0)) = (%™ (¥), (01 (%), %1, %)) € Fr G»

y

(o™ (%), u(n ™ (&), %1% £20) = 6™ (%), p(2, (%), %1, %)) € Fr G» )

se sigue como consecuencia de las hipétesis efectuadas sobre Fr G
[teniendo en cuenta, ademds, que es: %" (¥) < x,%" (¥) y %" (x0) <
<5 (x9)], que:

1 (Z) = %™ (F9) vy %" (X) = 5% (FO)»
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lo que implica:
«p € I (%), % (%) = J2* (£0), %% (X0)[»
Asi, pues, se verifica la relacién:

«(x19, %0 e Gy (¥, %% %0 €@’y % = u(x;, 9 %9 =

= (%1, %) € G = x; € ]x™ (£0), %% (XO)[]»
que junto con la (¢') establece la validez de la:

«(x19, 10 eG y (%1, 10 %0 e y 2 = p(x, %% x0) =

= [(x1, %2) €G <= x; €], (%0), %™ (XO)[]» *)
y puesto que, evidentemente:

«(x10 20 eG y (x1, %% x0) e’y x = u(x, %9 x0) =

> [(%1, %) € Fr G <= %y € {x,™ (x0), %% (X0)}]»
se concluye finalmente, que se verifica:

«(x1% %0 € G y (%1, 10, %0) € &'y x5 = u(x1, %9 x0) =

= [(x1, %) € G <= x; €[ (£0), %% (£9)]]» ()

Sentado esto, impongamos ahora, que, ademds, la frontera de G
esté constituida por una curva cerrada de JORDAN definida por dos
funciones p : [¢;, t,]— Ry ¢ : [, {] — R, continuamente derivables
sobre [#1, £,] y tal que verifiquen: p'(¢1) =p"(h) vy ¢' () = ¢ (k) ¥
y () (telt, &)= q' () — e (p (1), 7). 2" () # 0). (10)

A un abierto G de R2 acotado, tal que: G € G’ (G" abierto de R?), y
que sea convexo relativamente a la ecuacién diferencial % =p (%1, x7),
(con p:G" — R, continua y continuamente derivable parcialmente
respecto a su segundo argumento sobre G'), y cuya frontera Fr G
sea una curva cerrada de JORDAN definida por dos funciones
pilt, ) — R, v q:[t, 8] — R, continuamente derivables sobre
[t1, t,], verificando ademés la condicién (10), se le denominard
«abierto regularmente convexo relativamente a la ecuacién diferen-

. .. odx
cial ordinaria d—x2 = 0 (%1, %)».
1
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Podemos siempre suponer prolongadas p y ¢ a R mediante dos

funciones  : R— R y 7: R — R, periédicas de periodo ¢ — ¢,
definidas como sigue:

t—t
teR_— (t—t—t ) R?
€ P() P (£2 2"'51 € | (E:R — Z, funcién

teR—q(t) = q/t — (b — (tz ~t1> cR ‘ parte entera)

\

las cuales son continuamente derivables sobre R y verifican como
consecuencia de (10), la relacién:

() teR=g (&) —a(p(t), )P (&) # O (10)

Para todo ¥*0e G, se tiene por lo establecido precedentemente,
que es valida la relacién:

«(x1% (X*0), %,*0, xy*0)e @’ y

Y (8™ F*0), u (0 (F*0), 1,0, %) e Fr G)
por lo que existe un ¢#* e R, tal que:
€ (F%0) = P (%) v p (2 (£%0), 2,%0, x,%0) = g(t*)» (10"
Por otra parte, dado que x*0 e G y (%% (X *0), x1*0, x,*0) e &’ y &'
asi como G son abiertos, existe un (/, ) e [R* — {0}] x [Rt — {0}],
que verifica:

«B, (x*0) ¢ G y Ju™ (£*0) — I, %™ (x*0) + [ X B, (¥*0) c &"»

y ademis, en virtud de la continuidad de 5 : R— R sobre R, se
puede determinar un ¢ € R* — {0}, tal que:

() (elt* —o, t* 4ol = p (1) €Ju™ (F*0) — L, 2™ (F*0) + I[)»
por lo que, consecuentemente, es valida la relacién:

«(V (tr xlo; x20)) ((t: xlor x20) E]t* —0, t* + GI: X Br] (2*0) =

= (P (0), %% x0) ea)
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Se sigue de ello que estd definida la aplicacién compuesta :

(tr xlox xZO) E]t* — 0, £* +G[X Bn (E*O) - (ﬁ(t» xlo) xzo) =

=g — u(P®, %0 %o R

verificdndose, ademds [habida cuenta (10') y (10”)]:

o) D (LF %%, %*0) = g (t¥) — p (P (t*), %1*0, 1,*0) =0

B)  (Dy®) (%, %1%0, %,*0) = ¢’ (t*) — o ( (¢* > (5 (¢ ) x1>‘° %*0)) -
BE*) =g () — o (P (%), 7 (%) P (%)

V) B (t*) = 57 (B%0) < xy*0

En virtud del teorema de existencia de funciones implicitas,
existe una aplicaciéon s: B, (¥*0) — R definida y continuamente
diferenciable sobre un cierto disco abierto B, (¥ *0) centrado en ¥ *0,
tal que:

s (0*0, 2%0) =1* y (¥ (1% %0) (%1% %0), € By (x*0) =
= (s (%19, x29), %10, x,0) €]t* — o, 1* + o[ X B, (x*0) y
y D (s (%10 x20), %10, %0) =
=7 (s (%1% %9) — p (P (s (110, %9)), %0, %,0) = O)»  (10")

Pongamos w = po s : B, (x*9) c RZ — R; w es continuamente
diferenciable sobre B, (¥ *0), y en virtud de y’) y de (10"), se
tiene que:

~

@ (FX0) = B (s (1*0, 1,*0)) = (%) < x,*0» (10%)

Por la continuidad de la aplicacién proyeccién x0 = (%9, x,0) €
eR2 — pr; (0 = xR, y dado que por (10VW) se verifica que

w (X*0) < pr; x*0 = x,*0, se puede determinar, consecuentemente,
un disco abierto B, (¥*0) centrado en x¥*0 y contenido en B, (x¥*0),
tal que:

(VX0 (x0 € Bu (x*0) = w (X0) < pr 0 = %,0)» (10v)
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Por otra parte, de (10"”) [habida cuenta ademds que: B,« (¥ *0) ¢
c B, (¥*9) ¢ B, (¥*0) c G), se deduce que:

(VX (F0€ B, (F%0) = 0e G vy (@ (F9), p(w(X9), 00, x,0) =
= (P (s @), u(P(s(%), %9 %0) = (p(s (), ¢ (s (X9)) € Fr G)»

relacién, que en virtud de la hipétesis efectuada sobre la frontera
de G, entrafia:

(v x0) (£0€ By (£%0) = [(w (x0) = %, (x0)) 6 (w (¥0) = %% (£7))])»

y esta dltima relacién junto con la (10Y) establece a su vez la validez
de la:

(VF0) (F0€ By (7%0) > w (70) = 2 (FO))p (10

Pongamos «w)p,, @) = 2+ de (10V1) se sigue que cualesquiera
sean (x¥*0, ¥**0) e G X G, es vélida la relacién:

(X0 € By (X%0) 0 Byas (F*¥0) = 9™ (§0) = %1 (F0) = 96 (F0)

es decir:
@) @0
(('Z)|B7)* (}'w) A By (}3*0) - U!Bn* (})t()) n B'I** (}’ur)) »

lo que entrafia que exista una tnica funcién v :G — R, tal que
para todo ¥*0e G prolonga v**) a G = u B,« (¥*9), la cual es con-
tinuamente diferenciable sobre G y verifica que:

(VX0 X0eG = v™ (X0) = %™ (£))»

Anélogamente, se construiria una aplicacién v#": G
nuamente diferenciable sobre G y tal que:

» R, conti-

(Y E) F0 G ~ v (F9) = %" (F9))»

9. EL SUBCONJUNTO {(¥1, %2) € G/(37) (r € [r4, Bl y (%1 (), %1, %) €
€@’y % (r) = pu(x (#), %1, %))} DE G. — Supongamos ahora, que
como en el ntimero precedente es G ¢ R2 un abierto acotado y G’
asimismo un abierto de R2, pero tal que GcG’, y 0: G — R una
funcién continua y continuamente derivable parcialmente respecto
a su segundo argumento sobre G’, tal que relativamente a la ecua-

., . . . . dx7 .
cién diferencial ordinaria I =0 (x1, %) sea el abierto G regular-
X1
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mente convexo, [n.° 8§ precedente], y que ademds sea C un arco de la
clase (I') contenido en G y relativamente a la ecuacién diferencial
dxz
dzx,
entre el conjunto & = {(¥1, %) €G/(37) (rer', rBl y (x,(r), x1, %) €&’ y
vy % (r) = u(x%; (), %1, %3))} v el conjunto considerado en el n.° 7,

= o6 (%1, %;). Nos proponemos estudiar las relaciones existentes

S =, ») eG/@r)(relrt, [y (), ¥, w)ed y %) =
= A (%1 (), %1, %))} el primero de los cuales contiene evidentemente
a C, y en donde u:8a’ c R} — R es la integral general global en G’

ax .
de 22 = g(x,, x;_) Yy A= u

: & c R3— R es la integral general
(le

158

global en G de la ecuacién diferencial ordinaria % = 056 (%1, %).
1

Para ello, sea ¥* = (x*, x,*) € £; existe, en consecuencia, una
sucesién (x7); .y de puntos de £ convergente en R2 hacia x¥*, por lo
que:

«(Wt) GeN=@Qr) (el v [ clri, rBl y (x/, % (), % (¥)) €@ y

Y % = A%, %1 (7), %2 (7)) = p(x, % (r), x%2(r))))»

Pero por ser [74, #B] un compacto de R, la sucesién (#);.y de
elementos de [74, #?] admite un valor de adherencia #* € [74, #F], es
decir, existe una sucesién (r%),.. parcial de la sucesién (7');cy, que
es convergente en R hacia 7*, sucesién parcial a la cual corresponde
la sucesién parcial (¥%),.y de la sucesién (¥%);cy, vy que por tanto
converge en R2 hacia x*.

Puesto que:

«(VE) (keN = v™ (% (r)) = 2™ (¥ (r')) < x* < 5™ (¥ (%)) =

= 0% (7 (i)

—

en virtud de la continuidad de v**7 y 9% sobre G, y dado que (¥ (7)) ¢ n
converge en R2 hacia ¥ (*) ¢ G y (x;%),, v converge en R hacia x*,
se sigue de la anterior relacién:

W (% (%)) = 27 (£ (%) < 2% < w0 (£(¥) = v (£ (4)»

lo que entrafia:

it €™ (& (), 2™ (& (7)) € a7 (X (%), %' (& (*))D
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es decir:

«(xl*, X1 (7’*), Xy (1’*)) ed’»

y, por tanto, en virtud de la continuidad de u sobre &’, [habida
cuenta, ademds, que: (yk&) (ReN = (x1%, x1 (r*), %, (r%)) c & c &')],
se deduce que:

(%) en = (u (%1%, x1 (%), %, (r'%))),cn converge en R hacia x,* =

= p(@r*, 21 (r*), 2 (r*))»
Asi pues, es valida, por consiguiente, la relacién :

Gl - TGy @) el ]y (% 4 (%), mi)edy
Y %* = p (¥, 21 (7%), %2 (r)))»
o lo que es equivalente (Véase OBSERVACION 1.2 del n.0 5):
FEcE-F*eC y @) (el 1] y (4 (%), m* ) ed’y
y % (r*) = p (1 (r¥), %1%, %)) (11)
Inversamente, supuesto se verifique:
F*eGy @r) (Felrh, ] y (), mt m¥)ed y
y % (r*) = p (% (), 2%, %%))» (11')

dado que, en virtud de la OBSERVACION 1.2 (n.° 5), se tiene la
equivalencia :

«(xy (%), 21%, ¥) e @’y 2 (r*) = p(x (), 2%, %*) <=
== (0%, %1 (%), 2 (r¥)) e’y x* = p(x*, 21 (), %2 (r¥))»  (117)
y puesto que ademds se tiene X (r*) = (x; (%), % (?*))eCc G y
y X% = (x*, x,*) € G, v consecuentemente, [habida cuenta (11”) asi

como la OBSERVACION 3.2 del ntimero precedente], es vélida la
relacién :

w* € o™ (& (rF)), x™ (% ()]
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ha lugar, por tanto, a considerar los casos siguientes, mutuamente
excluyentes :

Lo)  w* €™ (% (r*)), %, (& (r*))[

2.9 x* = %% (¥ (r¥))

3.0) xl* = xlde’ (;6’

Lo)  x* €12 (% (r¥)), %,% (X (r*))[ (°). Ya que Jr4, B[ =[r4,7%] y
y r* e[r4, ¥F], existe, en consecuencia, una sucesién (#%);.y de ele-
mentos de J»4, B[ convergente en R hacia 7* lo que entrafia,

[dado que: (y7?) (e N = % (r) e G) y x (r*) € G], que las sucesiones
@™ & ())iew = @ E #))ien v 061 (& (7))ien = @ (& (7))ien

>

converjan en R, respectivamente, hacia x," (¥ (v*)) = v (¥ (#*)) y
y % (X (r*)) = v¥* (¥ (r*)), y por tanto, [teniendo en cuenta (°)],
se verifica que:

«@»)(reN y (vi) (feN y i>v= 2% () <x* <x,% (%))
es decir:
«@r)veN y (Vo) CeN v i>v= (%% % (7)), %) ea ca’)),

y puesto que (¥ (#/*7));.y converge en R2 hacia ¥ (r*) y (%%, %1 (r*),
%, (r*)) € @, es valida, consecuentemente, la relacién:

CA(r* 2 (70), 22 (7))jen = (0 (0%, 20 (7)), %2 (7)))jen

converge en R hacia u(x*, % (%), xp (v¥)) = x*»
la cual entrafia:

«(r®, A(xr*, 21 (F1+7), 25 (¥77)));en €S una sucesién de puntos de £,°

convergente en R2 hacia (x*, x*) = X*»
y finalmente :
E* e £

2.9 x* = ;" (% (r*)). Consideremos un intervalo abierto
Q(x*) =1x1* —a, x* + a[ X ]x* — b, x* 4 b[ cualquiera centrado
en x*. Puesto que las hipéGtesis efectuadas sobre G = G c R?,
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sobre G’ = G’ c R2 y sobre p:G’ — R, entrafian, [habida cuenta
la OBSERVACION 2.2 del n.0 6 y (11”)] la validez de la relacién:

«Existe Pz (61" (£ (%) + 0) v Pem (0™ (X (r*) + 0) =
= Ya e (1* + 0) = Aoy, 0% (01 + 0) =

= Him A, o (%), 20%) = Tm g (0, 2 (%), 20%) =

x1-+x1¥4+0 X —x
=Hm u(x, 21 (%), %2(r%) = p (0™, %1 (%), 22 (%)) = 2*»
xy—21*+0 :

se puede, consecuentemente, determinar un '€ R+ — {0}, tal que:

«(w 1) (2 €] (X (%), % (& (7*))[n]wr*, w* + 7' =

= A(xr, %1 (%), %2 (r¥)) € ]x* — b, 2 4 B))»

Sea 5 = min {x% (¥ (r*)) — %, (X (r*)), n', a} e RT — {0}; se
verificard, por tanto:

«(xy (r*), %2 (r*))eCc G y

y Ja®, 2* ol clo®, %% + al 0 ln™ (% (%), x1% (& (7))D
y ademds:
»(v x1) (01 €120*, 2% + [ = A (%1, 21 (%), %2 (%)) €]0* — b, %™ + O[)»
es decir:

«(wx1) (2 ele®, x* + [ = (%1, xl("*)». x(r¥))ed y
vy (x1 A%, %1 (7%), % (7%) € I0*, 2% + al X Jw* — b, mp* + b[)»

y en particular:

«3x) (@reln® x* +ql y ¥ (r*)eG y
y o™ E () <%’ <@ () vy (0, A, 2 0%), %20%)) €
elx*, 2* + al X |x* — b, x* 4 b[)» (')
Pongamos: |4 (%, %1 (%), x5 (r*)) — x*| = b (11%V). Se tiene asi:
0<b <b, y por tanto:

«b — b e RT — {Op» (11v)
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Por otra parte, dado que #¥ e {r!, r#} = r4, 78], existe, conse-
cuentemente, una sucesién (7');.y de elementos de ]74, #P[ conver-
gente en R hacia 7*, la cual determina las sucesiones (%, (¥ (#%)));cn =
= 0 (& ()iew 7 1% (% ()i = (0 ( (#))sen, Tespectivamen-
te, convergentes en R hacia (X (r*)) = v (¥ * (r*)) y hacia
1% (% (r*)) = v (¥ (#*)), lo que, habida cuenta (11'"’), entrafia que
exista un » € N, tal que:

(i) GeN yi>v =5 (X () <xn' <™ (x (r))»
es decir:
«(Wi)(feN y i>v = (%, % (7)), % () € &)» (11v1)

y ademds, dado que (x,’, x; (¥ "), x, (#*"));cn converge en R3 hacia
(%), 2y (#%), %2 (r*)) € &, se verifica teniendo en cuenta (11V), que:

«@») 0" eNy (vj)(jeNyj>»" =
= |2, % (7F), 2 (W) — A (', % (%), 22 (7)) < b —B))»
y en particular:
QA Qs 2 (7T, 2 () — A, 2 (%), ()] < b — b

Haciendo 7" = 't lelpd, vB[ y %' = (%", %, ('), %, (r")) se
puede poner, por consiguiente :

" — A, 2 (%), % (PF))| < b — ¥ (11vs)
asi como [habida cuenta ademdés (11V%)]:
=%, %) e Gy @) el Py (%', % (), m()) ey

y ' = A0, 2 (r), %2(r')»
o lo que es equivalente:
«x' = (%", %) €&
Pero de (11'"), (11'V) y (11V) se deduce que:

da) —m* <a y % —x*| <|x' — A, % (%), %0)] +

12 (), 2 (%), (%) — %% [ < (b —0) + 8 = by
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resultando en consecuencia:
X'e&LnQ (XF)»

Asi pues, y dada la arbitrariedad del intervalo abierto Q (¥*) de
R2 centrado en x¥*, se puede poner:

¥ e €

3.9) x* = x% (¥ (r*)). Se establece, procediendo de un modo
enteramente similar la caso 2.9), que es valida, asimismo, la relacién :

«X* e 4

Combinando los casos 1.9), 2.9) y 3.9), habida cuenta el supuesto
(11') de que se habia partido, queda establecida asi la validez de la
relacién :

G*eCy @rt) (rFelr, 77y (m0*), u* n¥ea y
Y % (r¥) = p (%1 (r%), m*, %*) = X*¥€ &5
la cual junto con la (11) establece a su vez la validez de la:
(F*er «=F*¥eG y (@r¥) (r* e[rd, vB] vy (% (%), x1*, x,¥) e’ y
Y % (%) = w (21 (r¥), %1%, %2%))»
o lo que es equivalente:
X*eEF «=> X* €&y
y dada la arbitrariedad de ¥*, se obtiene finalmente:
(Ef = E

Por otra parte, puesto que &2 segtin se demostré en el n.0 7,
es conexo, el conjunto & = £ es, consecuentemente, conexo.
Observemos que la relacién: ‘
FEeGy (r,7v)e[rd, rBI X [#4, Bl v (%1 (7), %1, %) € Q" ¥
y @1 (), %1, m)ed’ y %(r) = p( (), x1, %) ¥y

y %2 (r') = p (% ('), %1, 2%2)» (11vim)
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entrafia necesariamente :
w =7y

En efecto, la relacién (11V™) precedente implica, a su vez, la
relacién :

«r, ) elrt, rPIXIrd, Pl y 2y (r) €l (X), %/ (Z)[ y
y %1 () €0y (%), % (&)
por lo que, en el supuesto de ser » # 7', y dada la continuidad y mo-

notonia estricta sobre [#1, 7#| de la funcién » € [#4, 8] — %, (r) € R,
se verifica :

«(v?) (telmin {r, 7}, max {r, '}] = 21 () € ], ™(X), "% (%)[)» (11'X)
estando, por tanto, definida la aplicacién compuesta :

«te[min {r, 7'}, max {r, 7'}] — u (%, (), %1, %2) € R»
y en consecuencia, la relacién:

«te[min {r, ¥}, max {r, v'}] — %, (t) — pu (%1 (), %1, %) € R»
define una aplicacién, la cual es continuamente derivable sobre el
intervalo [min {r, #'}, méx {r, #'}], y puesto que en virtud de (11V111)
toma valores iguales en los extremos de su intervalo de definicidn,
existe, por tanto, un 7 € min {r, 7'}, max {r, #'}[ ¢ |4, 7E[, tal que:

) () — o0 (), wla (), %1, %) ox (7) = 00 (11%)

Ahora bien, en virtud de la OBSERVACION 1.2 del no 5, la
relacién (11VI) entrafia :

«(x1, 1 (7), %2(7) € A" Y Ury 00 = By, 0 Y (1, %1 (), %2 (7)) €@ y

y %2 (r) = w1 ('), X1, %2) = Pu,, ) (%1 (7))
resultando de ello que:
«(x, 21 (1), %2(F) €Y By = Brihmen Y

Y %2(7) = smnen @1 () = p(x (7), %1 (7), %2 (7))

19 — Collectanea Mathematica
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por lo que, habida cuenta la OBSERVACION 3.2 del n.0 8 y que ade-
mas se tiene: ¥ () = (%(7), %, () eCc Gy (%, (7'), %, (*')) eC c G,
se deduce, por tanto:

Pz = B, ey Y %1 () €120 (X (7)), %% (% (7))
asi como, se tiene trivialmente :
@y (r) €12, (% (7)), %™ (X (7))[»

Estas relaciones junto con la (11¥) y la relacién x; (7) € Jmin {x{ (#),
%y (")}, max {x; (), % (#*')}[, consecuencia de la 7 e]lmin {r, 7},
méax {r, #'}[ y de la monotonia estricta de la funcién r e [74, 7?] —
— %1 (v) € R, establecen que:

wy (7) €10 (& (7)), 2 (& ) ¥

y %' (7)) —o 1 (7), uxi(7), %1(7), x2(r))) 1" (7) = O» (11¥7)
Pero en virtud de la OBSERVACION 3.2 se tiene que:

() eG y % (r) elx™(F (r), m™ (% () =

= (%1 (7), p(x1(7), 21 (7), %2(7))) € G,

por lo que poniendo, para abreviar, x; = % () v %2 = u (%1 (7), % (7),
%, (7)), la relacién (11%T) entrafia a su vez la:

«3 (@1, %2, 7)) (1, %2, 7) € GX 4, 72y 25" (7) — 016 (%1, %2) - 21" (7) = O)»

lo que estd en contradiccién con la condicién ¢), que por pertenecer
a la clase (I') el arco C contenido en G relativamente a la ecuacién

diferencial g;g = 0, (¥;, %2), ha de verificar dicho arco C (n.° 8 de
L

esta INTRODUCCION).
Asi, pues, debe verificarse la relacién:

K eGy (ry)eri, v¥¥ x (r1, 78] vy (%, (7), %, x)e &’ y

y (1 (r), %1, %) € Q" y 23 (r) = w (%) (7), %1, %2) ¥ %2 (7') =

= p (% (r), %1, %) = ¥ =7"» (11%1)
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Sentado lo anterior, consideremos el subconjunto de R2 x R:

«F = {(%, r) e & X[, rB][(x1 (), %1, ) e’ y
Y %2 ()= w(x (r), 21, %)} = (¥, 7) € E X [r4, 75 (%1, %1 (7), %2 () e Q" y
y %= u (%1, %1 (7), %1 (7))}»

Es inmediato, [habida cuenta ademds la relacién precedente
(11XM1)], que:

«pry F = Ey p"ZF = [TA’ Pl y (V (7?’ 7, 7,)) ((f, 7) eFy
y X, 7)eF=r=17)

por lo que (Chap. I, § 3, n.0 4 de [5]), la terna (F, &, R) define una
aplicacién i, : £ -— R, la cual evidentemente prolonga 2% : £*— R
a &, vy por tanto, h‘ie . = A Se tiene como consecuencia de la misma
definicién de 7, que:

(Ve35) ((r, Z)elrd, BIXE vy r=h(X) = (%1 (7), %1, %) ey

FeGy %) =pln() 2, %) (%)

[Sefialemos, que puesto que en virtud de la propia definicién
de &, se verifica:

Fel «=xeGy @rrert, vBly (x, 2, (), x(r))e@’ y

y %2 = p (%1, %1 (), %2 (7))

y por otra parte, se tiene siempre ¥ (r) = (x; (), %, (7)) € G, la OB-
SERVACION 3.2 del n.° 8 establece, en consecuencia, que es V-
lida la relacién:

€ [x™ (& (7)), 2™ (& (7)]»

relacién de la cual, y habida cuenta la definicién de % : € — R,
se sigue la validez de la relacién:

Wy, %)) ((r, X)e[r4, ¥’ X & y
y r=h (%) = 6,7 (X (1)) <% <™ (% (7)) - (115907
La funcién %, : £, — R acabada de construir es continua sobre &,.

En efecto, sea ¥ €& y (¥');,y una sucesién de puntos de &, con-
vergente en R2 hacia X, y (#);eny = (% (X*))iex -
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Se verifica en virtud de (11¥*) y de la definicién de &, asi como
la de 4,:

(1) GeN = »™ (X () <x' <H™ (Z()) v

y %' = p(x, % (), %3 (7)) (11%1m)

Consideremos una sucesién parcial (7)., cualquiera de (7%);.y.
Puesto que: U {rx} v, 78], y [#4, P] es un compacto de R,
keN

la sucesién (%), » admite un valor de adherencia 7 € {7, 5], es decir,
ke N

existe una sucesién (r);.y parcial de la (#*),.y que es convergente
en R hacia 7.

Las sucesiones (v (F(rin)))iex, (0% (K(r)jexn, (mjex ¥
y (#2%);cn, convergen en R, respectivamente, hacia x;"?(x (7)),
1“7 (¥ (7)), %1 ¥ %2, por lo que, teniendo en cuenta (11¥M), se ve-
rifica que:

«x"" (X (7)) < %) (X (r)) < xp <0 (X (7)) < %" (X ()

es decir (dado que: X () = (¥ (), %2 (#)) eC c G c G):

«(xg, 2 (r), 22 (7)) e’

y en virtud de la continuidad de u sobre &’, la sucesién (u (%1,
%1 (r'4), %2 (¥®)));en = (%2%);cn converge en R hacia wu(x;, % (7),
%, (7)) = %,, todo lo cual entrafia:

«r = h, (x)»

Se ha, asi establecido, que para cualquier sucesién parcial (7%),¢
de la (), » existe una sucesién parcial (rv);.y de la (#*),.y que con-
verge en R hacia » =7, (¥), lo que demuestra que (#);x = (4 (¥))icn
converge en R hacia 7 = &, (x¥), y dada la arbitrariedad de ¥ € &
v de la sucesién de puntos de &, convergente en R2 hacia ¥, se con-
cluye que 7, es continua sobre &,.

Asi, pues, 4, : & — R prolonga con continuidad y univocamente,
ht:E*—R, a& =C¢&-

Puesto que para todo # = (u; u,) € £?, la funcién 4,2 : 24— R
considerada en el n.° 7 es derivable parcialmente respecto a su pri-
mero y segundo argumento en 7%, siendo las expresiones de dichas
derivadas parciales:
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A| /1
06 (%) - exp % { (D, o|(,) [z, Mg (¢, uy, u,)] dt}

uy

P = =5 B @) - @) — w0 GG

o () -exp {— (J& ((Dr0)e))}
o (% (b (&) - 21" (e () — %" (B, ()

v (he (u)) )
. exp {Ju([)z 9|G) [t ,u;a(t, uy, )] dt|
(D2h) () = = o the G U ) — 0 G @)

exp {— (J&) ((Dy0)ie)}
o (% (h, (@))) - %" (h. (@) — 22" (B, (4h))

y dado que las aplicaciones:

. 0 (H)
B SR @) b () — Oy (@)
nef — I : eR

o (x (h ()%, (h (W) — x2" (e (u1))
asi como [II del APENDICE que sigue a la PARTE SEGUNDA]:
e & — (JE ((D20)e,)) (@) e R

son continuas sobre £, y consecuentemente, las restricciones a &7
de dichas aplicaciones son continuamente prolongables a £ = 2,
se concluye que D;h® y D,h? son prolongables con continuidad,
de modo univoco, a la adherencia £¢ = & de ¢, resultando asi
dos funciones definidas y continuas sobre £ que denotaremos, res-
pectivamente, por Dy A&, D,h,:

(x1(r)
B N o (¥1%2) - exp { .x(DZQ) (2, u(t, %1, %)) dt}
Feb— D) B) = —— om0 w6 R

(1151), [ =, (x)]

xe&— (Do) (x) = —

(x1(r)
exp{ (Dy0) [2, w (2, %1, %2)] dt}
e(xl() RO () — % (1)

cuyas restricciones a &4, son respectivamente, D; k2, D,hc.

(9) Véase II del ApEnpICE que sigue a la PARTE SEGUNDA de esta Memoria.
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10. Los suBCONJUNTOS D/ v D, DE £° ¥ £,, RESPLCTIVAMENTE:
RELACIONES MUTUAS ENTRE LOS MISMOS. — Manteniendo las mismas
hipétesis que en el n.2 9 precedente, sean:

«Df = {xeR((r, n)) ((r172) €] v, Y2 [X[rd, P [y 21 = %1 (1)) ¥

Yy ¥ =1(")y %’l{(xh (I =9 %+v.2 (")) c &y

ve[0,1;

y U {((1 —9) %1 + . %1 (r2), %2)} € EY}»

»€[0,1]
D, = {xeR2[(q(r,, r2)) ((r1, 7o) € [74, ¥B] X [r4, ] y x; = %, (r) ¥

yx=% ) yU{(x, (1 —v) %2+ % (r))} c &y
v€[0,1)

y U (L — ) % 4 9. 2 (), x1)} € ENp»

»C|0,1]

es decir, D2 (resp. D,) estan constituidos por los puntos 1/ de R?
para los cuales las dos rectas pasando por ellos y paralelas a los ejes
coordenados Ox; y Ox,, intersectan a C — {4, B} (resp. intersectan
a (), [en puntos tinicos para cada paralela en virtud de la monotonia
estricta de las funciones: 7 €[r4, 78] — %, (*) e R y 7 € [r4, #B] -
— %, (r) e R], estando ademds contenidos en &4 (resp. contenidos
en &), los segmentos de dichas paralelas determinados por M y los
referidos puntos de interseccién de las mismas con C — {4, B} (resp.
con C).

Evidentemente:
«Ds2 ¢ Dy
y dado que:
«@(r, 7)) () e, PPl x [r4, P8l y %y =21 (1) ¥ %2 = %1 (1)) =
= (%1, %) € [min. {x; (%), %, (%)}, max. {x; (4), x; (*5)}] x
X [min. {xp (v4), % (*B)}, max. {x, (#1), %o (¥F)}]»
se sigue (denotando por R,z = [min. [x (r4), x; ()}, max. {x; (r4),

%1 (PB)}] X [min. {x; (r4), 2, (r5)}, max. {x, (r4), x, (#F)}] al intervalo
de R2 de diagonal la cuerda AB del arco C), que es asimismo:

«D, ¢ Ryp»
O .
asf como: «D2* ¢ R p» (I°€ 4 es el interior de R, es decir:
[}
R,y =] min. {x; (1), %; (#B)}, méx. {x; (1), x; (")} [ X ] min. {x, (4),

% (¥B)y, max. {x, (r4), %, (*B)}[), por lo que:
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]
Dy c Ry n £
‘.7

«D, € Rypy n &y

El conjunto D, es un abierto de R2 (resp. el conjunto D, es un
cerrado de R2).

En efecto, si #* € D%, se tiene en primer lugar:

«3 (r1*, %) (7%, r2*) elrd, P2 [ X 174, 7B [y 1% = 2y (%) v 2% =

=% (%) y lgl{((l — ) ¥ +v. 21 (%), ¥ cEly
¥€[0, 1}

y rlbjl{(xl*, (I —)x* 4+ v. %5 (%))} € E24)»
€[00, ]

Puesto que la reunién [U {((I — ») %* 4+ ». 21 (%), %*)}] v
v€(0,1]

u [U {(&% (1 —9) 2% + 9. 25 (n1%))}] € & de los dos segmentos de
v€[0,1]

paralelas a los ejes Ox;, Ox, limitados por el punto z* y los res-
pectivos puntos de interseccién de dichas paralelas con C — {4, B}
es un compacto contenido en el abierto £, existe, consecuentemente,
un o’ € Rt — {0}, tal que:
«(y7) (ve[0,1] = Bo' ((1 — »)- 1™ + vy (12*), %,%) € E° y
y Bo’ (%1%, (1 — 9). %™ + ». x5 (n*)) € £2)»

Por otro lado, en virtud de la continuidad de las aplicaciones,

—1 °
Xpoxyo prok,, t Rap—] min {x; (r4), x; (#5)}, max {x; (r4), x; (P®)}[

—1 o
Yy %2 ° X1 Oprllfhn : RAB_>] min {x2 (yA): X2 (”B)}! max {2 (yA)r X2 ("B)}[

y dado que %* € D c R 45, se¢ puede determinar, por tanto, un
0" € Rt — {0} tal que: «Bo” (%) ¢ Rup v (V%) (% € Bo" (#*) »

o e pr) (B) — (om0 pr2) (B9 = (01 5 % o pr) (B) —

— % (¥ < 3y | o x—,l o pry) (%) — (3 0 ;ll o pr) (@) | =
= | (% 0_9;]1 o pr)) () — 2 (n*) | < %I)»

—1
Si, para abreviar, para todo ¥ € B, (2*) ponemos 7;=(x; o p71) (%) ¥
—1
y 73 = (%3 0 pry) (%), se tiene: (ry, 7)) €] v, ¥B [ x 14, 7B [y %1 (1) =
= pry X = x; Y %, (1) = pry ¥ = x,, verificindose, en consecuencia:
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(V%) (Ze By (2*) = @0, ) ((r, ) €] v 7P [ X rd B Ly %y () = %1y

7 ’

; ; 0
Y% (1) = 1y % (1) — 2 ()] < % vim () =2 <))

’

s

, lo

W |

Sea ¢ = min {% , g"}. Se tiene: B, (%*) ¢ B, (3%) y o <

que entrafia:

’

w < % Y (VE) (x € B, (%) = (3 (1, 7)) ((r1, 72) €174, 7B [ x] #4, 78] ¥
YR () =215 % () =% ¥ % () — % (1) < ‘-’3 v 1% (r) —

il <%’))» (12)

’ .

Pero: «% € B, (3%) vy | m (n) — % () | < 9—3y| % (1) —

!

% (r1¥) | < % , implica:

W) (v e [0,1] =[] ((1 — ) 2 4+ vx; (r2), %2) — ((1 — ») »* +
+ veoxp (%), ) lry =111 — 2) - (v — 2%) + 2. (% (r2) —
— 21 (12%), %2 — %) gy < (1 — ). | 2 — %% | + v [ % (r2) —
— %1 (1) |+ 1% — % <% —F [l + | %1 (r2) — %1 (1) | +
% — 7 || rey < [T S SN Y
FIZ =g <ed+ 5 +e<T+3+5=0P
es decir:
«(v?) (vel0,1]= (1 —») -2y + v %y (r2), %) € By (1 — ) - x* +
+ v "X (72*)! x2*) c goa)»

y consecuentemente:

«U{((1 —) 24 v 2 (r2), %)} € & (12)

ve[0,1)

Similarmente, se estableceria que:

«U{(x, (1 — ) x4 v -2 (1))} € & (127)

»€[0,1]
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De (12), (12) y (12") se deduce la validez de la relacién:

«(v%) (% e Bo (x%) = (3 (r1, 7)) (1, 72) €l 74, ¥ [ XT 4, ¥B[ y 21 (r) = %1y
Y % () = % y Ul (1 =) -2 + v-21 (r2), %)} c & ¥

YU {((x1, (1 —2) -2+ v-x, (1))} € £9)»
v€[0,1]

es decir, habida cuenta la definicién de D, se verifica que:

c

«(v%) (%e B, (%) = € D,") »
o lo que es equivalente:
«B, (x*) ¢ DS »
lo que prueba que:
«x* e ZSC”
Puesto que z* = (x*, x,*) € D,*) es arbitrario, se concluye que:

« Dca — ﬁca (12111)

Por otra parte, si 2* = (x*|, %) € D,, existe, consecuentemente,
una sucesién (%;);y de puntos de D, convergente en R2 hacia %x*,
lo que entrafia, [habida cuenta que: (yi) (leN = %' = (x|, ) € R, 5)]:

«(v?) (eN = x| € [min {x; (#4), x; (rB)}, max. {x; (r1), %; (*B)}] ¥

y xpe[min. {x, (1), %, (#P)}, max. {x, (r4), x5 (v)}])»

y que existan dos sucesiones (7'));x Vv (7'2)icx de puntos de [#4, #%],
tales que:

Wvi) GeN =iy =4 () y ¥y =2, (ry) ¥y L{g”g (¢, (1 — ). x5 +
»€[0,

+ v % () € &y U {((1 —9). 2 4+ v 3 (7)), 25)} € &P

v€10,1]

deduciéndose:
«x ¥ e[min {x; (v4), 21 (%)}, méx {x; (1), x; (#%)}] ¥
y %¥ e[min {x, (1), %, (#F)}, max {x; (r4), 2 ()5} »
y ademds, como consecuencia de la continuidad sobre sus respecti-

—1
vos intervalos de definicién de las aplicaciones x: [min {x; (v4), x; (*2)},
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—1
méax {x; (r4), x; (72)}] = [r4, 78] vy xp: [min {x, (#1), x, (#¥)}, mix
{x5 (r4), x5 (#%) }] — {74, vB], reciprocas, respectivamente, de las aplica-
ciones 7 € [7,4 75, - x| (r) e Ry v €[r4, »B] -~ x, () € R que definen
el arco C, se sigue que:

—1 . . —1

«(%1 (¥'1))iex = ("1);eny converge en R hacia 7* = x| (%;*) € [#4, 7P]»
—1 Y 1

«(%3 (5%9))iex = (7"2);ev converge en R hacia r)* = x, (x2*) € [#4, 7B

De todo ello se deduce que:
w* = (n*) ¥y %* = 2 (n*)»
v
«yv) (v € [0,1] = ((x', (1 — »). 2% + ». % (7'])))ien converge en R2
hacia (%1%, (1 — ) x* 4+ v. 2 (%)) v (1 — ). 2} + v. %1 (7%2), %9))ien
converge en R2 hacia ((1 — »). x1* + ». % (%), %2*))»

y puesto que:

«(yv) (ve[0,1] = (i) (e N = (&, (1 — 9). &%, + v. 2%, (")) €& = E, ¥
Y (1= 9). %' + v 21 (7o), #5) e €, = &)
y consecuentemente:
«(v?) (vel0,1] = (2%, (I — »). % + 0. % (*) €& ¥
vy (1 — 9). x* + v. 21 (2¥%), 22%) € &

es valida, por tanto, (habida cuenta ademds lo precedente) la rela-
cién:

«@ (n*, %) (% ) e lr', P2 X [P, 78]y x* =2 (%) y

y ¥ =m(n*) y U{n* (1 —9). n* +rxmr¥))cly

ve[0,1]

y Lrg”{((l —9). 1% + v % (1Y), %)} € Ep
vel0,1]

la cual equivale a:
«x*e D,»

y dada la arbitrariedad de %* e D,, se concluye que:

«D, = D,» (121%)
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Las relaciones (12°”’) v (127") demuestran lo afirmado al prin-
cipio.

Adjuntemos, ahora, a las hipétesis del n.° 9 mantenidas hasta
el momento, la siguiente:

«og # 0 sobre G»

es decir, para todo (x1, &;) € G es o (%1, ¥3) # 0, lo que entrafia, en
virtud de la conexién de £, ¢ G (n.° 9 de esta INTRODUCCION),
que pg es de signo constante sobre &, y denotemos para todo
XM = Me D, por Ly, P, Q,, respectivamente, los puntos de C:

—1 —

(x1 (B (M), %2 (h (1)), (1™, 22 (21 (61™))), (%1 (%2 (x2M)), %) (fig. 2).

F16. 2

Se verifica, obviamente, en el supuesto M e D, — C, que L # P,
y Py #Qy, vy en virtud de la hipétesis efectuada sobre g, se tiene,
asimismo, L, # Q,,. Nos proponemos demostrar el siguiente:

TrorEMA I. — «Supuestas las hipétesis precedentes, se verifica
que para todo MeD, — C el tridngulo mixtilineo A M P, Q,, esta

contenido en D,, y ademas el interior ,m de dicho tridn-
gulo mixtilineo A M P, 0, estd contenido en D.,*, o formulado
simbélicamente: )
(vM)(MeD, —C--pMPyQycD,y _ﬁw\()‘, c D)y (12Y)
Para demostrar dicho Teorema, consideraremos los casos posibles
siguientes, resultantes de las diversas combinaciones de signos de
0.g, v de ox'y — x5, (0x'y — %', denota la funcién compuesta
relrd, ¥¥]1 - o (% (#), 22 (7). 'y (r) — x'5 (), e R, la cual, en virtud
de las hipétesis efectuadas sobre C (n.° 7 de esta INTRODUC-
CION) es de signo constante sobre [r, 74]), de «'; y de #'y:
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1.9) (x'1>0y x>0, sobre 7, 75]) y<l.°‘) o

v 0jg. > 0 sobre &,

J. M. Cascante Dévila

1.5) .

19) (x';>07y x',>0, sobre [71, 7]) y>9 ¥

Y o0&, << 0 sobre &,

2.9) (x'1<<0y x',<<0, sobre [r4, 75]) y<2.°‘)

y 0¢. > 0 sobre &,

2'0) (x";<0y x',<<0, sobre [»4, 7B]) v ,
- & . - - >Q . x 1

¥ 0j& << 0 sobre &,

’

3.0
¥ 0;e. < 0 sobre &,

3’0

Y 0j& > 0 sobre &,

4.9) (x'1<<0y x',>0, sobre [74, 7B]) y<4.°‘) 0.
0

v 015, << 0 sobre £,

) (#'1>0y x',<<0, sobre [#4, ¥5]) v/3.%) o.
, 0. ' —x'2<<0, sobre [#4, 7F]

) (*'1>0y x',<<0, sobre [#4, 5]) y>0 -

4'0) (x';<<0y «',>0, sobre [74, 7E]) y>g ¥y

Y 0jec > 0 sobre &

\

%'y —x'5>0, sobre [#4, 5]
%', —x'3<<0, sobre [#1, 7E] J

-- %' < 0, sobre [71, rB]\_
/

. %' —x"5>0, sobre [#4, 5]
. ¥’ —x',<<0, sobre [74, 7E]

— x'5 > 0, sobre [71, 1'3]6

x'1—x'5>0, sobre [71, 7B]

— x5 > 0, sobre [74, 7”]‘

. x'] —x'5<<0, sobre [#4, 5]

%'y —x'5>0, sobre [74, 7E] (

— %'y < 0, sobre [74, 73]‘
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Refirdmonos a los subcasos 1%) y 1) del caso 1.9), asi como al
caso 1'9), los cuales corresponden, respectivamente, a las figuras pre-
cedentes. (°)

En 1.9), ya que:

«(yxy) (%1 € [min. {x1M, x93, max. (M, %% = (%1, %M) € En

y
«(¥%x2) (%2 € [min. {mp™, xpPa}y, max. {%,M, xPu}] = (21M, %) € E)»

existen, por tanto, las aplicaciones compuestas:

@y € min. (3™, 2,0}, max. {x¥, x%0] - Ty (1)) = &, (%1, %) € Ry |

€ [min. (M, xPu}, max. (%M, x,041] — To(x2) = I (%M, %) € Ry f

las cuales son continuas sobre sus respectivos intervalos de definicién,
y ademds, [habida cuenta las expresiones de D; A, D,h, dadas por
las férmulas (11%722*) del n.° 9], en el subcaso 1%) es estrictamente
creciente la primera y estrictamente decreciente la segunda, por lo
que se verifica:

@ln = T, (1M) < Tp (wPu) = rPa»  [En 19*]

Gha = Ty (M) > Ty (1) = 7Pn [En 12)+]

y dado que se tiene:

@Pyu < 7%y [En 19)¥]
wPau > yQury [En 1a)**]

se sigue de ello que:
«min. {Flu, 7Pu}, max. {FFu, vPu}] u (min. 7Py, #Qu}, max. {rPu,r0u}]=
= [min. {FFx, #0u}, méx. {rfux, yQu}] == T ((min. {x M, x,%x1},

, max. (%M, %} )y (127%)

(°) El simple asterisco )* corresponde en todos los subcasos 1%), 18) de
1.0), asi como al caso 1°) a: xM < xQx = x (), [0 equivalentemente

(dado que: mM < 1,0 = %, () == 7P = 3, (1,M) < 71 (%1 () = 10 <=
<= %Py = 2 (rPau) < % (¥0u) = x0u = xM) 1 M > x,Pu = x, (vPu)), y el
doble asterisco )** corresponde, asimismo en todos los subcasos de 1.0) y al
caso 19), a: :1M > x9u = x (vQx) [0 equivalentemente: x,M << 4Py = x, (¥Par)].
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Sea ahora U = (x;%, x,V) un punto interior al tridngulo mixtili-

[ — |
neo AMP,Q,; denotemos por HK' al segmento de paralela al eje
Ox,, limitado en las trazas H = (x#, %) = (x,Y, x,M) vy K' =

—1
= (%1%, %K) = (%1 (r%’), x5 (X)) = (%17, %5 (%1 (%17))) de la misma con

[ S— — . .
el segmento MQ,, y el subarco P,Q, c C, respectivamente, y conside-
N
remos el punto H' = (x;(r'"), %("")) = (%1 (T1(%17)), %2(T1 (%17))) € Las Qs
—1 [
asi como el punto K = (%%, %K) = (%%, 2,M) = (T1(*¥"), %) e MQ

[existente, slempre, dado que 7X’ €] min {7Px, 7%}, max. {rFu, rQu}[,
y en consecuencia, [teniendo en cuenta (12V¥)], se tiene:

rKe Ty ((min. (¥, x,%r}, max. {x;™, x,%}])].
Puesto que se verifica, [habida cuenta ademés que:

v =", (%1, %) = % (*) = wu (%1 (), %1, %2)]: B = p (7, 07, H) =
— (21 22 ) = 22 (T () = 3 e (e, 327) = 3 O (e, )=
X148 ,2p

= u (%1 (77'), %17, xH) = w (%1 (V7))»
(1 20 )

y dado que:

«xp (PH) < 2y [En 1%)*]

«x (r7) > % » [En 1%)%¥] }
se sigue (teniendo en cuenta, ademds, que en los dos subcasos 1%)*
y 19)** de 1%) es g, > 0 sobre &, y que en virtud de la misma defi-
nicién de &, (n.° 9 de esta INTRODUCCION), para todo Ze&,, si

r = h, (%), se verifica: U {(¢, u (¢, 1, %2))} c & lo que entrafia:
te|min{x,v1(r), max{xy,x;(r)}]

(Vt) (t € [min {x1, %) (7)}1 max. X1, {x1(7)}] e :u,(t) = Q(tuu (t: X1 xZ)) > 0)’

(F1,72
y por tanto, ., es estrictamente creciente sobre [min {x, x; ()},
max {xq, %1(#)}]), en consecuencia que:

«xp (7)) < ) =%, (r%)» [En 1%)*]
wxy (") > 17 = x, (7F) » [Bn 12)%%] }
lo que en virtud del crecimiento estricto de ;1] (%1 (1), %1 (#B))] —
— [74, rB»], entrafia:

«rt” < 7K'y [En 1%)%*]

«rH > 7K'y [En 1%)%*] }
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Ahora bien, para todo 7 e[min ¥, 7K'}, méx ##', vK1] se tiene,
como consecuencia de lo acabado de establecer y del crecimiento
estricto de T; y de la funcién 7€ [#4, 7] — x, () € R, las desigual-
dades:

—1 1
«xy (r) <% (FF) = 2V = 57 = T () < T () » [En 19)¥)
—1 —1
«xy (r) =% (rF) =0V = 5,7 = T (77) = Ty () » [En 1%)**]
[Si 7€] min {#¥, 7K'}, max. {#¥, »K'}[ las desigualdades precedentes

son estrictas], y dado que en virtud de la misma definicién de T3,
se verifica:

—1
«r = h, (T (), M) »

y consecuentemente [habida cuenta (11¥7*) del n.0 91, es vélida la
relacién:

(7 () < T1 () < 2% (3 () »

se deduce de todo ello que para todo 7 € [min. {#¥', X'}, max. {#r', #¥}],
se verifica:

—1

™ (% (r) <21 () <P < Ty (r) < 0* (% (7)) » [En 19)*]

—1

™ (& (1) < Ty ) <" <2 (1) <2 (3 (7)) » [En 19)%%)

y si 7 €] min. {#,7 7K}, max. {#7, v’} [ se tiene que:
—1
™ (% (7)) <2 () <27 < Ty (r) <™ (% (7)) » [En 19)*]
—1

™ (% () < T (% () <o <2 (1) <™ (% (r)) » [En 19)**]

es decir, para todo 7€ [min. {#*, vK'}, max. {f', vrK'}] se verifica en
los dos subcasos:

i e [x (3 (1)), 2 (% ()] » (127%%)

y para todo 7 €] min. {#¥, 7K'y, max. {#f¥, »X}[, es valida, asimismo
en los dos subcasos, la relacién:

wxri €] ;™ (F (1), 24 (7 () » (127%%%)
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(12¥**) y (12V**%) establecen a su vez la validez de las relaciones:
«(v7) (r e [min ', 7Ky, méx ®, vKY] = (x5, %1 (), %5 (7)) € &') » )

y

«(y7) (v €l min 7, 7Ky, max o7, 7Ky [ = (0,7, %1 (7), %5 (7)) € &) »
por lo que estd definida la aplicacién compuesta:
«r e[min. {7, rXy, max. 7, rKY] w0 (r) = p (07, %1 (7), % (r)) e R»

la cual, como consecuencia de la segunda de las relaciones prece-
dentes, verifica:

«(y7) (re] min. ', rXy, max. 7, K] = 0 (r) = A (%7, 21 (), %5 (7)) »
y por tanto:
«(y7) (v €] min. ¢, ¥}, méx. 7, vMy[ = (0,2, 0 (7)) € G) » (13)

La funcién o es derivable sobre su intervalo de definicién, siendo
para todo »e€[min. {#¥', X}, max. {##, #X'}] el valor de su derivada:

@ () = exp. { j T D) (& e 3 ), %2 () dt} I () —

z1(7)

— o0 (x1 (7), %2 (r)) - %" (V)] < O»

y consecuentemente ¢ es continua y estrictamente decreciente, y
puesto que:

o = Ty (0%) = ke (217, %M) = h, (%7, 2,7)»
lo que, (habida cuenta la definicién de 4, entrafia:
«xf = p (217, %y (17), %o (7)) = o (rH') »
y ademds se tiene:

o (r%) = p (", 21 (%), 2 () = p (61 (K), 20 (7)), 22 (VF)) =

= 2 (r¥) = %% »
se sigue de todo ello, que:

«o ([min. {F, #K'y, max. {#, yX'}]) = [min. {x", %%}, max. {x,7, ©,%'}]»
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y en particular, dado que %V €] min. {x,7, %X}, max. {x,¥, x,X}[,
existe un tnico 7 €] min. ', ¥Xy, max. ", ¥X'1[c] 74, 7P, tal que:

«f, 2 (1), %)) ed y %V =0 @) =2 (" 21(r), % () =
= A (%Y, %1 (), 2. (7)) »
es decir teniendo en cuenta ademiés (13):
U= x"%%eGy @qr) (relr, v [y 0" (), % (r)) eay
y %Y =2 (", %1 (), %2 () »
La relacién acabada de establecer es equivalente a:

«U = (Y, 2¥) e E%»

En 1%) las aplicaciones continuas ya consideradas 7} y 75, son
la primera estrictamente decreciente sobre [min. {x{¥, x9¥}, max.
M, 2m] vy la segunda estrictamente creciente sobre [min.
(2™, %Py, max. {x,M, x,”m], por lo que:

«wlay = T4 (le) > T (xIQM) — yQary lEn ]ﬂ)*]
= Ty () < Ty (50) = 70w [En 19)*%]

y puesto que se tiene:

«r%u > 7Pu» [En 19)¥]
«rQu < yPuy [En 1°)%%¥] f

se sigue que en los dos subcasos se verifica:

«[min. FLw, 70y, max. {rF»,70m] U [min. #Px, yQuy, max. {#Pu 70m] =
= [min. {la, yPay, max. {Lu, vPu}] = T, ((min. (%M, x,Px}, max.
™, mPn ]y (13)

Sea U = (%Y, xV) un punto interior al tridngulo mixtilineo

AMP,Q,;; designemos por H'K' al segmento de paralela al eje Ox,
limitado en las trazas H' = (%', x,7') = (¥, %,M) y K' = (0,5, %,K) =

-1
= (% (%), 25 (%)) = (%17, %2 (¥,(x417"))) de la misma con el segmento

20 — Collectanea Mathematica
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— PR
MQ,; v el arco P,Q,, respectivamente, y consideremos el punto

H' = (3, (), (7)) = (T2 ™), 22T 7)) € LyQur € Ly Py, €l

—1 —

punto K = (%X, x,¥) = (%™, T, (v¥'))e M P,,, [punto K existente siem-
pre, dado que 7X" €] min.{rPu, yQx} méx. {#rP¥, 70u}[, y en virtud de
(13') se tiene: K" € T, ([min. {x,M, x,P¥}, max. {x,™, x,¥x}])], asi como

el punto H = (%1%, %,7) = (%™, T 21 (7H) e]‘ml. [Dicho punto H existe
siempre, puesto que ##" = T (x;#') €] min. {#Ly, %}, max. {rfx, rOu}[,
y en consecuencia, habida cuenta (13’), se tiene: 7H" € T, ([min.
{2,M, 2P}y, méx. {x,M, 2P} ])].

Se verifica, en virtud del decrecimiento estricto de 77;:

O = T (07) > Ty (8%) = % > r¥'» [En 19)%]
o =Ty (7)) < Ty (%) = 79 <7¥'» [En 19)**]

—1
relaciones, de las que habida cuenta el crecimiento estricto de 7, se

deduce:

—1 —1
(Tp (™) = 27 > 15 = T (%) » [En 19)%]

—1 —1
«Tp () = 27 < 2K = T (/¥)» [En 19)*¥]

Por otro lado, para todo e [min. {#¥", 7K'y, méx. {r¥", 7K'}] se tiene,
- como consecuencia de lo acabado de establecer y del crecimiento
estricto de la funcién 7»e[r4, 8] — x; (r) € R, las desigualdades:

«xp (r) > %y (/%) = %,V > % (rPar) = %% » [En 1F)*] )

«x1 () < % (FF) = 1© < 3 (FPa) = x> [En 18)%%] |

y dado que, en virtud de la misma definicién de J,, para todo
7€ min. [{rFx, 7Px}, max. {rLy, rPu}], se verifica:

= Ty (To () = b (6, T (1)) »

y consecuentemente [(11¥77%) del n.° 9], es vélida la relacion:

—

€™ (& () < 2" <m® (% (1)
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se deduce de todo ello que:

@ (F () < m <m? <xm () <o (F @) [En 14 )
w7 (1) < %1 () <17 < 2™ < 2 (% () » [En 19)%] |

es decir, para todo 7 € [min {#¥, X}, max {#f', X'}], se verifica en
los dos subcasos:

wxi € 2 (Z(7), 2% (% (1))
Asi pues, es valida la relacién:
«(y7) (re[min {7, #K'y, max H, vKy] = (%Y, %1 (r), x5 (7)) € &)» (13")
y, consecuentemente, estd definida la aplicacién compuesta:
«r e[min {7, vK}, max {7, v8y] > o (r) = A (%Y, %, (7), %, (*)) e R»

la cual es derivable sobre su intervalo de definicién, siendo para
todo 7 de dicho intervalo, el valor de la derivada igual a:

" 020) (231 ()22 00) dt} :

Joxa(r)

' (r) = exp.{

%2 (1) —o (%1 (7), 22 (7)) - 'L ()] > O»
y por tanto o es continua y estrictamente creciente sobre su inter-
valo de definicidén, verificAindose, ademés, como consecuencia de la

propia definicién de o:

«(v7) (v € [min. 7", 7%y, méax. {##, 75} »

= (%Y, o () € G)» (13"")
y puesto que:
wf =Ty (") = h, (67, M) = h, (%,Y, %7)»

lo que entrafia, habida cuenta la definicién de %, [n.° 9 de esta IN-
TRODUCCION], y que en virtud de (13”) es (x,7, %; (*7"), %, (7)) € Q&:

€l = p (0,7, % (r7), 23 (r)) = A (0,7, %1 (), 22 (™)) = 0 (#77) »
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asi como se tiene ademds que:

«o (r¥) = 2 (27, 2 (), 22 (V7)) = 2 (%1 (F), %1 (7F), %2 (V%)) =

= %, (1K) = x,%"»
por lo que se verifica:
o ([min ¥, 7%}, max ', 7%}]) = [min {5, 5}, max (", %]
y en particular, dado que x,V €] min {x,%, x,X}. mix {x,7, %X},

existe, por tanto, un tnico » €] min ##, X'y, max {#*", X'} [ c Jr4, vE[,
tal que, [teniendo en cuenta ademds (13")}:

«(Y, % (r), %0 (r)) €@ y %V =0 (r) = A (%Y, %1 (7), %2 (7)) »
y en consecuencia, habida cuenta ademds (13"’), es valida la relacién:

WU =" ") eGy @3r) (relrd, "Ly (1Y 2 (1), n2(r)) e & y

y %V =4 (%Y, %1 (), %2 (7)) »
o lo que es equivalente:
«U = (%Y, xV) e E2»

En 1'9) las aplicaciones continuas 77 y 7, son ambas estricta-
mente crecientes sobre sus respectivos intervalos de definicién, por
lo que:

«Par = T (xzp.n) <75 (xZ“’{) — gyl — Ti (xl-"k’) <7 (x10;11> =%y [En 1'0) *]
7 = TofrsP) > To(iy™) — s = (1) > Ty (1,09) = 19 [En 1°0)#%]

deduciéndose, que en los dos subcasos se verifica:

«Ty ((min {x,™, %%}, max {x;™, x,%}]) u T, ((min {x,", xPx},
, MAx {x,M, x,Px}]) = [min {rLu, vOu}, max {rlu, 79} ] u [min {#rlx, rP},
max {rlw, yPu}] = [min {#Par, %}, max {FPu, v0u}]y  (1377)

o

Sea U = (%Y, x,¥) e AMP,Q,, y como anteriormente, (fig. 3),

sea HK' el segmento de paralela al eje Ox, limitado en las trazas
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—1
H = (Y, ") y K' = (%{Y, %, (%1 (x;Y))) de dicha paralela con el,

—
segmento MQ,, y el arco P, Q,;, respectivamente.

Fi1c. 3

Puesto que:
«7X '] min. {#Px, vPu}, max. {#Pu, v0u}[»

se sigue, habida cuenta (137V), que ha lugar, tanto en 1’°)* como en
1'0)**, a considerar los subcasos:

«vE' e [min. {#la, v%u}, max. {rla, vou)] — %} » (1)

«7% e]min. {rLau, yPu}, max. {rlu, rPu}[» (2)

Designaremos a los subcasos (1) y (2), mediante (1)* y (2)* o (1)**
v (3)**, segiin, que, respectivamente, correspondan a 1'0)* o 1'0)**,
«1)* y (1)**». — Denotemos en estos subcasos (véanse figuras co-
rrespondientes), a H y K’ por H; = (%1, x,H1) = (%Y, x,M) vy K'y =
= (%1, %K) = (% (#F), 2 (PK1)) = (%), 2, (xi (%1H1))), respectiva-
mente, y consideremos, como en 1%), el punto H'y = (x;(¥#"), x,(r1)) =

= (%1 (Tt (1Y), %2 (T, (Y))) € LyuQu, asi como el punto K, =

= (%51, 2,50) = (251, 2,M) = (9‘; (#K), x,M) em, punto este dltimo

existente siempre, ya que en el subcaso (1) que estamos conside-

rando, se tiene: 7X1e T ([min. {x;¥, x,%r}, max. {x;¥, x,%}]).
Puesto que:

Wt = p (0™, %151, 1f1) = M((’;%Z“)my % (1Y) = % (T1 (1Y) =
X1 1 X2

=2%2(h, (%17, %2™)) =% (R (3171, %™1)) = pu (6 (rH17), 211, 20™1) = (% (:”")ﬂ));
(v1# 1,%27 4
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y dado que:

«xy (r1) < 21y [En (1)*]

«xg (rH1) > x,H1y [En (1)*%]
se sigue, [teniendo en cuenta que en 1'°), y por tanto en (1)* y (1),**
es g, < 0 sobre &, por lo que para todo ¥ €&,, si » = A, (¥), se veri-
fica que p, ., es estrictamente decreciente sobre [min. {x, %y (¥)},

max. {#1, 1 (r)}] (Razonamiento andlogo al empleado en 1%))], en
consecuencia que:

«xy (rf1) > 2y = %y (P¥1) » [En (1)*] }

cry (r) < f =%y (P¥1) » [En (1)*¥]

—1
lo que en virtud del crecimiento estricto de xy: [%; (#4), %1 (*B)] —
— [74, 7B], entrafia:

«rft > yKiy [En (1)*]
«rHt < yHy [En (1)**]

y por tanto, para todo 7 e [min. {#¥1, 7K'y, méx. {#¥1, #K'1], se tiene
—1
como consecuencia de lo precedente y del crecimiento estricto de T,

y de la funcién: 7 € [74, %] — x; (r) € R, las desigualdades:
—1 —1
«xy (r) = 21 (FF) = ;¥ = %1 = Ty (/71) = Ty () » [En (1)*]
—1 —1
«xy (r) < xq (K1) = %Y = 5 = T1 (/F1) < T (r) » [En (1)*%]

[Si 7€ Jmin. {FH'1, #K'1y, méx. {r, vK'3[ las desigualdades anteriores
son estrictas]. y puesto que, en virtud de la misma definicién de
T se verifica:

—1
«r = h, (T (7), M) »
y consecuentemente, [(11X77*) del n.° 9], es valida la relacién:

w7 (1) < T1 () < 2% & (1))

se deduce de todo ello que para todo 7 € [min. {r'1, 7X'1} , méax. {#r#'1, 7K'1}],
se verifica:

™ E (1) < Ty () <m® <% () < 0% & () » [En ()4 |

o (E ) <2 () <m0 < T () < 5 & () » [(En (1)*] |
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y si €] min. 7y, #Ky, max. {##1, 7Ky, se tiene que:
—1
™ (FZ (r) < Ty () <% <% (1) <5™ (% () » [En (1)*]
—1
M (E () <x (1) <Y< T (r) <0 (% () » [En (1)**7 ]

es decir, para todo 7e [min. {#¥1, X1}, max. {1, K], se verifica
en los dos subcasos (1)* y (1)**:

«x1V e [x% (% (7)), x,%(X (r))]»

y para todo 7 €] min. {1, X1}, max. {1, K'1)[ es valida, asimismo
en los dos subcasos, la relacién:

«x Vel %™ (X (7)), 1% (% (r))[»

Las dos tltimas relaciones establecen a su vez la validez de las
relaciones:

«(y7) (r€[min. 'y, vKy, max. P r8n] o (0,U, %1 (7), %5 (7)) € &’)»}

«(v7) (€ ]min. {Ff, #%1y max. ', K[ > (29, 21 (7), x5 (7)) € Q)» f

por lo que, andlogamente a lo que sucedia en 1%), estd definida la
aplicacién compuesta:

« € [min. 1, 7K'y, max. (#1, vKy] o (r) = p (67, 21 (7), %2 (¥)) € R»

la cual, como consecuencia de la segunda de las relaciones prece-
dentes, verifica:

«(v7) (v €] min. {PH, 7K'y méax. PH, rEy [ o (%Y, 0 (7)) € G)»
La funcién o es derivable sobre su intervalo de definicién, siendo,

para todo 7 € [min. {#f"1, K1}, max. {#rf1, K'1}], el valor de su derivada
igual a:

o = {1 D20 (6 07 ) . 1 0) -

—o(x (), % () %' (r)] > 0»
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por lo que ¢ es continua y estrictamente creciente, y ademads se tiene,
[lo que se comprucba inmediatamente de forma andloga que en 1%)],
que:

«o (r) = %,y o (K1) = %K1y
y en consecuencia:
«o ([min H1, 7X1y, max rH1, v¥'y]) =[min (£, 2,51}, max {x,/1, %513 ]»

lo que, habida cuenta que %,V € Tmin {x,, x,X"1}, max {x,'h, x5,
entrafia que exista un unico » € jmin "1, ¥y, max {H1, 7Ky c
c 4, B[, tal que:

«@ Y x (r), () €@ v (Y, ") = (x50 ()eCG y ¥ =0(r)=

=2 (%Y, %1 (r), % (7)) »
es decir, se verifica la relacién:

WU =x"%"eGy @r) (relr, vy (x\% 2 (), %2 (1)) e & y %7 =
= 2 (1Y, %y (), %2 () »
o lo que es equivalente:
«U = (%Y, %,V) € £2»
«2)* vy ()**» — En estos subcasos (Véasen figuras correspondientes),
denotemos a H y K’ por H, = (%172, x,2) = (%Y, 5,M) vy K'p =
—1
= (01%2 57) = (%1 (/772), 22 (rF2)) = (0™, 25 (%1 (%,"))), respectiva-
mente, y consideremos el punto H'y= (x; (772), x,(r"2)) = (%1 (T1(%1Y)),

. SN ——~—~—
% (T1 (#1Y)) € LyQy c PyQy, v el punto K, = (x5, x,52) =

—1

= (%M, T, (X)) [Punto K, existente siempre, ya que en el subcaso (2)
que se estd considerando, se tiene: #X2 € Imin {rfw, 7Pu}, méax
{rla, rPuy[ = T, (Jmin. {5, xPu}, max. {x, xPx})].

Puesto que:
M < xH2 = x;Uy [En (2)¥] }

@M > xf2 = 5V [En (%] |
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se sigue, habida cuenta el crecimiento estricto de 7; sobre [min.
{21 ™, %1%}, max. {x;¥, x,°x}], en consecuencia que:
«Tp (M) = rla <#H2 = T (%,%)»

o L)
CT{ (™) = b > 72 = Ty (1Y) » [Bn (2)*%]

v por otro lado, dado que en (2) se verifica:
«rK2 e Imin. {#fx, ¢Pu}, max. Lo, yPu}[»
lo que entrafa:

«rk2 < yLuy [En (2)*]
| ( ' ) (13V*)
%3 > rhuy (En (%] |

que junto con (13Y) establece la relacién: 7Lx € Jmin. {#r2, 7K2}, méx.
{ri'2, yK2[, y consecuentemente, se verifica:
«[min. {rka, vH2y, méx. {#Ly, y#'23] u [min. {rFar, K2y, max. frlu, rK2] =

= [min. {rf2, v&'2}, max. {F#2, vK23]y (13V¥%)

—1

De (13") y (13V*) y del crecimiento estricto de 7; y de la fun-
cién: 7 € [r4, rP] - x; (r) € R, se deduce que para todo 7 € [min.
{rla, vH2y méx. {rLu, vH2}] son validas las desigualdades:

— —1
wy(r) =2y (rFar) > 0 (rF2) = ¥ = "2 = T, (r"2) > T (r)» [En (2)*]

wilr) < mlrte) <z =t = mih = (") < Ti() [En ()]
vy puesto que, para todo 7 e [min. {rLy, ##2}, max. {rkv, y#2] c[min.
Lu, 0y, max. Ly, v0u)] = T((min. {x,¥, %}, max. {x¥, x,%x}]),
se tiene que:

y por tanto [(11X/7*) del n.0 9], se verifica:

0 (E (1) < Ty () < 0 (F ()
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se sigue de todo ello que para todo re [min. {rLu, #H2}, max. {rlu, ri'2]
son vélidas las desigualdades:

—1

™ (X (7)) < T () < %8 <% (r) < %% (% (7)) » [En (2)*]

—1

(X (r) <2 (r) <V < Ty () <% (X (7)) » [En (2)*]

y sl 7 € [min. {rLu, y¥2 max. {#lx, 7H2] — {#yH2, entonces es:
—1 —1

«xy () =21 (rFu) > 21 (r¥2) = 5,V = 5,2 =T (r72) > T (r)» [En (2)*]
i) <xp () < () =,V =3 = Ty (779 < Ty (r)» [Em (%]

lo que entrafia:

@ E0) < T 0) < 0¥ < () < 5% & () [En Q%
i F (1) < 21 () <m0 < Ty (1) < 0% & () » [En (@]

Asi pues, en los dos subcasos (2)* y (2)**, para todo 7 € [min.
{rla vH2) ) max, {rlu, vH2], se verifica:

«xVe[x™ (X (7)), % (% ())]»
y para todo 7 € [min. {rfx, vH2}, méx. {rLu, v¥2}] — {#¥2}, se tiene:
iV €] %™ (% (), 1 (% (7))[»

Las dos dltimas relaciones obtenidas establecen la validez de
las relaciones:

«(7)(re [min. (#La,7H2} , max. {rla, rH2}] = (%Y, %((7),%2(7))e@")»

«(y7) (v € [min. {fx, 7H2), max. {rlx, rH3] — {FH2 - (13¥1)
= (%Y, 1 (r), %2 (r)) € &)»

Por otra parte, para todo re[min. {rL¥ K2}, méx. {rLx rK3]
se verifica:

«xy (r) = %y (r%2) = %Y > ¥ » [En (2)¥] )
«x1 () < %y (752) = %V < %M » [En (2)**] ‘
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y dado que para todo 7 € [min. {#Lx, &2y, max. {rLx, £23] ¢ [min.

{rla, vPu}, max. {rly, yPu}] = T, ([min. {x,™, x,Fa}, max. {x, x,Fx}]),
se tiene:

ir = T3 (T2 () = he (5™, T2 (1) »
vy, consecuentemente, es valida la relacion:
' (7 () < m" < 0% @ ()
se deduce de todo ello, que:
™ (x (7)) S oM < <2 () <™ (7 (7)) » [En (%]
o™ (% (1) <x1 () <%V <M <H® (7 (7)) » [En (9)**]

es decir, para todo 7 € [min. {#rLx, vX2}, max. {rLx, vK2)], se verifica en
los dos subcasos:

«xV el 2 (% (7)), ;™ (& (1)
lo que entrafia la validez de la relacién:
«(y7) (r e [min. {rFs,7K'2)  max. {rlo, rX2] = (U, x1(7), 22(7)) € Q)» (13V7%)

De (1377) y (13V7*), habida cuenta (13V**), se deduce que son
vélidas las relaciones:

«(y7) (v e[min. P72, 7K2), max. 2, 782 ] = (0,Y, 21 (7), %2 (7)) € &")»
«(w7) (v €]min. {FH2, 7K, max. {772, vK2{[ = (21, %1 (7), %2 (7)) € Q)»

por lo que estd definida la aplicacién compuesta:

re[min. {2, K2, max. ¥, 7K2] >0 (r) = p (%Y, %1 (), %5 (7)) € Ry

la cual es derivable sobre su intervalo de definicién, con derivada
> 0 para todo » de dicho intervalo, y por tanto, continua y estric-
tamente creciente sobre [min. {##2, 72}, méax. {2, vK'3}], y verifica
ademis, como consecuencia de la segunda de las relaciones prece-
dentes, que:

«(y7) (r €] min. P2, 7Ky max. P2, vK23[ = (%17, 0 () € G) »
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y puesto que: »
«o (r12) = %2 y o (rK2) = x,K2»

y en comnsecuencia:
«o([min. {r#2, 7K2y, max. 2,752y ) =[min. {x,2, 2,57, max. {x,"2, 2,X2} ]»
se sigue (habida cuenta que x,V €] min. {x,"2, x,X2}, max. {x,72, x,K2)[),
que existe por tanto un tinico 7€} min. {#r#2, 752, max. F#'2 yK3[ c Jr4,7 B[,
tal que:
«@Y, 21 (1), () ed y (1Y 1Y) = x5 0()eGy nV =0() =

.= A (le" X1 (7)’ %) (7)) »

resultando ser valida la relacién:
W= (xY %" eGy @) (relr, v’ y (/% %, (1), %2 () e A y %V =
= A (0" 21 (), %2 (7)) »
o lo que es equivalente:
«U = (%Y, %V) e E2»

Asi pues, en todos los subcasos en que se desdobla el caso 1.9), asi
como en todos los que se desdobla el caso 1'9), se ha establecido que
para todo M e D, — C, se verifica que:
/&\
«(vU) (Ue AMPyQy = Ue&l)»
es decir:

o

P R
C«AMPyQy c E%» (13VT%¥)

Andlogamente, v mediante razonamiento idéntico al utilizado en
los casos 1.9), 1'9), se probaria en los casos 2.9), 2'0); 3.0), 3'0); 4.0),
4'0), que para todo M eD, — C es valida la relacién (13V/*¥),

/0\
Ahora bien, si M €D, —C, denotando para todo Ue AMP,Q,
—1
por Py y Qr, respectivamente, a los puntos de C: (x,Y, %, (%1 (%;Y))),
—1
(%1 (%2 (%2Y)), x,V), se verifica que:

. o
«(vV)(VeUPy — {Py} = Ve AMPyQy c &£%)»
37

) T
(vW) (WelUQy — (Qu} > We AMPyQy c &%)
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y dado que: vPre Jmin. {#Px, v%x}, max. #Pau,70u) [c]r4, 7B y Qv e
Jmin. {#Px, 70x}, max. {#Pu, 70} [ c]r4, 78] lo que entrafia:
« (%1 (7Pv), 25 (rP0)) = Py e C — {4, B} € £%»
y
«(xy (r90), %o (#%0)) = Qpe C — {4, By € £*»

se deduce de todo ello, que:

[ -
¢ UP( c Eca y UQU c Ecn »

o

X . . T —1 i
En resumen, poniendo para todo Ue AMPy Qv = %y (V) €

—1
Jmin. Py, 70}, max. pPu, v0uy[ € 174,78 y ry=x, (%,U) €] min. {#Pa,r0u},
max. {rPu, 7%} [ c]r4, vP[, se verifica en el supuesto MeD, — C, la
relacién:

/o\ - .
«(wU) (Ue AMPyQy = (3 (r1, 72) ((r1,72) €] 74, 7B [ x] 74,78 [y %,V =
=21 () ¥ %Y = x; () yC:_OJ”{(xlU, (I =)0 + v 2(r))} c &~y

v U (1 — 7). 5V + 221 (), Y)} € £2))»
ve[0,1]

es decir:

P
«(WO) (UeAMPyQy - UeD2)»

relacién equivalente a:

——
C«AMPyQuy c D5

Por otra parte, en el supuesto de ser como hasta ahora MeD, — C,
se verifica que AM Py Qy es cerrado en R2, y consecuentemente:

fe]

o ,/'_o\ .
«AMPMQM = AMPMQMUI:I'. (AA/IPDIQM) == AMPMQM U IWPMU

— S———
U PM Qﬂ/! U ]‘/‘[QM » (13VII)
Pero:

—
«AMPMQM Cc .Dc” (o DC»
y
o
«PyQy c C c Dy»

2 (13VII>:<)



302 J. M. Cascante Davila

’ H .
y ademds, para todo H e MP,,, si denotamos por P, = P,, vy Ou,
las trazas con C de las paralelas a Ox, y Ox;, respectivamente, pa-
sando por H, se tiene que:

i J t I} . |
«HPy =HPy ¢ MP,y c &,»

y

- —
«(WU)(UeHQyg — {H,Qu} > Ue AMPy,Qy c £5 c E)»

y
«He&»
y
«QueC c & /
por lo que:
(I (R
«HPyg c &y HQy c & »
es decir:

«HeD,»

. . . g -
y en consecuencia, dada, la arbitrariedad de He M P,,, se verifica
que:

[
«MP, c D,»

Analogamente se probaria que:

T—
«MQy c D,»
resultados que junto con (13¥f) y (13VI*) establecen, que:
«AMPyQy c D,»

Resulta asi demostrado el TEOREMA I en todas sus partes.
Sefialemos que para todo M e D, — C, se tiene como consecuen-

[*]

. /‘\
cia del TEOREMA, que M e AM P, Qy ¢ DA
Del TEOREMA I acabado de establecer se deducen los:
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Cororario I. — «El conjunto cerrado D, es la adherencia I—)j“
del conjunto abierto D».
y
CorOLARIO II. — «El interior D, del conjunto cerrado D, coin-

cide con el conjunto abierto D2 ».
En efecto, en primer lugar se tiene:

«D# ¢ D, = D,» (13VII*%)
y por otra parte:
«(YM)MeD, «= (MeC) 6 (MeD, — C))»
Pero:
«MeC=C—{A4, B} ¢ D?»
y
«MeD, —C=MeD2»
por lo que es valida la relacién:
«((yM)(MeD,-MeDs)»
o lo que es equivalente:
«D, ¢ D»
relacién que junto con la (13VI**) establece:
«D, = DS»

lo que demuestra la veracidad del COROLARIO I.

Para establecer la validez del COROLARIO II, observemos que
primeramente se tiene:

«Dz2 = Doc“ c lcjc » (13VIIx*%)
y por otro lado:
«(y M*)(M*eD, » [(M*eD, y M*<C) é (M*eD, y M*eD,—C)])» (13V11)
Pero:
«A e Fr. (Rup) = RA—BnW y Be Fr. (R,3) = Ry ng,z_R_,;»

y
(((Dc c RAB) == (C RAB c c Dc) »
R: R?
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por lo que:

«(vo) (e R* — {0} = ¢ # Bo(4) nC Rypc Bo(4)nC D,)» ?
R2 R2

y >
«(v0) (G R* — {0} = ¢ = Bo (B) n ¢ Rypc Bo(B)n C D) » )
R2 R?

y consecuentemente:

«A¢D,y B¢D,»
De ello se deduce que:
«M*eD,y M*eC =~ M*eC — {4, B} c Da» (13V111%)

El caso M* = x¥* = (x;M*, x,M¥) e D, y M* € D, — C, se des-
dobla en los subcasos siguientes:
1.0)" o M* ~ Q%
1.9) %'y >0y %', > 0 sobre {74,75] y 6
1.0)// le* < XIQM*
2.0)" xM* > xOn*
6
2_0)" 2 M* < 5y Qu ¥

o M* > x0u* }

2.9 x'1 >0y x5 <0 sobre [74, 78] y

»

(o)
le* < xIQM*

3.9 %', <0y x5 > 0 sobre [#4,78] y

4.0)" x M* — x,0x%

(o)
4.0)” XIM* < xIQM*

49) %1 <0y x5 <0 sobre [74,7F] y

—— ettt
[=] =]
~ ~
~

Consideremos el subcaso:
«x'1 >0y x'y> 0 sobre [74, rB] y xM* > x,0u*y [1.9) y 1.9)"]

Puesto que:

—1 —1 —1
CP = (1P 205 Par®) = (261 M% 205 (201 (1. M%) ) ) = (01 (1 (21 M%) ), %2 (21 (1)) )»

y
—1 —1

Qarr= (0190 2% %) = (21 (w2 (22"%)) 22 2*) = (xl(xz(sz*)),xz(;zl(sz*)))»
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. —1 ~ —1
poniendo: rPu* = x; (x,¥) € [r4, 8] y 70u* = x, (x,M*) €[4, 75], se
tiene:

W(rPare, 70us) €7, 78] [14, 78]y Prgums () re P oe) = (1 (120 1 Pve))

vy QM* — (leJ(a’ xZQJn) = (xl (70111*), %, (7/0.11*)) y xIM* e xIPJla- =
= % (71’_»1*) > % (70_)1:) = %1% *»
de lo que, habida cuenta el crecimiento estricto de las funciones

—1
i[04, %5 - [#4, Bl vy re(rd, vP] — %, (7) €[4, x,8], se deduce

sucesivamente:
«yPas > 7Quxy

y
«xaParx = x5 (PPas) > xy (rQus) = x,0mx = x,M%
Por otra parte, dado que ¥¥* = M* eli, se puede poner:
«(39) (0"eR* — {o} y Bo' (¥*) c D,)»

asi como, teniendo en cuenta que las aplicaciones pr;: R,z — R,

—1 —1
prat Ryp > Ryxpoxp0pry Ryp -~ Ry %0 0pri0 Ryp -~ R son
continuas, y ademds se tiene:
—1 ' —1
((le* ———]57’1 (EM.)> (x] o Xy 0?72) (55“'"):;\71 (xz (sz'))le(rQM *):xIQJI *))l
1 Y 1
«xZP.ln:xz (1’PM*) =X (xl (le*))z(xz °oX| op?’l)(YM‘) >p},2(§lfl*): sz‘»}
es valida, consecuentemente, la relacién:
«(3e") (" e R" — {0} y (vx¥) (" € Bo” (x™*) n Ryp » 5™ =
-1 —1
= pri (M) > (¥1 0 %20 pr) (XY) = x1 (2 (1Y) = %%y xFx =
—1 1

= 2 (% (1) = (% 0 2y 0 1) (BY) > pry (BM) = 2M))»

por lo que haciendo p = min. {¢’, o’ }e¢ R+ — {0}, [habida cuenta que

se tiene B, (¥¥*) c By (") ¢ D, c Ry y B,(x") c B, (x)],

es valida, por consiguiente, la relacion: «(30) (e R* —{o} y B, (") c
c D,y (vFY) (¥ € B, (F") = ¥ > 50 y 1,70 > M)y

~/_2 M* '\/l—z ) .

Sea ahora, M = x¥ = (™, 2,M) = (le* + 2 g, %M — vy Y

21 — Collectanea Mathematica
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se verifica:
(ZMeBo (M) y x1M > M y M > x,My
lo que entrafia:
«xMe D,y x;M > %% y 2Pu > My M > My M > 1My
es decir:

«M =%¥eD, —Cy x¥M > M v 2, > x,M»

o

. . /-\ ., . g7
y puesto que el interior AM Py Q,, del tridngulo mixtilineo AM Py Q
es el subconjunto de R2:

o

ﬁ;\ — (M — M’ M/’ R2 M M’ M? M
CAMPy Qu = (™, M) e R2[x)M > My M > My
—1

y le’ > leM' = X1 (xz (sz'))} »

y ademds, en virtud de las relaciones anteriores (asi como de la hi-
pétesis % M* > x,%x1+), se tiene:

—1
MeD, —CyxiM> My M > 0"y M > 290 = 51 (x5 (%)) »

se concluye, por tanto:

o

o
«ZW EDC — C y M* € —/..\]V[PAIQBI »
lo que, habida cuenta el TEOREMA precedente, entrafia:
«M*eDg2»

Similarmente, se estableceria en el subcaso [1.9) y 1.9)""] la validez
de la relacién:

«M*e DSy

De modo enteramente andlogo se demuestra, en los restantes
casos 2.9), 3.9) y 4.9), la veracidad de la relacién:

«M*eD, y M*eD, — C = M*cDg»
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que junto con las (13VIH) y (13VII*) establece la validez de la:
«(yM*) (M*eD, ~ M*eD2)»

o lo que es equivalente:
o
«D, ¢ DS»

relacién que combinada con la (13VZI***) da lugar a la:
« 135 = DS »

de acuerdo con lo afirmado en el COROLARIO II.

S
Nora. — Si M eD, — C, el TEOREMA I asegura que AM Py,Qy c D,;

ahora bien en el supuesto de verificarse M e ]o)c —CcecD, —C,

son vélidas (como se comprueba inmediatamente), las inclusiones
ES— ° ——~ o EN— o .
MPy cD,, PyQy c D, vy MQy c D,, lo que entrafia, consecuen-

— e — 1 .
temente, que AMPyQy = AMPyQuuMPyuPyQyuMQycD,
es decir, dada la arbitrariedad de M Elo)c — C, es valida, por tanto,
la relacion:

(VM) (MeD, —C~ AMPyQy c D,).
Es valido, ademads, el:

TrOREMA II. — «Con las hipétesis y notaciones del TEOREMA I,
se verifica que para todo M €D, (resp. M ED°c = D,%), estd contenido
en D, (resp. estd contenido en D,), el arco de curva integral [ (x¥)

. . . ..d
de la ecuacién diferencial ordinaria Z_xz = ¢ (%1, x,) pasando por M
ax,
y limitado por dicho punto M y el de intersecciéon LM del arco C
con la referida curva integral £ (¥¥)», o formulado simbdlicamente:

«(vM) (M eD, = U({(t u(t 2™ %")) c D)» (14)
telmin{x; 3 ,x1(r L )} max{x; M ,x1(r L 3)}]
[resp. « (M) (M e 5¢ = U {(¢, u (2™, %))} € lo)'c) » (14%)]

temin{xi M ,z1(rLy) }max{x M ,31(rLyy)}]

Para probar dicho TEOREMA procederemos, igual que en la
demostracién del TEOREMA I, desdoblando el caso general en los
casos 1.9), 170); 2.0), 2'0); 3.0), 30); 4.0 4'0) alli considerados.
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Previamente observemos que si M e C (resp. M € C — {4, B}),
trivialmente se verifica (14), [resp. se verifica (14")], por lo que su-
pondremos a lo largo de la demostracién M e D, — C [resp. M eli —
— (€ — {4, By) = D, — C]. Adem4s, en virtud de la propia de-
finicién de &, (resp. de £°), se tiene U {(¢, u (¢, x1™, x,M))} c &, [resp.

te[min{x1 M, x1(r L)}, max} 1 M, 21 (r L) }]
se tiene: U {(£, u (¢, 1™, %))} € £4].
te[min{x M ,x\(r L yr)},max{x1#,21(rL ) }]

Refiriéndonos al caso 1.9), se tiene para el subcaso 1%), como se
ha visto precedentemente, que la aplicacién x, e [min. {x,™, x,Px},
max. {xx¥, xlu}] - Ty (xy) = k, (%1, x,) € R, es continua y estric-
tamente mondétona sobre su intervalo de definicién, verificindose,
ademds que: T, ((min. {x,™, x5}, max. {x,M, x,Px}]) =[min. {rLw, yPx},
méx. {rfy, vPx}], es decir:

«(vr) (re[min. Ly, yPary, max. {rly, vPu}] » (3%,) (% € [min. {x,M, x,Puy,
méx. {HM, %P}y v = Ty (x2) = h (6™, %3))) » (14”)
asi como:

rha <o ER )

L > yPu [En 1%)%*] j
Ahora bien, en virtud de (11¥/7*) del n.° 9, la relacién » =
= h, (x\™, xy), entrafia: %/ (¥ (r)) < 1M < % (¥ (r))», y conse-

cuentemente, teniendo en cuenta (14''), se verifica:

«(y7) (r € [min. {lw, 7Pu}, max. Ly, rPny] = 2/ (X (7)) < M <

< %™ (% (7)) » (147)

M Q,

T R
P R
o %
A s A /
1“) 1)+

Sentado esto, sea T = (%17, %7) = (¢, p (¢, %™, x,™)), con
te[min. {x; (rL), x,M}, max. {x; (#Fx), 23] — {x;¥} c [min. {x; (r4),
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%1 (7P)}, max. {x; (1), x; (rB)}] — (%™}, y pongamos (Ver figuras co-
rrespondientes) :

--1 —1
rS=1x1() y S = (%1% %°) = (%1 (r5), %2(r*)) = (¢, x2 (%1 (¢))). Se tiene,
[habida cuenta (14""')1:

b S <oy T = () < 00 =t (B )
rEa >8> Py mT = 5 (1) > x () = ;™ » [En 1%

Combinando (14/V) y (14") se deduce la validez de las relaciones:

«(yr) (r e [rku, 7S] = %)% (X (1)) < %1 (r) <21 () = 27 < % i

<x* (X (r))) » [En 1% *] (

«(yr) (relrs, rtan] = 2% (x (7)) <M <7 =% () <2 () < \
< %% (% (7)) » [En 1%)**]

las cuales entrafian que en todos los subcasos se verifique:

«(y7) (€ [min. S, Ly}, max. S, rLu}y] = x,T €] %" (x (7)), 1% (¥ (r))[)»
o lo que es equivalente:

W(y7)(r elmin. @5, rhuy, méx. 05, rhay] = (07, 5, (), % () € @) (147%)
y consecuentemente estd definida la aplicacién compuesta:

«r € [min. {#S, vLuy, méax. S, rlu}] — o (r) = 4 (%17, %1 (), %2 (7)) e R»
aplicacién que verifica por tanto:

«(y7) (v € [min. {#S, vLay, méx. S, rlny] = (%7, 0 (¥)) € G) » (14V*%)

y que ademds (en el supuesto 75 % 7Fu) es derivable sobre su
intervalo de definicién, con derivada (cuyo valor para cada
7 € [min. {5, rLn}, max. {5, rLu}] es igual a:

exp. { ("(D20) (, 2.0, 21 (1), 22 ) du} [25(r) — 0 (51 (1), 22 (1) 23 ()
) x1(7)

de signo constante, por lo que ¢ es continua y estrictamente mo-
nénona sobre [min. {#S, 7-x}, max. {#S, rLu}].
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Puesto que:

« (75) = A (%, T, %1 (r5), %3 (%)) = A (%1 (#5), %1 (9), %5 (#5)) = %5 (rS) = %,5»
y
w(rba)=A(x, T2 (rEa) 20 (rF)) = Aoy T, 0 M, 0M) = (o017, M, 20M) =27 »

se sigue que:
«o ([min {5, 7L}, max {#S, rLa}]) = [min {x,5, %7}, max {x,5, %7} ]»

y en consecuencia, (teniendo en cuenta ademds (14V*) y (14V*%), es
valida la relacién:

«(W#x2) (%2 €] min {x,5, %57}, max {x,5, %} = (%7, %) e G ¥
y (37)(re] minr;S, oy, max (S, 7Ly < Jrk, 2Ly (17, 1(r), o)) € & v

y %2 =0 (r) = A (%7, %1 (7), %2 (7)) »
la cual entrafia:
«(vx2) (%2 €] min {x,5, 7}, max {x,5, %,7}[ = (%17, x2) € £2) »

resultando, (dado que (%7, x,7) =T €& y (%7, %°) = (%,5, %,°) =
=SeCc&), que es vilida la relacién:

«(VxZ) (x2€ [min {xZSJ xZT} ’ max {xZSy xZT}] = (xlTx x2) € gc)»: (Si Me DC —C)
[resp «(¥%2) (%, € [min {x,5, %,T}, méax {x,5, %,7}] = (%17, %,) € %) »,
(si ﬂifeli —C)

(va que el supuesto M e lc)c — C se tiene que: U {(£, u (£, x/™, xM))} =
te{min{xy(r L y),x1 M}, max{x;(rLyz),x1M}]
= U {(¢, 2 ¢, /™, %))} c €24 y en particular, (%7, x,7) = T € £, asi
telmiu{x(rLy),x1M},max{x(rLy),x M}]
como, por verificarse (rla, vPu) e Jr4, B[ X 14, vB[, y consecuente-
mente 7S e Jr4, B[, se tiene, por tanto: (x; (75), x, (75)) = (x5, %,5) =
=SeC —{4,B} c £9].
Poniendo 7; = #5 = xll (%T) = x; (t), se tendra: 7, e [r4, #5],
(siM e D, — C). [resp. se tendrd 7; € Jr4, vB[, (si M € DOc —C)], y el
resultado obtenido se expresa como sigue:
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«@ry) (el r8ly t=x(n)y [la'l{(t, (I =)t ;™ M) +
v€[0,1)]
v ) c &), (i MeD, —C) (147)

[resp. «(371) (r1 €] v4, 78l y £ = %1 (r1) y U {(4, (1 — ») - u(t, 21", %2™) +
»€(0,1]

voxp () € &9 (si Me D, — C)]
o mas brevemente:
[— e o
«TS c &», (si MeD, — C) (14""*) [resp. «TS c £2», (si M € D, — C)]

Por otra parte, observemos previamente, que en todos los sub-
casos del caso 1.9), asi como en el caso 1'°), supuesto como hasta
ahora M € D, — C, puesto que:

. —1
@e[min. {x(rLay, 2™y, max. {oq (rFa), %My ] y t=x1(%2(p (¢, 21, £,M))) =
—1 _ —1
= t=x1 (%2 (&, 1™, 2M))) v (& u(t, 1™, %M) € Gy (%1 (x2(na(t, 2™, 25M))),
—1 —i
%M, 0M)eQ" y Xa(xa (1(t, %™, 22M))) = p(%1 (%2 ((t, %1™, %)), 1™, 22M)»

asi como (en virtud de la propia definicién de %,) es valida la relacién:

ot = (o (5 (6 2™, ") ¥ (6 o (b 1™, 57) € G y
¥ (51 (22 (s (6 3™, 527)), 2™, 5M) € 61 3 23 (3 (1 (™, ;) =
= u (% (TV; (m (& 1™, 22M))), 6™, 2M) =t = % (;5-21 (@ %™, M) ¥y
¥ T (1 6 21, 2M) = B, (¥, M) = Pl
y ademas:
b= (o (5 (6 0™, 22M) Y % (6 2™, 2) = B (¥, 2¥) =

=rly ot = % (1’LM) »

se sigue, como consecuencia de todo ello, que se verifica:

—1
ae[min. {x;(rFx), M}, max. {x;(rLx), %, My] y t=2x1 (%2 (¢, 1™, %5M))) =

> 1= xq (rFa)»
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o lo que es equivalente:

«te[min. {x; (rLxu), M}, max. {x; (#Lx), ;M) — {x; (PFu)) »

—1

=t — % (% (u (4 M, M) # 0
relacién, que habida cuenta la continuidad de la aplicacién:

«te[min. {x; (rFa), 2/}, max. (o (rFu), 6™ — {x; (PFr)} -

ety (o (6 0¥, 2)) € R (147750

asi como la conexién de su conjunto de definicién (intervalo semia-
bierto por un extremo), entrafia, por tanto, que la aplicacién (1477*%*)
sea de signo constante sobre el intervalo [min. {x; (vx), ¥}, max.
{xy (#Lor), M) — {x,(rFa)}, y dado que:

—1 —1 .
«x™ — 2y (2 (u (0™, ™, M) = 2™ — 21 (32 (M) =
= M — x; (#%) < 0» [En 1.0)%] )
) 14VI***)
«x™ — xy (2 (p (™, 2, M) = M — (%2 M

— % — % (%) > 0» [En 10 *"]

se concluye, que para todo £ [min. {x,(r"+), %™}, méax. {x,(rLx), x/"}],
se verifica:
—1
€t < (o (n (6,1, %)) > [Bn 19)%] )
—1 (14V11)
ot 5y (o (0 (54", 22) » [Em 19%%)
Establecido esto, supongamos, que igual que antes, sea:
«te[min. {x; (rFar), ¥}, max. {x; (r'»), ;"] y

v T = (%7, %) = ¢ u @t 6™, M)

—1 —1
Poniendo x® = x, (%,7) = %, (u (¢, %™, ™)) ; R = (%%, %,8) =

—1 —1
= (1 (%), 22 (%)) = (%1 (%2 (017)), %27) = (%1 (%2 (e (&, 21, %2™))), %27),
se tiene, como consecuencia de (14V!f), que:

«x;T < x; (rB)» [En 1.9)%] l (14¥11%)
€T = 2 (rR)» [En 1.9)%%] |
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y ademds, en virtud del crecimiento sobre el intervalo [min. {x; (rfx),
%My, max. {x; (#"x), x,M}] de la aplicacion parcial g, ), [cOnSe-
cuencia de ser, en el caso 1.9), g > 0 sobre &, se verifica:

wol = p (t) e [min. {u (% (P%>)), p (M)}, max. {u(x, (FF>)), p(o )] =
(x1M, x23) (%13, x2 M) (11, x2M) (x93, x2M) (1M, x2H)
=[min. {x, (7Lu), sz}, max. {x, (71._11), xz‘"}] = [min. {x, (7L_,,), %) (1,0',,)},
méx. {5, (rFu), 7 ()]

lo que entrafia:

—1
«r® = %, (x7) € [min. {rlx, v0u}, max. {rkx, yQu}] = [min. {rlw, rPu},

méx. 7Ly, vPuy] U [min. {#Lx, »Qu}, max. {#Py, %1}l »
y puesto que se tiene:

«[min. {FFu, #Pu}, méx. {Llv, vPay] a [min. {#Pa, Qi)

méx. {#Pu, '}’QJ[}] — {1/‘1"11} »
se deduce que es vdlida la relacién disyuntiva:

«r®e[min. {#Lu, vPu}, max. {#ly, yPu}]y ()

6
«rfe[min. {#Pu, 70u}, max. {yFu, y0u}] — Pu}y () )

Supongamos se verifique ('); denotemos a Ry T por R' y T,
respectivamente (Ver figuras correspondientes), y sea x;U e [min.

B
B
Ll‘
W
()
R AU T
Pﬂ
V!
R H*, 1'_"
Qg
-~ M

10‘)* 3
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", %%y, méx. (2", %%} c[min. {x; (rFar), %y (#F)}, max. (% (rFa),
%y (PPu)y] =[min. {x, (vLx), 2}, max. {x, (v'x), x;}]. (La inclusién es
consecuencia de verificarse por (14VI1*): x; (vla) < x7" < 4% =
=x1 (r®) <x, (rPx) =x¥ [En el subcaso 19)*] y: x(rLx) >x7 > %% =
=x1 (#%) =% (rP2) = %, [En el subcaso 1%)*%)), asi como U'= (x,v,
%) =(67, 2 (/). Pongamos: V' = (1", 13"") = (1, &', (1, ¥ 51, %) y

YW = (0", 5% = (0, % (1 (1Y) = (31 (0 (617, %2 (1 (11)) =
(61 (), 23 (7).

Se tiene:

«xy (") = 1V < xR = x; (/%) » [En 19)%] )

o () = 3V > R = 2 (/F) > [En 19*%] |

lo que entrafia (en virtud del crecimiento [en el caso 1.9), que esta-
—1
mos considerando], de las funciones x;: [%; (v4), x; (*B)] — [#4, 7B] ¥
re[rd, %] — x, (*) e R):
W = 2y (7)< %, (%) = 1,7 » [En 19%] }

XV = x5 (PV') = %y (%) = %,V » [En 1%)%%]
y puesto que, [habida cuenta (14V!I*) y ()], se verifica:

oy (rFa) <oy T <oy U= 2y <y (r%) <oty (7P ) =0 [En 19)]

( 14VII**)
(rEa) 20 >0 U =V > (rR) >0 (P ) =M [Ein 19) %]

y consecuentemente:

WV = 1" = p(x", M, M) L p
WV = 1T = (T, 1M, M) > p

(%17, %M, 2,M) = x,7"» [En 1%)%]
(7", 2, 1¥) = 2" [En 19%%]

se deduce de todo ello que es vélida en los dos subcasos 1%)* y 1%)%%*,
la relacién:

«%Y e [min. {x,”", %7}, max. {x,"", %7} ] »

R—
es decir, U’ = (%Y, x,V") pertenece al segmento V' W', y dado que
por (14VII*%) se tiene x;"" € Imin. {¥; (vu), %M}, max. {x; (vFx), xM}],

—1
asi como %, = x,(x1(%1"")), dicho segmento, segtin acaba de establecerse
en (14V1*), estd, por tanto, contenido en &, en el supuesto M € D, — C
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[resp. estd contenido en &£+, en el supuesto M € ﬁc — (], resultando
finalmente:

«U'e&», (st MeD, — C)
[resp. «U' €&2», (si Me Doo — )]

y como U'e T’ R’, es arbitrario, se concluye que:
e .
«T'"R' c&», (si MeD, —C)
el . R
[resp. T'R' c &% (st M eD, — C)]

Suponiendo ahora que se verifique ('), denotemos a R y T por
R"” y T", respectivamente, (Véanse figuras correspondientes), y
pongamos H'' = (%", %) = (Y, 7).

Se tiene:

i < wM = = xy (Pn) < % (PF) = %> [En 19*] )
«x;T > M = 57" = xy (#Pu) > %7 (PF) = ;% » [En 19)%¥] }
por lo que en los subcasos 1%)* y 1%)** se verifica:
«min. {x;7", 2%, max. (%7, ¥} |=[min. {x; 7", ¥}, max. {x;,7", x¥}] u
u[min. {x ", 2%}, max. {7, %y ]»

es decir:

. J 4 i \ |
« TII RI/ — T’I H/l U HII Rll »

y procediendo de modo idéntico a como acaba de efectuarse en el
supuesto (), se establece que es vilida la relacién:

—
«T"H" c &», (si MeD, — C)
| S—— . o
[resp. « T" H" c E%», (si MeD, — C)]
y por otra parte, puesto que:
[
«¢H'"R" ¢ AM Py Qy»
y ademis, en virtud del TEOREMA 1, se verifica:
(AN M.P‘M Q‘,w c DC Cc Ez: », (Sl ﬂf[ € Dc — C)
[tesp. « A MP,QycD,c&y, (si MeD, — C)]
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se concluye, finalmente, que:
«T" R"cé&», (siMeD, —C)

, . )
[resp. «T"" R"c&» (si MeD, — C)i

—1 —1
es decir, poniendo 7, = x, (%,7) = x, (1 (¢, 21", x2™)), y dado que se
tiene:

«rp€[min. {rfar, 70u}, méx. {rlu, ey crd, vE]», (si M e D, —C)
- , , . Q
[resp. wye[min. {rlu, Qu}, max. {rFur, vOu}] c lrd, vy, (si M e D, — C)]
el resultado obtenido se puede expresar en la forma:

«(@r)r2elrt, "1y plt, w™, %) = 22 (r2) y U {(1—») -t 4 v - 21 (r2),
7€10,1]

w (b 5™, M) &, (si MeD, — C) (14710%5%)

resp. [«(3 7)) (rpelrd, vB y p(t, %™, M) = x5 (1) YU {((1 — ») - ¢ +
vE[0,1]

v m (72), (%M, M) € £, (st MeD, — C)]

En el subcaso 16), [segin se establecié en la demostracién del
TEOREMA I relativa al subcaso 18)], 1a aplicacién x, € [min. {x,™ x,Fa},
max. (%M, x,FPuy] - T, (x0) =h, (%1¥, x,) € R es continua y estrictamente
mondtona sobre su intervalo de definicién, verificAndose, asimismo:

« Ty ([min. {x,M, %P}, max. {x,M, xyPx}]) = [min. {#Lx, rPu},

max. {rka, yPay]»

19)0:

es decir:
«(y7) (v € [min. {rlu, #Pa}, max. {rlu, rPu}] = (3%,) (%2 € {min. {x,M, x,Pa},

méx. {(x¥, xPu}]y v = Ty (%9) = h, (%,", x2)))»
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asi como, [por lo establecido en la demostracién del TEOREMA I
relativa al subcaso 1#)], se tiene:

«rly > yPu y [En lﬂ)*]
«rlu < yPa » [En 18)%*]

En virtud de (11¥17*) del n.0 9, la relacién r = &, (x1¥, x,) entrafia:
2™ (X (r) < M < %% (% (7)), por lo que, consecuentemente, se
verifica:

«(y7) (r €[min. P, 7Py, méx. pra, rPay] - 2 (7 (1) < <
< %™ (% (7)) » (14771)
Sea ahora fe[min. {x; (v"x), x{¥}, max. {x; (r'»), x,\"}] — (M} y
—1
T= (%17, %,T) = (¢, p (¢, %1M, %,™)); poniendo S = x () y S=(x,5, x,5) =
—i
= (%) (r9), %2 (*)) = (¢, %5 (%1 (£))), se tiene:
7L s P, By
«rFu > 9S> vPay [En 18)%] (14viir)
«rba <95 <7Puy [En 1°7)%*]

y consecuentemente:

it = % (%) > 2 () = 2> [En 1)%]

«x)T = 2; (%) < %y (rPa) = %™ » [En 16)*¥]
e (14VII), (14VHI¥) y (14VII¥¥%)) se deduce:

«(vr) (relrs,rra]= ™ (3 () < o™ <" = (r¥) < m (1) < (

} (14VIII **)

< %™ (£ (7)) » [En 19)¥]

«(vr) (relrtn, ] x™ (£ (1) <2 () <% () = 5" <m” < s
< x* (% (7)) » [En 19)%%]

lo que entrafia que en todos los subcasos se verifique:
«(y7)(re[min. (v, 7Sy, max. frlu, rS)] = %7 €] %1 (4™ (7)), %% (€ (7))[)»
o lo que es equivalente:

«(y7)(r e[min {rFx, 7S}, max {rLar, rS}] = (%17, %1 (7), %2(r)) € Q)» 14VIIDk*%)

y consecuentemente, [andlogamente al caso 1%) estudiado preceden-
temente], estd definida la aplicacién compuesta:

«r € [min. {rfa, Sy, méx. {rlu, rS}] —o (r) = A (%, %1 (r), %5 ()) e R»
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la cual verifica, por tanto:
«(v7) (r e [min. {La, 7S}, max. {lx, vS}] = (57,0 (r) € G)» (14X)

v que ademds es derivable sobre su intervalo de definicién, con
derivada de signo constante sobre el mismo, por lo que ¢ es conti-
nua y estrictamente monétona sobre el intervalo [min. {#Lax, 75},
max. {rly, S}

Puesto que: o (rLxr) = 2,7 y o (r5) = x,5, se tiene, por tanto:
«o ([min. {rfax, S}, max. {rfx, r5}]) = [min. {x,7, x,5, max. {x,7, 5 ]»

y, comnsecuentemente, teniendo en cuenta ademds (14VIII¥*%) y
(147%), es vélida la relacién:

«(Vx2) (%2€] min. {x,7, x5}, méx. (%7, %5 [ > (%7, %) e Gy (37) (r €
e]min. {rLy, vS}, max. {rFu, v} c 4, v8[y (%7, %) (), %, () € & ¥y
y %p=0(r) =217, % (v), %2 (r)))) »

la cual implica:

&« (vxz) (x2 EJ min. {sz, XZS} , max. {sz, XZS}[ = (XIT, x2) € ((_‘cn) »
resultando, (dado que (%17, x,7)=T €&, v (%17, x:°) = (x5, %,5)= S €&,),
ser valida la relacién:

«(W %) (rpe[min. {x,7, x,5}, max. {x,7, %55} ] = (%7, %) € E)»,(si Me D, —C)
[resp. «(V#2) (%2 € [min. {x,7, %5}, max. {x,7, ;5] = (%,7, x3) € £ »,
(si M eﬁc — (), (va que, en el supuesto M e]i — C, se tiene que
U {(& » @ %™, 2M)y = U 2 (%™, xM)) c &4y en particular:
te[min{zy(rLyy), v M} max{x1(rLyy),21M}]  t€[min{x((rL ), 2 M}, max{x1(rLy),x1M}]

(%17, %,T)=T € &7, asi como por verificarse (rFx, vPar)e] r4, vB [ X] 74, 75,
y consecuentemente, 75 € Jr4, 7B[, se tiene también: (x; (r5), %, (+5)) =
= (%15, %5 e C — {4, By c &)

—1 —1
Poniendo 7;=7S=x(%;T)=x1(f), se tiene: 7, e[»4, 5], si M e D,—C,

[resp. se tiene: 7y €]r4, vB[, si MEIQ)c — C].
el resultado obtenido se expresa como sigue:
« (3 71) (71 6[71‘1, 7BJ y t= x1 (71) y L(fl]{(t, (1 - ’V) T (t: le’ sz) +
v€[0,
+ v x5 (r1))) € E)», (si MeD, — C) (14/%X%)
[resp. «@7)(rielrd, vyt =1 (r) y U {¢, (1 — ») - w (&, ™, %M) +
ve[0,1]

+ 2 () c &9, (i MeD, —C)]
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0 mas brevemente:

= .
«TS c &, (si MeD, — C) (141%%%)
] o
[tesp. «TS c £2», (si Me D, — ()]
De nuevo, sea te[min. {x; (rFx), x,}, max. {x; (#ta), xM], vy
y T = (", %7) = (¢, u (t, %™, x,)). Poniendo, (ver figuras corres-
) —1 —1
pondientes): 7% = x, (x,7) = x5 (1 (f, :™, ™)) ¥ R = (%, 2R) =

— (1 (%), %2 (7R) = () (52 (0T, 257) = (1 (ma (1 (6 24, 237)), 2,7).

19*

se tiene como consecuencia de (14V71):

,’ﬁ}*t

«x T < % (PR) = %% » [En 18)%]

)T > % (rF) = %% » [En 1°)*¥]

} (14IX***)

y ademds, en virtud del crecimiento sobre el intervalo [min.
{xy (rFar), My, méx. {x; (rx), xM}] de la aplicacion parcial u, u xu),
se verifica:

T = izt sy () € [min. {wp (rFr), 2 (r00)}, maX. {55 (rFae), 25 (r0u)3 ]y

lo que entrafia:
—1
«7R = %, (x,7) € [min. {rla, 7Ou}, max. {rlu, y%n}]» (14X)

Sea ahora: x;Ye [min. {x,7, %1%}, max.{x;7, %} ] ¢ [min. {x; (rLx), x; M},
méx. {x; (r*x), x;M}], (La inclusién es consecuencia de verificarse por
(141x%*%%) v (14%): xy (rFa) > %y (#R) = 28 > 2T > %M [En el subcaso
1A)*] y a1 (rFa) < xp (7F) = %8 < x¥ <™ [En el subcaso 16)*%]),
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asi como U = (x,Y, x,V) = (%Y, %, (#%)). Pongamos V = (x,", x,Y) =
= @Y p @ M) vy W= " ") = xY 5 (9711 (*,9))) =
— (1 (1 (19, 22 (1 (919)) = (1 (), % (7).
Se tiene:
«xp (F) = U < xR = x; (#R)» [En 16)%] }

«xy () = 2V > xR = x; (rB) » [En 18)%%]
—1
lo que en virtud del crecimiento de las funciones x;: [x; (1), %, (B)] —

—>[r4,7B] y re[r, v¥] > x, (r) € R, entrafia:
W = 2, (1) < %y (PR) = x,U» [En 18)%]
« xz”’ = X (7’”7) > X (7’R) = sz » [En 1’3)**]
y puesto que habida cuenta (141X**#*) y (14X), se verifica:
«xy (rha) > 20 (PB) > 2V = 2" > x0T = %M [En 18)¥] (14%%)
«xy (rra) <21 () <V =x" < x7 <2 [En 15)*¥]
y consecuentemente:
« sz = sz = U (xlT, le sz) S M (le, le, sz) = XZV » [En ]ﬂ)*.l
U =%, = (xlT: M, 2,M) > © (xIV’ x,M, sz) = x," » [En Iﬁ)**] ’
se deduce de todo ello, que es valida en los dos subcasos, la rela-
cién:
« %V e [min. {x,Y, %™}, max. {x,", x,"}]»
. | S——
es decir, U = (%Y, x,V) pertenece al segmento VW, y dado que por
(14%%*) se tiene: x,¥ e [min. {x; (rfx), x;M}, max. {x; (vLx), x,*}], asi como

%W = x5 (%1 (¥1")), dicho segmento, segin acaba de establecerse en
(147%**) "estd, por tanto, contenido en &, en el supuesto M eD, — C,
[resp. estd contenido en &£, en el supuesto M € Doc — (], resultando,
finalmente:

«Ueé&», (st MeD, — C)
[resp. «Ue &y, (si M elo)c —0)]
y como Ue TR es arbitrario, se concluye, que:
«TR c &, (si MeD, —C)
[resp. «TR c En, (st MeMeD, — C)]
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es decir, poniendo 7, = %, (;217) =%, (u (2, ;IIM , %5M)), v dado que se tiene:

«rye[min. {rfx, vQuy, max. {#Far v0u}y] c [v4,#5]» (si M eD, — C)
{resp. @y e [min. {rlx, ¥%u}, max. {rlu, you}] clrd, vB)» (si M ela)C — C)]
el resultado obtenido se puede expresar en la forma:

«@ra)(raelrd, vBl y ult, 21, M) = %5 (r2) v l;)’é((l — ) i+ v 2 (),
ve[0,

u(t, 2™, M) € E)», (st MeD, — C), (14%*%)

[resp. «(37)(r2elrt, 7"[y p(t, ;i™, %) = 2%, () y U {((1 — ») - ¢ +
»€[0,1]

v (), w6 2™, M) € &, (st MeD, - C)]
Cada-uno de los pares de relaciones [(14"7), (14V711%*¥*)] y [(147%%),
(14X*%)] entrafia la relacién:
« (3 ('}’1, 7’2)) ((71> 7’2) € [1//1: 73] X [7"4: TB] yi=2x (71) Yy @ (tr x1M> sz) =

= %3 (r) Y’E[lgn{(t» (I =) p@x™ M) +v-2(m)) c& Y

YU —9) 2+ v-x (), u (2™ M)y € &)» (st MeD, — C)

»€[0,1]
[resp. «(3 (1,1’ 72))((71r 72) E]”A: 73{ X]?’A, 78[ y t= xl(”l) y u (t) leJ xZM)z

=% (1) ¥y EUO ;{](t: (T —9) - p (& ™ ") + v %) c &2y

yUL{((1 — ) -t 4 v 2 (r), u (¢t %™, %M)} € £4)» (st Melo)c —0)]

v€[0,1]
o lo que es equivalente:
«(t, p(t, 6™, M) eD,» (st MeD, — C)
[resp. « (¢, p (¢, %, %)) € Io)c v, (st M e ]i — O)]
y puesto que se ha partido del supuest? MeD, — Cyte[min.{x (rfx),
%My, max. {x (vFx), x "], (resp. M e D, — C y te[min. {x; (#Fax), %M},

max. {x; (v‘x), x;}]), y que en ambos casos ¢e[min. {x; (rLx), 2™},
max. {x; (*), x;M}] es arbitrario, se sigue que se verifica:

«MeD, —C=U({{t pE %™, %)) c Doy

t€ (min{xy(rL ), M}, max{x(r L ), 21}]

[tesp. « M € D—-C-uU (@, u (5, %M, %M € DQc »]

teimin{x(r L y),v1},max{x(r L 3),%14}]

lo que demuestra el TEOREMA en los subcasos 1% y 15).

22 — Collectanea Mathematica



322 J. M. Cascante Davila

Finalmente, refiriéndonos al caso 1), dado que, [segiin se establecié
en la demostracién del TEOREMA I relativa al caso 1'0)], se tiene:

«rPa < 7L » [En 170)%] )
«rPu > rla » [En 170)%**] f

17*&

y consecuentemente:

«xq (7'1’_»1) — le < x (7L_") » [En 1/0)>.:| )

ey (FP) = ¥ > 31 (rhn) » [En 10)%]

se sigue (habida cuenta que en el caso 19) es g, << 0 sobre £, lo que
entrafia que la aplicacién parcial w(, »,.x) sea estrictamente decre-
ciente sobre el intervalo [min. {x; (#Fx), %™}, méax. {x; (vF), x;M}]),
que para todo ¢e[min. {x; (vLx), x;¥}, méax. {x; (v*«), x;M}] y poniendo
T = (%7, 7)) = (¢, u(t, x,™, x,M)), se verifica:

™ <7 <y () Y xp () < mf <o [En 194

«x M > T > % (PFn) y 2y (Er) = 27 > 2,y [En 170)**
1

y puesto que se tiene:

< —1

T < < S % (%, (x,7)) =

«n” < m (rPa)) y (% (r7a) ; %7) = (01" < % ()

= %, (/07) = 2,01)»

se deduce de todo ello que es valida la relacién:

(™ <)y (7 <My (0" < 2007 =x1 (%2 (x27)))
[(En 10)%]
—1 (14X***)

(M = x") Yy (07 Z%Y) v (0" =207 = 2 (% (x27)))»

(En 170)%¥]
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y teniendo en cuenta que el tridngulo mixtilineo AMP,0Q, es el
subconjunto de R2? definido, respectivamente, por:

M’ = (6™, M) e R2 /(M < M

VY @M <My (M <% =
) [En 170)*]

M = (o™, ™) eR2[(x;M > M) y (0™ > 0M) y (M = %% =
)

)} [En 19+%]

= %1 (% (2™

—1
= %1 (%2 (™)
se sigue de (14%***) que en los dos subcasos 1'0)* y 1'0)** se verifica:
«TepMPyQyu»

Puesto que T= (¢, u (¢, %1™, x,™)) y ademds {e[min. {x; (r"x), %M},
max. {x (r*¥), xM}] es arbitrario, se concluye que es vélida la re-
lacién:

«U {6 p 6™ M) € AM PyQuyo»
te[min{xy(r L y), v, M},max{x (7L y),x1M}]

Ahora bien, en virtud del TEOREMA I, se verifica:

«AMPyQy c D,y (st MeD, —C)
[resp. «AM Py Qy c IQ)c », (st Me 155 —0)]

por lo que se obtiene, finalmente:

«U L, p @t 5™, M)y € D.», (si MeD, — C)

telmin{xy(r L pp),x1 4}, max{z)(r L y),11M}]

[resp. «U {(t, (&, 4™, ™)} € Do», (si MeD, —C)]
te[min{x(r L ), 01 M} ;max{x;(r L y),x; H}]

Andlogamente, y mediante razonamiento idéntico al utilizado
en los casos 1.9) y 1'9), se probaria en los casos 2.9) y 2'0); 3.9
y 3'0); 4.9) y 49), que para todo M eD, — C es valida la relacién
«U {(@¢ p (¢ ™, M)} ¢ D,» [resp. para todo Meﬁﬁ — C es valida

te[min{x(rLy), v H},max{x)(rL y),x M}]
la relacién « U {(¢, u (¢, 1™, x%,)} c© D,»].

te[min{x)(rLy),x1 M}, max{x(rL7),x1M}]

Resulta asi demostrado el TEOREMA II.

11. E1, PROBLEMA DE CAUCHY PARA LA ECUACION EN DERIVA-
DAS PARCIALES DE 3. ORDEN Y DE TIPO HIPERBOLICO: Dijp % +

22* — Collectanea Mathematica
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+ o (x1, %) (Do 1) = D (%1, %5). — Consideremos el Problema de
Cauchy representado por el sistema:

Dz u + o (%1, %2) (D122 u) = P (%1, x2)
u (M o (M)
| (15)
(D1 w) (M =¥Y M) » MeC
(Diau) (M) = % (M) ‘

en el que ¢9: G' ¢ R2 — R es una funcién numérica definida y dos veces
continuamente diferenciable sobre un abierto G’ de R2 que contiene
la adherencia G de un abierto acotado G de R2, y el cual se supone
que es regularmente convexo relativamente a la ecuacién diferen-

cial ordinaria 4% — 0 (%1, %), 0 ademds verifica que gz # 0 sobre G;
%1
= U {(x; (), x5 (7))} es un arco de la clase (I') contenido en G,

rC(r, v 8]

. ., . . Adx
relativamente a la ecuacién diferencial —~2 = oc(%1, %2); @: D, - R
x1
es una funcién definida y continua sobre el conjunto cerrado D,
. ., . Q
(n.o 10 precedente), con restriccién @5, al abierto D, una vez con-

. . L] . .
tinuamente diferenciable sobre D, y cuyas derivadas parciales son

prolongables con continuidad a D,, [de modo univoco, ya que D, = Doc,
segin se demostré en el n.° 10], y finalmente, ¢: [#4, 7B] - R;
Y. [r4, vB] - R y Z:[r4,75] - R son tres funciones numéricas
definidas sobre el 1ntervalo cerrado [74, 7%], tales que ¢ es tres
veces continuamente derivable sobre [74, #B], y ¥, ¥ son dos veces
continuamente derivables sobre [74, 75].

En S.P.C. (n.o 6 del Cap. I, [2]), se estableci6 que la funcién:

«MeD,

- 00 (M) = U (J (D) (&1, &) dE dE e Ry

AM PQy)

[J: ES}) — Egz, (en donde b3}3 denota el espacio vectorial consti-
tuido por las funciones numéricas definidas y continuas sobre D,

Q2
cuyas restricciones al abierto D, son una vez continuamente dife-

o
renciables sobre D,, con derivadas prolongables con continuidad
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a D,), es el operador lineal que asigna a cada F € E, la funcién
Y1

J(F) ast definida: o(ys, 32) € D, — (] (F) (31, 92) — | F (&1, (6,

J x (e (Y1, 92))

i

V1, ¥2)) d&; = (F (&1, &) d&; € Ry, es decir, la imagen de (yy, y,) € D,

JLo1,92)
mediante la funcién J(F) es el valor de la integral curvilinea

’iF (&1, &) d&; de F alo largo del arco L(yy, ¥,) de curva integral

o L(v1,92)

de la ecuacién diferencial j—? = 0 (%1, %) que pasa por(yy, ¥2) € D,
1

y limitado por dicho punto (yi, ¥2) y el punto (x; (% (y1, ¥2)),
%o (B, (V1, ¥2))), traza de C y la curva integral considerada. La fun-
cién J(F) estd definida y es continua sobre D, y su restriccién
(J(I)s, a li es continuamente diferenciable sobre D,, con deriva-
das prolongables con continuidad a D,, (Véase el Apéndice que sigue
a la PARTE SEGUNDA de esta Memoria)], asi como la funcién:

«M e D, — w0 (M) = ¢ (Qy) + ( ((iz%(%l’) &) dE dE e Ry

son continuas sobre D,, y sus restricciones al abierto Doc son tres ve-
ces continuamente diferenciables sobre Doc, verificandose que, (po-
niendo %0 = v0 4 w0);
(W 1, 20) (1, %2) eD, - (Di12498,) (%1, %2) +
+ o (®1, %) (Dinnu3,) (%1, %2) = Dy5, (%1, %2))»
y
«(WM)(MeC — {4, By = w3, (M) =9 (M) vy
y (D1uds) (M) =¥ (M) y (D205, (M) =% (M))»
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3 (o] . . .
siendo para todo M € D,, las expresiones respectivas de las derivadas
primeras, segundas y terceras de v9 y ©0, las siguientes:

(Dyv0,3) (M) = — ! (gp@» (&1, E)d&,
(Do 0,5,) (M) } , &) d&;
(D11003) (M) = — o (M) (] (@) (M —] ((D20) J (D)) (€1, E2)d &y —

(M Pjyy)
‘!'

—J D (&, &) d&,

(M Py)

(D12v%3,) (M) = (J (@) (M)

Oaws) 00 = —(L2j0n + | (P87 @) 6 s)as -

4

_‘ ( )(51 5)dé
J (MQy)
(Dinv05,) (M) = — (D1 (e J (D)) (M) —

—I (D (D) ] (@) (&1, &) &z —

(M Py)

— ‘ (D19D) (&, &) déy — (@%:> (Pu)

J (M Py)

(Di12905) (M) = @ 0) + (@21 ) (L) - (0-exp (— ] (Da0)) (31)

%' —o0 %

— (orexp {— ](Dz e)} *J (D2 ®@)-exp {J (D20)})) (M)

(Diz2205) () = — (0 20 (L) exp (— ] (D2 () +
0%
+ (exp {—](Dz@)} J(D29)-exp (] (Dae)y)) (M)
(D222 v98,) ( ( ( )

RN

SN DR S

0 x
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y:
(Dyw%s,) (M) = ¥ (Py) — ](MVI ho) (£, &) d ez
©205) 0 = (L) @) — (#-2) @u) — | @ohd (1. ea

(xz
(Do) (M) = (3) (Pu) - (x 2 (Pu) —

J (M Py)

Pl Fivos
~ o ) 0 = [y 0w
[ 0B (D21) (&1, &) ey
a0~ -8 ) ) -
(é %'(if:»(PM) ( *(Dy ) - )(PM>—

’

Oz w0) ) = (7] (%)) @) — (% (e 2 ew) —
e s g

(*) hegr = hf es una integral primera de Z—;z = 0 (%1, #) (n.0 7 de esta
¢ 1

INTRODUCCION), y por tanto es constante a lo largo de la curva integral

L (M) que pasa por el punto Meﬁc C &8, resultando: (Xoh) (M) =X (k2 (M)) =
= X (h¢ (Lx)) = X (Lx).



328 J. M. Cascante Dévila

. 2 _%.ﬂfﬁ
(x%gwm g;ﬁgf

— (1) 2 @) -

)) @) -

— | (D2((*" o )+ (D3 1)) (£1, &) dé&
CAMQyy)
[Todas las integrales que figuran en las férmulas precedentes tienen
sentido, dado que segiin se establecié en el n.° anterior, si M e D, — C
(v trivialmente, si M €C), se tiene: AM P, Q, c D_].
T.os segundos miembros de las férmulas anteriores definen sendas
aplicaciones continuas de D, en R, lo que permite prolongar con

continuidad a D,, de modo univoco (ya que D, = D,), las derivadas
primeras, segundas y terceras de u0j3 = v03 + @95, mediante las
expresiones que figuran en los segundos miembros de las férmulas
correspondientes. Denotaremos a dichas prolongaciones de las de-
rivadas primeras, segundas y terceras de 93, por D;u0 (1 = 1, 2),
Dyu® (5, k =1,2) vy Dy,ud (p, g, v =1, 2), respectivamente. Como
consecuencia de esta prolongacién por continuidad a D,, se verifica,
que para todo M € D,, es vilida la relacién:

(D11240) (M) + o (M) * (D13 u0) (M) = @ (M)
asi como, para todo M eC, se tiene:
WO (M) = ¢ (M); (Dyu) (M) =¥ (M); (Dipud) (M) = 7 (M)

por lo que % = v0 4 %0 es la solucién al Problema de Cauchy de-
finido por el sistema (15).

Por otro lado, dicha solucién es tnica en el sentido de que si
u* y u** son dos funciones definidas y continuas sobre D,, cuyas
restricciones #* 5,y u*¥ 3 son tres veces continuamente diferencia-

o . .
bles sobre D,, con derivadas primeras, segundas y terceras prolon-
gables con continuidad a D,, y tales que sean soluciones del Proble-
ma de Cauchy representado por el sistema (15), se verifica, en es-
tas condiciones, que #* = u**; D,u* = D, u**, D u* = D, u**;
. (i=1,2) (7,£=1,2)

L J— *
Dy, u* = D, w**. .

($,9,7=1,2)

En efecto, para establecer este resultado basta probar que si #

es una funcién definida y continua sobre D,, cuya restriccién %5, es
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tres veces continuamente diferenciable sobre D:[, con derivadas
parciales primeras, segundas y terceras prolongables con continuidad
a D,, y que sea solucién del Problema de Cauchy definido por el
sistema :

Dijpu + 0 (%1, %)+ (Dizau) =0
u(M) =0 )
Dy w)(M)=0 > MeC ‘
(Diau) (M) =0

(15%)

se verifica, en estas condiciones, que

1= D;u = Dyu = Dy, v = Oz ;R
(=1,2) (G,k=1,2) (p,q,7=1,2)

[Ow,;r) denota la funcién definida y nula idénticamente sobre D, ].
Poniendo s = Dy, u, se sigue que s es una funcién definida y

. . ., o . .
continua sobre D,, cuya restriccién s5, a D, es continuamente di-

ferenciable sobre ﬁc, con derivadas Dy (s;3,) =Di12(w;5,) v D2 (s8,) =
= Dy (u,5,) prolongables con continuidad a D,, y que satisface al
Problema de Cauchy de 1. orden definido por:

Dy (s;8,) + o (x1, %)+ (D2(s8,)) = 0 }
(s;8.) (M) =0y MeC — {4, B

por lo que s;5, es una integral primera de la ecuacién diferencial

.. dx . .
ordinaria ——2 = g (%1, %,), (15%*), y en consecuencia, su valor es

dxl
constante a lo largo de la porcién contenida en Doc de curva integral

de (15**) pasando por un punto de DZ.

Ahora bien, en virtud del TEOREMA II del n.° precedente,

o
para todo punto M = (x;¥, x,M) € D,, y si rlx = h, (%M, %), se
verifica :

«(v?t) (fe[min {x ("), xM}, max {x, (L ), xM}] =

= (b op(t mM, M) e Dy)»
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lo que entrafia:

«(v?) (te[min {x, (rLe), %M}, max {x; (vFu), %, }] =
= s, (6 p (6 o™, M) = 55, (1M, %M))»
y en particular; se tiene [habida cuenta que: vy = h_ (%%, %) =
= 2y (rFw) = p (%q (75%), 2™, M), (1.0 9 de esta INTRODUCCION)] :

«sip, (1™, 2M) = 818, (% (rEx), e (%y (rEa), %M, x5M)) =

— 55, (s (rEw), %3 (rEa) = O
y en virtud de la arbitrariedad de M e lo)c se puede poner:
«(yM)(MeD, = s, (M) =0)»

o lo que es equivalente:

8, = Oz B m)»

. o ’rq
Por otra parte, suponiendo como hasta ahora M e D,, es valida
la relacién disyuntiva :

«MeC 6 MeDOC—C»

Si M e C, se tiene trivialmente u (M) =0.
Si MeD,—CcD, —C, en virtud del TEOREMA I (n.° 10),

el tridngulo mixtilineo A M P, Q,, estd contenido en Doc, y por tanto,
teniendo en cuenta que 5,5 = D, (D;%,3,), se puede aplicar la férmula

de Green, resultanda:

~

Sib, (61, §2)d&1déy = ‘ ((Dz (Dyws,) (&1, &) dé&déy =

((0 — l
JIAAM Py Q) JI(LMPyQy)
r i (
=73 (Dyus) (&1, &)d& = | (Dywp)dé + 0 (Dyws)dé +
J — o (M Pyy) J Py 0s
.MPJIQM ]
+ | Dy as = [ (Dyws) 2 = 0) — (@) = w O1)»
(Qa M) G Qy M)

Asi pues, en todos los casos es u (M) = 0, y puesto que M € Doc
es arbitrario, se concluye que:

«yp, = Oz B;R)»
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lo que implica:

«u, = Dywp, = Dyw5, = Dpy w5, = Ox5,r)»

) ] ,2) (p,9,7=1,2)
y en definitiva, dado que % es continua sobre D, = Doc, y que D;u3,,
(t=1,2); Dypws,, (j,k=1,2) v Dy, ws,, (p,q =1, 2) son pro-
longables con continuidad a D,, se sigue finalmente, que:

«w = D;u = Dyyu = Dypus = Oz ;r)»
G=1,2) (k=12 (b,q,7=1,2)
de acuerdo con lo afirmado.
Observemos que 79, w0 son las soluciones de los Problemas de
Cauchy parcialmente homogéneos definidos, respectivamente, por
los sistemas:

- Dypu + o (%1, %) (Dipu) = D (%1, %2)

\ u(M)=0 (15%%%)
/ Dy w) (M) =0 MeC
' (Dypu) (M) = 0
« Dipu + 0("1, %) (Digpw) = 0
‘ = ¢ (M) ( (15%%%)
’ (Dy u) =YM))MecC
DIZM' = X (M)

Por otro lado, denotando por E$ al subconjunto de C (D,; R)
constituido por las funciones numéricas definidas y continuas sobre
D,, cuyas restricciones a DD[ son tres veces continuamente diferen-
ciables sobre Doc, con derivadas primeras, segundas y terceras pro-
longables con continuidad a D,, se comprueba inmediatamente que
Egz es un subespacio vectorial del espacio vectorial C (D,; R) de las
funciones numéricas definidas y continuas sobre D, y puesto que
D, es un compacto de R2?, se verifica, consecuentemente, que para
todo u € Eg), son acotadas sobre D,, tanto #, como las prolongacio-
nes continuas de las derivadas primeras, segundas y terceras de u;5,.
Dotemos a EY de la norma de la convergencia uniforme :

ueEY — ||ullp) = sup |u| + max {sup |D; uly +
(i=1,2) D,
+ méx {sup | D, u|} + max {sup |qu, ul} € R

(i, k=1,2) D (#,9,7,=1,2) D,
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Em dotado de esta norma es completo, es decir, E§ es un espacio
de Banach, y ademas, si EY x E? x E? es el producto de los es-
pacios de Banach constituidos, el primero por las funciones
@:[r4, vB] . R definidas y tres veces continuamente derivables
sobre [74, 78], y los dos tiltimos por las funciones ¥:[»4, 78] — R
y X :[r4, B] — R definidas y dos veces continuamente derivables

J

sobre [74, 7B], dotados de las normas respectivas:

3
¢ e EY — |igliy, = %S. p oWl eR; ¥ e EP — ||V, =
2 2
= X sup | ¥ e R; Z1eEP — 121} = X sup |¥®] e R

0 [r4,7B] k=0 [r4,7B])
y se provee a E x EP) x E? de la norma del producto topologico:

(¢, P, %) e EY x E? x E? — | (¢, P, /)l 0 =
= max {H(pH(c): H lIj”(c)) ||’4H(L)} eR

la aplicacién, 4 : EP x E? x E® __ D , definida por:
(g, P, 2) e EQ X EP X E? — A ((g, ¥, X)) = g, w,5 € ES)»

[en donde g, v,y denota la solucién al Problema de Cauchy definido
por el sistema (15)], es segtin se demostré en S P.A. (n> 2y 3 de
PARTE SEGUNDA (pig. 264) [3]), uniformemente continua sobre
E® x E® x E®,

En particular, la aplicacién lineal: (g, ¥, %) € EY x E® « E®
— A% (p, P, %) = 90 wy € E, en la que w0, y, denota la so-
lucién al Problema de Cauchy representado por el sistema (15%**%),
es uniformemente continua sobre E® x E® x E®.

Sea ahora, ((p, P, ”N) eEPY x E? < E? y w0 la correspondiente
solucién al Problema de Cauchy definido por:

Dyjau + o (%1, %) * (D1 1) = 0

)
uw (M) = ip(M) ' (16)
(Dy w) (M) =P (M) = MeC
(D 1) (M) = 7 (M)
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y sea 4 c R8 un abierto de R8 conteniendo el grafo F0 de la aplicacién :

M e D, — (w0 (M), (D, % (M), (D0 (M), (D;,°) (M),
(D12w0) (M), (DywP) (M)) € RS

{En donde se suponen prolongadas a D,, de acuerdo con lo indicado

anteriormente, las derivadas primeras y segundas de z~wo|55], aplica-
cién que es continua sobre D,, y dado que D,, por ser cerrado y aco-
tado en R2 (n.° 10 precedente), es por tanto, un compacto de R2,

se sigue que FO es asimismo un compacto de R8 (Chap. I, § 4, n.0 1,
Corol. 2 de Prop. 1, [5]), ¥ en consecuencia, se puede determinar
un 7 € Rt — {0}, tal que:

«(VH)(HeFo = B,(H)c A)» (16%)

El conjunto HO = U B, (H) es un compacto de R8 (Demostra-
HeF
cién similar a la efectuada al principio del n.° 4 de esta INTRODUC-
CION, para establecer la compacidad del conjunto U B, (¥) que
YeF

alli se consideraba), y estd contenido en A.

Consideremos la aplicacién ¢: D, X (E® x E? x E?) —. RS de-
finida por:

(M, (p, ¥, %)) e D, x (EY x EP) x E?) — q(M, (¢, P, %)) =
= (M, w0, w,» (M), ((Eiligo(rp, w,n) (M), (Dj ;Wo(w],e)w,m) (M)) € R8

)
(7,k=1,2,7<

en donde, w0y vy = A (p, ¥, ) denota la solucién al problema
de Cauchy definido por el sistema (15%%%%),

Dicha aplicacién es tal, que la familia de aplicaciones parciales
(9sn)mep,, [Para todo M € D,, g5, denota la aplicacién parcial deter-
minada por ¢ relativamente al valor M del primer argumento, es
decir, gy, : E® x Eﬁz) X Eﬁz) — R8 es la aplicacién asi definida:
(¢, W, %) € E X EZ X EZ — qu (9, ¥, %) = q (M, (, P, 7)) € R8]
es equiuniformemente continua sobre E¥ < E® x E®. En efecto,
la aplicacién ya considerada, A© : E® % Eﬁz) X Eiz) —_ E(sz, es uni-
formemente continua sobre EY x Eﬁz) x E?, por lo que, para todo
e e Rt — {0}, se puede determinar un € Rt — {0}, tal que:
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(¥ (@, 2,0, 0 o) (9, P, %), (9%, P*, %) e (EY x EP x EP) x
X (EP x EP X E?) y (g, P, ) — (¥, ¥*, 2¥)|| <7 =

~ (140 (p, ¥, 2) — A0 (g%, W%, 1)y = [[0® — w*0||, < £»

en donde, para abreviar, se ha puesto w0 = A© (¢, ¥, %) y »*0 =
= AO (p*, P* x*). Se sigue de ello, que:

(v M) (MeD. <|iqu, (@ ¥, %) —qun (@, P*, 1) =g (M, (p, ¥, X)) —

— g (M, %, 2%, 2| = (3, w (M), (D, w0) (M), (Dy w0) (M) —
~ (M, w¥o (), (D; ) (M), (Dy 19%) (M) = [(we (M) —

— we (M))? + 2 (D; w°) (M) — (D; w*) (M))> +

"."kjv‘; g(D;‘k w®) (M) — (D w*°) (M))2]12 < |w° (M) — w*o (M)] +
t=h)’

+ 2 (D; w°) (M) — (D; w*°) (M) %I—kfl (D w°) (M) —

i=1,2
(1=k)

— (Djp w*0) (M)| < 6+ |[w° — w*0||p, < 6-¢/6 = &)»
Asi pues, es vilida la relacién:

«ve)(eeRY —{0} = @n) (neRT — {0} v (v(M, (p, ¥, %), (p*, ¥*, X%)))
(M, (@, P, %), (¢*, %, 1%)) e D, x (EP X EP x E?)x (EP x E? x E?) y
v e, P, %) — (@*, P* 25y <n = llgu, (@ ¥, %) —

— qun (@*, %, 2*)]| < &)))»

lo que prueba lo afirmado.
En particular, se verifica:

«(30,) (0, e RY — {0} v (v (M, (¢, ¥, %)) (M, (p, ¥, X)) € D X

% By, 5. 7. %) = llg 01, (9. ¥, 1)) — g 0L, (5 T, T < 3

es decir:

~

«3e) (0, eR* =0} v (v (@ ¥, %) ((p, ¥, %) € B, (o,

7 1) -
= (v M) (‘M eD,=¢q (M, (’P: ¥, %) e rlz ( M)
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en donde, para abreviar, para cada M € D,, se pone:

Hy = (M, w0 (M), (D; w°) (M), (D;, ) (M))»

(i=12) (. =1,2;=<k)

Si para cada (¢, %, %) € E® x E? x E®, denotamos por Z, 0
a la aplicacién parcial: M € D, - g, oy M) =q (M, (p, ¥, %)) eRS,
determinada por ¢ relativamente a los valores ¢, ¥, X de sus tres
altimos argumentos, la relacién anterior se expresa en la forma:

«(30,) (6,e R — (0} v (v (» P, %) (¢, ¥, %) € B, (p, B, 7) ~
= (VM) (M €D, > gppp (M) € B,, (Hy))» (16+¥)

Sean ahora (7, ) e[R* — {0}] X [RT — {0}], dos ntimeros reales es-
trictamente positivos. En virtud de la continuidad uniforme sobre
[74, #P] de las funciones:

rerd, Pl % (r)eR y re[rd, 78] > %, (r) € R,
el subconjunto de R* — {0}:
«At?) = {6€] 0,78 — r4][(y (v, 7¥)) ((r, v*) €[4, ¥B] X [r4, 7Pl y
7 —7r* | <O= ]2 (r) =2 (P%) [ < vy 22 () — 22 (r*) | <)} »
es no vacio, y estd evidentemente mayorado, por lo que:

«0 < 6% = sup. 4¥* < 4 oo»

Puesto que:

(v (7)) (1) e 4, 5] X DA, P8y |7 — %] < 800 =
=(39) (6edm y |r —r¥| < d < d04))»
y
«0edtd y |y —r¥| <0 <0 = x4 (1) — (V)| < vy
Yy [%20) — % @*)] <=

se sigue, en consecuencia, que:

«(v (7, 7%) ((r, 7*) € [r4, Bl X [#4, 7Bl v |v — ¥ | << 60

=2 () —x ()| < vy (%) — 2 (%) | < 2)»
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Sea ¢ la familia de subarcos de C definida por:

o = (C e B ()@ 0, P (7)€l X 4, 7]y 0 <
<P <8y € = U (o (), 32 (D)

re[r’ 7"

A todo Ct# € &%), se le denominard «un sub-arco de C del tipo
(v, #)», y evidentemente, cada C" e ¢ *% es un arco de la clase (I')
contenido en G relativamente a la ecuacién diferencial ordinaria
dxg

— = X1, Xo).
ix, 9|G(1 2)

[Observemos que, puesto que, para todo C%* = U {(x((7), x,(¥))} € &7
r€lr’ "]

se verifica: D, c [min. {x; (#), %y (')}, max. {x; ("), #; (*"')}] X

x [min. {x; (*'), %, (*")}, max. {x; (*'), %, (+"')}], es vdlida, conse-

cuentemente, la relacién: (y (¥, %)) ((¥, ¥*) € D= X Do =

= |x — ¥ < vy l|x —x*| <x) v ademds, dado que, evidente-

mente, se tiene: (y Ct#) (Ct* e & t#) = Dpa ¢ D, ¢ € n Ryp),

se verifica, por tanto: «UD,/ ¢ D, c £ n R, p»].
c#) e cv,%)

(Continuard)



