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Abstract

In this project, it is shown how decision-making situations between different people
can be represented mathematically. In particular, the focus is on voting systems in which
voters make a decision and we will consider that they can form coalitions with each other
in order to obtain the desired result. This will be represented by weighted voting games.

Next, the power indices that are measures to know the power of a voter within a voting
system will be presented. Different power indices and the properties that characterize them
will be studied. Also some paradoxes that occur related to these indices are mentioned.

Finally, an application of the concepts will be made to the study of the change of power
in the member countries of the Council of the European Union before and after Brexit.

Resumen

En este trabajo, se muestra como las situaciones de toma de decisiones entre diferentes
personas se pueden representar matematicamente. En particular, el foco de atencién son
los sistemas de votacién en los cuales los votantes toman una decisién y se considera que
pueden formar coaliciones entre ellos con el fin de obtener el resultado deseado. Esto sera
representado por los juegos de mayoria ponderada.

A continuacién, se presentaran los indices de poder que son medidas para saber el
poder de un votante dentro de un sistema de votacion. Se estudiaran diferentes indices de
poder y las propiedades que los caracterizan. También se mencionaran ciertas paradojas
que ocurren relacionadas con estos indices.

Finalmente, se realizara una aplicacién de los conceptos al estudio del cambio de poder
en los paises miembros del Consejo de la Unién Europea antes y después del Brexit.
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1. Introduccion

La teoria de juegos es la teoria matemdtica que estudia las situaciones en que se
producen decisiones interactivas. Estas situaciones estan caracterizadas por los siguientes
elementos:

i) Un grupo de agentes.

iii) Resultados en funcién de las decisiones de todos los agentes.

)
ii) Cada agente toma una decisién.
)
iv)

Cada agente tiene sus propias preferencias en el conjunto de posibles resultados.

Se usa la siguiente terminologia para referirse a los diferentes elementos participantes:
las situaciones en si mismas son llamadas juegos, los agentes son llamados jugadores y las
posibles decisiones son llamadas estrategias.

La teoria de juegos clédsica es una teoria normativa ideal en el sentido que prescribe
en cada situaciéon como un jugador racional deberia comportarse. Un jugador racional es
aquel que sabe lo que quiere, tiene el inico objetivo de obtener lo que quiere y es capaz
de identificar las estrategias que mejor se ajustan a sus objetivos. Nos situaremos dentro
de los limites de la teoria de juegos clasica.

Hay muchos tipos de situaciones conflictivas en las cuales intervienen diversos jugadores
y, por tanto, también hay muchos tipos de juegos, aunque una primera clasificacion los
separa en cooperativos y no cooperativos.

La teoria de juegos no cooperativos estudia el comportamiento de los jugadores en
cualquier situacion donde la eleccién o estrategia éptima de cada jugador depende de
su pronostico sobre las elecciones de sus oponentes, y estd encaminada a maximizar sus
propios intereses sin preocuparse en absoluto de los intereses de los demas.

Por otro lado, si en el juego existen posibilidades de comunicacién con el fin de nego-
ciar o establecer acuerdos que permitan la formacién de coaliciones hablamos de juegos
cooperativos. Por lo tanto, los jugadores pueden cooperar formando coaliciones que se
repartirdan los beneficios obtenidos conjuntamente. En este caso, es habitual considerar
como informacién bésica la utilidad (dinero o cualquier otro bien con el que se efectien
los pagos a los jugadores) que cada coalicién puede obtener coordinando las estrategias
de sus integrantes e independientemente de la actuacién del resto de los jugadores. Este
sera el tipo de juegos que consideraremos en este trabajo.

El siguiente ejemplo nos servird para ilustrar las diferencias que surgen cuando los
jugadores actuan cooperando o sin cooperar en un juego.

Ejemplo 1.1 (Intercambio). Sean dos personas que se encuentran e intercambian bolsas
cerradas, con el entendimiento que una de ellas contiene dinero y la otra contiene un
objeto que esta siendo comprado. Cada jugador puede escoger seguir el acuerdo poniendo
en su bolsa lo que acordd, o puede enganar ofreciendo una bolsa vacia. En este juego de
intercambio el engano por parte de los dos no es la mejor opcion, pues si los dos anteponen
su egofsmo al bien comun nunca seran capaces de realizar un intercambio, ya que siempre
daran la bolsa vacia. Por lo tanto, es beneficiosa la cooperacién mediante un acuerdo
previo en el cual los dos acordaran no enganar.



2. Juegos cooperativos

Dentro de los juegos cooperativos existe una clasificacién que los distingue en juegos
cooperativos de utilidad no transferible y juegos cooperativos de utilidad transferible.

Los juegos cooperativos de utilidad no transferible son el tipo més general de juegos
cooperativos. La utilidad de este tipo representa preferencias personales sobre los posibles
resultados del juego y las posibilidades de cada coalicién deben describirse utilizando un
subconjunto que contenga todas las utilidades que una coalicién puede asegurar a sus
miembros.

Sea N :={1,...,n} el conjunto de jugadores. Para cada subconjunto S C N, decimos
que S es una coalicién, siendo |S| el nimero de jugadores de S. La coalicién N se suele
llamar la gran coalicién que contiene a todos los jugadores.

Notacién 2.1. Nos referiremos a RI°! como R,

Definicién 2.2. Sea S C N y un conjunto A C RS. A es completo si Vx,y € RS tal que
r e Ayy <z, entoncesy € A.

Definicion 2.3. Un juego cooperativo de wutilidad no transferible o juego NTU es un
par (N,V'), donde N es el conjunto de jugadores y V es una funcion que asigna a cada
coalicion S C N, un conjunto V(S) C RY. Por convenio, V() := {0}. Ademds, para cada
SCN,S+#0:

i. V(S) es un subconjunto no vacio y cerrado de RS,

ii. V(S) es completo. Ademds, para cada i € N,

V({{i}) # R, i.e., existe v; € R tal que V({i}) = (—o0, v;].

Sin embargo, el tipo de juegos cooperativos mas estudiado y en el que nos centraremos,
son los juegos cooperativos de utilidad transferible. Este tipo supone la existencia de un
bien que debe distribuirse entre los jugadores, que puede ser cuantificado numéricamente
y dividido tantas veces como sea necesario, y respecto del cual las preferencias de los ju-
gadores del juego son equiparables. Los posibles repartos de dicho bien entre los jugadores
son los que dan lugar a incrementos y disminuciones de la utilidad de los mismos y, por
esta razén, estos juegos cooperativos se denominan juegos con utilidad transferible. En
estos casos se considera la utilidad que cada coalicién puede conseguir por sus propios
medios y se describe mediante un sélo niimero real.

Definicién 2.4. Un juego cooperativo de utilidad transferible o juego TU es un par (N,v),
donde N es el conjunto de jugadores y v : 2N — R es la funcion caracteristica del juego.
Por convenio, v(() := 0.

Observacién 2.5. Un juego TU, (N,v), puede ser interpretado como un juego NTU,
(N, V), definiendo para cada coalicién no vacia S C N,

V(S) = {y eR | > i <w(9)}.
€S



En general, interpretamos v(.5), como el valor o utilidad que obtiene la coalicién S si
coopera, con independencia de las actuaciones del resto de los jugadores.

Notacién 2.6. Denotaremos (N,v) por v yv({i}) y v({i,j}), por v(i) y v(ij), respecti-
vamente.

Ejemplo 2.7 (Repartir un millén). Un hombre rico muere y deja un millén de euros a sus
tres sobrinos, con la condicién que al menos dos de ellos deben ponerse de acuerdo sobre
cémo dividir esta cantidad entre ellos; de lo contrario, se quemara el millén de euros.

Por lo tanto, N = {1,2,3} y esta situacién puede ser modelizada como un juego TU,
v, donde:
v(l) =v(2) =v(3) =0y v(12) =v(13) =v(23) =v(N) = 1.

Una vez planteado el juego, surge la pregunta de cudl seria la mejor solucion, es decir,
cudl seria el mejor reparto del millén y qué queremos decir con el término “mejor”.

Ejemplo 2.8 (El juego del guante). Tres jugadores estan dispuestos a repartir los bene-
ficios derivados de la venta de un par de guantes. El jugador 1 tiene un guante izquierdo
y los jugadores 2 y 3 tienen un guante derecho cada uno. Un par de guantes se puede
vender por 1 euro.

En consecuencia, N = {1, 2,3} y podemos modelizar esta situacién como un juego TU,
v, donde:
v(l) =v(2) =v(3) =v(23) =0y v(12) = v(13) = v(N) = 1.

Pensemos ahora como se tendria que repartir el euro en cuestién. Queda claro que el
jugador 1 es el jugador “especial” ya que sin él no se puede realizar la venta y parece
razonable que tenga un beneficio mayor. Pero surge la pregunta de en qué medida este
beneficio debe ser mayor.

Ejemplo 2.9 (Reparto de costes). Un distribuidor imputa un coste de 100 unidades
monetarias por el suministro de su materia a 4 empresas. Por las caracteristicas de dis-
tribucién geograficas, el coste para el suministro conjunto a cada una de las agrupaciones
de empresas es el que se expresa mediante la siguiente funcién ¢ de costes:

c(1) = 100 c(13) = 150 c(123) = 210
c(2) = 100 c(14) = 160 c(124) = 220
¢(3) =100 c(23) = 150 c(134) = 230
c(4) = 100 c(24) = 150 ¢(234) = 250
c(12) = 120 c(34) = 130 ¢(1234) = 250

El juego que recoge esta situacién tiene como conjunto de jugadores N = {1,2,3,4} y
su funcién caracteristica es ¢, donde cada ¢(.S) es el coste del suministro a la coalicién S. Si
se acepta la oferta de la empresa distribuidora para el suministro conjunto, el problema
que se plantea es el de repartir entre las empresas el coste global de las 250 unidades
monetarias, de manera que dicho reparto pueda ser asumido por todas ellas.

Esta éptica corresponde a un problema de reparto de costes entre jugadores de un
servicio comun.



Desde otro punto de vista, por el hecho de actuar conjuntamente, se produce un ahorro
para cada coalicién que puede expresarse mediante la funcién:

v(S) = (i) — c(S).

€S

Ahora el juego v con N = {1,2,3,4} y funcién caracteristica v recoge el ahorro que
obtiene cada coalicién de empresas respecto al coste del suministro individual:

v(l) = v(13) = 50 v(123) =90
v(2) = v(14) = 40 v(124) = 80
v(3) = v(23) = 50 v(134) = 70
v(4) =0 v(24) = 50 v(234) = 50
v(12) = 80 v(34) = 70 v(1234) = 150

Con este planteamiento, el problema que surge es el de repartir el ahorro total de 150
unidades monetarias entre las cuatro empresas.

Definamos ahora GV como la clase de juegos TU con n = |N| jugadores, en este
conjunto se definen una suma y un producto por escalares del siguiente modo:

(a) Para u,v € GV, su suma u + v es el juego definido por
(u+v)(S) =u(S) +v(S),vS C N.
(b) Para v € G y un niimero real A € R, su producto \v es el juego definido por

(W)(S) = Mu(S),VS C N.

Con estas operaciones GV tiene estructura de espacio vectorial y su dimensién es 2" —1,
ya que las funciones 1g definidas para cada coalicién no vacia S C N por

14(T) = {1 siS=T,

0 en caso contrario ’

forman una base de G¥.

Los juegos de unanimidad ug definidos para cada coaliciéon no vacia S C N como

ug(T) = {1 siSCT,

0 en caso contrario ’

forman también una base del espacio de juegos G. Veamoslo:

Queremos ver que el conjunto de juegos de unanimidad U(N) := {ug | S € 2V\{0}} es
una base del espacio vectorial mencionado. Como hay tantos juegos de unanimidad como
dimensiones, U(N) es un conjunto de vectores linealmente independientes.

En efecto, sea {as}geov\ggy C R tal que ZSGQN\{@} asus = 0 y supongamos que
existe T € 2V\ {0} con ar # 0. Podemos asumir, sin falta de generalidad, que no existe
T c T tal que az # 0. Entonces,

Z asus(T) = ar # 0,
Se2N\{0}

y llegamos a una contradiccién.



Proposicién 2.10. Dado un juego cualquiera v € GV, se cumple que

v= Z asug, donde ag = Z(—I)S_tv(T),

SCN TCS

siendo s y t los cardinales respectivos de las coaliciones S y T

Es decir, definimos 2" — 1 juegos de unanimidad distintos, tantos como coaliciones no
vacias se puedan tomar. Todo juego cooperativo se puede obtener como combinacién lineal
de juegos de unanimidad y los escalares encontrados son inicos y quedan caracterizados
por los valores de la funcion caracteristica. Estos escalares se les suele llamar coordenadas
de unanimidad del juego. Los juegos de unanimidad son un caso particular de los juegos
simples, los cuales definiremos més adelante.

Definicién 2.11. Un juego TU, v € GV, es mondtono si para cada par S,T C N con
S CT, tenemos v(S) < v(T).

El concepto de monotonia refleja que la adhesion de nuevos jugadores a una coalicién
nunca empeora el resultado obtenido por la coalicion.

Definicién 2.12. Un juego TU, v € GV, es superaditivo si para cada par S,T C N, con
SNT=0,v(SUT)>v(S)+v(T).

Denotamos por SGV la clase de juegos TU superaditivos de n jugadores. Un juego
TU es superaditivo cuando los jugadores tienen incentivos reales para la cooperacion, es
decir, la unién de cualquier par de coaliciones disjuntas de jugadores nunca disminuye los
beneficios totales.

Observacién 2.13. La propiedad de monotonia es mas débil que la propiedad de super-
aditividad. Por lo tanto, todo juego superaditivo ser4 mondtono, pero no al revés.

2.1. Juegos simples

La teoria de juegos simples estudia juegos cooperativos de utilidad transferible en los
que cualquier coalicién es ganadora o perdedora, sin que existan posibilidades intermedias.
Estos juegos permiten modelar distintas situaciones econémicas, sociales y politicas e
incluyen a los juegos de mayorias que predicen y analizan la formacion de coaliciones en
organizaciones estables, parlamentos y gobiernos.

En este tipo de juegos, el conjunto de jugadores tiene que tomar una decisién tenien-
do en cuenta que hay una regla para tomarla y es tal regla la que establece cudles de
las coaliciones formadas por los jugadores tienen suficiente fuerza para llevar a cabo la
propuesta.

Definicién 2.14. Un juego TU, v € GV, es un juego simple si:
. es mondtono.
ii. para cada S C N, v(S) € {0,1}.

iii. v(N)=1.



Denotamos por SV la clase de juegos simples con n jugadores.

Una coalicién ganadora, es un subconjunto del conjunto total de jugadores N, auto-
suficiente para ganar una votacién, es decir:

S C N, S es una coalicién ganadora < v(S) = 1.

Denotamos por W (v) el conjunto de todas las coaliciones ganadoras y lo definimos del
siguiente modo, W (v) := {S C N | v(S) = 1}. El conjunto W;(v) representa el conjunto de
coaliciones ganadoras que contienen al jugador 7, es decir, W;(v) := {S € W(v) | i € S}.
Por su parte, una coalicién serd perdedora, cuando no es ganadora, esto es, si y sélo si
v(S) =0.

El conjunto W™ (v) denota el conjunto de coaliciones ganadoras minimales; siendo
una coalicién ganadora minimal si todo subconjunto propio es una coalicién perdedora,
es decir:

S C N, S es coalicién ganadora minimal si cumple que, S € W (v) y T' ¢ W (v), VT C S.

Observemos que también lo podemos expresar diciendo que S es coalicién ganadora
minimal si y sélo si v(S) = 1y v(T) = 0 para todo T tal que T' C S. Definimos el
conjunto W™ (v) como W™ (v) :={S € W(v) | T ¢ W(v),VT C S}. Ademads, definiremos
el conjunto formado por las coaliciones ganadoras minimales que contienen al jugador i,
al que denotaremos por W/ (v) := {S € W™(v) | i € S}.

Notacién 2.15. Utilizaremos W y W™ para referirnos, respectivamente, a W(v) y
W™ (v), y solo se utilizard la dependencia respecto a un juego v cuando estemos tratando
diferentes juegos a la vez y pueda surgir confusion.

Observacién 2.16. Ademads de la caracterizaciéon (N, v), un juego simple se puede ca-
racterizar también por (N, W) y por (N, W™).

Definicion 2.17. Sea x € R, definimos las siguientes funciones:
[[]:R—=Z '] R—=Z
x — [x] :==min{k € Z| x < k} x — |x] :==max{k € Z| k < z}.

Proposicién 2.18. FEl conjunto de coaliciones ganadoras minimales presenta las siguien-
tes propiedades:

1. W™ es no vacio.

i. W™ es una anticadena del conjunto de partes 2V, esto es, un conjunto de subcon-
juntos de W tal que para todo X, Y € W™ se verifica que X Y eY € X.

11, Todo juego stimple tiene un unico W™,
. La cardinalidad de |W™| verifica':

L= W =< (LnJ>

W™ es anticadena del conjunto de partes 2V, por lo que se puede aplicar el Teorema de Sperner
(1928). Ver [7] Kirsch y Langner (2009).




Definicién 2.19. Un jugador i es critico en la coalicion S si S € W, pero S\{i} ¢ W,
es decir, su presencia es esencial para que la coalicion sea ganadora.

Las coaliciones ganadoras minimales pueden describirse también como aquellas que
sélo contienen jugadores criticos, formalmente W™ :={S | S € Wy S\{i} ¢ W, Vi € S}.

La clasificacion de las coaliciones en ganadoras y perdedoras puede refinarse, se obtiene
una clasificacién més detallada observando el caracter de la coalicion complementaria.

Definicion 2.20. Sea S C N.

= Decimos que S es ganadora decisiva si S € W y N\S ¢ W.
s Decimos que S es de bloqueo si S ¢ W y N\S ¢ W.

Por lo tanto, cualquier coalicién que no contenga ningin jugador de una coalicién
ganadora decisiva no podra ser ganadora. Una coalicién de bloqueo es aquella que no
puede ganar, pero puede impedir el triunfo de cualquier coalicién ganadora.

Definicién 2.21. Sea i € N y sea v € SV.

= Un jugador i posee veto en v si pertenece a todas las coaliciones ganadoras, es decir,
cualquier coalicion que no lo contenga es perdedora.

= Un jugador i es dictador en v si posee veto y cualquier coalicion que contenga a este
Jugador es ganadora, esto es, W™ = {{i}}.

Un jugador con veto tal vez no puede por si solo conseguir que se apruebe una propuesta
pero puede impedirlo, ya que su presencia es indispensable para conseguir la formacion de
una coalicién ganadora. Para comprobar que un jugador tiene veto basta con confirmar
que pertenece a todas las coaliciones ganadoras minimales del juego.

Un dictador es un jugador con veto que solo por sus propios medios puede conseguir
que se apruebe una propuesta sin necesitar el apoyo de nadie.

Ejemplo 2.22. Sea una junta de 4 accionistas en la cual se aprueban las decisiones
cuando representan el 51 % del porcentaje de acciones. El primer accionista tiene el 46 %
de las acciones, el segundo el 30 %, el tercero el 14 % y el cuarto el 10 %.

Con estos porcentajes, no hay dictador ni jugadores con veto. Sin embargo, si el pri-
mer accionista adquiere un 5% mads de acciones de los demds accionistas, entonces se
convertiria en un dictador.

Por otra parte, si este mismo accionista en vez de adquirir un 5% adquiere un 4% se
convertiria en un jugador con veto.

2.2. Juegos de mayoria ponderada

La clase de juegos simples se suele utilizar para modelar situaciones de voto lo cual
permite medir el poder de los diferentes miembros de tal situacién. Supongamos que N
es el namero de votantes y estan decidiendo si aprobar alguna acciéon o no. El hecho que
una coalicién S sea tal que v(S) = 1 significa que si los votantes en S votan a favor de la
accion, entonces la accién es emprendida.



Segin los votos que se precisen para llevar a cabo la accién sometida a votacién,
podemos distinguir distintas variantes de los juegos simples que clasificaremos como juegos
de mayoria simple o de a-supermayoria. Estos subtipos son, a su vez, un caso particular de
los llamados juegos de mayoria ponderada, que modelan elecciones en las que un jugador
puede tener derecho a votar méas de una vez. El niimero de votos que posee un jugador
sera su peso en una votacion.

Los juegos de mayoria simple sirven para modelizar procesos de elecciéon en los que
todos los jugadores pueden votar el mismo nimero de veces, es decir, tienen el mismo
peso. Ademas en dicha situacién, se requiere que sean favorables mas de la mitad de los
votos para que una accién se lleve a cabo. Esto es lo que se conoce como mayoria simple
de votos.

Definicién 2.23. Un juego de mayoria simple es un juego simple v € S, en el que la
funcion caracteristica del juego v, es v(S) = 1, si |S| > §, y v(S) = 0, en otro caso;

siendo S una coalicion de N.

Ejemplo 2.24. Una empresa, con una plantilla de 5 personas, debe decidir sobre llevar a
cabo o no un nuevo proyecto. Se ha determinado que todos los integrantes de la plantilla
tienen el mismo valor y que, para que el proyecto salga adelante, debe de haber mas votos
a favor que en contra.

Para modelizar esta situacién usaremos un juego de mayorfa simple v € SV, en el
que N = {1,2,3,4,5}, n = |[N| = 5 y la funcién caracteristica serd v(S) = 1, cuando
IS| > § = g = 2.5, y v(S) = 0, en otro caso.

La funcién v nos indica que una coalicién serd ganadora cuando tenga 3 o mas ele-
mentos. Podemos entonces definir este juego simple mediante su familia de coaliciones
ganadoras W, siendo

W = {{172’3}7 {1’274}7 {17275}’ {17374}7 {1’3’ 5}’ {174? 5}7 {273’4}7 {27375}7 {27475}7
{3747 5}7 {]‘727374}7 {1727375}7 {172747 5}7 {1?3747 5}7 {273747 5}7 {17273747 5}}

Si nos restringimos a las coaliciones de 3 elementos, obtenemos el conjunto de coali-
ciones ganadoras minimales y, por consiguiente, el juego simple se puede definir mediante
W™, donde

wm™ = {{1,2,3}, {1,2,4}, {1,2,5}, {1,3,4}, {1,3,5}, {1,4,5}, {2,3,4}, {2,3,5},
{2,4,5}, {3,4,5}}.

Un juego de a-supermayoria modela situaciones en las que cada jugador tiene derecho a
un voto y en las que se necesita una cuota de [an| para ganar la votacién, con % <a<l.

Definicién 2.25. Un juego simple v € SN, serd un juego de a-supermayoria si la funcion
caracteristica del juego, v, viene dada por v(S) =1, si |S| > [an], y v(S) = 0, en otro
caso; siendo S una coalicion de N.

Cuando a = %, observamos que la definicién de juego de a-supermayoria equivaldria
a la de juego de mayoria simple; por lo que este 1ltimo es un caso particular del primero.



Ejemplo 2.26. Supongamos el ejemplo anterior, ahora teniendo en cuenta que el jefe
del proyecto determina que por los riesgos del mismo, para que el proyecto salga adelante
deberd contar con el apoyo del 75 % de la plantilla.

Para modelizar esta situacién, usaremos un juego simple v € SV de a-supermayoria

enel que N ={1,2,3,4,5},conn=|N|=5,ya= % = %. Por otro lado, dado que para
este juego tenemos una cuota de [an] = [12] = [3.75] = 4, podemos definir la funcién

caracteristica como sigue: v(S) =1, si |[S| > 4, y v(S) = 0, en otro caso.

En este ejemplo, la funcién caracteristica v nos indica que una coalicién serd ganadora
cuando tenga 4 o mas elementos. Podemos entonces definir este juego simple mediante
W, siendo

W = {{1727374}7 {]"2’ 3’ 5}7 {172747 5}7 {17374’ 5}’ {273747 5}7 {1’2’ 3’47 5}}'

Si nos restringimos ahora a las coaliciones de 4 elementos, obtenemos el conjunto de
coaliciones ganadoras minimales W"" y, por consiguiente, una nueva forma de definir el
juego simple, en la que

wm={{1,2,3,4}, {1,2,3,5}, {1,2,4,5}, {1,3,4,5}, {2,3,4,5}}.

Los juegos de mayoria ponderada modelizan situaciones en las que cada jugador tiene
derecho a votar un determinado nimero de veces (peso del jugador) y en las que, para
llevar a cabo una accion es necesario el acuerdo entre, al menos, un nimero prefijado de
votos (cuota).

Definicion 2.27. Sea una cuota, ¢ > 0, y un sistema de pesos no-negativos, wy, ..., Wy,.
Un juego simple, v € SV, es un juego de mayoria ponderada si y solo si Yics Wi > q,
vSew.

Denotaremos un juego de mayoria ponderada por [¢; (w1, ..., wy,)]. El par [¢; w] se de-
nomina representaciéon del juego v. Un juego de mayoria ponderada tiene muchas po-
sibles representaciones. Decimos que una representacién w es normalizada si y sélo si
Y ien Wi = 1y que es homogénea si y sélo si ) .. qw; = ¢, para todo S € W™.

Podemos ver que los juegos de mayoria simple y a-supermayoria son casos particulares
de este tipo de juegos, en los que w; = 1,Vi € N. También se tiene que ¢ = [”T‘H] y
g = [an], respectivamente, segin sea un juego de mayoria simple o de a-supermayoria.

Ejemplo 2.28. Volvemos al ejemplo anterior pero anadimos una pequena variacién.

Ahora tenemos, por un lado, que el jefe de proyectos determina que, por los riesgos
del mismo, para que este salga adelante deberd contar con un respaldo del 75 %. Por otro
lado, se ha de tener en cuenta que, en este caso, no todas las opiniones de los integrantes
de la plantilla tienen el mismo valor, si no que hay expertos en el tema cuya opinién tiene
mas peso que la de otros.

Para modelizar esta nueva situacién usaremos un juego simple de mayoria ponderada
[q; (w1, ...,wp)]; enel que N = {1,2,3,4,5}, n = |N| =5y (wy,...,w,) = (6,5,2,4,2) serd
el vector de pesos del juego.



Para calcular la cuota g, utilizaremos el porcentaje de apoyo necesario, con respecto a
la suma de pesos; ¢ = [1% Sienwi] = [2(645+2+4+2)] = [14.25] = 15. Entonces
podemos definir el juego simple mediante W, con

W = {{1,2,4}, {1,2,3,4}, {1,2,4,5}, {1,2,3,5},{1,2,3,4,5}}.

A partir de las coaliciones ganadoras obtenemos el conjunto de coaliciones ganadoras
minimales y, por consiguiente, definimos el juego simple por medio de W™ siendo

W™ = {{1,2,4}, {1,2,3,5}1.

Observacion 2.29. Todo juego de mayoria ponderada es un juego simple, basta con
definir w(S) = ) ;g w; y considerar como conjunto de coaliciones ganadoras

W ={Se2¥ [w(S) > q}.

Sin embargo, no todo juego simple es un juego de mayoria ponderada. Consideramos
el juego de cuatro jugadores, N = {1,2,3,4}, cuyo conjunto de coaliciones ganadoras
minimales es

W = {{17 2}7 {37 4}},

es decir, los subconjuntos formados por los jugadores 1 y 2 por un lado, y 3 y 4 por otro.

Si existiesen wi, wo, w3, wy y g como en la definicién anterior, deberfan cumplirse las
desigualdades siguientes:

w1+wQZQ7 w1+w3<Q7
w3 + wy 2 q, w2 +wy < q.

Sumando las dos de la izquierda se obtiene que w1 + ws + w3 + w4 > 2¢ y sumando las
dos de la derecha se obtiene wi, wo, w3, ws < 2q. Estas dos condiciones son incompatibles.

Definicién 2.30. Un juego simple, v € SN, es realizable si proviene de un juego de
mayoria ponderada. Se suele decir entonces que v es un juego de mayoria ponderada. La
observacion anterior prueba que existen juegos simples no realizables.

2.3. Concepto de solucién

Se ha puesto de manifiesto que uno de los problemas que tratamos de resolver es la
distribucién de la cantidad v(N) de una manera razonable, entre los diferentes agentes
del juego. Que la distribuciéon sea razonable significa que el dinero o cualquier otro tipo de
utilidad transferible que represente v(N) sea repartido entre los jugadores de forma que
ese reparto pueda ser aceptado por todos, al amparo de unos criterios que se establezcan
previamente como validos.

Un concepto de solucién para los juegos cooperativos es, en general, una regla que
asigna a cada juego v € SN un subconjunto de R, siguiendo unas reglas predeterminadas.
Por lo tanto, hablaremos tanto de soluciéon como de regla de asignacién indistintamente.
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Existen soluciones de tipo conjunto o de tipo puntual dependiendo si el subconjunto
de RY que asignan a cada v es un conjunto de vectores o un sélo vector, respectivamente.

Definicién 2.31. Una regla de asignacion tipo puntual ¢ para un juego TU, v € GV, de
n jugadores es una funcion:
p: GN - RN

que asigna a cada v € GN un nico vector x € RV .

El nimero z(7), que por comodidad se denota simplemente x;, es la cantidad que recibe
el jugador i teniendo en cuenta la funcién de distribucién de pagos z. Los vectores € RV
tales que ) ;. y z; = v(IN) se llaman vectores de pago eficientes para el juego v.

Si ademds, z; > v(i), para todo i € N, se dice que x € RY satisface el principio de
racionalidad individual, segin el cual cada jugador debe recibir un pago al menos igual a
lo que podria conseguir por si solo en el juego v.

Definicion 2.32. El conjunto de todas las soluciones que son vectores de pago eficientes
se denominan imputaciones del juego. El conjunto de todas ellas se denota por

I[v] :== {z € RV | Zml =v(N), z; > v(i), Vi € N}.
1EN

El conjunto de imputaciones para una funcién caracteristica puede tener infinitos pun-

tos, un solo punto o bien no tener ninguno.

Proposicién 2.33. Sea v € GV un juego,

Iv] # 0> v(i) < v(N).
1EN
Demostraciéon. Veamos cada una de las dos implicaciones:

=) Supongamos que I[v] # (). Entonces existe x = (x1, z2, ..., x,) € I[v]. Por tanto, se

verifica que
n
Z x; = v(N).
i=1

Entonces debe verificarse que

v(i) < v(N),
1

n
1=

n n
por ser x; > v(i), se tiene que Z:BZ > Zv(z)
i=1 i=1

Por tanto,

11



<) Supongamos ahora que

Veamos ahora que I[v] # 0. Para ello basta considerar el vector de distribucién de
pagos

n—1
x = (x1,2,...,Ty), con x; = v(:),¥i=1,2,....n— 1,2, = v(N) — v(7).
i=1
Como por hipétesis se tiene que
n
v(z) < v(N),
i=1
se verifica que
n—1
v(n) < o(N) = (i) = zp.
i=1
Ademaés,
n n—1 n—1 n—1
in:in—i—xn:Zv(i)—i—v(N)— v(i1) = v(N).
i=1 i=1 i=1 i=1
Se trata de una imputacién y, por tanto, I[v] # 0. O

Corolario 2.34. Siv € SGV es un juego superaditivo, entonces I[v] # (.

El primer concepto de solucién para juegos cooperativos con utilidad transferible es el
de conjunto estable, introducido en 1944 por Von Neumann y Morgenstern. Los conjuntos
estables se describen en términos de una relacion entre imputaciones llamada dominacion.

Definicién 2.35. Sea v € GV y 2,y € I[v]. Decimos que x domina a y si existe una
coalicion no vacia S C N tal que x; > y;, Vi€ S y Y pcqxr < v(S5).

Definicién 2.36. Sea v € G. Un subconjunto A C I[v] es un conjunto estable para el

Juego v si cumple:

i. sixz,y € A, entonces x no domina a y.

ii. si x € I[v]\A, entonces existe y € A tal que y domina a x.

Un conjunto estable satisface la condicién de estabilidad interna (ninguna imputacién
en A domina a otra) y la condicién de estabilidad externa (cualquier imputacién fuera
del conjunto A estd dominada por alguna imputacién en A).

Este tipo de solucién es un concepto cuyo manejo es, en general, dificultoso; la propia
determinacién de los mismos conjuntos estables suele ser laboriosa, pudiendo encontrar
juegos que poseen infinitos y otros que carecen de dichos conjuntos.

12



Otro concepto de solucién, introducido por Gilles en 1953, es el nticleo de un juego.

Definicién 2.37. El nicleo del juego v € GV estd definido por

Clo] :=={z € I] | > _a; > v(S), VS C N}.

€S

Las soluciones del nticleo pueden entenderse como distribuciones favorables de la utili-
dad total v(IV) en el sentido que el pago para cada coalicién, entendido éste como la suma
de pagos a sus integrantes, nunca es menor que la utilidad que obtendria la coalicién por
si sola; en este sentido, la cooperacién ha de ser vista como beneficiosa por cualquier coa-
licién y la solucion aceptable por todas ellas. Este concepto se conoce como racionalidad
coalicional.

Existe una relacién entre el nicleo y los conjuntos estables. En primer lugar, el nicleo
de cualquier juego esta incluido en el conjunto de todas las imputaciones no dominadas
(entonces, el nicleo cumple la condicién de estabilidad interna). En general, estd inclusién
es estricta, pero si el juego es superaditivo tenemos la igualdad.

Proposicién 2.38. Sea v € GV. Entonces,

i. Six € Clv|, entonces no eziste y € I[v] tal que y domina a x.
ii. Sive SGN, entonces Clv] = {x € I[v] | no eziste y € I[v] tal que y domina a x}.

Demostracion.

i. Sea z € C[v] y supongamos que existe y € I[v] y S C N, S # (), tal que y domina a
x en S. Entonces,

v(S) =D Ty > ) wi > 0(S),
€S €S
y llegamos a una contradiccion.
ii. En el punto anterior se ha demostrado la inclusién C y ahora se demuestra la otra
inclusiéon O. Procederemos por reduccién al absurdo.
Sea x € I[v]\C[v]. Entonces existe S C N tal que ), qx; < v(S5).
Sea y € RN definido para cada i € N, por

i + 7U(S)_|%‘|jes & sii €S,
Yi = N
(i) + & )_”(f]){\?ljw\sm" siig s

Como v es superaditivo, v(N) —v(S) = > e p g v(j) = 0y ademds y € I[v]. Por lo tanto,
y domina z en S. (]
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Corolario 2.39. Sea A un conjunto estable para un juego v € GN.

= Cv] C A.
» Si el nicleo Clv] es un conjunto estable, entonces Clv] = A.

Ejemplo 2.40 (Valoracién finca). Una finca estd valorada por su actual propietario
en 350.000 euros. Un empresario le ofrece acondicionarla como poligono industrial por
700.000 euros y una empresa constructora le ofrece 775.000 para edificar parcelas en ella.

Sea N = {1,2,3} donde 1 es el empresario, 2 la empresa constructora y 3 el propietario.
Podemos definir este juego v del siguiente modo:

v(l) =v(2) =v(12) =0,
v(3) = 350, v(13) = 700, v(23) = 775 y v(123) = 775,

en donde los valores vienen expresados en miles de euros.

Ahora vamos a obtener el nucleo de este juego. Perteneceran al nticleo los puntos
(z1,x2,x3) que satisfagan las siguientes restricciones:

x1 + x2 + x3 = 775 (principio de eficiencia),
x1 >0, 22 >0, x3 > 350 (racionalidad individual),
x1+x2 >0, 21 + 23 > 700, 29 + x3 > 775 (racionalidad coalicional).

Es decir, los elementos del nticleo son los puntos que pertenecen al conjunto de impu-
taciones del juego y, ademads, verifican las restricciones correspondientes a la racionalidad
coalicional.

Teniendo en cuenta la restriccion x1 + xo + x5 = 775 (principio de eficiencia), se tiene

que

1+ 29 >0 775 —a3 >0 23 <775
1 +x3 > 700 775 — 29 > 700 & 29 <75
To+x3 > 715775 —x1 > 775 < 21 <0.

Por tanto,

Clv] = {(z1,22,73)} € R® : g + 29 + 23 = 775,21 = 0,0 < 29 < 75,350 < x3 < 775}
(x1,29,23) € R3: 21 =0,0<z9 <75,350 <775 — a9 < 775,253 = 775 —xa}
(
(

{
{(z1, 20, 23)} €R®: 21 = 0,0 < 9 < 75,0 < 425, 23 = 775 — 29}
{ 0 $2,775—$2) . OSI'Q S 75}.

Puede suceder que el nicleo contenga soluciones realmente dispares como pago a los di-
ferentes jugadores. Por lo que parece conveniente establecer soluciones para juegos coope-
rativos que asignen a cada juego v un unico vector de pagos. El primer concepto de solu-
cién puntual para juegos cooperativos con utilidad transferible es el del valor de Shapley
introducido por L.S. Shapley en 1953.
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El método utilizado por Shapley consiste en proponer unas determinadas propiedades
que deberia verificar esa solucién puntual y demostrar que estas mismas propiedades la
caracterizan de forma univoca, de manera que pueden ser tomadas como axiomas.

Definicién 2.41. Sea v € GV

i. Un jugadori € N es un jugador nulo si, para cada S C N\{i}, v(SU{i})—v(S) = 0.

it. Dos jugadores i y j son simétricos si, para cada coalicion S C N\{i,j}, v(SU{i}) =
v(SU{3})-

Sea ¢ una regla de asignacién tipo puntual y consideramos las siguientes propiedades
que podriamos imponer:

» Eficiencia (EF): La regla de asignacién ¢ satisface EF si, para cada v € GV,
>ien #i(v) = v(N).

» Jugador Nulo (JN): La regla de asignacién ¢ satisface JN si, para cada v € GV y
cada jugador nulo i € N, p;(v) = 0.

= Simetria (SIM): La regla de asignacién ¢ satisface SIM si, para cada v € GV y cada
par i,j € N de jugadores simétricos, ¢;(v)=¢;(v).

= Aditividad (AD): La regla de asignacién ¢ satisface AD si, para cada v,w € GV,
p(v+w) = p(v) +p(w).

La propiedad EF requiere que ¢ asigne el valor total de la gran colicién, v(N), entre
los jugadores. La propiedad JN dice que los jugadores que contribuyan 0 a cualquier
coalicién, es decir, que no generen ningun beneficio adicional, no tendrian que tener pago
alguno. La propiedad SIM pide a ¢ que trate a todos los jugadores que son iguales por
igual. Finalmente, AD es la Unica que aunque sea un requisito natural, no estd motivada
por ninguna nocién de equidad.

Definicién 2.42. El valor de Shapley, ¢, estd definido para cada v € GN y para cada
i € N, por

st = S B g4 (i) — us).

n!
SCN\{i}

Por lo tanto, con el valor de Shapley, cada jugador recibe una media ponderada de las
contribuciones que hace a las diferentes coaliciones. La férmula anterior puede interpre-
tarse del siguiente modo. Supongamos que la coalicion N tiene que formarse dentro de
una habitacién, pero los jugadores tienen que entrar de uno en uno. Cuando un jugador
i entra, obtiene su contribuciéon a los jugadores que ya estan dentro, es decir, obtiene
v(SU{i}) —v(S). El orden de entrada de los jugadores es aleatorio, con n! posibilidades.

Sea II(NN) el conjunto de todas las permutaciones de elementos en N vy, para cada
m € II(N), sea P™(i) el conjunto de predecesores de i bajo el orden dado por 7, es decir,

j e P (i) e n(j) < m(i).
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Veamos ahora cémo utilizando las permutaciones podemos construir una definicion
alternativa para el valor de Shapley.

Definicién 2.43. Sea v € GV. Sea m € TI(N). El vector de contribuciones marginales
asociado a m, m™(v) € RN, estd definido, para cada i € N, por

mj (v) := o(P7(i) U {i}) — v(P7())-

Observacién 2.44. Sea Vi € N y VS C N \ {i}, entonces existen |S|!(n — |S| — 1)!
permutaciones diferentes, m € II(N) para las que P™(i) = S. De este modo, obtenemos:

)= 3 SO ISI= Dl Gy~ u(s)) =

SCAN) &
:% S (P”()U{z})—v(P’r(i)):% > ml(v).
" rell(N) " well(N)

Teorema 2.45. El valor de Shapley es la tinica regla de asignacion en G que satisface
EF, JN, SIM y AD.

Demostracion.

Veamos a continuacién que ¢ verifica las propiedades.

» Eficiencia.

Yo=Y miw=3 Z i) U{i}) = v(P"(6))

iEN ien v w€II(N) iEN nt n€ll(N
= i, > YU L)) — o(PT(0) = % > (W)~ (@)
ETI(N) zeN " well(N)

= Z _!U(N):U(N).
EM(N)

= Jugador nulo.

Como hemos indicado antes un jugador 7 es nulo si v(S U {i}) — v(S) = 0, por lo
tanto, obtenemos directamente:

sy = 3 B TISIED 6 Gy - uis)) =0

n!
SCN\{i}

= Simetria.

Dos jugadores son simétricos si el valor anadido que aportan a la coalicién es el
mismo. Es decir, para toda S C N\{47,j}, v(SU{i}) =v(SU{j}). Por lo tanto:
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sy = S BB D gy — sy

n!
SCN\{i}

=y BHeSISIEDY s ) - os))

n!
SCN\{i,j}

) Z |S|!(n _n|!S|_1)!(U(SU{iaj})U(Su{j}))

SCN\{i,j}

=y BesISE D6 ) - usy)

n!
SCN\{ij}

S |S|!(n—n|!s|_1)!(U<SU{Z"J‘})—v(SU{i}>)

SCN\{i,j}

Z ‘S‘!(n —n|!S‘_1)!(U(SU{]'})_’U(S)):(bj(v).

SCN\{s}

= Aditividad.

Se consideran los juegos v y vo de n jugadores. Entonces vy + v es otro juego de
n jugadores y se verifica que:

VS C N, (Ul + 1}2)(5) = Ul(S) + UQ(S).

Por tanto, para cada jugador ¢ € N se tiene que

|S{(n —[S] = 1)!

n!

((v1 +v2)(SU{i}) — (v1 +v2)(5))

(bi(’l)l +U2) = Z

SCN\{d}

S |S]!(n —n|!5‘ — 1! (01 (S U {i}) +v2(S U {i}) — v1(S) — v2(S))
SCN\{i}

_ Z 15| (n — "S‘ —1)! (v1(SU{i}) —v1(S) + v2(S U {i}) — v2(5))

n!
SCN\{i}

yo Bl =ISI= DG s gy - o)

SCN\{i} "
S 1S|!(n —n|!5| —1)!(02(5U{z‘})—v2(5))
SCN\{i}

= ¢i(v1) + di(v2).
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Ahora, sea ¢ una regla de asignacién que satisface EF, JN, SIM y AD. Observemos que
cada juego v € GV puede ser visto como el vector {v(8)}seam\qoy € R2"~1 y entonces,
G puede ser identificado como un espacio vectorial de dimensién 2" — 1.

Como ya hemos demostrado previamente? los juegos de unanimidad forman una base
del espacio vectorial mencionado.

Asi, para cualquier juego dado v, existen ag tnicos tales que

v = Z asug

Se2N\{0}

Dado que ¢ satisface EF, JN y SIM, tenemos que para cada i € N, cada ) # S C N,
y para cada ag € R,
s sit €S,

S
0 en caso contrario.

pi(asus) = {
Entonces, como ¢ satisface AD y U(N) es una base de G, tenemos que

p0)= Y plasus)

Se2N\ {0}
v © estd unicamente determinada. O

Proposicion 2.46. Ninguno de los axiomas en la caracterizacion del valor de Shapley es
prescindible.

Demostracién. Vamos a ver para cada axioma de la caracterizacion que si lo quitamos,
existe una regla de asignacién diferente del valor de Shapley que satisface los otros tres
axiomas.

» Quitamos EF: La regla de asignacién ¢ definida para cada v € GV, por p(v) =
2¢(v), satisface JN, SIM y AD.

= Quitamos JN: La regla de asignacién ¢ definida para cada v € GV y para cada
i € N, ¢i(v) = @ satisface EF, SIM y AD. Esta regla de asignacién es conocida

como la regla de divisién igual.

= Quitamos SIM: Sea ¢ la regla de asignacién definida como sigue. Sea v € GV y sea
IT*(N) el conjunto de ordenaciones de los jugadores en N en el que el jugador 1 est4
en la primera posicién, i.e., 7 € II'(N) si y sélo si 7(1) = 1. Entonces, para cada
i€ N, pi(v) = ﬁ > remi(n) M (v). Esta regla de asignacién satisface EF, JN y
AD.

= Quitamos AD: Sea ¢ una regla de asignacién definida del siguiente modo. Sea v €

G y sea d el ntimero de jugadores nulos en el gu)ego v. Entonces, para cada i € N,
N

v

@i(v) = 0 si 4 es un jugador nulo y ¢;(v) = =7 en caso contrario. Esta regla de

asignacién satisface EF, JN y SIM. O

*Ver pagina 4.
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Observacién 2.47. Sea v € SGY. Entonces, para cada i € N y para cada 7 € TI(N),
tenemos que

mi(v) = o(PT(i) U{i}) — v(P7(i)) = v(P"(2)) + v(i) — v(P7(i)) = v(i).
Entonces,

1
. n:
reTI(N) rEM(N)

Cbi(U):% Z mi(v) > — Z v(i) = v(i).

Por lo tanto, para la clase de juegos superaditivos, el valor de Shapley pertenece al
conjunto de imputaciones.
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3. Indices de poder

Los juegos simples se usan normalmente como modelos de organismos que toman
decisiones mediante votaciones, por lo tanto, un concepto de solucién para esta clase de
juegos se llama también indice de poder, y representa una medida abstracta del poder
de cada votante en el organismo que el juego describe. También puede ser interpretado
como la capacidad a priori de los votantes para cambiar el resultado, por eso, cuando
restringimos la atencién a juegos simples, las reglas de asignacion tipo puntual se suelen
llamar indices de poder.

Definicién 3.1. Un indice de poder es una funcién no negativa f : S — RN, que asigna
a cada juego v € SN un vector f(v) € RY, cuyas componentes f;(v) > 0 recogen la medida
del poder que posee el jugador i en dicho juego.

3.1. Indice de Shapley-Shubik

La primera propuesta de indice fue el indice de Shapley-Shubik (Shapley y Shubik,
1954), que utiliza como factor fundamental de valoracién la medida en que un votante es
decisivo en la toma de una decisién.

Definicion 3.2. El indice de poder de Shapley-Shubik es la restriccion del valor de Shapley
a la clase de juegos simples o S™, por lo tanto, se denota también por ¢.

Sea m = (mw(1),...,7(n)) una permutacién cualquiera. Si imaginamos que se va forman-
do una coalicién a partir de 7(1), aniadiendo jugadores uno a uno en el orden indicado
por la permutacién, siempre llegaremos a encontrar un primer jugador i que, al inte-
grarse, convierta en ganadora la coalicién que forman con él quienes le proceden en la
permutacion. Este jugador se llama pivote, mas formalmente:

Definicion 3.3. Diremos que existe un unico jugador i € N denominado pivote si:

i. PT(i) ¢ W.

it. P(i+1) e W.

Aunque hayamos dado una caracterizacién del valor de Shapley para GY, esto no es
vélido cuando nos restringimos a SV. La razén es que la suma de juegos simples no es
un juego simple y, por lo tanto, la propiedad de Aditividad no tiene sentido en S™V. Se

propone una caracterizaciéon reemplazando AD por la propiedad de Transferencia (TF).
Esta propiedad relaciona los indices de poder del juego méximo y el juego minimo.

Definicién 3.4. Sean v,o € GV. El juego mdzimo de v y ¥, vV ¥, se define para cada
S C N, por
(v V0)(S) :=maz{v(S),v(5)}.

Andlogamente, el juego minimo de v y v, v AU, se define, para cada S C N, por

(v AD)(S) :=min{v(S),(5)}.

20



Proposicién 3.5. Sean v,7 € SN, entonces el juego mdzimo y el juego minimo de v y ¥
son juegos simples y se definen del siguiente modo.

El juego mdzimo vV o € SV se define para cada S C N, por

_ 1 siv(S)=109(S) =1,
(U v U)(S) T { 0 en cualquier otro caso.

El juego minimo v Ao € SV se define para cada S C N por

B 1 siv(S)=1yo(S) =1,
(vAD)(S) := { 0  en cualquier otro caso.

Esta operacion se extiende a cualquier conjunto finito de juegos y es asociativa.

El conjunto de coaliciones ganadoras del juego simple v V ¥ es la unién del conjunto
de coaliciones ganadoras de v y ©. En el juego simple v A 9, el conjunto de coaliciones
ganadoras es la interseccion del conjunto de coaliciones ganadoras de v y v.

Recordemos, que dada una coalicion S, ug denota el juego de unanimidad de .S y que
los juegos de unanimidad son juegos simples. Ademds, dado un juego simple v € SV
tal que el conjunto de coaliciones ganadoras minimales es W™ = {51, ..., S}, entonces
v=ug, Vug, V..V ug,. Presentamos ahora la propiedad de Transferencia.

» Transferencia (TF): Un indice de poder f satisface TF si, para v, € SV,
flovo)+ fluvAv) = f(v) + f(0).

Teorema 3.6. El indice de Shapley-Shubik es el inico indice de poder que satisface EF,
JN, SIM y TF.

Demostracién. Por el Teorema 2.45., ¢ satisface EF, JN y SIM. Ademds, dados dos
juegos simples v y 0, v+ 0 = (v V ) + (v A D) y como el valor de Shapley satisface AD,
el indice de Shapley-Shubik satisface TF.

Sea v un juego simple y sea f un indice de poder que satisface EF, JN, SIM y TF.
Probaremos la unicidad por induccién en el nimero de coaliciones ganadoras minimales,
es decir, en |W™(v)|.

Si [W™(v)| = 1, entonces v es un juego de unanimidad para la coalicién S € W™ (v),

es decir, v = ug. Por EF, JN y SIM f(v) = ¢(v).
Asumimos, que para cada juego simple v tal que |W™(v)| <k —1, f(v) = ¢(v).
Sea v un juego simple, |W™(v)| =k, i.e., W™(v) = {S1,..., Sk} ¥

v=1ug, Vug, V..Vug,.

Sea U = ug, V ...V ug, . Entonces, ug, Vo =vy

us, ANV = US,US; V US5US, V..V US, US; -
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El nimero de coaliciones minimales ganadoras para cada juego simple ug,, 0y ug, A0
es mas pequeno que k.

Entonces, por hipdtesis de induccién,
flus,) = d(us,), f(0) = (D) y flus, A) = d(us, AD).

Por TF,
f(u51 v Qj) + f(u51 A 6) = f(u51) + f(ﬁ),

ademds, como ug, VU =,

f )

flus,) + f(9) — f(us, AD)
P(us,) + ¢(0) — d(us, A1)
d(us, +0—ug, N0) = ¢(v).

O

Recordemos que el valor de Shapley, puede ser visto como una media ponderada de
las contribuciones marginales de los jugadores a las distintas coaliciones. Ademas, cuando
trabajamos con juegos simples, para obtener el indice de Shapley-Shubik podemos res-
tringir la atencién al par de coaliciones S, S U {i} tal que S no es una coalicién ganadora
pero S U {i} si que lo es. Una coalicién de este tipo se denomina swing para el jugador i.

Definicién 3.7. Sea v € SN y sea i € N. Un swing para el jugador i es una coalicion
S C N\{i} tal que S ¢ W(v) y SU{i} € W(v).

Es decir, un swing para un jugador ¢ es una coalicién ganadora para la que el jugador
i es un jugador critico. Denotamos por p;(v) el nimero de swings del jugador ¢ y por u(v)
el nimero total de swings, es decir,

) =3 (o).

1EN

Si observamos cémo el indice de Shapley-Shubik se relaciona a la idea de swing, obte-
nemos que este indice es una media ponderada de los swings de cada jugador, donde el
peso de cada swing depende de su tamano.

3.2. Indice de Deegan-Packel

Posteriormente al indice de Shapley-Shubik, se introdujeron indices de poder que en
lugar de considerar la medida en que un votante es decisivo, se basaron en la idea de coa-
licién ganadora minimal. Estos indices son el indice de Deegan-Packel (Deegan y Packel,
1978) y el indice de Holler-Packel o Public Good (Holler y Packel, 1983).

Definicién 3.8. Sea v € SV un juego simple. Definimos el indice de poder de Deegan-
Packel, p, para cada jugador i € N por

1 1
P = ] 2 TS

Sew™(v)
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Donde la definiciéon anterior, proviene de asumir los siguientes supuestos:

1. Sélo las coaliciones minimales seran ganadoras.
2. Cada coalicién ganadora minimal tiene la misma probabilidad de formarse.

3. Los jugadores en una coalicién ganadora minimal dividen el poder por igual.

Estos supuestos vienen motivados por el hecho de construir un indice de poder ra-
zonable para formular a priori una manera de medir el poder. Mas concretamente, los
supuestos 1 y 2 responden a la btisqueda de jugadores racionales que maximizan sus ga-
nancias y el supuesto 3 responde a un reparto equitativo de las ganancias a los jugadores
resultado de la participacién en la coalicion.

Observacion 3.9. La definicion de p; es consistente con y determinada por los supues-
tos anteriores. En efecto, sélo coaliciones ganadoras minimales que incluyan el jugador ¢
aparecen (supuesto 1) y cada coalicién es tratada consistentemente en el sumatorio (su-

puesto 2). Ademas, para cada S € W/"(v), el término %‘ indica que el jugador i reparte

su ganancia equitativamente con los otros |S| — 1 jugadores en S. El factor W sirve

para normalizar el poder de los jugadores de manera que la suma sea la unidad.

Como estamos interesados sélo en coaliciones ganadoras minimales en el juego v V w
sera necesario restringir los pares de juegos que combinamos del siguiente modo.

Definicién 3.10. Los juegos v y w en SV son fusionables si
VS eW™w)yT e W™ (w), SZT yT € S.

Como ya hemos dicho, las coaliciones ganadoras en v V w son precisamente la unién
de las coaliciones ganadoras en v y en w, y la condicién de fusionabilidad asegura que

(W™ (v Vw)| = W™ ()| + W™ (w)].

Veamos ahora las propiedades que se pueden imponer a un indice de poder f, sea
ve SN

= Eficiencia (EF): ..y fi(v) = 1.
» Jugador Nulo (JN): W™ (v) =0 = f;(v) = 0.

» Anonimato (AN): Para cualquier i € N y cualquier permutacién © € N, fr;)(mv) =
fi(v), donde el juego 7v esta definido por (7v)(S) = v(7~1(S)).

Fusionabilidad (FUS): Si v,w € S™ son fusionables, entonces

1

flovw) = m(lwm(v)\f@) + W (w)|f(w)).
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Observacion 3.11. Podemos reformular la propiedad JN como hemos hecho, ya que
si nos restringimos a la clase de juegos simples, obtenemos que si un jugador es nulo no
contribuye al valor de una coalicién, entonces no pertenecerd a ninguna coalicién ganadora
minimal.

La propiedad AN nos dice que cambiando los nombres de los jugadores esto no afecta
a su poder y por lo tanto, es del mismo estilo que la propiedad SIM.

Finalmente, la propiedad FUS indica que el poder en un juego fusionable es la me-
dia ponderada de los componentes del juego, con el niimero de coaliciones ganadoras
minimales en cada componente proporcionando los pesos.

Teorema 3.12. El indice de Deegan-Packel es el unico indice de poder que satisface EF,
JN, AN y FUS.

Demostracién. Veamos primero que satisface EF, JN, AN y FUS.

= Eficiencia.
Consideramos cualquier S € W™ (v) y todos los términos del sumatorio

2 =2, 2 \Wm G

€N 1EN SeW™ (v

que resultan de S. Hay precisamente |S| términos (uno para cada i € S) y cada uno

contribuye
1 1

[Wm(o)[]S]
Asi S contribuye precisamente W al sumatorio.

Como hay |[W™(v)| contribuyentes al sumatorio total, tenemos que » ;. pi(v) = 1,
como desedbamos.

= Jugador Nulo.

W™ (v) =0 = BS tal que S € W™ (v) = Z —=0= pi(v) =0.

Sew"(v)

= Anonimato.

Consideramos cualquier # € N. Entonces,

1 1 1 1
o TIPS G Rl P DR ey Rl

Sew™(v) w(S)eW

= Fusionabilidad.
Para Vi € N,

1 1
V) = e 2 8]

SeW™(vVw)
1 1 1
“weve (2 BT 2 T
Sewm (v) Sewm (w
1
= vy (W @) + W @) i)
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Vamos a ver ahora que cualquier indice f que satisfaga EF, JN, AN y FUS serd igual
a p.

Consideramos v € S y sean S1, 59, ..., Sy, las coaliciones de W™ (v), de manera que
|[W™(v)| = m. Sea vx € S un juego de unanimidad, entonces tenemos |[W™ (v3)| = 1.

Como W™(vy) = {Sk}, los vy son fusionables y v = v1 V vy V ... V vp,. Por lo tanto,
para cualquier ¢+ € N y cualquier juego de unanimidad vg, por las propiedades EF, JN y
AN tenemos: .

] si1 € S,

en cualquier otro caso.

Utilizamos la induccion sobre m juegos, supongamos que es cierto para m-1 y obtene-

: 1 o 1 I
fi(v):WZ\W (Uk)\fi(vk)—m > @—Pz(v)a

k=1 Sew™ (v)

Donde hemos utilizado los valores de arriba para f;(vx) y el hecho que todos los
W™ (vg)| = 1. 0

El indice de Deegan-Packel y sus propiedades pueden ser generalizados para G, de
esta manera, se proporciona una alternativa del valor de Shapley.

Si descartamos, en este caso general, la idea de coaliciones ganadoras minimales (de
hecho, como v ya no esta restringido a 0 y 1, no esta claro qué podria ser una coalicién
ganadora), podemos obtener una funcién valor general p en v € GV del siguiente modo.

Para i € N, definimos
_ v(S
/)Z'(’U) = E ( )

€S

Definicién 3.13. Llamamos a i € N un jugador cero si v(T) = 0 siempre que i € T

De mismo modo que para p, asumimos que todas las coaliciones son igual de probables
v los repartos entre los jugadores son iguales.

Consideremos las siguientes propiedades que posteriormente impondremos:
= Eficiencia Modificada (EFM): 3.y fi(v) = > gc yv(5).
» Jugador Cero (JC): i es un jugador cero = f;(v) = 0.

= Anonimato (AN): Para cualquier i € N y cualquier permutacién men N, fr;(7v) =

fz('l))
Aditividad (AD): Para cualquier v,w € GV, f(v+w) = f(v) + f(w).

La propiedad de EFM, dice que la suma de los indices de poder de todos los jugadores
i € N es igual a la suma del valor de todas las coaliciones S C N. Por otro lado, la
propiedad de JC indica que el indice de poder de un jugador cero es 0, lo cual es razonable
ya que el valor de todas las coaliciones a las que pertenezca este jugador sera 0.
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Teorema 3.14. Existe una unica regla de asignacion en GV que satisface EFM, JC, AN
y AD, y estd definida por p;(v) =Y scn %
€S

Demostracién. Veamos en primer lugar que existe tal ¢ : GV — RN que satisface EFM,
JC, AN y AD. Definimos para cada S C N y para cualquier ¢ € R el juego vg . por

C siT =38
T) = ari
vs,e(T) { 0 en caso contrario.

Entonces, EFM, JC y AN aseguran que

N s
pi(vs,) = { | i

S
0 en caso contrario.

Como cualquier v € GV puede ser escrito como una suma finita de juegos de la forma

US,c
v = Z US,'U(S)a
SCN

AD implica

)= Y eilvsus) = 3 S = A,

SCN SCN 5]
i€S

Queda demostrar que p satisface EFM, JC y AD.

» Eficiencia Modificada.

IEDIDIEED IEEED PRCH
€N €N Z,S'GQSN SCN SCN

= Jugador Cero.

i es un jugador cero = v(S) =0 VS tal que i € S = p; = 0.

= Anonimato.

= Aditividad.
Dados v y w en GV y cualquier i € N,

o) = 30 O 57 BEEED 50 4 i)
5 i
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3.3. Indice de Holler-Packel

Tanto el indice de Shapley-Shubik como el indice de Deegan-Packel consideran el valor
de la coalicién como un bien privado, ya que hacen frente al problema de distribuir o
asignar el valor a priori de la coalicién a sus miembros, pero puede no haber una solucién
a este problema si el bien es colectivo.

Por ejemplo, en el caso de la politica, dividir el valor de una coalicién va en contra del
primer principio del andlisis politico que considera que la politica piblica es un bien (o
mal) publico.

Por lo tanto, Holler (1982) realiza una propuesta de indice alternativo cuyos supuestos
bésicos son:

1. Todo jugador de una coalicién ganadora minimal es decisivo para el valor de la
coalicién. Dicho valor expresa (sin dividir) el poder del jugador en la coalicién.

2. Un jugador no critico, de una coalicién, no influye en el caracter ganador de la
misma, y por lo tanto, su poder es nulo. Es “pura” suerte cuando un resultado
corresponde con sus preferencias.

3. Como los jugadores no criticos de las coaliciones no son decisivos para afectar a el
caracter ganador de una coalicién, no tienen incentivos a votar.

4. Solo se formaran las coaliciones que tienen un conjunto decisivo como coalicién
ganadora, es decir, un conjunto decisivo ganador. Los jugadores criticos de una
coalicién constituyen el conjunto ganador decisivo.

5. Cada conjunto decisivo ganador corresponde a un resultado especifico de una coa-
licién.

Si consideramos el resultado de la coalicion como un bien piblico, nos tenemos que
referir a los distintos conjuntos ganadores decisivos de las coaliciones potenciales cuando
medimos el poder a priori dentro de un organismo de votacién.

El concepto de conjunto decisivo ganador es idéntico al de coalicién ganadora minimal.
Por lo tanto, no se restringe a que sélo estas coaliciones puedan formarse, pero si se sugiere
que sélo éstas seran importantes para medir el poder a priori.

Definicién 3.15. Sea v € SV un juego simple. El indice de Holler-Packel para cada
jugador i € N es:
(Wi ()]

GO = )

El indice de Holler-Packel mide el niimero de veces que el jugador ¢ es miembro de
una coaliciéon ganadora minimal, dividido por el niimero de veces que los n jugadores del
conjunto N son miembros de S € W™ (v).

Como v es un juego simple, V.S C N, v(S) € {0,1} entonces (;(v) es proporcional al
nimero de coaliciones ganadoras minimales que contienen al jugador .
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Veamos las siguientes propiedades que se pueden imponer a un indice de poder f.

Eficiencia (EF): .y fi(v) = 1.

Jugador Nulo (JN): ¢ es un jugador nulo en v = f;(v) = 0.

Anonimato (AN): Para cualquier i € N y cualquier permutacién m en N, fr;(mv) =

fl(v)

Fusionabilidad Modificada (FUSM): Si v y v son fusionables = Vi € N,

Y ien IW )] filve) + X ien !Wim(vz)lfi(vz)_

) S WP )+ e W7 (02)

Asi, FUSM requiere que el poder en el juego fusionado sea una media ponderada de
los poderes de los juegos iniciales con los ratios siguientes

ZieN (W™ (v1)] v ZieN (W™ (v2)]
oien W )|+ 2ien W ()| 7 Yien W (01)] + 2 e n (W (v2)

proporcionando los pesos.

Teorema 3.16. El indice C es el inico indice de poder que satisface EF, JN, AN y FUSM.

Demostracién. Por razonamientos similares a los teoremas de caracterizacién anteriores,
es inmediato que ( satisface EF, JN y AN.

Para FUSM, tenemos

(Wi (01 V 0a)|

Glorven) = Dien WM (1 V v2)]
_ (W™ (v1)] + [W™ (v2)|
2ien WM (wn)| + 2ien W] (02))]
_ 2ien W™ (v1)] (Wi (v1)]
oien W)+ Xien W (02)] Xoien IW] (1))
i Dien Wi (v2)] (W™ (v2)]

Yien (W) 4+ 2 ien W (v2)] D (W (v2)]
_ 2ien VI (W)[Gi(v1) + > Dien (Wi (02)[Gi(v2)
Dien WM (01)| + Xien W™ (v2)]

Por otro lado, para cualquier indice ¢ que satisfaga EF, JN, AN y FUSM procedemos
del siguiente modo. Si v tiene una tunica coalicién ganadora minimal, la llamamos S,
entonces por EF, JN y AN tenemos que:

Gilw) = { |Slv| sii €Sy,

0 en caso contrario.
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Ahora consideramos cualquier juego simple v con W™ = {51, S, ..., Sn}. Podemos
escribir entonces v = v1 Vv2 V ... V vy, donde cada v; tiene una tnica coalicién ganadora
minimal S} y los v; son secuencialmente fusionables en el sentido que vj11 y v1Vva V...V,
son fusionables para cada j =1,2,...,m — 1.

Podemos extender FUSM inductivamente a una suma de estos juegos de manera que
se obtiene para cada i € N:

ZT:1 2ien W (05)1Gi(v;)
23'11 Dien (W)l

Gi(v) =

Asi, obtenemos

1 siies;
m . . ) — 7
Z (W™ (03)1G:(v) { 0 en caso contrario.
iEN
Por lo tanto,
1 (Wi (v)]

Gi(v) = — = .
{sjwzie:sj} Yien W) Xien (W ()]

O

Observacion 3.17. De manera analoga al indice de Deegan-Packel, se obtiene una ge-
neralizacién del indice de Holler-Packel a G™V.

3.4. Propiedades de los indices de poder

Hemos visto unas propiedades especificas para cada indice de poder, sin embargo,
Allingham en 1975 establecié una lista de cuatro propiedades que deberian requerirse
para cualquier indice de poder.

Las principales propiedades que deberian cumplir los indices de poder son:

1. El jugador que tiene asociado el mayor niimero de votos deberia tener el mayor
indice de poder. Sea i tal que w; > ws,Vs=1,...nei#*s= f; > f;,Vs=1,...n

ei#s.

2. En caso que existan varios jugadores con el mismo ntmero de votos, todos ellos
tendrian el mismo indice de poder. Si w; = w; = f; = fj,4,5 =1,...,n.

3. Principio de monotonia: Dados dos jugadores si un jugador tiene un mayor ntimero
de votos que otro, también deberd tener un mayor indice de poder. Sean ¢ y j dos
jugadores, si w; > w; entonces f; > f;.

4. El ntimero total de coaliciones en las que puede participar el jugador i es 2771,

Este 1ltimo punto, mas que un requerimiento para un indice de poder, debe ser con-
siderado como un requerimiento probabilistico. Teniendo un juego de n jugadores,
todas las posibles coaliciones sin el jugador i son 2”1, por lo tanto, el jugador i se
puede afiadir a 2"~ ! coaliciones.
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Por otro lado, hay que tener en cuenta los requisitos para la formacién de coaliciones.
En general, todos los indices a priori consideran que cualquier coalicién es posible. Aunque
a la hora de determinar el indice de poder sélo se consideran las coaliciones ganadoras.

De los tres indices explicados anteriormente, sélo el de Shapley-Shubik cumple estas
cuatro propiedades; ya que los otros dos, el de Deegan-Packel y el de Holler-Packel, no
cumplen, por ejemplo, el principio de monotonia.

Este hecho que se cuestiond en su momento es aceptado hoy en dia como posible, ya
que existen numerosos casos reales donde jugadores con un menor nimero de votos poseen
un mayor poder. De todas formas, se establecié un criterio de probabilidad de la formacién
de la coalicién en funcién del niimero de miembros, y de esta forma se modificaron ambos
indices al considerar una probabilidad previa de formacion de la coalicién. Las coaliciones
con menos miembros deberian ser més probables que aquellas con mas miembros.
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4. Paradojas del poder de voto

Como hemos visto en el apartado anterior los indices de poder se caracterizan a partir
de unas propiedades que se consideran razonables y deseables para tales indices. Estre-
chamente relacionado con este tema de proporcionar propiedades bajo un supuesto de
racionalidad, se encuentra el tema de las paradojas del poder de voto; ya que son situa-
ciones que parecen ser absurdas o contrarias al sentido comun, pero en un examen mas
detallado resultan ser ciertas.

Las paradojas més conocidas, entre otras, son la Paradoja de la Redistribucién (Fischer
y Schotter, 1978), la Paradoja de los Miembros Nuevos (Brams, 1975, Brams y Affuso,
1976) y la Paradoja del Tamano Grande (Brams, 1975).

4.1. Paradoja de la Redistribucion

La Paradoja de la Redistribucién ocurre, como bien indica el nombre, cuando hay una
redistribucién entre el poder de voto y el peso de voto. Un indice de poder muestra esta
paradoja si el peso de voto de un votante disminuye y al mismo tiempo aumenta su indice
de poder, o si un votante gana en términos de peso de voto, pero pierde poder de voto.

Definicién 4.1. Sean v = [g; (w1, ..., wy)] y V' = [g; (W], ...,w))] dos juegos de mayoria
ponderada, donde Y i w; =Y ;" wi. El votante i se dice que es un donante si w) < w;
y el votante i se dice que es un recipiente si w; > wj.

Un indice de poder f muestra la Paradoja de la Redistribucion si existe un donante i
tal que f;(v') > fi(v) o si existe un recipiente j tal que f;(v") < f;(v).

Ejemplo 4.2. Consideremos el siguiente juego de mayoria ponderada

v = [70; (55, 35, 10)].
El célculo de los indices de poder nos da el siguiente resultado:

» Shapley-Shubik : (0.5, 0.5, 0).
» Deegan-Packel : (0.5, 0.5, 0).
» Holler-Packel : (0.5, 0.5, 0).

Lo cual, es légico ya que el votante con un peso de 10 es un jugador nulo ya que no
contribuye al valor de ninguna coalicién. Por lo tanto, todos los indices coinciden en darle
de resultado 0 porque cumplen la propiedad de Jugador Nulo.

Ahora, redistribuimos los votos, manteniendo la misma cuota, de manera que obtene-
mos un nuevo juego

v = [70; (50, 25, 25)].
En este caso, los indices correspondientes son:
» Shapley-Shubik : (0.67, 0.17, 0.17).
» Deegan-Packel : (0.5, 0.25, 0.25).
» Holler-Packel : (0.5, 0.25, 0.25).
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Para el indice de S-S se muestra que el primer votante ha disminuido su peso de voto
de 0.55 a 0.5 y sin embargo su poder ha aumentado de 0.5 a 0.67, por lo tanto, para este
indice se da la paradoja.

Para los indices de D-P y H-P no observamos la ocurrencia de esta paradoja ya que
una disminucién de peso de voto implica una disminucién del poder de voto y un aumento
del peso de voto implica un aumento del poder de voto. Esto no nos indica nada sobre
si puede o no darse la paradoja para estos indices, para saberlo se requeriria un estudio
mas detallado.

4.2. Paradoja de los Miembros Nuevos

El concepto de poder tiene muchos significados e implicaciones. Uno bastante genera-
lizado de ellos es que quien tiene la proporcién mas grande, tiene mas poder. No obstante,
esto hay indices de poder que no lo cumplen, ya que en un juego de mayoria ponderada
el poder de un votante puede ser superior si controla una proporcién menor de votos.

La Paradoja de los Miembros Nuevos muestra que la adicién de un nuevo votante a un
juego de mayoria ponderada, puede aumentar el poder de voto de los miembros antiguos
aunque sus votos, tanto de manera individual como colectiva, se vean disminuidos.

Definicién 4.3. Sea v = [q; (w1, ..., w,)] y supongamos que un votante n+1 se une a la
votacion. Entonces, el nuevo juego es v' = [¢'; (w1, ..., wn, wpt1)]. Un indice de poder f
satisface la Paradoja de los Miembros Nuevos si para algin i € N, f;(v') > f;(v).

Observacion 4.4. Esta paradoja puede ocurrir tanto si se mantiene la regla de decisiéon
como si se establece una nueva.

Ejemplo 4.5. Consideremos el siguiente juego
v=[4;(3,2,2)],

donde que la cuota sea 4 representa que la regla de decisién es la mayoria simple (4 de 7).

Para S-S el poder de cada jugador es 0.33, ya que el votante con un peso de voto 3
es critico (y pivote) para las mismas coaliciones que los votantes con peso de voto 2 (es
decir 2) donde cada votante con peso de voto 2 es también critico. Por eso, el votante con
un peso de 2 y el votante con un peso de 3 tienen el mismo poder de voto.

Para los indices de D-P y H-P el resultado es el mismo ya que los votantes con peso 2
y 3 participan del mismo nimero de coaliciones ganadoras minimales y éstas tienen todas
la misma cardinalidad.

Esto es debido a que todos los votantes son jugadores simétricos, ya que el valor que
obtienen al unirse a una coalicién es el mismo y como los tres indices cumplen la propiedad
de Simetria se les asigna el mismo resultado.

Por lo tanto, el resultado del calculo de los indices es:

» Shapley-Shubik : (0.33, 0.33, 0.33).
» Deegan-Packel : (0.33, 0.33, 0.33).

» Holler-Packel : (0.33, 0.33, 0.33).
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Supongamos ahora que anadimos un votante més y el juego pasa a ser
v =1[5;(3,2,2,1)]

donde la regla de decisién sigue siendo la mayoria simple (5 de 8).

En este caso, los correspondientes indices de poder son:

» Shapley-Shubik : (0.42, 0.25, 0.25, 0.08).

» Deegan-Packel : (0.33, 0.28, 0.28, 0.11).

» Holler-Packel : (0.29, 0.29, 0.29, 0.14).

Para el indice de S-S podemos ver que los votantes que tienen un peso de voto de 2
disminuyen su indice de poder mientras que el votante con un peso de voto de 3 aumenta

su poder. El aumento de poder de voto de 0.33 a 0.42 es del 25% y su bajada en la

proporcién de votos de 0.43 (3/7) a 0.38 (3/8) es del 12.5%, por lo tanto, se observa
claramente la paradoja.

Se puede pensar que esto es debido al cambio de regla de asignacién, imaginemos ahora
que la regla es 5/7 y el juego inicial es

v=15(3,2,2)].
Los resultados para este juego son:

» Shapley-Shubik : (0.67, 0.17, 0.17).
= Deegan-Packel : (0.5, 0.25, 0.25).
= Holler-Packel : (0.5, 0.25, 0.25).

Sin embargo, ahora anadimos otro votante y mantenemos la cuota de 5, obteniendo
v =1[5;(3,2,2,1)].

En este caso, los correspondientes indices son:

» Shapley-Shubik : (0.42, 0.25, 0.25, 0.08).

» Deegan-Packel : (0.33, 0.28, 0.28, 0.11).

» Holler-Packel : (0.29, 0.29, 0.29, 0.14).

Podemos observar que se da la Paradoja de los Miembros Nuevos para los tres indices

de poder ya que los votantes con un peso de voto de 2, han disminuido su proporcién de
votos pero han aumentado su poder para los tres indices de poder.

Con esto hemos visto un ejemplo de que para el indice S-S la paradoja sucede tanto si
se mantiene como si se modifica la regla de asignacion.
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Observacién 4.6. Distinguimos tres patrones asociados a esta paradoja:

1. Uno o mas jugadores nulos son empoderados.

2. Uno o maés de los votantes, excluyendo al votante con el peso mas grande, son
favorecidos.

3. El votante con el peso de voto més grande mejora su posicién dominante.

Quiza el patrén méas curioso es el tercero ya que des de el punto de vista politico
convencional se sugiere que una estrategia para disminuir el poder del votante dominante
(o de una coalicién dominante) es incrementar el nimero de votantes, pero hemos visto
que esto no siempre es cierto.

4.3. Paradoja del Tamano Grande

Esta paradoja ocurre cuando el indice de poder de una unién de votantes es menor
que la suma de los indices de poder de los votantes por separado. Esta paradoja puede
ser vista como una caracteristica sutil inherente en la relacién entre el poder y el tamaifio,
y ayuda a que nuestra comprension de la naturaleza del poder sea mas precisa.

Definicion 4.7. Sea I C N un conjunto de votantes que deciden unirse, esta union la
denominamos como U. Un indice de poder f muestra la Paradoja del Tamarnio Grande st

wy =Y icrwi Y fu < Dier fi

Ejemplo 4.8. Recuperemos el ejemplo anterior donde el juego es
v =1[4;(3,2,2)]

y la regla de decision es la mayoria simple (4 de 7).

Como ya hemos visto, para los tres indices de poder el resultado es (0.33,0.33,0.33).

Ahora, imaginemos que el votante con un peso de 3 se divide en 3 votantes con un
peso de voto de 1, es decir,
v =4;(1,1,1,2,2)].

Para este nuevo juego, los indices de poder son:

» Shapley-Shubik : (0.13, 0.13, 0.13, 0.31, 0.31).
» Deegan-Packel : (0.19, 0.19, 0.19, 0.21, 0.21).
» Holler-Packel : (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2).

Existen 4 combinaciones en las que un votante de peso 1 es critico y un total de 8
combinaciones en que un votante de peso 2 es critico. Con el indice de S-S obtenemos que
el poder de voto para los votantes con peso de voto 1 es 0.13 y si sumamos estos valores
para los tres jugadores obtenemos un valor de 0.4 que es superior al 0.33 de la coalicion
que formaban.

Del mismo modo, para el indice de D-P la suma de los indices de poder de los votantes
con peso 1 es 0.57, mucho mas elevado que el poder de la coalicién que formaban. Para
el indice de H-P, la suma es 0.60 casi el doble del poder que tenian como coalicién estos
votantes.
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5. Aplicacion: cambio del poder de voto de los paises de la
UE después del Brexit

La salida de Reino Unido de la Unién Europea ha supuesto grandes cambios tanto a
nivel econémico como a nivel politico. Dentro de la Unién Europea, uno de los aspectos
que se ha visto modificado es la distribucién del poder de voto en el 6rgano decisorio
esencial de la UE, el Consejo de la Unién Europea.

El Consejo de la Unién Europea es la institucién que representa a los gobiernos de los
Estados miembros. Es el foro donde se retinen los ministros nacionales de los paises de la
UE para adoptar la legislacion y coordinar las politicas.

Desde el Tratado de Lisboa (2007) la salida de un pais no modifica las reglas de
votacion, sin embargo, estas reglas dependen del porcentaje de poblacién de cada pais
respecto al total. Por lo tanto, con la salida del Reino Unido el poder de voto serd diferente
porque la poblacion total de la UE es menor y se veran modificados los porcentajes de
poblacion de los correspondientes paises.

El sistema de votacién utilizado es el de doble mayoria cualificada con el que se expresan
las diferencias de tamano de los paises. Esto es, una votacién es exitosa si almenos el 55 %
de los pafses votan a favor y representan almenos el 65% de la poblacién de la Unién
Europea.

Definimos ahora formalmente el sistema de votacion de doble mayoria cualificada tanto
para antes como para después del Brexit.

1. Consideramos en primer lugar la situacién antes del Brexit, sea
N = {conjunto de paises del Consejo de la UE incluyendo Reino Unido}

v |N| = n = 28. Definimos la doble mayorfa cualificada por v € SV tal que v = 9AV/,
donde:

e 0 € SV es un juego de a-supermayoria con o =0.55, de modo que la funcién
caracteristica del juego, v, viene dada por 9(S) = 1, si |S| > [0.55-28] = 16, y
0(S) = 0, en otro caso; siendo S una coalicién de N.

e v/ € SN es un juego de mayoria ponderada, donde ¢ = 65, y los pesos,
wy, ..., wog son los porcentajes de poblaciéon de cada pais respecto al total.
De manera que la funcién caracteristica, v’, viene dada por v'(S) = 1, si
Y ics Wi > 65,y v'(S) =0 en otro caso.

Por lo tanto, la doble mayoria cualificada es el juego minimo de © y v’ ya que una
coalicién debe ser ganadora en los dos juegos, para serlo en el juego v. Esto es,
VS CN,
o(8) = 1 Sif)(S):%yv’(S):l,
0 en cualquier otro caso.

2. Consideramos ahora la situaciéon después del Brexit, sea

N = {conjunto de paises del Consejo de la UE excluyendo Reino Unido}

y |N| = n = 27. Del mismo modo, v € SV tal que v = & A v/, donde:
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o 7 € SV es un juego de a-supermayorfa con a=0.55, de modo que la funcién
caracteristica del juego, v, viene dada por o(S) = 1, si |S| > [0.55-27] =15,y
0(S) = 0, en otro caso; siendo S una coalicién de N.

e v/ € SV es un juego de mayoria ponderada, donde ¢ = 65, y los pesos,
w1, ..., Wo7, son los porcentajes de poblacién de cada pais respecto al total.
De manera que la funcién caracteristica, v/, viene dada por v/(S) = 1, si

Y ics Wi > 65,y v'(S) =0 en otro caso.
De esta manera, VS C N,

U(S):{ 1 sio(S)=1yd(S)=1,

0  en cualquier otro caso.

Por lo tanto, hemos definido el sistema de votacion del Consejo de la UE como un juego
simple. En esta seccién, calcularemos los indices de poder de Shapley-Shubik, Deegan-
Packel y Holler-Packel antes y después del Brexit. Posteriormente, se hard una compara-
tiva y se analizarédn estos resultados para ver la variacién de poder de voto de los paises;
ademas de observar si se da alguna de las paradojas presentadas anteriormente.

5.1. Calculo de los indices de poder y resultados

El calculo de los indices de poder se ha realizado utilizando un algoritmo y programa-
cién de éste3, sin embargo, aqui daremos algunas indicaciones utilizadas. Como ya hemos
visto, este juego es un juego simple y por lo tanto, para S C N, v(S) € {0,1}.

Para el cdlculo del indice de Shapley-Shubik, observemos lo siguiente. Sea S C N\{i}.
Entonces podemos tener las siguientes situaciones:

1. S¢W y Su{i} ¢ W, obtenemos:
v(SU{i}) —v(S)=0-0=0.

2. S¢ Wy Su{i} € W, obtenemos:
v(SU{i})—v(S)=1-0=1.

3. SeWySuU{i} €W no sera posible ya que el juego que estamos considerando es
mondtono.
4. S e Wy Su{i} € W, obtenemos:
v(SU{i})—v(S)=1-1=0.
Por lo tanto, el inico caso que nos interesa es el segundo, es decir, aquellas coaliciones

que sean un swing. Para i € N y S C N\{i}, utilizaremos la siguiente férmula para el
cdlculo del indice de Shapley-Shubik:

pi(v) = 3 [Sltn — 15| = 1)!

n!
SgW, SU{iyew

3Ver annexo.
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Para los calculos del indice de Deegan-Packel y de Holler-Packel se han calculado las
posibles coaliciones y se han seleccionado aquellas que cumpliesen las dos condiciones del
sistema de votacion de mayoria cualificada y fuesen minimales. Por lo tanto, las coaliciones
ganadoras minimales serdan aquellas formadas por 16 o mds paises que superen el 65 % de
la poblacién en el caso de antes del Brexit y aquellas formadas por 15 o més paises que
superen el 65 % de la poblacion en el caso de después del Brexit.

Ademss, si pensamos en la idea que a una coaliciéon ganadora minimal no se le puede
quitar un miembro sin que deje de ser ganadora, se observa que ninguna coaliciéon ganadora
minimal superard el 84 % de la poblacién, ya que el porcentaje de poblacién més alto de
todos los paises es 18.56.

En el siguiente cuadro, se presentan los resultados obtenidos para los tres indices.

Antes del Brexit Después del Brexit

Pais % pob | S-S D-P | H-P | % pob | S-S D-P | H-P
Malta 0.09 0.0087 | 0.0253 | 0.0255 0.11 0.0082 | 0.0263 | 0.0266
Luxemburgo 0.12 0.0089 | 0.0289 | 0.0291 0.14 0.0085 | 0.0295 | 0.0297
Chipre 0.23 0.0096 | 0.0341 | 0.0342 0.27 0.0094 | 0.0352 | 0.0353
Estonia 0.26 0.0099 | 0.0347 | 0.0348 0.30 0.0096 | 0.0357 | 0.0358
Letonia 0.38 0.0107 | 0.0355 | 0.0355 0.43 0.0106 | 0.0365 | 0.0366
Eslovenia 0.40 0.0108 | 0.0355 | 0.0355 0.46 0.0108 | 0.0366 | 0.0367
Lituania 0.54 0.0119 | 0.0356 | 0.0357 0.62 0.0119 | 0.0367 | 0.0368
Croacia 0.80 0.0137 | 0.0356 | 0.0357 0.92 0.0140 | 0.0369 | 0.0370
Irlanda 0.95 0.0148 | 0.0357 | 0.0358 1.09 0.0153 | 0.0370 | 0.0370
Eslovaquia 1.06 0.0155 | 0.0357 | 0.0357 1.22 0.0162 | 0.0370 | 0.0370
Finlandia 1.08 0.0157 | 0.0356 | 0.0357 1.24 0.0164 | 0.0369 | 0.0370
Dinamarca 1.13 0.0161 | 0.0357 | 0.0357 1.30 0.0168 | 0.0370 | 0.0371
Bulgaria 1.37 0.0178 | 0.0358 | 0.0358 1.57 0.0188 | 0.0371 | 0.0371
Austria 1.72 0.0204 | 0.0359 | 0.0359 1.98 0.0218 | 0.0372 | 0.0373
Hungria 1.90 0.0217 | 0.0357 | 0.0358 2.19 0.0233 | 0.0373 | 0.0373
Suecia 1.98 0.0223 | 0.0359 | 0.0359 2.28 0.0239 | 0.0373 | 0.0374
Portugal 2.00 0.0225 | 0.0359 | 0.0359 2.30 0.0240 | 0.0373 | 0.0373
Rep. Checa 2.07 0.0230 | 0.0358 | 0.0359 2.38 0.0246 | 0.0373 | 0.0374
Grecia 2.09 0.0231 | 0.0359 | 0.0359 2.40 0.0248 | 0.0373 | 0.0374
Bélgica 2.23 0.0242 | 0.0359 | 0.0359 2.56 0.0259 | 0.0374 | 0.0374
Paises Bajos 3.36 0.0328 | 0.0363 | 0.0363 3.86 0.0354 | 0.0380 | 0.0379
Rumania 3.79 0.0363 | 0.0361 | 0.0361 4.36 0.0391 | 0.0382 | 0.0381
Polonia 7.40 0.0627 | 0.0394 | 0.0395 8.50 0.0693 | 0.0332 | 0.0331
Espana 9.10 0.0750 | 0.0349 | 0.0349 | 10.46 | 0.0901 | 0.0405 | 0.0401
Italia 11.78 | 0.1003 | 0.0380 | 0.0378 | 13.53 | 0.1188 | 0.0414 | 0.0410
Reino Unido | 12.96 | 0.1117 | 0.0384 | 0.0381 - - - -

Francia 13.05 | 0.1126 | 0.0384 | 0.0382 | 15.00 | 0.1343 | 0.0432 | 0.0427
Alemania 16.16 | 0.1473 | 0.0436 | 0.0431 | 18.56 | 0.1783 | 0.0462 | 0.0458

Cuadro 1: Comparativa de los indices de poder antes y después del Brexit.
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5.2. Analisis de los resultados

Como hemos visto, el indice de Shapley-Shubik muestra que si una decisién es tomada,
cual es la probabilidad que un jugador en particular sea decisivo en la toma de tal decision.
Los indices de Deegan-Packel y de Holler-Packel, se basan en el concepto de coalicion
ganadora minimal y se calculan con la cardinalidad y el nimero de estas coaliciones.
De este modo, el concepto de coalicién ganadora minimal también hace referencia a la
importancia de que un jugador sea decisivo.

En el Consejo de la UE se distribuye un presupuesto, por lo tanto, si trasladamos los
indices de poder a politica y sistemas de votacion, estos muestran de qué manera el uso
de cierta cantidad monetaria resulta acorde a los intereses particulares del jugador. Por lo
tanto, se refleja el porcentaje de participacion de un presupuesto dado, que los votantes
acuerdan utilizar respecto a sus intereses.

Desde una visién global de los resultados y sin distinguir el indice de poder, se observa
que los paises con un mayor porcentaje de poblacién son los beneficiados, mientras que
los paises pequenos o bien pierden poder o se mantienen estables.

Estos cambios nos vienen explicados por la Paradoja de los Miembros Nuevos, como
ya hemos visto esta paradoja nos dice que anadiendo miembros nuevos aumenta el poder
de voto de los miembros antiguos. Por el contrario, la salida de un pais deberia llevar a
estos paises a menos poder y esto es lo que ocurre con los paises mas pequenos; ya que
en general la salida del Reino Unido implica para estos paises un menor indice de poder.

Dentro del andlisis particular de cada indice, los indices de Deegan-Packel y Holler-
Packel proporcionan resultados muy parecidos en los cuales los paises grandes ganan
claramente poder y los demas tienen una variacién también positiva, pero practicamente
insignificante. El indice de Shapley-Shubik es menos uniforme en su distribucion y presenta
unas diferencias mas marcadas entre paises, llegando a dar pequenias variaciones negativas
para los paises con menos poblacion.

Los paises més pequenos pueden ser decisivos en convertir una coalicién perdedora en
ganadora. Con la salida del Reino Unido vemos que este poder se ha disminuido y por lo
que parece ser han dejado de ser tan decisivos. Esto es debido a que los paises més pequenos
resultan importantes si el porcentaje de poblacién de la coalicién perdedora es suficiente
y sblo se necesita la participacién del pais para alcanzar el niimero minimo de paises; sin
embargo, hay pocas coaliciones de este tipo. La salida de uno de los miembros més grandes
elimina esa oportunidad, de manera que los paises mas pequenos son complementarios a
los més grandes.

Por otro lado, como el Reino Unido era un contribuyente neto al presupuesto de la
Unién Europea, su salida provoca que el presupuesto a repartir sea menor. Aproximada-
mente, el 8.822 % del presupuesto de la Unién Europea era pagado por el Reino Unido e
incluso si quitamos los beneficios que obtenia de varios programas de la UE, el presupuesto
de la UE y por lo tanto, los beneficios monetarios deben ser reducidos a 96.61 %*.

Asi pues, parece conveniente hacer la comparativa entre los indices antes del Brexit y
los indices después del Brexit normalizados en lugar de a 1 a 0.9661, para ajustar més la
realidad del poder de voto.

Ver [8] Lészlo A. Kéczy (2016).
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En el siguiente cuadro, se presentan estos indices ajustados.

Antes del Brexit Después del Brexit

Pais % pob | S-S D-P | H-P | % pob | S-S* | D-P* | H-P*
Malta 0.09 0.0087 | 0.0253 | 0.0255 0.11 0.0080 | 0.0254 | 0.0257
Luxemburgo 0.12 0.0089 | 0.0289 | 0.0291 0.14 0.0082 | 0.0285 | 0.0287
Chipre 0.23 0.0096 | 0.0341 | 0.0342 0.27 0.0091 | 0.0340 | 0.0341
Estonia 0.26 0.0099 | 0.0347 | 0.0348 0.30 0.0093 | 0.0345 | 0.0346
Letonia 0.38 0.0107 | 0.0355 | 0.0355 0.43 0.0102 | 0.0353 | 0.0354
Eslovenia 0.40 0.0108 | 0.0355 | 0.0355 0.46 0.0104 | 0.0354 | 0.0355
Lituania 0.54 0.0119 | 0.0356 | 0.0357 0.62 0.0115 | 0.0355 | 0.0355
Croacia 0.80 0.0137 | 0.0356 | 0.0357 0.92 0.0136 | 0.0356 | 0.0357
Irlanda 0.95 0.0148 | 0.0357 | 0.0358 1.09 0.0148 | 0.0357 | 0.0358
Eslovaquia 1.06 0.0155 | 0.0357 | 0.0357 1.22 0.0157 | 0.0357 | 0.0358
Finlandia 1.08 0.0157 | 0.0356 | 0.0357 1.24 0.0158 | 0.0357 | 0.0358
Dinamarca 1.13 0.0161 | 0.0357 | 0.0357 1.30 0.0162 | 0.0357 | 0.0358
Bulgaria 1.37 0.0178 | 0.0358 | 0.0358 1.57 0.0182 | 0.0358 | 0.0359
Austria 1.72 0.0204 | 0.0359 | 0.0359 1.98 0.0210 | 0.0360 | 0.0360
Hungria 1.90 0.0217 | 0.0357 | 0.0358 2.19 0.0225 | 0.0360 | 0.0360
Suecia 1.98 0.0223 | 0.0359 | 0.0359 2.28 0.0231 | 0.0361 | 0.0361
Portugal 2.00 0.0225 | 0.0359 | 0.0359 2.30 0.0232 | 0.0360 | 0.0361
Rep. Checa 2.07 0.0230 | 0.0358 | 0.0359 2.38 0.0238 | 0.0361 | 0.0361
Grecia 2.09 0.0231 | 0.0359 | 0.0359 2.40 0.0239 | 0.0361 | 0.0361
Bélgica 2.23 0.0242 | 0.0359 | 0.0359 2.56 0.0250 | 0.0361 | 0.0361
Paises Bajos 3.36 0.0328 | 0.0363 | 0.0363 3.86 0.0342 | 0.0367 | 0.0367
Rumania 3.79 0.0363 | 0.0361 | 0.0361 4.36 0.0377 | 0.0369 | 0.0368
Polonia 7.40 0.0627 | 0.0394 | 0.0395 8.50 0.0670 | 0.0320 | 0.0319
Espana 9.10 0.0750 | 0.0349 | 0.0349 | 10.46 | 0.0871 | 0.0391 | 0.0388
Italia 11.78 | 0.1003 | 0.0380 | 0.0378 | 13.53 | 0.1148 | 0.0400 | 0.0396
Reino Unido | 12.96 | 0.1117 | 0.0384 | 0.0381 - - - -

Francia 13.05 | 0.1126 | 0.0384 | 0.0382 | 15.00 | 0.1297 | 0.0417 | 0.0412
Alemania 16.16 | 0.1473 | 0.0436 | 0.0431 | 18.56 | 0.1722 | 0.0446 | 0.0443

Cuadro 2: Comparativa de los indices de poder antes y después del Brexit ajustados.

Con este ajuste, las diferencias que antes se habian mostrado entre los resultados de
los diferentes indices respecto a las variaciones de poder, se minimizan. Esto es, para los
indices de Deegan-Packel y de Holler-Packel que antes no mostraban variaciones negativas
para los paises méas pequenos ahora si lo hacen y todos los indices indican una pérdida de
poder para los paises con una poblacién menor de 5 millones (excepto el caso puntual de
Malta que se mantiene estable).

Para los paises con una poblacién entre 5 y 20 millones se observa un aumento de poder
moderado y como ya hemos comentado, los paises mas grandes, destacando sobretodo
Espafa, Italia, Francia y Alemania son los claros ganadores.
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Para entender esto, tenemos que fijarnos en las reglas de la doble mayoria cualificada.
El sistema de votacién como ya hemos visto consta de dos condiciones para que una
votacion sea exitosa: el apoyo de un ntimero de paises y también de un porcentaje concreto
de poblacién.

Un pais grande convertira una coalicién perdedora en ganadora si la coalicién sélo
necesita un miembro para alcanzar la participacién necesaria y/o la coalicién tiene la
participacién requerida, pero los paises contribuyentes son demasiado pequenos para tener
el porcentaje de poblaciéon. Cuando estamos en la primera situacién, cualquier pais puede
ser 1til; sin embargo, en el segundo caso son los paises grandes normalmente maés ttiles.

Para los paises pequenos, cuando se necesita un miembro més para la coalicién si que
pueden ser utiles, pero cuando se necesita un porcentaje de poblaciéon no resultan tan
interesantes, ya que el porcentaje de poblacién del pais en cuestion puede ser insuficiente.

El Reino Unido era uno de los miembros mas grandes, esto implica que su salida dis-
minuye el nimero de coaliciones incompletas debido a insuficiente participacién mas que
aquellas incompletas debido a insuficiente poblacion. De esta manera, los paises pequenos
resultan utiles menos veces, mientras que el cambio es menos pronunciado para los paises
mas grandes.

Asi, podemos observar que los paises pequenos aumentan su peso ya que tienen mas
porcentaje de poblacion pero esto no se ve reflejado en su poder, sino todo lo contrario.
De esta manera, se produce una redistribucién del poder hacia los paises grandes y son
los pequenos los que sufren. En otras palabras, el Reino Unido es un sustituto para los
paises grandes, pero un complemento para los paises pequeinios.

Dentro de esta separacién entre el tamano de los paises, cabe destacar el caso de
Polonia que es un pais con un porcentaje de poblacién aproximado del 8 % del total y por
lo tanto, no es de lo mas grandes pero tampoco es pequeno. Se ha observado que para
los indices de Deegan-Packel y de Holler-Packel, Polonia es el pais con gran diferencia
mas perjudicado. Esto es debido a que Polonia tiene un porcentaje de poblaciéon que
resultaba muy complementario al del Reino Unido y formaban ambos parte de muchas
coaliciones ganadoras minimales. Con la salida del Reino Unido, Polonia es el pais que
mas ha disminuido el nimero de coaliciones ganadoras minimales de las que forma parte
y esto se ha visto reflejado en una disminucién de poder.
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6. Conclusion

En este trabajo hemos utilizado la Teoria de Juegos para analizar las situaciones de-
cisorias dentro de un sistema de votacién y para cuantificar el impacto del Brexit en el
poder del resto de paises de la UE.

En primer lugar, se ha presentado la teoria de juegos cooperativos para enfocarnos
luego en los juegos simples y los juegos de mayoria ponderada, que son los que no resultan
utiles para modelar sistemas de votacion.

A continuacién, hemos presentado los indices de poder que son soluciones para estos
juegos ya que nos indican el poder de voto que tendria un votante. Se han analizado tres
indices diferentes y se ha observado que la caracterizacién y definicion de éstos condiciona
los resultados obtenidos. El indice de Shapley-Shubik se basa en la idea de jugador critico
y los indices de Deegan-Packel y Holler-Packel se basan en la idea de coaliciéon ganadora
minimal; este motivo hace que los resultados de los dos iltimos indices sean muy parecidos
y difieran del primero. Se ha presentado también para cada indice una serie de propiedades
que lo caracterizan y se ha demostrado que los indices son los inicos que las cumplen en
su conjunto.

La aplicacién de estos conceptos al estudio del cambio del poder de voto de los paises
de la Unién Europea con la salida de Reino Unido ha mostrado que los paises més grandes
ganan poder de voto a costa de los paises mas pequenos, aunque hay algunos matices muy
curiosos de observar en un examen més detallado.
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7. Annexo

El cédigo de Python utilizado para el calculo de los indices es el presentado mas abajo,
esta hecho para el calculo después del Brexit.

Para antes del Brexit, se tendria que modificar la primera lista con los correspondientes

porcentajes de paises y utilizar la siguiente:

paises=[0.09, 0.12, 0.23, 0.26, 0.38, 0.40, 0.54, 0.80, 0.95, 1.06, 1.08, 1.13, 1.37, 1.72,
1.90, 1.98, 2.00, 2.07, 2.09, 2.23, 3.36, 3.79, 7.40, 9.10, 11.78, 12.96, 13.05, 16.16]

from math import ceil
import itertools
import random

#Lista con el porcentaje de poblacion de cada pais

paises = [0.11, 0.14, 0.27, 0.30, 0.43, 0.46, 0.62, 0.92, 1.09,
1.22, 1.24, 1.30, 1.57, 1.98, 2.19, 2.28, 2.30, 2.38, 2.40,
2.56, 3.86, 4.36, 8.50, 10.46, 13.53, 15.00, 18.56]

def combi(lista_s , n):
return list(itertools.combinations(lista_s , n))

def coalsort(n):
sortedlista_n =[]
lista_n =[]
coal = combi(paises, n)
for x in coal:
if sum(x)>=65 and sum(x) <84:
lista_n .append(x)
for x in lista_n:
sortedlista_n .append(sorted(x))
return sortedlista_n

def factorial(a):
if a > 0:
a =a x factorial(a — 1)
else:
a =1
return a

n=len (paises)
n2=ceil (0.55%n)

#Shapley—Shubik

indice_ss =[]
for i in range (0,n):
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valorshapley=0
elem=paises [0]
paises .pop(0)
for iteracion in range(n2—1,n):
for x in combi(paises, iteracion):
if len(x)<n2 or sum(x)<65:
x=list (x)
x.append (elem)
if len(x)>= n2 and sum(x)>= 65:
y=len (x)—1
valorshapley= valorshapley + (factorial(y)x
factorial (n—y—1))/factorial (n)
indice_ss .append(valorshapley)
paises .append (elem)

print ("Los.indices .de_Shapley—Shubik_son:”)
print(indice_ss)

#Calculamos el conjunto de coaliciones minimales

totalcoal =[]
suma_totalcoal=0

for i in range(n2, n):
for x in coalsort(i):
cont=0
for z in x:
if sum(x)—z<65:
cont=cont+1
if cont=len(x):
totalcoal .append (x)
suma_totalcoal = suma_totalcoal + len(x)

numecoal_i=[]
for z in paises:
cont=0
for x in totalcoal:
if z in x:
cont=cont+1
numcoal_i.append(cont)

tamcoal_i=[]
for z in paises:
suma=0
for x in totalcoal:
if z in x:
suma=(1/len (x) )+suma
tamcoal_i.append (suma)
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#Deegan—Packel

indice_dp =[]

for z in tamcoal_i:
indice=z/len(totalcoal)
indice_dp .append(indice)

print (”Los.indices._.de_Deegan—Packel_son:")
print (indice_dp)

#Holler—Packel

indice_hp =[]

for z in numcoal_i:
indice=z/suma_totalcoal
indice_hp.append(indice)

print ("Los_.indices._.de_Holler—Packel_son:")
print (indice_hp)
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