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1. INTRODUCCIO

L’objecte d’estudi de la teoria de la probabilitat sén les ezperiéncies aleatsries. Considerem
la realitzacié d’una certa experiéncia, com per exemple, tirar un dau, una moneda, o
efectuar un cert experiment fisic o quimic. L’experiéncia queda determinada per un conjunt
de condicions. Direm que l'experiéncia és aleatoria si les condicions sota les quals la
realitzem no ens permeten precisar “a priori” el seu resultat. Tindrem aleshores un conjunt
Q de possibles resultats. Per exemple, si I’experiéncia consisteix en tirar un dau i observar
el nimero que surt, el conjunt de resultats sera Q = {1,2,3,4,5,6}.

D’altra banda a tota experiéncia aleatoria li podem associar un conjunt d’esdeveniments
aleatoris que es poden produir (o no) en realitzar ’experiéncia. Per excmple, “que surti
un tres” o “que surti un nombre parell” sén esdeveniments aleatoris en el cas de la tirada
d'un dau o “que el resultat numéric estigui comprés entre dos valors donats a i 4” en el

cas d'un experiment cientific.

A cada esdeveniment aleatori A associat a I'experiéncia que considerem, li correspon un
subconjunt de resultats A d’Q format pels resultats que produeixen 1’esdeveniment A. Per
exemple, en el cas del llancament d’un dau, a I’esdeveniment A = “que surti un nombre

parell” li correspon el conjunt de resultats A = {2,4,6}.
Es diu que una familia de subconjunts d’2, A C P(2) és una dlgebra si @ € Aisi A és

estable per unions finites i per complementacio.

Aleshores, si representem per A la familia dels conjunts associats a tots els esdeveniments
aleatoris possibles en una certa experiéncia aleatoria, sembla raonable suposar que A té es-
tructura d’algebra. En efecte, si A i B sén dos subconjunts d’Q2 associats als esdeveniments
A i B, aleshores AU B és el conjunt de resultats de I’esdeveniment “A 6 B” i AN B és el
conjunt de resultats de I'esdeveniment “AiB", També, A° esta associat a ’esdeveniment
“no A” i els conjunts Q2,0 es corresponen amb els esdeveniments “segur” i “impossible”,
respectivament. A partir d’ara identificarem un esdeveniment A amb el conjunt A C Q de

resultats associat.

En aquests tipus d’experiéncies no tan sols podem dir que en cert esdeveniment A és
aleatori. sino que ens interessa poder donar una estimacié quantitativa de la possibilitat
que A es produeixi. Aixo ens porta a introduir la probabilitat d'un esdeveniment 4 com un
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cert valor numéric P(A), comprés entre 0 i 1. associat de forma objectiva a I'esdeveniment.
Es planteja aleshores el problema de definir i calcular la probabilitat d’un esdeveniment
aléatori.

La idea de que la probabilitat d'un esdeveniment aleatori A. admeti una evaluacié quanti-
tativa mitjancant un nombre p = P(4), va ésser desenvolupada de forma sistematica per
primera vegada, en el segle XVII, en els treballs de Fermat (1601-1665), Pascal (1623-
1662), Huygens (1629-1695) i, en particular, Jakob Bernouilli ( 1654-1705). Les seves
investigacions, que venien motivades essencialment pels jocs d’atzar de ’época, varen fon-
amentar el calcul de probabilitats.

Un cert nombre de definicions matematiques de probabilitat han estat proposades per di-
versos autors, al llarg de la historia. Cal dir que, com és habitual en I’evolucié de la ciéncia.
I'interés per a una fonamentacié 16gica de la teoria de la probabilitat apareix historicament
més tard que I’habilitat per a determinar probabilitats i dur a terme calculs amb aques-
f.es probabilitats, utilitzant els resultats d’aquests calculs en problemes practics i en la
Investigacié cientifica.

Deixant de banda les definicions “subjectives” de probabilitat com a mesura quantitativa
del “grau de certesa” de Vobservador, hi ha dues definicions que cal tenir en compte:

(1) La definicig fregientista de probabilitat com el limit de les freqiiéncies relatives de
Pesdeveniment aleatori 4 en una série llarga de realitzacions de ’experiéncia. Suposem
que v,(A) és el nombre de vegades que s’ha produit A en una série de n realitzacions

b} L3 - . . . -y i .
de I'experiéncia repetides sota les mateixes condicions. Aleshores lg freqiiéncia relativa
es defineix com

Fal4) = = va(A).

Qua.tf n es fa gran, s’observa que fp(A) s’aproxima a un valor constant, que per
definici6 sera la probabilitat de I'esdeveniment A.

Aql:l&t tipus de regularitat estadistica va ésser observat per primera vegada en
fendmens demografics: A Xina, I'any 2238 A. C., en base als cens de poblacié, es
Va veure que la_praporcié de neng nats en un any respecte al nombre total de naixe-
u.lents, €n una gran ciutat, romania proxima a 0.5 d’any en any. Més tard. par-
tlcularmefxt en els segles XVII ; XVIII, estudis més profunds sobre les estadistiques
de poblacions permetéren retrobar regularitats estadistiques d’altres caracteristiques.
Aquesta definicié empirica de probabilitat fou de;en\'olttpada per Von Mises (1883~

1953). La idea d M . )
) e Von Miseg consisteix en considerar successions infinites de resultats
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d’experiéncies aleatories (anomenades col.lectius), que presentin una certa regularitat
estadistica. La construccié d'una teoria matematica per aquests col.lectius va trobar

dificultats logiques insuperables.

(2) La definicié classica de probabilitat, introduida per Laplace I'any 1812, es basa en el
concepte d’equiprobabilitat com a propietat objectiva dels diversos esdeveniments ele-
mentals associats a una experiéncia. Aquesta propietat d’equiprobabilitat es justifica
per raons de simetria.

Es a dir, si suposem que Q = {w;,wa,...,w,} ésfiniti A =P(Q), els esdeveniments
elementals (o sigui els singletons {w;}) tindran tots la mateixa probabilitat igual a
%, i per definicid, la probabilitat d’un esdeveniment A valdra

card (A) _ nombre de resultats “favorables” a A
n

P(A4) = nombre total de resultats

Per exemple, en el llancament d'un dau, la probabilitat de 'esdeveniment A = “que
surti un nombre parell” sera P(A) = P({2,4,6}) = % .

Aquesta definici6 no es pot considerar com una veritable definicié matematica ja que
comporta un “cercle viciés”: el terme que es vol definir (probabilitat) apareix en la

propia definicié (resultats equiprobables).

D’altra banda, es facil considerar experiéncies aleatories on els resultats elementals no

sén equiprobables, com els dos exemples segiients:

Exemple 1.1. Considerem una ruleta on el cercle giratori esta dividit en un cert nombre

de sectors circulars de diferents colors i amplituds:

En aquest cas, la probabilitat de cada color és proporcional a I’angle del sector.
| . P &

Exemple 1.2. Llancem dues monedes idéntiques i observem el nombre de cares que
surten. El conjunt de resultats possibles és Q = {0,1,2} i, en aquest cas P({0}) =
P({2h) = § P{1h =3

La fonamentacié teorica de la probabilitat va haver de recérrer a una construccié axio-
matica, tal i com ja s’havia fet en d’altres parts de la matematica com la geometria, la
topologia... L'aziomdtica de Kolmogorov va ésser publicada 'any 1933 i relaciona la teoria
de la probabilitat amb la teoria de la mesura que havia estat recentment desenvolupada
per Borel i L(;besgue. En el segiient apartat introduirem els espais de probabilitat segons

els axiomes de Kolmogorov.



2. ESPAIS DE PROBABILITAT
aleatoria,

Definicis 2.1. yy espai de probabilitat és una terna (R, A, P), tal que:

(1) @ ésun conjunt format avion o senl
aleatori que estudiem,

(i) A és una familia de parts o
les segiients Propietats:
e

per totes les possibles realitzacions o resultats del fendmen

£ que té estructura de o —dlgebra, és a dir que compleix

i 8 s
» 1A és estable per complementacié Per unions numerables

(iii) P & .
! és :sd‘ilrn;aplzwo’ P: A= 101 tal que P(0) =0, P(Q) =1 i P 45 o-additive
(u, 4n) =T P(A,), siels conjunts A, € A4 sén disjunts dos a dos.

ObserVacions

1- 8 ; ‘o
é.lg:L ::m:::f Q és finlt, que A éigui una o-dlgebra és equivalent a dir que sigui una
P(Aué) N Prnatelx la 0-additivitat de P és equivalent a dir que P sigui additiva:
de o—4] b— (A)+P(B) si .é.lnB =0. Enel cas d'un conjunt § infinit, les hipotesis
gebra i o-additivitat s’imposen per raons d’ordre técnic. Per exemple, si volem

com, s
p.rova;- que la probabilitat de I'esdeveniment “que surti alguna vegada cara al tirar
repetlda.ment una moneda” é .

és igual a 1, hem de calcular 1 + 4 1 _ :

i . srt+ap+--=11
necessitem la hipotesi de o-additivitat. T

2.~ L’adequaci¢ d’un det

. erminat espai de probabili .
I'axiomatica de P probabilitat a una certa experiéncia no ho resol

teoria matemétif:?h;ogor:v i aquest és un problema empiric que surt del marc de la
(com en elg joes d’;a.t era orfia‘f ac.xuest problema cal utilitzar arguments de simetria
Dins I'axiomatie. 4 2ar) o bé técniques estadistiques. :
ala prob:bnillia; t;:aPC:i{I)\:l,mogom"’ el. fet que les freqiiéncies relatives convergeixin cap
és un teorema basic un esdeveniment aleatori A es pot demostrar rigurosament i
. onegut com a “Llei dels grans nombres” .
3.— En el llenguatje de 1a teoria de la

m . . 3 - . ’
mesura tal que P(Q) =1, ure. (8. 4) & un espei messurable i P és una

Propietats elementals de les o—algebres

1.- Una o-algebra A és estable por interseccions numerables.

2.- La o-algebra més petita és {0.Q} ila més gran P(Q).

3.- La interseccié d’una familia qualsevol de g-algebres és també una o-algebra.

4.- Donada una familia C de parts d’Q2. designarem per o(C) la o-dlgebra generada per
C. que per definici6 sera la interseccié de totes les o-algebres que contenen C.
o(C) és la minima o-algebra que conté C en el sentit que esta continguda en tota

o-algebra que contingui C.

Cal observar que aquest concepte de o-algebra generada per una familia de parts es pot
introduir també en d’altres tipus d’estructures i aixi, hom parlara per exemple, de ’dlgebra
o de la classe monotona generada per una familia de parts d’Q2.

Direm que (2, A, P) és un espai de probabilitat finitsi A és una algebra finita (i per tant,
serd o-algebra). Es facil veure que tota particié finita Q@ = A; U A, U...U A, del conjunt
Q en r conjunts no buits genera una algebra de 2F elements. Tot esdeveniment no buit A
és delaforma A =4; U...U4;,1<p<r, ilasevaprobabilitat queda determinada
per les probabilitats dels elements de la particié:

P(A) = P(4)+ ...+ P(4;,).
En aquest cas, donar una probabilitat P sobre I’espai mesurable (2, 4) equival a escollir

r nombres pj,...,pr € [0,1] talsquepz +...+pr=1.

El segiient resultat ens diu que. reciprocament, tota algebra finita és d’aquest tipus.

Proposicié 2.2. Sigui A una algebra finita de parts d’un conjunt Q. Aleshores A esta

generada per una particié finita i, en conseqiiéncia, el nombre d'elements d’A és una
poténcia de 2.

Demostracié: Un element 4 # 0 d'A es diu que és un dtom si cap subconjunt propi d’A
pertany a A. D’aquesta definicié es deduiex que si A és un atom i B € A, aleshores

ANB =0 obé AC B. Finalment és facil veure que els dtoms formen una particié finita

d'Q que genera I'algebra A. .

Propietats elementals de les probabilitats

1.- Si A C B. aleshores P(A) < P(B).



En efecte,

En efecte, P(B) = P[4 U(B — 4)] = P(4) + P(B — 1) > P(4).
2~ P(AUB)+ P(4N B) = P(4)+ P(B).

En efecte, només cal posar 4 = (ANB)U(ANB) i B=(BNA4)U(BNA).
3.~ P és subadditiva:

n

P(U4) < 3 P(4y).

=1 =1

nomes cal comprovar la propietat per n = 2 (per n > 2 es faria per induccid) i
en 4 . .. .
aquest cas és una conseqiiéncia immediata de la propietat anterior.

_;C;al fer notar que aquestes propietats sén certes si A és un algebra de parts d’Q i
A — [0, +00] és una funcié additiva tal que P(§) =0.

3. PROBABILITAT CONDICIONADA I INDEPENDENCIA D’ESDE-
VENIMENTS

Sigui (Q.A.P) un espai de probabilitat associat a una certa experiéncia aleatoria. Su-

posem que B € A és un esdeveniment de probabilitat no nul.la.

Definicié 3.1. La probabilitat d'un conjunt A € A condicionada per B es defineix per

P(ANB)
= 3.1
P(4/B) = —£s (3.1)
Es comprova facilment que P(-/B) : A — [0,1] és una nova probabilitat sobre

I’espai mesurable (Q,.A4). Aquesta probabilitat s'introdueix quan sabem *a priori” que
I’esdeveniment B s'ha realitzat. Es a dir, en rebre aquesta informacié addicional sobre
Pexpreriéncia que estem analitzant, cal modificar la probabilitat ja que, per exemple,
I'esdeveniment B passa a tenir probabilitat 1.

Proposicié 3.2. (Principi de les probabilitats compostes). Siguin A,,..., A, elements de
Atals que P(4;N...N A4p—1) > 0. Aleshores

P(.-ll n Ag n... ﬂA,,) = P(AI)P(.‘lQ/Al)P(AS/Al nA?) --P(An/-4l nAZ n. --nAn—l)y
(3.2)

Demostracid: Es demostra per induccié. Per n = 2 s’obté P(A; N 4y) = P(A;)P(A2/A4))
que és una conseqiiéncia immediata de la definicié de probabilitat condicionada. Suposant
que la férmula és certa per n — 1, escrivim

PA4indeN...ndy) =P(ArnAaN...Ndn ) )P(An/Ai NN dpsy)
i apliquem la hipdtesi d'induccié. ]

Considerem una particié finita del conjunt Q, Py = {4;, 42,....4,} C A on P(4;) > 0.
1 € i € n. Donat un esdeveniment 4 € A la coneixenga de les probabilitats P(4;) i
de les probabilitats condicionades P(A4/4;) permet de calcular la probabilitat d'4 de la
manera scglent:
n n
P(4) =D P(ANA4) =) P(4)P(A/4). (3.3)
i=1 i=1



. ” ..
Férmules d’inversig de les condicions

Si 4-i B sén dos esdeveniments de probabilitat no nul.la, tindrem
P(AN B)
P(A/B) = = p(B/4)2(4)
FB) - P 5 oy

férmula que pe ’ .
rmet d fol N - .
p nvertir les condicions en el calcul de les probabilitats condicionades.

Més generalment, considerem dues
P2 = {B,,B,,...
probabilitat delg

particions del conjunt 2, P, = {4;,42,...,4,} i
) B,,,} donades per conjunts d’A4 de probabilitat no nulla. Coneguda la
1 segoms pmidéczl::zt? de la primera Particié P(A,:) i la probabilitat dels conjunts de
problem g oo c1ona.da: 1.)els conjuntsr de la primera P(B;/A;), ens plantegem el
e a pro.b.ablhta.t dels conjunts de la primera condicionada per la dels

© & segona P(A;/B;). Utilitzant la férmula d'inversié (3.4) i la férmula (3.3) s'obté la
férmula de Bayes que reso] aquest problema: '

P(4;/B;) = P(A)P(B;/Ai) _ _ P(A:)P(B;/A;)
T P(By) Lk=1 P(Bj/Ax)P(Ax)

(3.5)

t];;biemple d’aplicacié: Tenim una urna amb 3 boles blanques i 2 de negres. Treiem dues
b;) €S Successivament. Volem calcular la probabilitat de que la primera bola hagi sigut
anca, sabent que la segona és negra.

Podem prendre com a conjunt 2 el producte cartesia {b,n} x {b,n} on b representa treure
una bola blanca i n treure una bola negra. Considerem els segiients esdeveniments:

By = “primera bola blanca” = {(b,n), (b,5)},

B> = “segona bola blanca” = {(b,%), (n,b)},

Ny = “primera bola negra” = {(n, b), (n,n)},
N> = “segona bola negra” = {(,n), (n,n)},

particions sén P; = {B1,N,}, P, = {B2, N2} i sabem que
3
P(B) =2 2
(B1) 5 PN,) = 5

1
P(NQ/BI)=§’ P(NZ/N’)=%, P(BZ/BI)= y P(BZ/NI)'&'%

[T R

Aleshores. per una aplicacig de la férmula de Bayes

P(B,/N,) = P(B,)P(N,/B,) _
P(B,)P(N;/B,) + P(N,)P(N;/Ny)

3
T
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Definicié 3.3. Es diu que dos esdeveniments 4. B € A son independents si |

P(4ANB) = P(A)P(B).

Si P(A4) > 0. el fet de que 4 i B siguin independents és equivalent a dir que P(B/4) =
P(B). Es a dir, si sabem que A4 s’ha realitzat. la probabilitat de B no queda modifi-
cada. En altres paraules, la realitzacié de 'esdeveniment A no influeix de cap manera
sobre l'esdeveniment B. Si P(B) > 0 podem fer un raonament simetric i en conclusié. la

definicié d’independéncia que hem donat equival a la nocid intuitiva d'independéncia entre
la realitzacié dels esdeveniments.
Propietats dels esdeveniments independents
1.— Els esdeveniments £ i § sén independents de qualsevol esdeveniment A.
2.— Si un esdeveniment A és independent d’ell mateix, aleshores P(4) =0 6 P(A) =1.
3.— Les segiients afirmacions sén equivalents:
“4 és independent de B”,
#4¢ és independent de B”,

“A¢ és independent de B¢”,

Definicié 3.4. Un conjunt d’esdeveniments {Ai,: € I } € A es diu independent si per
qualsevol subconjunt finit {4;,,...,4;,} es verifica que:

P(4i, N4i; N NAL) = P(Ai)P(diy) .. P(diy) -

Aquesta definicié d’independéncia és més forta que la independéncia entre cada parella
d’esdeveniments del conjunt {4;, ¢ € I}. Per exemple, en el cas de tres esdeveniments

Ay, As, A3, pot ocorrer que R
P(A; N 42) = P(A1)P(2),
P(A4; N 4s) = P(41)P(43) .
P(42 N A3) = P(42)P(43),

pero en canvi,
P(A; N Ay N 43) # P(A,)P(A42)P(A3).

Aixd voldria dir que els esdeveniments A, 42. 43 son independents dos a dos, pero A;NA,

no és independent de A;.



Per exemple, en el llancament de dos daus simultiniament, els esdeveniments 4 = “el

~ resultat del primer dau és 1, 26 3", B = “el resultat del segon dau és 4, 5,6 6".1C = "la
suma dels resultats obtinguts en ambdés daus és 77, sén independents dos a dos pero no
conjuntament, com pot comprovar-se facilment.
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4. EXTENSIO DE MESURES

En aquest apartat exposarem alguns resultats sobre les propietats i la construccié de

mesures que ens seran d'utilitat en I'estudi de les probabilitats. Introduirem primer algunes

definicions.

Definicié 4.1. Sigui  un conjunt i C una col.leccid de parts d’S2 tal que § € C. Considerem
una funcié p : C — [0, +09)-
(i) Direm que p és additiva si p(AU B) = p(A) + p(B), sempre que A, BLAUB € C i
AnB=0.
(ii) Direm que p és o-additivasi p( U, A;) = 372 u(Aqn), sempre que A, € C per a
tot n>1, U An €Ci1ANAn =0 si n#m.
Es pot veure que una funcié additiva que no sigui idénticament infinita compleix u(9) = 0.

Una terna (Q, A, #) on A és una o-algebra de parts d’Q i u és o—-additiva (amb u(0) = 0)

s’anomena un espat de mesura.
Si 1(R) < oo, direm que l'espai de mesura és finit.

Si u(Q) = 1, aleshores (R, A, u) és un espai de probabilitat.

4.1. Caracteritzacié de la c—additivitat

El segiients resultats ens serviran per a comprovar si una funcié de conjunt u és o-additiva.
Si p és una funcié additiva en una algebra, aleshores la o-additivitat equival a la con-

tinuitat de p sobre successions creixents o decreixents (en aquest cas, cal afegir la condicié

u(2) < 00).

Proposicié 4.2. Suposem que g : A — [0, +o0] és additiva, u(8) = 0i A és una algebra
de parts d'Q2. Aleshores

(i) p és o-additiva si i inicament si per a tota successié creixent {A,,n > 1} C A tal
que 4 =U%, A, € A es compleix p(4n) T u(4).

(ii) Si i és o-additiva. aleshores per a tota successi6 decreixent {4,,n > 1} C A tal que
A=nNE, 40 € A1 p(d)) < oo. es compleix p(Ad,) | pld).

11



(iii) Si per a tota succesié decre

H(4n) Lo, aleshores 4 és g-additiva.

Demostrocig:

(i) Suposem primer

tal =
Que A =U, 4, € A. Aleshores

A =1(U 40) = u( U (= 40c)) = 3 p(An = Anca) =
n=1 n=]

n=1

n
= nlinégZ“(Ak = Ag-1) = lim p(4,),
k=1 n-—oo

on hem Suposat Ay = (.

Suposem ara que es co

mplei ; . .o .
familia {4, Pleix la propietat de continuitat seqgiiencial en A i fixem una

» % 2 1} de conjunts d' A, dis; i o =A
A. Aleshores tindrem , disjunts dos a dos i tal que U3, An €

H(A) = p( U (kL_J Ak)) = lim (. L"J Ap) = limi/,t(Ak) = iu(-‘h—)-
=1 k=1 n k=1

n=]
k=1

(ﬁ) SupOsem .
que 4 €s o-additiva i sjgy; i6 ixent d’elements
de A4 tal que 4 = qoo gui {A,, n > 1} una successié decreixen

n=14n € A, amb p(4,) < co. Aleshores

KA = 1) = s~ ) = (] (41 - 4a)) = im s = ) =

n=]

= #(Al) - h'rln y(An) .

(i) Fixem un famil:
2 familia {A,,n > 1} de conjunts d’A, disjunts dos a dos i tals que

Uo?:] A, = A
(nuoo " €A. Aleshores, UiZn Ak | @ quan n tendeix a infinit, i en conseqliéncia
B k=n AL) l 0. Findrem dOncs

k=n

p(d) = y[(:L;JI .4k) U ( CJ Ak)] = gy(m) +p( G Ak.) )

k=n
D’on en resulta

n—1

#(4) = lim H(Ar) = 3 A .
n Lz:; k kgl#(- k).
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ixent {4n.n > 1} C A tal que N2, 4, = 0 es compleix

que p €s o-additiva i sigui {An, n > 1} C A una successié creixent

Observacions

1.- Hem vist que una funcié additiva p sobre una algebra és subadditiva. Si u és
o-additiva, ’apartat (i) de la Proposicié 4.2 implica que g és numerablement sub-
additiva. és a dir p(Use, 4,) < 2:":1 u(An), per a tota colleccid de conjunts
{A,.,n>1} C Atalque 4 =U5, 4, € A.

En efecte.

n

,u( D An) =1i,r‘n#( U -4k) < lim 3 u(Ag) = ii‘(Ak)-
k=1 k=1

n=1 k=1

2.— La condicié p(41) < oo és clarament necessaria en la propietat (ii) de la
Proposicié 4.2. En efecte, considerem ’exemple = R i s la mesura de Legesgue. La
successié de conjunts An = [n, +00) compleix u(A,) = oo per a tot n, és decreixent,
i en canvi p(N3Z; An) = p(0) =0.

4.2. Exemples de mesures

1.~ Considerem un espai mesurable (f2,.4). Fixat un element r € Q, la mesura definida
per ’
6:(A)=14(z), A€A,

s’anomena “delta de Dirac en el punt z” i representa una mesura de massa total igual
a 1 concentrada en el punt . Observi's que 6, és una probabilitat que correspon a la
realitzacié segura del resultat z.

2.— Si p; i o sén dues mesures i «,3 > 0 aleshores au; + Bu2 és una mesura.
Si {gtn, n > 1} és una successié creixent de mesures, sup, un és una mesura.
. 2 .2 . . oo ’
Si {n, n 2 1} €és una successié de mesures, la série Y oo, pn és una mesura.

3.— Considerem una successié {Za, n > 1} C Q i nombre reals positius a,. Aleshores

S oo ) Qnbz, ésuna mesura. Tota mesura d’aquest tipus s’anomena discreta.

Si © és un conjunt numerable o finit. @ = {z;,: € I} i A= P(R), aleshores totes
les mesures sén discretes. En efecte. una mesura qualsevol p es pot escriure com
p=3es@ibz, . amb a; = p({xi}).

4.- Lamesura u(A) = card () siel conjunt 4 és finit i u(4) = oo si 4 és infinit s’anomena
mesura compladora.

13



5.- Considerem un espai de mesura (. A.p) i un conjunt 4 € A. La funcié pa(B) =
(AN B). Be A és una mesura que s'anomena la restriccié de u al conjunt 4.
Si Q = UX, 4,.

Z:.;l l“"‘n .

on els conjunt 4, € A sén disjunts dos a dos. aleshores no=

4.3. . . . . ..
Classes mondtones i unicitat de ’extensid

En z):quest apartat ens proposem analitzar I’extensié d’una funcié o-additiva definida en
ltna_ al‘geb.ra. 2 la 0-algebra generada per I'dlgebra. Primer estudiarem la unicitat i després
existéncia d’aquesta extensié. Aquests resultats seran utilitzats per a determinar la llei
d’una variable aleatéria a partir de la seva funcié de distribucié. Per tractar la unicitat
Decessitem introduir els conceptes de classe monotona i mesures o—finites.

Definicié 4.3. Una col.leccié no buida C de subconjunts d’Q2 és una classe monétona
si per a tota successié mondtona (creixent o decreixent) {4

. ns 2 1} C C es compleix
lim, 4, €C.

Obviament. tota o-algebra és una classe mondtona., Reciprocament, una algebra A que
sigui classe monotona és o-algebra. En efecte si A, € A, per n > 1, aleshores U2, A, =
- : - n=1- -
im, T (UZ, 4k) € A

Teorema 4.4. (Teorema de les classes monotones). Si A és una algebra de parts d’Q i C
€s una classe mondtona tal que C 5 A. aleshores C O a(A),

Demostracis: Designarem per m(A) la classe mondtona engendrada per A. Llavors
m(A) C C. Escriurem m = m(A). N

omés cal veure que m D o(A) (en realitat tindrem
m = g(.A)).

Fixat un conjunt 4 € m, definim

- F 'm_4={B€m:.-lﬂB, -'1ﬂB°, .4‘ﬂB€m}.

Es comprova facilment que m4 és una classe mondtona. Si

. R . A € A, aleshores A C my ja
que A és una algebra i. en conseqiiéncia. m Cmy

és a dir. m = m,.
Suposem ara que el conjunt 4 pertany a m. Si
que BN 4. BNAS B°Nd€m Aixd implic

abans. aixoensdinque mC my i m = m..

B € A com que 4 € mp = m tindrem
a que B € m,. Per tant. 4 C m, i. com
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Finalment. si 4 i B sén dos conjunts de m. les relacions 4 € mp i B € m, ens diven que
ANB. ANB°. A°N B € m. Per tant. m és una algebra i com que és classe mondtona. és

una o-algebra. En conclusi6 m D o(A). n

Definicié 4.5. Sigui Q un conjunt. A un subconjunt de parts de Q i g una funcié -
additiva sobre A. Direm que p és o-finita si existeix una descomposicié 2 = UX,, A, del
conjunt Q en conjunts 4, € A tals que u(A4,) < co peratot n. La successié {4d,, n > 1}
es pot agafar creixent (només cal prendre 4} = 4,U4,U...U4,) oformada per conjunts
disjunts dos a dos (prenent en comptes de A, , Ay = A} —(A1UA2U...UAqy), n> 1)

La mesura de Lebesgue en (R. B (R)) és un exemple de mesura o-finita. La mesura comp-
tadora en un conjunt §2 no numerable és un exemple de mesura que no és o-finita.

Teorema 4.6. (Unicitat de 'extensié). Sigui A una algebra de parts d'un conjunt Q.
Si py, 2, son dues mesures sobre la g-algebra o(.A) tals que coincideixen sobre A i sén
o-finites sobre A, aleshores p; = p,.

Demostracid: Suposem primer que y; i g, sén finites. Definim C = {A € A: py(4) =
p2(4)}.C és una classe mondtona, per tant C D o(.A). i el teorema queda demostrat.

En el cas o-finit tindrem Q = U2 A,, 4, € A, p1(A,) <00 1 pa(A,;) < 0o pera
tot n iels A, es poden prendre disjunts dos a dos. Aleshores per cada n, les mesures
1,4, (B) = mi(B N An), p2.4,(B) = p2(B N Ap), coincideixen sobre A i sén finites. Per

. [28Y . o0 o0
tant, u¢1,.4, = M2,4,, 1 €N cOnsequencia [ = an B1,4, = Z"___l H2, A, = M2. ]

4.4. Mesures exteriors. Teoremes de Carathéodory

Per tal de demostrar els teoremes d’extensié de mesures cal introduir el concepte de mesura

exterior.

Definicié 4.7. Sigui Q un conjunt. Una aplicacié u* : P(Q2) — [0.+0o0] s'anomena una

mesura ezterior si compleix les segiients propietats:
(i) (@) =0.
(i1) p* és creixent.
(1ii) p* és sxtb;\(lditi\'a. és a dir. per a qualsevol successio de subcoujm.xts de Q. {d,. n 2>

1}, es compleix u*( U, 4n) < 2one, p#7(Aa).
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Per exemple. si 2 : @ — [0. +2c] és una funcié arbitraria. aleshores u*(4) = sup,e.4 #(1)
. és una mesura exterior.

Donada una mesura exterior x*, direm que un conjunt 4 C Q és p* mesurablesi u*(B) >
u(ANB)+pu*(A°NB), per atot B C .

En realitat es compleix la igualtat ja que la desigualtat contraria sempre és certa. degut a
la subadditivitat. ‘

Teorema 4.8. (Primer teorema de Carathéodory).

Sigui A,. la familia dels conjunts p*-mesurables. Aleshores, A,. és una o-algebrai u*
és o-additiva sobre Aj- .

Demostracid:

1) Veurem primer que Ag- és una algebra. El conjunt 0 és de A;,. , ja que p*(B) =
p*(@®nB)+ u* (2N B), per atot B C .

Clarament A,. és estable per complementacio.

Provem finalment 'estabilitat per reunions finites. Siguin A;, 4, € A,.. Fixem B C Q.

Tindrem
p*(B) = p* (BN A) +p* (BN A7)

=u"(BNA4;N4)+u" (BN A NASG)

+p* (BN AN Ay) + p*(B N AT N AS).
Si apliquem aquesta férmula general al conjunt B N (A4; U A;) obtenim

L (BN(A N A2)) = p*(BN AN Ay)+p (BN A NAS) + p*(B N Af N Aa),
jaque 41 NASC A U4y i AfN Ay C Ay U Al
En conclusié
pM(B) = u* (BN (4, U 4s)) +p*(BN(4;UA)),

per atot B C Q, la qual cosa implica que 4; U A; € A,-.
2) Demostrem finalment que A,- és una o-algebra i que u* és o-additiva sobre Aj-.

Considerem una familia de conjunts de A ue+ {An, n 2 1} que, sense pérdua de generalitat
podem suposar disjunts dos a dos. Posem B, = Upo,dx per n 2 1. By = 0iAd=
Utz Aa. Sabem que B, € A,- per atot n. Sigui C C Q ip > 1. Es compleix
,u'(C'ﬂB,,) =p(CNByNBy_1)+p(CN By nB,cn—l) =
=p(CNBp_y)+u"(CNAp).
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Sumant per p = 1 fins a n obtenim

pUCNBL =Y pi(CN4,).
=1
En conseqiiéncia
p (C) =1 (CNBy) +uf(CNBE) = Z#'(C n _.lp) +p*(CNBE)

p=1

> Z/,L'(Cﬂ Ap) +p*(CN AT,

p=1
ja que Bn C 4.
Fent n — co i degut a la subadditivitat de u*, tindrem

x
p(C)2 Y (CN Ap) +u™(CNAT) 2 7 (CNA)+p7(CN AT,

p=1
la qual cosa implica A4 € A, i, per tant, A,. és o-algebra.
Finalment. posant C = 4 en l'expressié anterior arribem a

pA) 2 Y pN(Ap).

p=1

Teorema 4.9. (Segon teorema de Carathéodory). Sigui A una algebra de parts d'un
conjunt Q i 4 una funcié o-additiva sobre A. Per a tot B C 2 definim

p™(B) =inf Y p(An),
n=1

on I'infim es pren sobre tots els recobriments numerables {A,, n > 1} del conjunt B per

conjunts A, € A. Aleshores es compleix que ;* és una mesura exterior. A C Ay~ i

“.,1=“'

Demostracio:

v

1) Veurem primer que p*| , = p. En efecte, fixem A € A i un recobriment {4,,n
1} ¢ A de 4. Tindrem que {4, Nd.n 2 1} és una familia de conjunts tal que 4 =
U2, (4, N 4). Com que y és subadditiva podem escriure.

pu(d) = I‘l( 0 (An N -'1)) < ZI-‘(AN NnN4d)< Z/’(-"-n)-

n=1 n=1 n=1
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la qual cosa implica que p(A) < u*(A). La desigualtat contraria és immediata.

2) p* és una mesura exterior. En efecte.
(i) p*(0)=0.

(ii) Si A C B, tot recobriment numerable de B és també un recobriment d’4. d’on
en resulta pu*(4) < u*(B).

(iii) Si B = U, B,, tenim que per a tot ¢ > 0 i per a tot n 1 existird un
recobriment {B,’:, k> 1} C A de B, tal que z:‘;l’u(Bﬁ) 1*(Bn) + ‘2’7
La colleccié de conjunts {B%, k.n > 1} és un recobriment numerable de B i
peratot ¢ >0, u*(B) < T, u(BE) < %2 u*(B,) + <. En consegiiéncia.
p*(B) £ X0, #7(Bn).
3) AC A,- . En efecte, fixem A€ A1 BCQ. Peratot £ >0 existeix un recobriment
de B, {An,n 21} C A, tal que 35730, u(As) < u*(B) +¢. Ara bé

2
<

TS T u(An) = 3 [#(AN An) + 4(A° N 44)] 2 47(AN B) + p*(4°N B).

n=l] n=1

Per tant, u*(B) 2 p*(A N B) + u*(A°N B), la qual cosa implica 4 € Ay "

El teorema anterior ens diu que existeix una extensié o-additiva de u a la o-algebra

o (A) C A,-, que sera tnica si p és o-finita sobre A, tal i com hem provat en el Teo-
rema 4.6.

4.5. Complecié d’un espai de mesura

Hem vist que donada una funcié o-additiva p en una algebra A de parts d'Q. p es pot
estendre a la o-algebra o(A) i aquesta extensié és tnica si u és o-finita sobre A. Aixo
ho hem demostrat construint una mesura exterior 4#* mitjangant recobriments numerables
amb conjunts de I'algebra A i prenent després la o-algebra A,- D o(A) dels conjunts
p*—mesurables. Ronat que aquest meétode ens permet estendre p a una o-algebra A,-
més gran que o(A), ens podem preguntar si aquestes dues o—algebres sén molt diferents.
En realitat veurem que no hi ha gaire diferéncia entre elles. Aquestes consideracions ens
porten a introduir el concepte de conjunt negligible i el de complecié d’un espai de mesura.

Definicié 4.10. Considerem un espai de mesura (2. A. ). Direm que un conjunt NcQ
(que pot no pertanyer a A) és negligible si existeix un 4 € A tal que ¥V C 4 1 p(4)=0.

Direm que I'espai de mesura és complet si la o-algebra A conté tots els conjunts negligibles.
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Un espai de mesura qualsevol (2. A. ) es pot completar de la forma segiient:

Definim
A={4UN. 4 € A N negligible}

g:A—[0.+]. A(4UN)=p(d).
Aleshores:

(i) A és una o-algebra que conté A. En efecte. A és estable per unions numerables. ja

que oo o o
UnuNa) =(J 4 u(lJ ¥a) € 4
n=1 n=1 n=1

degut a que U2, 4n € A i UL, N és negligible, com es comprova facilment. D’altra
banda. A és estable per pas al complementari, ja que (AU N)¢ = A°N N¢ =(4A°Nn.B)U
[A°N (N —=B¢)], on NCB. B€ Ai p(B)=0. Aleshores (AU N)¢ € A degut a que
A°NB°e A, i A°N (N — B°) és negligible donat que esta contingut en B.

(ii) & esta ben definida. En efecte, si 4, U N; = A2 U N, , tindrem
A1) = p(A; N 42) + p(A1 — 42) = p(41 N Aq),
ja que A; — s C Na. i per simetria, a(42) = u(A N Az).
(i) g és o—additiva i ﬁIA =u.
(iv) L’espai de mesura (Q, A. ) és complet. En efecte, si M és negligible en (Q. A, 1)
tindrem M C AUN. 4 € A, /,z(.-l)'= 0 i.V negligible en (Q.A.u) ésadir NC B. B¢

A. u(B)=0. Aleshores A{ C AUB. AUB € A, p(4UB)=0.ésadir. M és negligible
en (0. A.p).1pertant M € A.

L'espz.\i (Q. A. i) s’anomena la complecid de (Q. A. pz).
Teorema 4.11. Sigui ¢ una funcié g-additiva i o-finita en una algebra A de parts d'un

conjunt Q. Aleshores. 'espai de mesura (2, Au-.p*) és la complecié de (Q2.a(.A).1%). on
hem utilitzat les notacions introduides en els teoremes de Carathéodory.

Demostracid:

En primer lloc. veurem que (Q.A,-. u*) és complet. En efecte. si V és negligible. existeix
A€ A tal que N C A pt(A) = 0. Aixd implica que per tot Bc Q. p(B)2upBN
Ny+p (BN XN jaque p*(BNN)=0.Pertant. V€ A-.
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Es clar que o(A) C Ay-. ja que (Q.A,. .u*) és complet.

" “Per simplificar la notacio, desxg;nm-em per 4 la mesura p* sobre A,

.Fixemun 4 € A,.
volem veure que A € a(A)

Per cada n > 1 existeix un re i k
cobriment {45, k> 1)

de A, format per conjunts de A tal
que

1 . e )
R HAZ D A 2 wUg, 48) = W(Ga) 2 (),
=
k
on Gn 21A4n € 0o(A). Definim ¢ = N2,Gn, € o(A). Es compleix 4 C G i
o nta (A) 2 #(G“) 2 #(G) 2 p*(4), Per a tot n > 1. En consequéncia, u(G) = u(4).

Acabem de veure que per tot conjunt B ¢ A,- existeix un H € o(A) tal que B C H

i u(B) = p(H). Si apliquem aquest resultat a G — A tindrem G- A C F, F €

o(A), p(F)=0. Finalment, A =(G-F)U(ANF) on G- Feo(A) i u(ANF)=0.
és a dir, A € o(A). n

4.6. Semialgebres

Algunes vegades la funcié de conjunt # que volem estendre no estara definida inicialment
en una algebra sind en una familia de conjunts que no és estable per unions. Aquest és el
cas, per exemple, de la familia de tots els intervals de la recta.

Per tal de tractar aquest exemple i també el cas de I’espai producte, introduirem la nocié

de semialgebra i veurem com es pot estendre una funcié 4 definida inicialment en una
semialgebra a una funcié definida en una algebra.

Definicié 4.12. Direm que una col.leccié S de parts d’un conjunt §2 és una semialgebra
si

(i) Res,
(ii) Si A, B sén conjunts de S, aleshores 4 N B és també de S .

(iii) Si A ésde S, el conjunt A° és una unié finita de conjunts de S disjunts dos a dos.

Proposicié 4.13. L'algebra generada per una semialgebra S coincideix amb la familia
de les unions finites de conjunts de S disjunts dos a dos.

Demostracid: Sigui o(S) l'algebra generada per Si G la familia de les unions finites de
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conjunts de S disjunts dos a dos. Es clar que S C G C @(S) . Es doncs suficient demostrar

que G és una algebra. per tal d’obtenir G =alS):

G és estable per interseccions finites degut a la propletat (i1). En efecte. siguin 4,. 42 € G

Aleshores
i suposem que 4, =B} U...UBJ', 42 = Bju...U Bf' . Aleshores

= @ ]
A1NAd,=[Blu...uB}Nn[B:iU... B I UUU (BinBl)eg.
onels B} .i=1..... n.Bl.j=1..... m, son de S i disjunts dos a dos.

G és estable per pas al complementari, ja que si Byy---+Bn son conjunts de & disjunts
dos a dos. tindrem (By U...U B,)* = BfN...N BS € G, degut a que G és estable per

interseccions finites i els Bf sén de G per la propletat (iii). .

Teorema 4.14. Sigui 4 una funcié additiva definida en una semialgebra §. Existeix una
{inica extensié additiva de p a l'algebra A = a(S5)- Endemés si p és o-additiva en S.

també ho sera en a(S).

Demostracié: Com que A és la familia de les unions finites de conjunts de S disjunts dos
a dos, tot conjunt 4 € A és de la forma A = U n,dion Ai€eSidin4;=0si:#)
Posem per definicié p(A4) = Y1, p(4i)

Aquesta definicié és consistent ja que donades dues particions diferents del conjunt A. 4 =
UL, 4, = U;-"=IB_,', on B;€S i B NB.=9 per J # k, tindrem

W) = S A = 3o MAN B SEDIER)

i=1 i=1 j=1 i=1
. . ’ -, . . 2 A H 15 1+
Es facil veure que p és additiva en A i que és la tnica extensio additiva.

Finalment. suposem que pu és o-additiva-en S i considerem una familia {4,,n > 1} de
conjunts de A disjunts dos 2 dos. Posem 4 = U3L,A4, i suposem també que 4 € A.
Aleshores, si 4 = UL,C;, C; €. C;NC, = O perj #k.iA, =UNB}. B} €
S. B}N By = 0 per j # k. tindrem ‘

n N0 M

u(d) = Z”C)—ZZZ (CJnBL)—Z p(da) . =

j=1 n=1 k=1 =1

Observi's que aquest teorema. juntament amb el segon teorema de Carathéodory. ens diu
que existeix una extensié o-additiva de u a la o-algebra generada per §, que sera unica

si p és o—finita.



5. PROBABILITATS EN LA RECTA REAL I FUNCIONS DE DIS-
TRIBUCIO

En moltes experiéncies aleatdries el conjunt de resultats és un conjunt de nombres reals.
per exemple, un conjunt finit o numerable, o bé un interval. Aixd ens porta a estudiar les
probabilitats sobre la recta real. Veurem que hi ha una forma molt senzilla de donar una
probabilitat sobre R, mitjancant les funcions de distribucié.

Sigui S la semialgebra de parts de R formada pels intervals (a,b], a < b; les semirrectes
(a,400), (—00,da], a € R; 0iR. La o-algebra generada per S s’anomena la o-algebra de
Borel B(R) i coincideix amb la o-algebra generada pels conjunts oberts (o tancats) de R.

Si p és una probabilitat en (R, B(R)) es defineix la seva funcid de distribucid per F : R —
[0,1], F(z) = u ((—o0,z]) . Aquesta funci6 té les segiients propietats:

(i) F és creixent. En efecte, si z < y, es té (—oo, z] C (—o0, y]. Per tant hom dedueix
F(z) = p((=o00,2]) < p((—00.y]) = F(y).

(ii) F és continua per la dreta. En efecte, donada una succesié y, | = es compleix que

(=00 ,yn] | (—00,z], i per les propietats de continuitat de les mesures (Proposicié 4.2)
obtenim

F(yn) =I-‘((—°°1yn]) l [J.((—OO,I]) = F(z).

(iii) Es compleix lim;—40 F(z) = 1. En efecte, per a tota successié zp, T oo tenim
(—o0,za] TR, i per tant

F(zn) = p((~00,za]) T u(R) =1.

(iv) limz—_o F(z) = 0. En efecte, per a tota successié z, | —oo tenim (—oc0,zna] [ 0.1
per tant. =-

F(zy) = I-"((_oo 73771]) l /"(@) =0.

En general. una funcié F': R — [0. 1] que compleix les propietats (i) a (iv) s'anomena una
funcié de distribucié.

Si F és la funcié de distribucié d’una probabilitat p, es compleix p((a.b}) = F(b) — F(a).
sia < b.ip((a.+30)) = 1= F(a). Per tant. si dues probabilitats u, i u, tenen la mateixa
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funcié de distribucié F. py i g2 coincideixen sobre la semialgebra S i. en conseqiiencia
ity = pa (veure els apartats .31 4.6). Es a dir. la funcié de distribucié d’una probabilitat
caracteritza completament aquesta probabilitat. D’altra banda. el seglient teorema ens
diu que. com a conseqiiéncia dels resultats d’extensio de mesures. hi ha equivaléncia entre

funcions de distribucid i probabilitats sobre R.

Teorema 5.1. Donada una funcié de distribucié F. Existeix una unica probabilitat u
sobre (R.B(R)) tal que F(z) = p((—o .z]) per a tot z € R.
Demostracié: En primer lloc definirem u sobre la semialgebra S posant

u((a,b]) = F(b) = F(a),sia < b,

#((a +00)) = 1= F(a), p((=20, a]) = F(a), u(0) =0, u(R) = 1.

Es facil veure que u és additiva en S. En efecte. suposem per exemple que a < ¢ < b.

aleshores
w((are]) + (e b)) = F(c) — Fla) + F(b) = F(e) = F(b) = F(a) = u((a,b]).
Els altres cassos es tracten de manera analoga.

Veiem ara que p és o-additiva en S. Aixi podrem estendre u a una probabilitat en
(R,B(R)) (Teorema 4.13) que tindra F per funcié de distribucié i haurem acabat.

Sigui I = U, In,onlI, In € Siels In son disjunts dos a dos. Recordem que p admet

una extensié additiva a I’algebra generada per S

Tenim !

St =u( U I) sud,
n=1 n=1
per a tot m > 1.1 per tant -
Y wIa) < u(D).
n=1

Per a provar la desigualtat contraria és necessari utilitzar la segiient propietat:

Donat ¢ >0 iJ € S. existeixen J;. Jo € § tals que Jy és compacte. J, C J C
Jo cp(J) = () <cip(l)—pJ) <<

En cfecte. considerem les diferents possibilitats:

(i) Si J = (a.b] prenem J; = (d¢'.b]. J2 = (a.b']amb a < a'. F(a')—Fla)<s.b< ¥ i
F(l')-F(b) <=..
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!

(ii) Si J = (a,+o0) prenem J, = (a'.c}, Jo =J.ona < «'. F(a')— Fla) < £. o' <

cil—F(e)< 5.

(B

(iii) Si J = (-0, B]'prenem Jy=(d" b, Jo =(—-cc, ¥],onb >d. Fld') <. b<
ViF(b)-F(b)<e.

Fixem ¢ > 0 i sigui I' € §. I' compacte. tal que I’ C I'i p(I) = p(I') < £. També per

cada n > 1 prenem I, € S tals que I, C‘l?,'1 vip(Ih) = p(Iy) < 37337 - Com que {I,, n > 1}

_ o
és un recobriment obert del compacte I’ existira un subrecobriment finit, I' C Um., I’ .

Llavors
e m m m o0
MO < W) +5 <Y sIN+Z <Y Wl + Y stz S Y s +e,
n=1 n=1 n=1 = n=1
i aixo acaba la demostracié del teorema. n

Suposem que x és una probabilitat amb funcié de distribucié F. Les seglients férmules sén
facils de comprovar i permeten calcular la probabilitat de qualsevol interval:

#((a, b)) = F(b) — F(a7) ,
#([a,b)) = F(b~) = F(a7),
u({a}) = F(a) - F(a™) .
En particular veiem que F és continua en un punt a si i només si u({a}) =0.

Considerem el cas d'una probabilitat discrete, p =3 ;c; piba;, on {ai, i € I} CRés
un conjunt finit o numerable i els p; € {0, 1] sén nombres tals que Y ier Pi = 1. Llespai
de probabilitat (R, B(R), 1) correspon a una experiéncia aleatoria en la qual s'obtenen els
resultats a; amb probabilitats p; .

En aquest cas, la funcié de distribucié de u és purament discontinua:

Fz)= ) »pi.

{i:ai<z}

Cal observar que els punts {a;, i € I} poden ser aillats (per exemple, u = & 6; +16_,),
o bé constituir un conjunt dens en R (com @) . En aquest darrer cas la funcié de distribucié
F és més dificil dimaginar. ‘
L’equivaléncia entre funcions de distribucié i probabilitats es pot generalitzar immediata-
ment al cas de mesures finites si es substitu;eix la propietat (iii) de les funcions de distribucié
per la condicié
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(i117)  lmze— g Flz) = p(R).
Considerem una funcié de distribucié F d'una probabilitat x. Designarem per S el con-
junt finit o numerable dels seus punts de discontinuitat. Es defineix la part purament

discontinua de F per
Fix)= ), [Fiy-Fiyl.
{y:y€S, y<z}

F és la funcié de distribucié de la mesura discreta pg = 3 o5 [F(y)—F(y™)] 6y . Observi's
que S = {y : e({y}) > 0} i que pa = 3 es #({y})8y. D’aqui es dedueix que la
probabilitat u és discreta si i només si p = pg. La diferéncia g, = p — pug és una mesura
(de massa total < 1) continua (ue({z}) = 0 per a tot z) que té per funcié de distribucié
F. = F — F4. En conclusid, tota probabilitat p sobre (R , B(R)) és descomposa de forma

dnica com a suma d’una mesura discreta i una continua.

Es poden també construir probabilitats sobre la recta mitjancant funcions de densitat.
utilitzant la integral de Lebesgue. Per definicié una densitat de probabilitat és una funcié
f:R — [0, +c0) mesurable i tal que

/+°° flz)dz=1.

-0

Aleshores, la funcié definida per F(z) = ffco f(y) dy és una funcié de distribucié. Si u és
la probabilitat sobre (R, B(R)) associada a F', es compleix

u(4) = /A f(z) dz

per a tot 4 € B(R). En efecte, degut a les propietats de la integral de Lebesgue, la funcié
A — f 1 f(z)dz és una probabilitat que coincideix amb p quan A és una semirrecta del
tipus (—o00. z].

Les funcions de distribucié (o les probabilitats) d’aquest tipus s’anomenen absolutament
continues. Tota funcié de distribucié absolutament continua és continua, ja que per a tot
z€ER v
F(r)—F(z->=#<{z})=/m fiw)dy =0.

El reciproc no és cert i es poden construir funcions de distribucié continues que no son
absolutament continues mitjangant la utilitzacié del conjunt de Cantor. Si la densitat f
és continua en un interval obert I. és facil veure que F' és derivable en aquest interval i
F'{r)= f(x)peratot €.



Exemples

L.- Lleis uniformes: Si tenim un conjunt finit Q@ = {w....,wn}. el model probabilistic
corresponent a l'eleccié a I'atzar d’un element d’aquest conjunt s'obté prenent l'espai de

probabilitat (2, A. P) on A= P(Q) i P és la probabilitat discreta

=1
Z,; buvi.

i=1

Considerem ara l’experiéncia aleatéria seglient: “Eleccié a l’atzar d’un nombre de l'interval
[@.]". Una forma aproximada de realitzar aquesta experiéncia consisteix en utilitzar una
ruleta continua de perimetre b—a . Observem que el resultat de l’experiéncia és un nombre
real. Que I’eleccié sigui a ’atzar vol dir que la probabilitat de que el nombre elegit estigui en
un interval I C {a, ] és proporcional a la longitud d'aquest interval. Si i és la probabilitat
sobre (R, B(R)) associada a aquesta experiéncia tindrem:

d—c

_a.

D)= § I=ledClab,

o

u(la, b)) = 0.

# és una probabilitat absolutament continua amb densitat f(z) = 2= lap) (2). Aquesta
probabilitat s’anomena llei uniforme en l'interval [a,b], i la seva funcié de distribucié és

b~a

0, si z<a
F(z) = { F=2. si z€la,b
1, si z2>b.
2.- {,leu- ezponencials: Considerem una probabilitat u sobre la recta, concentrada en la
semirrecta (0, +00), que representi la llei de probabilitat del temps de vida d’un sistema
(un individu, una bombeta eléctrica, etc.). Imposarem a p les seglients condicions:

(i) La funcié o(t) = p((t, +00)), t 20 (igual a la probabilitat que el sistema tingui una

duracié supefor a t) és continua i no nul.la.

(ii) No hi ha envelliment,

s'expressa posant

En termes de probabilitats condicionades aquesta propietat

p((t+ 8.4+)/(s,+00)) = p((t,20)) . peratots s.t>0.
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Es a dir. el temps de vida residual a l'instant s té la mateixa llei de probabilitat que el

temps de vida des de l'instant inicial.

[0.1] compleix 2(t + s) = () 2(s).
~Aat

La condicié (ii) implica que la funcié 2 : (0, +2c) —
Tenint en compte la condicié (i) i que »(0) = 1, obtenim () = e™* , amb A > 0, ja que

lim;— () =0.
En conseqiiéncia la funcié de distribucié de p és

si <0

09
F(I)={1—e"“, si z>0.

La probabilitat x4 s’anomena llei ezponencial de parametre ) i és absolutament continua
amb densitat

fl2) = 2™ 1 4o0) (2) -

3.- Llei normal: Es una distribucié que juga un paper fonamental en el capitol del Teorema
central del limit i en I’Estadistica. Per definicié la llei normal N (0, 1) és una probabilitat

sobre R que té per densitat la funcié

flz) =\/-—;=7r- e T,

Es facil veure que f és efectivament una densitat de probabilitat, és a dir que [ f(z)dz =

1. En efecte,
(/ e"s;' d:::)2 =
R

ﬂz
2 o0 .2

=/ dG/ e F rdr=27.
0 0

Funcions de distribucié n-dimensjonals

zeR.

=2 2
P dy

Els resultats anteriors es poden estendre al cas de probabilitats en R® . Descriurem breu-

ment aquesta extensio sense precisar-ne tots els detalls.

Fixats dos punts a = (a),....a,), b=(b;,....bs) tals que a; < b; peratot i =1..... n,

es defineix el rectangle n-dimensional (a. b] per

n

(a.b] = [ (aib)].

=1
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La familia d’aquests rectangles (on les coordenades «; poden ser —2¢ i les b; poden seT
+2xc). afegint-hi el conjunt buit. constitueix una semialgebra que genera la o-algebra de
Borel B(R™) de R . Recordem que la o-algebra de Borel d’un espai topologic és la generada
per la col.leccié dels oberts.

Sigui p una probabilitat en l'espai mesurable (R*, 5(R")). Lo funcié F : " _ j0.1]
definida per

F(z) = p((—o0,2]) ,

s’anomena la funcid de distribucié de p i té les segiients propietats:

(i) Asa F > 0, per a tota parella de punts a,b tals que a; < b;, ¢ = 1.....n. on per
definicié
Ap F = Z (=1)r+ten F(by +€1(ay — by), ..., bn +€n(an = by,)).
c€{0,1}"
e=(€y,....€n)

Apq F' representa I'increment n-dimensional de la funcié F en el rectangle (a, b). La posi-
tivitat d’aquest increment es dedueix del fet que coincideix amb u((a,b]) . Per exemple, si
n = 2 tindrem

Apa F = F(by,by) — F(b1,a2) — F(a1,b2) + F(ay,az2)
= l“((_oovbll X (a21 b2]) - #((—oo'all x (a2, bZ])
= p((a,b)).

(ii) F és continua per la dreta en totes les variables simultaniament:

lim  F(z)= F(y)

zilyi,i=1,...,n
(ii1) Es compleixen les seglients propietats assimptotiques

cl'l_l’_l}o Fz)=1.

, peratot i=1,...,n.

Tota. funcié F : R® — (0,1] que compleixi aquestes quatre propietats s'anomena funcié
de distribucié. i existeix una tnica probabilitat p en R" tal que F(z) = u((—o0,z]). La
unicitat prové del fet que dues probabilitats u,,u, amb la mateixa funcié de distribucid

F han de coincidir sobre la semialgebra S ja que py((a.b]) = p2((a.b]) = Qse F. Daltra
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banda. fixada la funcié de distribucié F'. es defineix u sobre la semialgebra S posant
p{(@.b]) = Apq F i es demostra (com el cas n = 1) que u és o-additiva en S. Aixo6 ens

permet d'estendre y a la o-algebra 5(R™).

Sigui 1 una probabilitat en R" . El conjunt S = {z € R" : p({z}) > 0} és finit o numerable.
Podem definir aleshores la part discreta de p per pa = 3 es #({r})é, i 1 es descomposa

de forma tnica en suma d’una mesura discreta p4 i una de continua p. = p — uq.

Com en el cas unidimensional, tota funcié f : R®™ — [0, +oo] mesurable i tal que
Jgn f(z)dz =1 es pot utilitzar com a densitat de probabilitat. Es a dir, a partir de f
definirem la funcié de distribucio.

F(I)=/_:---/_: f(y1,---1yn)dyr .. .dyn.

Es diu aleshores que la probabilitat u associada a F és absolutament continua amb densitat

. ’ .’ r3 - n
f.Si f és una funcié continua, es compleix que f = 3_8—_:?...an .



6. VARIABLES ALEATORIES. ESPERANCA MATEMATICA

Considerem un espai de probabilitat (Q. A. P) associat a una certa experiéncia aleatoria.
Una variable aleatoria definida en aquest espai de probabilitat sera una aplicacio X :
2 — R que a cada resultat possible w de I’experiéncia li fa correspondre un nombre real
X(w). Per exemple, si I'experiéncia és una jugada en un joc d’atzar. el valor X(«) pot
representar el guany del jugador quan es produeix el resultat w. L'esperan¢a matematica
representa el guany mig del jugador, i es defineix com la integral de la funcié real X respecte
a la mesura P. Aixo ens porta a exigir que X sigui una funcié mesurable i, d’altra banda
tins interessara considerar, per raons técniques, variables aleatories que prenguin valors en
R = [~o0, +00]. L'objectiu d’aquest apartat és, per tant, estudiar I'esperanca matematica
d’una variable aleatdria com a cas particular de la integracié de funcions mesurables reals.

6.1. Funcions mesurables

Definicié 6.1. Donats dos espais mesurables (Q,A), (F.F), direm que una aplicacié
X : Q — F és mesurable si X~'(B) € Aperatot B e F.

Observacions

1.- Sigui G una familia de conjunts que genera la o-algebra 7. Aleshores. per veure que
una aplicacié X : (2. A) — (F.F) és mesurable, només cal comprovar que X ~!(B) e
Aperatot Beg.

En efecte: Definim D = {B ¢ F: X~(B) € A}. Sabem que D D G i D és una
o-algebra ja que A és una o-algebra i X! és un morfisme respecte totes les operacions
entre conjunts. En conseqiiéncia, D O o(G) = F 1 X és mesurable.

La composicié de dues funcions mesurables és una funcié mesurable.

:Est'ructures wnicials: Considerem una familia {(F;,F.). { € I} d'espais mesurables
i una familia- d’aplicacions {Xi: Q- F,ie I}. on Q és un conjunt arbitrari.

Aleshores. la minima o-algebra de parts d'Q que fa totes les X, mesurables és la
o-algebra

E=a{X W di): dieF,iel}.

Aquesta o-algebra té la Propietat segiient:
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XN (G .Gy — (2.8 és mesurable sii només si X, 0.X : (G.G) — (F,. F,) és mesurable per

ator s € 1.

En efecte. la implicacié en un sentit (=) és immediatai. d’altra banda. per a tot generador

X1(4,) d’€ es compleix X"'[.\',’l(.-&,-)] =(X,0oX)" Y4 eg.

Definicié 6.2. Considerem un espai de probabilitat (2. A. P). Una aplicacié mesurable
X : Q — R s'anomena una vaerieble aleatéria. Analogament. una aplicacid mesurable

X : Q — R" s'anomena un vector aleatori.
Propietats de les funcions mesurables reals

En tot el que segueix farem servir la notacié X~!(B) = {X € B}.

1.- X : Q — R" és mesurable si i només si {X < z} € A per a tot z € R". Aix0 és
conseqiiéncia de l'observacié 1 anterior, ja que les semirrectes {(—s0.z]. £ € R"}
generen la o-algebra de Borel de R™.

2.- Suposem que X; : § — R, 7 = 1,...,n sén mesurables. Aleshores aquesta condici6
és equivalent a que l'aplicacié X : @ — R", X = (Xy,....- X,) sigui mesurable. En

efecte, en un sentit és una conseqiiéncia de la propietat
‘Y—l ((_wv a]) = {Xl s ay, ... vXn S an} € -A.,

ona={(ay,...,an).

D’altra banda X[ !((—00,a]) = X' (R x ... x (—o00,a] x ... xR), per a tot a € R.

la qual cosa prova l'altra implicacié. Per tant les funcions del tipus A (X,,...,X,)
on h : R® — R és mesurable, seran també mesurables. Per exemple X; + ... +
X, . sup(X,....,X,). inf(X1,...,X,) s6n mesurables.

é_- Si {X,.n2 1} és una successié de variables aleatories. també seran mesurables les

funcions inf, Xn. sup, Xa.liminf X, i limsup X,,.
Aquesta propietat es dedueix de les seglients relacions:
{supXp <a}=N,{X.<a}e€AperatoteaeR.
n .
sup X, = —inf(-X,).
n n
liminf X, = sup inf Xn.

n m2n

limsup X, = inf sup X,, .
" m2n
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4.- Considerem un subconjunt 4 C 0. Aleshores la funcié indicatriu 14 : @ — R és

mesurable si i només si 4 € 4.

Definici6 6.3. Una funcié mesurable X : 0 —, R direm que és elemental si només pren

Im :or;bre finit de valors diferents. Aixo és equivalent a dir que X és una combinacié
ineal finita de funcions indicatri ‘ n ‘ i

g o 1us mesurables, X = Timiaila . on a; # aj i 4; N
a5 = 7. observar que una representacié d’aquest tipus és tinica ja que els

{a1,....an} sén els valors que pren la variable X i d’altra banda 4i={X =a}.

E'l conju,nt & de les funcions elementals és un espai vectorial ja que en fer combinacions
lineals d’elements d’€ s’obtenen de nou funcions mesurables

. . que prenen nomeés un conjunt
finit de valors diferents. _

Proposicié 6.4. Tota ftmcié'mesura.ble X: Q- [0 +00]

] és limit creixent d’una successié
de funcions elementals no negatives. '

Demostracié: Definim

_ k
Xn = g 77 Mdrsxesit)y +7 Lngxy

En primer lloc cal veure que la successié de funcions elementals {X,, n > 1} és creixent.

i‘ixem w €8, n 211 suposem que X(w) € [k27", (k+1)27"). Aleshores X,(w) =
2=" i

k2-n ‘ 3 -n -
Xnpr(w)={ 7= si X(w)€[k27", (2k 4 1)2-(n+1))
+1(w) {(2k+1)2‘("+” si X(w)e[(2k+1)2‘("+1)), (k+1)27").

Pfer tant veiem que X,(w) < Xpn41(w). Es faria un raonament analeg en el cas X(w) 2 n.
Finalment hem de provar que lim X, (w) = X(w) per a tot w € Q. En efecte, si X(w) =

0, Xa(w) =n Peratot n > 1,1 s X(w) < oo aleshores |X(w) = Xp(w)| €277

per n > X(w). "

Corol.lari 6.5. Tota funcié mesurable
tals.

X : Q@ — R és limit puntual de funcions elemen-

Demostracié: Nomeés cal fer la descomposicié X = X+ -X~,on Y+ = sup(X.0), X~ =

sup(—.X.0) i aplicar la proposicié anterior a les funcions X+ i X~. .
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6.2. Integracié respecte d’una mesura

Considerem un espai de mesura (Q.A.p). Sigui X = 3" a, 14, una funcié elemental

no negativa. Recordem que els «; son diferents entre si i el A4, son disjunts dos a dos. Es

defineix la integral de X respecte u per

L-\"d#=zafu(--l.-)- (6.1)

=1
Farem el conveni 0 - co = 0 quan algun dels conjunts 4; tingui mesura infinita i a, valgui
zero. La integral pren valors en (0. 4+o0]. Utilitzarem també les segiients notacions per la

integral:

[ X duw), s [ X@)udo).

Q Q

6.2.1. Propietats de la integral de funcions elementals no negatives
(i) Si @ és un nombre real no negatiu es compleix [,aXdu=a fﬂ Xdu.
(i) [Q(X+Y)du= [, Xdu+ [Ydu.

Demostracié: Considerem dues funcions elementals no negatives X = 2,’;1 a;ily,, Y=
E;’;l bj 1p; . Suposem que X + Y pren els valors diferents ¢;....,c, en els conjunts
Ci,....Cp. Aleshores,

P P n m
/(.\’ +¥)dp = cp(C) =YY > cu(CiN AN B))
Q k=1 k=1 i=1 j=1
P n m n m
=33 ST (ai+b) MCkNANB;) =3 > (ai +b;) u(A: N By)
k=1 i=1 j=1 i=1 j=1

=Za,‘p(.-l,‘)-l—ij#(Bj)=[).¥dﬂ+l)y.d#.
=l

=t
(iii) Si X <Y, aleshores fn Xdu< fﬂ Ydu.

Demostracié: Suposem X =30 aily, i Y =3 7. bjlp, . Aleshores.

/Q_\' dy = Z ap(d) =) > am(4:nB)) < Z Z b;u(4:i N Bj)
. =1 i=1 j=1 =1 )=]

m

=Y b= [ Vau.

=1 e
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jaquea; <bjsi 4;,NB; #0.

= (iv) Si X, és una successié creixent de variables aleatories simples i positives i X és la

variable aleatoria X = limp—oo Xn . aleshores [, Xndu T f, Xdp.

Demostracié: Suposem que X =35 " a;14,iX, = ?;1 aj 175, . Per la propietat (iii)

sabem que lim, [, Xndy < [ X du. Hem de demostrar la desigualtat contraria. Com

que

P
[ Xdu=3 antan

i=1
Pn P Pn
/ Xadp=Y a?u(A]) =Y afu(AinA}).
Q - i=1 i=1 j=1
Es doncs suficient veure que
Pn
aip(Ai) Slm ) afu(4in A7), (6.2)

=1

peratoti=1,...,p. Si a; = 0 aquesta desigualtat és trivial. Suposem a; > 0 i fixem un
nombre 0 < A < 1. Tindrem

Pn
S aju(AinA}) = Y afw(Ain4a})+ S aju(Ain A})

j=1 j:n}‘)Aa; j:a;‘ <Aa;
> S Aaip(AiN A7) = Aaip[{Xa > A} N A
j:a;? >Aa;

Com que X,, T a; sobre el conjunt A;, la successié de conjunts {X, > \a;} N A; creix cap
a A;. En conseqiiéncia, fent n — oo obtenim

Pn
lim ) afu(4iN A}) 2 Aaip(4i),
j=1

i com que A és grbitrari, fent tendir A a 1 s’obté la desigualtat (6.2) i la propietat (iv)
queda demostrada.

La segona etapa en la construccié de la integral consisteix en definir la integral d’una funcié
mesurable X : @ — [0. +o0]. Posarem. per definicié.

/.Ydu:limT/.\’ndu.
Q n o]
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on .X',, és una successio de funcions elementals no negatives que creix cap a .X'. Degut a la
Proposicié 6.4 sempre existeix una successié d’aquest tipus. Hem de veure que aques-
ta definicid és consistent. és a dir. el valor de fQ X du no depen de la successié X,

escollida. Aixo es dedueix del segilient resultat.

Lema 6.6. Siguin {X,. n > 1} i {Y,. n > 1} dues successions creixents de fun-
cions elementals no negatives. Aleshores si lim, X, < lim, Y, es compleix fn Xndp <
lim, fn Yodu.

Demostracié: Fixat m tenim que X, = lim, T inf(Xm, Ya). Per tant, utilitzant la
propietat (iv) s’obté

/ Xpmdp =lim / inf(Xm, Ya)dp < lim / Yo dp
Q n Ja Q

i fent m — oo el lema queda demostrat. n

6.2.2. Propietats de la integral de funcions mesurables no negatives

Les propietats (i), (ii), (iii) de linealitat i monotonia es dedueixen per pas al limit de les

mateixes propietats per les funcions elementals no negatives.

Demostrarem a continuacié la propietat de convergéncia monotona i altres propietats in-
teressants.

(iv) Si {X,, n > 1} és una successié creixent de funcions mesurables no negatives que
convergeix puntualment cap a X , aleshores fn Xndu1 [ Xdp.

Demostracid: Per cada n > 1. sigui {Ym.n,m > 1} una successi6 creixent de funcions
elementals no negatives tal que limpn Yin.n = X, . Posem Zm = SUPnc<m Ym.n » Que és una

funcié elemental. tal que Zp, < Zmyy, 1 Y € Z,n < X, si m 2 n. En conseqiiencia.
/ Zmdp < / Zmt1du,
Q Q

/ }fm,n dﬂ < / Zm d,u S\/ Xn dl-l '
Q Q .‘/Q
sim>n. ‘

Fent primer m1 — > i després n — oo s’obté
X =limX, =lim Z,.
n m
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liln/X" d;l=lim/Zm dy:/_\'d;t.
nJa m Ja Q

(v) Lema de Fatou. Per a tota successié {X,, n > 1} de funcions mesurab]eg positives

es compleix

/(liminf.\”n)dy < liminf/ X,dp.
Q Q

Demosiracié: La successio infm>n Xm creix cap a liminf X,. Aleshores, utjlitzant la

propietat (iv) de convergéncia monotona s’obté
L (limiinf X») dpt = /n n inf Xom) dp

=1i'xln/;("i‘réfnxm)d# Slifxnni&fn/nxm dp:liminf/‘;Xn.d#.

(vi) Si fn Xduy < o0, aleshores u{X = oo} = 0. Es a dir, si una funcié té integral finita,
la funcié és finita a menys d’'un conjunt de mesura zero.

Demostracié: Posem m = fn Xdyp. Tindrem m > fn Xl(XZn) du > nu{X > n}.ien
conseqiiéncia, u{X = oo} =limp u{X >n}=0.

(vii) Si f,Xdu=0, aleshores u{X > 0} = 0, i reciprocament. Es a dir, la integral
d’una funcié és zero si i només si la funcié positiva és zero a menys d'un conjunt de mesura

nul.la.
Demostracié: Suposem primer que fo X dy = 0. Tindrem p{X > 0} = lim, p{X >
-,l;} < lim, fn nXdp=0,jaquel{x>i/n} <nX.

Reciprocament,

/Xdp,=/X1{x>g}dy51im/n1{x>o}dy=0.
Q Q " Ja

Considerem dues fungions mesurables X ,Y : @ — R. Direm que X i Y coincideixen
p—quass per tot si u{X # Y} = 0. En aquest cas escriurem X =Y, y-q.p.t. Si u és una
probabilitat i u{-X # Y} = 0 es diu aleshores que X i Y coincideixen u—quasi segurament
is'escriu X =Y, pu~qs.

En la teoria de la probabilitat, dues variables aleatories que coincideixen quasi segurament
es poden identificar. De moment, a partir de la propietat (vii) tenim que st X .} sén
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funcions mesurables no negatives.
X=Ypu—qpt. = / Xdu= / Ydu.
Q Q

En efecte. si posem 4 = {X # Y}, per hipotesi p(A4) = 0. per tant

/.Yd;t:/.\' 1,.\cd/,z=/Y 1..;cdu=/Yd,u.
Q Q Q Q

ja que les funcions X 1,4 i ¥ 14 sén zero a menys d'un conjunt de mesura nul.la.

En general. direm que una determinada propietat és certa p-quasi per tot si la propietat

es satisfa per tots els elements fora d'un conjunt de mesura zero.

La darrera etapa en la construccié de la integral ve donada per la segiient definicio.

Definicié 6.7. Direm que una funcié mesurable X :  — R és integrable respecte p si

fn |X]dp < > . En aquest cas, definirem la integral de X per

/ Xdy= / X*dy— / X-dy. (6.3)
Q Q Q

Recordem que X = X+ - X~ i |X|= X+ +X~. Observi's que la condici6 Jo IXjdu < o0

implica que la funcié X és finita a menys d'un conjunt de mesura zero.

6.2.3. Propietats de la integral

(i) Si X és integrable, tenim que per a tot a de R la variable a X és integrable i

/a.\'dp:a/.’{dy.
Q ol

(ii) Si X i Y sén integrables. X + Y també ho és i es compleix

/m+ﬂ@=/x¢+/¥@.
Q w2 Q

Demostracié: La variable aleatoria X + Y és integrable ja que
(X +1)FP XY +Y* 0 (X+Y)" sX"+Y7.
D’altra banda. la relacié (Y +¥)* = (X +Y)"=X*+ Y+ — (X~ 4+ ¥~) implica

/(.\' + Ydp = /(_\' + ¥ e - /(X + ¥\ de
Q [¢] Q

=/[_\""+Y+—(-\-_+Y-)](I;L=/.\"d;t—/yd;l.
Q Q Q
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(ifi) Si X i Y son integrables i X <Y, aleshores [, X du < fo ¥ du.
Demostracid: Fent servir la linealitat de la integral. tindrem

XSY:)Y—XZO:/Ydy—/.\’(lpZO.
Q Q

(iv) Si X és integrable, aleshores

| Xaul < [ 1310
Q Q

(v) Teorema de convergéncia mondtona. Sigui {X,, n > 1} una successié creixent de

variables aleatories integrables amb limit X . Suposem que sup,, fg Xndp < oo. Aleshores

/X,,de/Xdp.
Q Q

Igualment, si {Xn, 7 2 1} és una successi6é decreixent de variables aleatories integrables

X és integrable i

amb limit X , i si es compleix la condicié inf, fQ Xadp > —oc0, es té que X és integrable

i
/ Xndpl/ Xdu.
Q Q

Demostracié: En el cas creixent només cal substituir Xn i X per X, — X, i X — X,
respectivament i aplicar les propietats de monotonia de la integral de funcions mesurables
no negatives. El cas decreixent es redueix al cas creixent mitjangant un canvi de signe,

(vi) Lema de Fatou.

(a) Sigui {X,, n > 1} una successié de variables aleatories que compleix les segiients

propietats:
(1) Xp =2 X peratot n> 1, on X és una variable aleatéria.
(2) X, Xn,liminf X, sén integrables.
Aleshores s
o / (liminf X, )dp < lim inf / Xndp.
Q Q
(b) Analogament. si {X,, n > 1} és una successié de variables aleatories que compleix
1) X, < _X per atot n 2 1, on X és una variable aleatoria.

(2") X, X, ilimsup X, sén integrables.
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Aleshores

/(lim sup X, )dp > limsup / Xndp.
Q Q

Demostracié: Com abans, la:primera propietat es dedueix immediatament del Lema de

Fatou per funcions no negativés i per la segona només cal fer un canvi de signe.

(vii) Teorema de convergéncia dominada de Lebesgue. Sigui {Xn, n 2 1} una successié

de variables aleatories que compleixen les seglients propietats:
(1) lim, Xn=X.
(2) | X, <Y,peratotn>1,0nY ésintegrable.

Aleshores X és integrable i

/Xdp:lim/X,,du.
Q Q

Basicament aquest resultat ens diu que si una successié de funcions esta dominada
per una funcié integrable, es pot commutar el limit amb la integral. Observi’s que

aquesta commutacié és també possible si la convergéncia és mondtona (propietat (v)).

Demostracid: La relacié |X,| < Y implica que X és integrable i aplicant el Lema de

Fatou tindrem
/ Xdu= /(lim inf X;)dp < lim inf/ Xndu €
Q 2 Q

Slimsup/ Xndu £ /flirnsupX,,)dp =[2_de.
Q Q

Si una funcié integrable la modifiquem en un conjunt de .mesura nul.la (de manera que
segueixi éssent mesurable), la nova funcié és integrable i el valor de la integral no ha
canviat. Aquesta propietat que ja haviem establert per les funcions no negatives s’estén

clarament a les funcions integrables.

En particular, totes les propietats de les funcions integrables sén també valides si les

relacions de desigualtat o convergéncia sén certes p-quasi per tot.

Si X és una funcié integrablei A € A. la funcip X 1.4 és integrable i escriurem per definicié:

/_43'@=/ﬂ<x 14)dy.
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En el cas d’una funcié mesurable no negativa X , es pot comprovar facilment que la funcié
v(A) = f 4 X du és una mesura. Direm que aquesta mesura v és absolutament continua
" respecte u amb densitat X i escriurem

dv
=
Si la mesura v és finita (o o-finita), la densitat. si existeix. és Unica a menys de conjunts
de mesura yu zero, com es dedueix del segiient resultat.

X

Proposicié 6.8. Sigui X una funcié integrable en un espai de mesura (£, A4, 1) tal que
JaXdu=0peratot A€ A. Aleshores X =0, p-q.p.t.

Demostracié: tenim, en particular,

/ Xdp.:Oi/ (=X)dp =0.
{x>0} - {X <0} :

Mitjangant les propietats de la integral de les funcions 1:10 negatives s'obté p({X > 0}) =
p{X <0})=0.Esadir, p({X #0})=0. =

6.3. Calcul d’integrals

Considerem una funcié integrable X : @ — R definida en un espai de mesura (Q, Ap).
En aquest apartat veurem alguns criteris pel calcul de la integral JoXdp.

6.3.1. Cas d’una mesura discreta
Sigui p = 3, a;b,, on I és un conjunt finit o numerable, a; € [0, +o0] i els w; sén
punts d’Q diferents entre si. En aquest cas tenim:
(i) Si X :Q — [0, +00] és mesurable,
/Xd,u =) o X(wi).
L i€l
En efecte, si:X ésigual a 1,, A € A el resultat és immediat, i en el cas general
només cal utilitzar les propietats de linealitat i convergéncia monotona de la integral.

(ii) Una funcié mesurable X : @ — R és integrable si i només si Yier I X(wlai < 0,

en aquest cas,
/ Xduy= Za,-X(w,').
e iel
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6.3.2. Mesures donades per densitats
Sigui (9. A. 1) un espai de mesura i X : @ — [0. +o0] mesurable. Considerem la mesura
v que té densitat X respecte u i que ve donada per ¥(A) = [, Xdu. A€ A. Aleshores

(i) Per a tota funcié mesurable ¥ :  — [0, +00| es compleix

/}"dy:/}’.\’dﬂ.
Q Q

Com abans, aquest resultat és immediat siY =14, A€ Aien el cas general s'obté

per linealitat i convergéncia monétona.

(ii) Una funcié mesurable ¥ : @ — R és integrable respecte v si i noméssi fo [Y'|X dp < o0,

i en aquest cas tenim també que
/Y@:/YX@.
o} Q

6.3.3. Mesura imatge

Considerem un espai de mesura (f2,.4,1), un espai mesurable (E,£) i una aplicacié
mesurable X : @ — E. L'aplicacié X indueix una mesura en l'espai (E, ) donada per

(o X~')(B)=p(X"!(B)), BEeE.

- ; ix aleshores el
La mesura g o X~! s’anomena la mesura imatge de u per X . Es compleix al

seglient resultat.

Proposicié 6.9. Sigui f : E — R una funcié mesurable. Llavors f és integrable en
’espai de mesura (E,&, 0 X 1) si i només si f o X és integrable en (R, A, p) i en aquest

cas

[troxvdu= [ fauwox. (6.4)
Q E '

Demostracid: Com en d’altres demostracions de teoria de la mesura seguirem les seguients

etapes: \

(i) Suposem primer que la funcié f és un indicador, f =15. B € £. Llavors foX =

ly-1(p) 1 en conseqiiéncia.
/<laox)du=p(-\”"(3)) =(n°-Y“)(B)=/ 1gd(poX71).
Q E
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(ii) Si f és una funci6 simple. f = " a;lp,, Bi € £. ai € [0, +oc] tindrem que
foX=%1,a 1x-1(p) . i per linealitat es comprova també la igualtat (6.4).

(iii) La relacié (6.4) és certa per a tota funcié mesurable f : E — [0, +o0]. En efecte. si
fn és una successié de funcions simples tal que 0 < f» T f. tindrem

/(foX)dp=lim/(fno_X’)dp=lim/ f,,d(po_\:-l)=/fd(yo_\'-‘).
Q n [e] n E E

(iv) Si f : E — R és una funcié mesurable, la igualtat [, |f o X|dy = Jolflo Xdp =
Je|fld(po X~') ens diu que f és integrable respecte p o X ! si i només si fo X ho
és respecte p . Finalment, en aquest cas tindrem

[roxrau= [+ oxrau= [ (=0 X)du=
=Lf+d(#°X‘1)—Af‘d(po"l)=/Efd(;_zoX‘1). .

6.4. Llei d’una variable aleatoria. Esperanca matematica
Considerem un espai de probabilitat (§2,.4,P). Recordem que una variable aleatodria
definida en aquest espai és una funcié mesurable X :  — R.

Tota variable aleatdéria X indueix una probabilitat sobre la recta, Px = P o X! que

s’anomena la llei o la distribucid de probabilitat de la variable X . La probabilitat Px ésla
mesura imatge de P per X , és a dir,

Px(B)=P(X-Y(B)), BeBR).

Anomenarem funcié de distribucié de la variable X a la funcié de distribucié de la seva
llei. O sigui

Fx(z) = Px((—o0,z]) = P{X <z}, z€R.

Si la variable aleatoria X és integrable respecte P (o bé X pren valors en [0,+00]) es
defineix l’esperanga matemdtica d’X com la integral d’X respecte la mesura P. Es a dir,

E(X) = /;XdP.

El teorema de la mesura imatge (Proposici6 6.9) ens permet aleshores, calcular I'esperanga
d’una variable aleatoria mitjangant una integral en la recta real:

E(X)=/nxdp=/z(1=ox-l)(dz).
R
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( és i ble respecte
Més generalment. si f : R — R és una funci6 mesurable tal que fo X és integrable resp

P (o bé f pren valors en [0, +o0]), tindrem

P
B(0)= [ fX)dP = [ s
’ 5:va‘ER‘ai€[0-11-25510i=
el darrer membre de I'expressio

o X~ ')dxr). (6.3)

Si la llei de la variable X és discreta. Px = i€l & o
: X
1. I finit o numerable, aleshores la integral queé apare!

(6.5) es por calcular facilment (vegi’s I'apartat 6.3.1):
E[f(X)]= z; flzi)ei
i€

n els valors Ti

a respecte la mesura de Lebesgue, amb

amb probabilitats a; .
Observi’s que en aquest cas la variable .X pre

Si la llei de la variable X és absolutament continu
densitat (z) tindrem (vegi’s 6.3.2)

B[] = [ f(@) 924

2
Per a cada natural n . -teix) s'anomena el moment d’ordre n
rac t 2 1, ’esperanga E(X™) (si existeix)

de la variable aleatoria X .

Si E(X?) < 0o, es defineix la varidncia de la variable X com
2
2y — X .
(%) = E[(X - BX))7] = B*) = (B

: X)) <+E(X?), com a
Cal fer notar que E(X?) < oo implica E(IX|) < 00,32 que E(|X])

. és endavant.
conseqiiéncia de la desigualtat de Schwarz que veurem m

. s hem introduit en relacié a
Els conceptes d’esperanga, moment d’ordre 7 1 Vaﬂaffc‘a' :;16 se podem parlar també de
una variable aleatdria. només depenen de la seva llei. Esadrd

A c e - ue es defineixen com
moment d'ordre n i variancia d'una probabilitat ¢ sobre R, 4

.- N 2
m, = Axn“(dz)’ U? — /n(;;,':- ml) I‘(dﬂ:)

& g. ta el “centre
El moment d'ordre 1, m; = [ zu(dz) s'anomena també velor mig. Representa el “ce

.. - una distribucié de masses en la
de masses” de u, si interpretem la probabilitat # com

. \ 3 1 valor mig de la seva llei.
recta. L’esperan¢a d’una variable aleatoria sera aleshores € 9

o ensid ura p respecte al valor mig m, . Per
La variancia o2 ens mesura el grau de dispetsio de la mesura i resp g

' . L. : rari oria X (u= PoX™!
exemple, g% = 0 si i només si pt = bm, - En el cas d’una variable aleatoria X (4 )

que la variancia de X sigui 0 equival a que X sigui igual a E(X) amb probabilitat 1.
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Siguin X.Y variables aleatories en un espai de probabilitat (2..4. P). Recordarem tot
seguit les segiients desigualtats. que es demostrarien con en el cas de la integral de Lebesgue:

(i) Desigualtat de Minkowski: Per a tot p>1

(E(X +YP)'? < (EQX)" + (B(YP).
(i) Desigualtat de Holder: Per a qualsevols p,g > 1 amb — . + % =1,

E(X Y1) < (B(XP)'” (B(IY19)"".
Com a cas particular de (ii) quan p = ¢ = 2 s’obté la desigualtat de Schwarz:
E(IXY) < {E(IX?) E(IY )}/,

Suposem 1 < r < 3. Aleshores E(]X|°) < oo = E(|X|") < co. Aquest resultat és una
conseqiiéncia de la desigualtat de Holder.

En efecte, si prenem p = £, ¢ = ;2 =1 tindrem

E(IXI") < (B(XI™)® = (E(X])™".
Designarem per £(6 £(Q, A, P)) I'espai vectorial de totes les variables aleatories definides
en 'espai de probabilitat (£2,.4, P).

Peracadap>1, £P = {X € £ : E(JX|P) < oo} és un subespai vectorial de £, degut a la
desigualtat de Minkowski i aquests subespais sén cada vegada més petits si augmentem el
valor de p, com acabem de veure.

La relacid X ~ YV «= P{X # Y} = 0 és una relacié d’equivaléncia en el conjunt £,
compatible amb 1’estructura d'espai vectorial. Podem introduir aleshores I’espai quocient
= L/ ~ . Sovint identificarem una variable aleatoria amb la seva classe d’equivaléncia.

Analogament s'introdueixen els espais L?(Q2, A, P) = L?(f2, A, P)/ ~, per a cada nombre
realp>1.

Elscasosp=1ip=9sén especialment interessants.

L'(Q. A, P) és I’espai de les variables integrables o sigui, que tenen esperanca matematica

finita.

L*(Q. A. P) és un espai vectorial dotat d’un producte escalar definit per la forma bilineal
(X.Y)— E(XY).
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6.4.1. Imatges de lleis amb densitat

Sigui .X una variable aleatoria en un espai de probabilitat (9. A. P), que pren valors en
un interval obert I finit o no. Sigui f : [ — J una transformacié bijectiva i de classe C!
de l'interval I en un altre interval obert J .

Si la llei de la variable X té una densitat o x () respecte la mesura de Lebesgue, ens podem

preguntar quina és la densitat de la variable ¥ = f(.X). La resposta és la segiient:

pv(v) = ox (f“‘(y))m, yel. (6.6)
<

En efecte, si suposem per exemple que f és creixent i que I = (a,b), J =(c,d), =0 <
a<b< +oo, —0<c<d< +0o, tindrem

71
Fel) =PIY sy} =PX <= [ ox(ads
dz
- —/; ‘p'{(f (Z) ( 1(2))
Per f decreixent la demostracié és analoga.

. o
Si el domini de f es pot escriure com una reunié finita d’intervals Iy U ..Ul ilarestriccl

de f acada IJ , j =1....,n és bijectiva i de classe C! , la densitat de la variable Y = f(X)

és

n 1
(¥)= x O =

filz) = {();(,I), si z€l;,

si z€1I;.

on

Exemple: Sigui X una variable aleatona amb distribucié uniforme en un interval [a, b}
on a > 0. La variable X pot representar I'eleccié a I'atzar d'un nombre de l'interval [a. }].
Suposem que aquest nombre l'elevem al quadrat i volem determinar la llei de probabilitat
del nombre aixi obtingut. Degut a la férmula (6.6), 1a variable X? tindra una densitat en
l'interval [a?, b%] donada per Y

1 1 v e a2, b2
= - —_—, _./E[a ’ ]'
‘P.Y’(y) b—a 2ﬂ

Aixi , per exemple. E (X?) pot ésser calculada indistintament a partir d’una de les expres-

sions segiients .
b 2 1 , / . 1 1 dy
é
./; * b—adz' ar o b—a 2y




L’expressi6 (6.6) es pot estendre a vectors aleatoris. Considerem un vector aleatori X :
2 — R" en un espai de probabilitat (Q2,.4. P). Per definicié la llei del vector X' és la
“probabilitat en R" donada per Po X! .

Suposem que X pren valors en un obert I/ de R” i que la llei d’X té una densitat px(x)

(que sera nulla si z € U®) respecte la mesura de Lebesgue. Sigui f una transformacié

bijectiva i de classe C! de 'obert U en un altre obert V . Designarem per Jr(z) = det [g-JL]
J

el Jacobia de I'aplicacié f. Aleshores, el vector aleatori ¥ = f(X) té una densitat igual a

ey(y) = ox(F(y)) yev. (6.7)

1
s (f=r @)l

En efecte, tenint en compte la férmula del canvi de variable, per a tot obert A C V" tindrem

P{Yea}=P{Xef'(A)}= /f_w px(z)ds = /Aw‘(f_l(z)) |J,((J:l‘z’(z))| '
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7. PRODUCTE D’ESPAIS DE PROBABILITAT. INDEPENDENCIA. DIS-
TRIBUCIONS CONDICIONADES

7.1. Producte d’espais mesurables

Considerem una familia d’espais mesurables {(Qi, Ai), i € I'}. Per definicié, I'espai pro-

ducte (R, A) s'obté prenent @ = [[;;Q: i com a o-dlgebra producte A (que des-

ignarem per ®ies Ai) la minima o-algebra que fa mesurables les aplicacions projeccio

mi: Q0 — Q, i € I. Es a dir, A és la o-algebra generada per la familia de conjunts

{n7'(4i); Ai € A, i€ I}). Un conjunt de la forma 7 '(A;) s'anomena cilindre de base

A;.

En el llenguatge de l'apartat 6.1, A és la o-algebra inicial corresponent a les funcions

mi, © € I. Aleshores, tal com hem vist a I'apartat 6.1 es compleix el segiient resultat:

Una aplicacié X : (E, £) — ([];e; Qi ®ier Ai) és mesurable si i només si les funcions

mioX : E— Q;, i €I, sén mesurables.

En el cas d'un nombre finit d’espais (Q;, 4;), ¢ = 1,2,...,n, anomenem rectangle

mesurable a tot subconjunt d’Q =) x ... x Q, de la forma A; X ... X An, OR 4i € A

peratot : =1,...,n.

La familia S dels rectangles mesurables és una semialgebra. En efecte,

(i) QU x...xQPQeS.

(ii) Si 43 X...X An, By x...x B, son de S, aleshores (4; x...XAn)N(B1 X... X By) =
=(A1nBl) X ... X (Anan)GS

(iii) Si A1 X ... X% 4n és un conjunt de S, el conjunt (A; X ... X An)° es pot escriure com
una unié finita de conjunts de S disjunts dos a dos.

La g-algebra producte 4;&...® A, coincideix amb la o-algebra generada pels rectangles

mesurables, és a dir
o{n M A); Ai€ A, i=1,...,n}=c{d1 X... X 4ni Ai € Ai, i1 =1,...,n}.

. , ) —104.y
En efecte. tot_cilindre és un rectangle mesurable. car m; (A) = x...xQi_; x4 xQipa
X ... §lp; tot rectangle mesurable és una interseccié finita de cilindres: A; x...x 4, =

N, mo i (Ad).
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Considerem dos espais mesurables (;, A;), (1, A2) i el seu producte (Q; x Qa, A, =
Az). Si fixem un element w; € Q,;, l'aplicacié I, : Q2 — ), x Q2 definida per

L, (w2) = (w1, w2) és mesurable ja que per a tot rectangle mesurable 4, x 4, es compleix

.-13 € .Az, si w; € Al.

-1 —
I-n (4 x'.lz)—{@GA'l: s1 w ¢-‘1l-

Considerem un altre espai mesurable (E, £) i una funcié mesurable X : 2; x Q; — E.
Aleshores, per a cada w; € ), la seccié X(w;,-) : Q2 — E, definida per X(w),-)(w2) =
X (w1, w2), és mesurable car X(w;,-) = X o I,,. Analogament, les aplicacions seccié del
tipus X(:,ws) sén mesurables.

7.2. Construccié de probabilitats en un producte mitjangant probabilitats de
transicié

En primer lloc donarem la segiient definicié.
Definicié 7.1. Una probabilitat de transicié d’un espai mesurable (Q2;, A;) en un altre
(Q2,A2) és una aplicacié p: Q) x A, — [0,1] tal que
(i) Per a tot w; € 1, p(w1, -) és una probabilitat en 'espai (2, 4;).
(ii) Per a tot 42 € A3, la funcié p(., A2): 2; — R és mesurable.

Si ), Q2 representen els conjunts de resultats associats a dues experiéncies aleatories,
la funcié p representa la probabilitat que es produeixi ’esdeveniment A; en la segona
experiéncia si hem observat el resultat w; en la primera.

Quan p(w;, A2) = p(42), o sigui no depén de w;, p és simplement una probabilitat en
I'espai mesurable (Q2, A2). Aquest cas correspondra al cas de dues experiéncies indepen-
dents.

Teorema 7.2. Considerem un espai de probabilitat (Q;, A4;, P), un espai mesurable
(2, A2) i una probabilitat de transicié p de (Q, A1) a (Q2, A2). Existeix una tnica
probabilitat @ en I’espai producte (2, A) = (Q; x Q2, A; @ A;) tal que

Q(A; x 42) =/ p(wi, A2)Pi(dw;), peratots A € Ay, Az € 4;. (7.1)
Ay
Si X :Q — [0, +00] és una funcié measprable, es compleix
fxa@=[ [ [ X, wpton, o)) Prldon). (72)
Q 13 Q,
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Finalment. si X : Q — R és integrable respecte a @ val també la férmula (7.2) en el sentit
de que la integral fﬂ: X (wy,we)p(wy, dws) existeix per a tot w; a menys d’un conjunt de

probabilitat P, zero i defineix una funcié de w, integrable respecte a P,.

Demostracié: Degut als resultats sobre exténsié de mesures (Teorema 4.13), I’existeéncia i
la unicitat de Q quedaran demostrades si veiem que @ (definida per (7.1)) és o-additiva

en la semialgebra S dels rectangles mesurables.
Suposem que A; x 4, = U, [A] x 4i], onels A} x A} sén disjunts dos a dos.

=1

Llavors podem escriure

St x4 =3 [ plor, 4pPi(dwn) =
i=1 i=1 1
= [ [X taonnton, 4] Picaon) =
1 =1
- (Z /. 1A;(w1)1.4;(wz>p(w1.wz))Pl(dwl)=

i=1

=/‘; (/n (ilA{(wl)lAg(wz))P(whdw2))Pl(d“’l)=

i=1

=/m (/nz 14, x4, (w1, w2) P(w, dwz))Pl(d“’l)=

=/A plwrs Az) Py(dir) = Q(Ar x Ag).

Considerem la familia C formada pels conjunts A € A; ® A, tals que I'aplicacié w; ——
fn, 1 4(w1,w2) p(w1,dwr) és mesurable i fo Pl(dwl)[fm 14(wy, w2)p(wr,dws)] = Q(A).
Volem veure que C = A; ® Az. Aixd demostrara la segona part del teorema quan X és
un indicador. La igualtat C = A, ® A, surt de les consideracions segients:

(i) C conté els rectangles mesurables. En efecte

/ 14, xA, (w1, w2)p(wi, duwr) = 14,(u1 )p(wr. 42),
Q2

Q(.‘il bed .42) = / Pl(d‘-‘"!)[/ 1.4,(w1)p(w,, -"-2)] .
Q, 92
(ii) C és estable per unions disjuntes, i per limits creixents i decreixents.
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La propietat (i) ens diu que C O S i la propietat (ii) implica que C conté I'algebra generada

per S i és classe monodtona. Pel teorema de les classes mondtones (Teorema 4.4) obtenim

~ que CDO’(S)=.A1 8442

Per tant, sabem que la igualtat (7.2) és certa quan la variable X és de la forma 1,4, A €

. A1 @ Az. Llavors, per linealitat la igualtat sera certa quan X és una variable simple

no negativa, i per convergencia mondtona s’obté el resultat per a tota funcié mesurable
X: Q- [0, +00].

Suposem finalment que X :  — R és integrable respecte Q.

Sabem que

/ [/ |X(w1,w2)|P(w1,dwz)]Pl(dw,) =/ |X]dQ < oo.
Q, [12% Q
En conseqiiéncia, existeix N; € 4; amb Py(Ny) =0 tal que
L | X (w1.w2)|p(wy, dws) < 00, si w; & N;.
2

Definim 0 _
Y = r S} w1 e Nl)
(1) {fn, X(w1, wo)p(wy, dwr) si wy € Ny,

Y és una funcié mesurable i integrable respecte P;, ja que

Jo renip@s < [ [ [ 1%, wiston, don] Pgan) < oo.

Finalment,

./n,y(wl)Pl(dwl)=/m
_Al [/r;, X—(W1,w2)P(Wlaw2)]P1(dwl)
- /n X+dQ - [2 X-dQ
. =/‘;XdQ. ]

Observacions

[ X* (o, wnlpteor, doon)] Pr(don)

1.- Suposem que Q; i ; representen el conjunt de resultats de dues experiéncies
aleatories. Si coneixem la llei de probabilitat P, de la primera experiéncia i la llei
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de probabilitat p(w;, 42) de la segona condicionada per la primera. el Teoreina 7.2
ens permetra de calcular la llei de probabilitat conjunta de les dues experiencies.

Utilizarem aquesta idea en I'estudi de les distribucions de probabilitat condicionades.

2.~ Considerem dos espais de probabilitat (£, .41, P1), (22, A2. P2). Podem considerar
Py(4,) com una probabilitat de transicié que no depén de w;. En aquest cas. la
probabilitat @ construida mitjangant el Teorema 7.2 s'anomena el producte de P,
per P,, es designa per P, x P, i compleix Q(4; X 42) = Pi(41)Pa(A2). 4, € A;.
Az € A,

La formula (7.2) ens diu que les integrals respecte la probabilitat producte P, x P> es

poden calcular fent primer la integracié respecte una de les probabilitats i després respecte

'altra. Es tracta d'una versi6 del teorema de Fubini per probabilitats.

De forma semblant es pot construir el producte d’un nombre finit d'espais de probabil-
itat (2, A;, P;), ¢ = 1,...,n, que representarem per (; X ... X Qny A1 ® ... @ An,
Py x...x Py,). '

7.3. Independéncia

Sigui (£2, A, P) un espai de probabilitat. Recordem que en el Capitol 3 hem definit la
independéncia de dos esdeveniments 4, B per la condici6 P(AN B) = P (4) P(B). Més
generalment, la Definicié 3.4 ens diu que una col.leccié d’esdeveniments {4;, ¢ € I} és

independent si per a tot subconjunt finit J C I es compleix P(Njer4;) = Hje.l P(4;).

En aquest apartat estendrem la nocié d’independéncia a col.leccions de o-algebres i de

variables aleatories, i establirem diverses caracteritzacions de la independéncia.

Definicié 7.3. Sigui {Ci,i € I}, C; C A, una col.leccié de conjunts d’esdeveniments.
Direm que aquesta col.leccié és independent si tota familia de conjunts {A;,Z € I'}. amb
4; € C; peratot i €I, é independent.

Definicié 7.4. Sigui {Xi, i € I} una familia de variables aleatories. Direm que la
familia (6 les variables) és independent si la col.leccié de o-algebres {X~ YB(R)),i e I}
és independent. .‘\‘

Tenint en compte les definicions anteriors, la independéncia de la familia {X;, i € I} és
equivalent al fet que per a tot subconjunt finit {é1,..-,in} C I, iperatots B,,....B, €
B(R) es compleixi

P{.Y“ € By...... Y. € Bn} = P{-Yil € B‘}"'P{‘Yin € Bn}-
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En general. direm que una familia {X;,i € I}, X; : (2.4) — (E, &) daplicacions

mesurables és indépendent si ho és la col.leccié de o-algebres {X” YWeEy,ielI}.

Propietats de les variables aleatories independents

(i) Si {Xi,i € I} sén variables aletories independents i g; : R — R sén funcions
mesurables. aleshores les variables {g;(.X;), ¢ € I} sén també independents.

Demostracié: Per a cada ¢ € I tenim
(g:(X)) "N (B(R)) = X 971 (B(R))] € (X:)~H(B(R)).

(ii) Xi1,...,Xn sén v.a. independents si i només si la llei del vector aleatori X =
(X1,...,Xxa) és el producte de les lleis marginals, és a dir,

Po(X1,....Xa) ' =(PoX{ ) x...x(Po X"). (7.3)

Demostracié: Suposem primer que les variables sén independents.
Per a tot B;,...,B, € B(R) tindrem
(PoX~')(B1 X...x B,)=P{X; € By,...,Xn € Bp}
=P{X, € B1}...P{X, € B} = ((PoX,','l) X...x (PoX ;1)) (B1%...x By),

la qual cosa implica (7.3) ja que dues probabilitats en R™ queden determinades pels seus
valors en els rectangles mesurables.

Reciprocament, si (7.3) és cert, per a tot conjunt finit {i;,...,im} C {1,...,n} i pera
tots Bi,...,Bm € B(R) tindrem m

P{X.‘, € By,..., X, EBm} = P{.’f,‘l €B,...,X:, € Bn, .Y)' Eg,
i €{L2,....n} = {irs...,im}} = P{Xi, € B1} ... P{X;, € Bm}.

Considerem_n variables aleatories X,,...,X,. Per definicié, la seva funcié de dis-

tribucié conjunta és la funcié de distribucié n-dimensional de la llei de vector aleatori
X =(X),...,X,), ésa dir,

Fx(z) = P(X7!((-o0. 2])) = P{X1 < z1,...,Xn < za},

siz=(r1,....2,) ER™.

(4]
%)

Tenim aleshores el seglient resultat.

(1i1) Les variables aletories X;...... X, sén independents si i només si la funcié de dis-

tribucié conjunta és el producte de les funcions de distribucié marginales. o sigui.

R\’(Il....,rn)=F.\'l(l'l)“-R\',,(In)' (7.4)

Demostracié: Sabem que la independéncia de les variables Xi,...,Xn és equivalent a la
igualtat (7.3). Llavors només cal tenir en compte que els dos membres de (7.3) sén proba-
bilitats en R™ que estan determinades per les seves respectives funcions de distribucié. La
funcié de distribucié de P o X~! és, per definicié, Fx i la del segon membre val

[(PoXi) x...x (PoX (=00, 1] X ... X (=00, Zn]) = Fx,(21) .- - Fxo(Zn)-

Cal fer notar que, en general, les funcions de distribucié marginals es poden obtenir a

partir de la funcié de distribucié conjunta mitjancant un pas al limit:

n\
Fx, %)= lim Fx(z1,...,%n).
:,-—+eo
i
Ara bé, les funcions de distribucié marginals Fy,,...,Fx, no determinen la distribucié

conjunta excepte en situacions particulars, com és el cas de la independéncia de les variables
X1, Xn.

Considerem un vector aleatori X = (X,,...,Xn) que té llei Po X-! absolutament
continua respecte la mesura de Lebesgue en R™ amb densitat fx(z1,...,%a). Aleshores,
cada variable X; té una llei absolutament continua amb densitat donada per

fri@d= [ Fx(eneande . doimidion o don
Rr-1

~

En efecte, per a tot borelia B de R, si posem B =R"!'xBx R"~%, tindrem pel teorema
de Fubini '
P(X.€ B) = P(X € B = [, Fx(adde = [ fr(wdzi.

El reciproc d’aquest resultat no és cert, ja que si X} €s una variable aleatdria amb llei
absolutament continua en R. el vector aleatori (XX, X)) no pot tenir densitat perque la

Al
P o, N " . — 2
seva distribucié esti concentrada en la recta r; = I, de R®.

En el cas absolutament continu tenim la seglient caracteritzacié de la independeéncia.

33



(iv) Siguin X,....,X, variables aleatories amb lleis marginals absolutament continues.
Aleshores X,...,.X, sén independents si i inicament si la llei conjunta és absoluta-

ment continua, amb densitat

fx(zi,...hzn) = fx (z1) .. fxa(zn). (7.5)

Demostracié: Degut a la propietat (ii) la independéncia de les variables X,,...,X,

equival a que

P{X,€B,...,Xn€B,} = (/B fx‘(:z:l)da:l) (/B fxn(z,,)da:,,).

Llavors només cal observar que pel teorema de Fubini, el segon membre d’aquesta igualtat
val

/ fx,(zl)...fxn(z,,)dxl...d:t,,.
By %...X By )

(v) Suposem que les variables aleatories X,...,X, prenen valors en un mateix conjunt
finit o numerable S = {a;,i € I} C R. En aquest cas tenim que X,,...,X, sén

independents si i inicament si per a tots a;,,...,a;, € S es cumpleix que

P{Xl =a,-,,...,X,, = a;n} = P{X1 = ax‘l}--.P{Xn =ax'..}- (7'6)

(vi) Suposem que Xi,...,X, sén variables aleatories independents i integrables.
Aleshores, el producte X;...X, és integrable i I'esperanca del producte és igual
al producte de les esperances dels factors, és a dir

E(X:...Xs) = E(X1)... E(X.). (1.7)

Demostracié: Suposarem primer que les variables sén no negatives. Utilitzant la carac-
teritzacio (7.3) de la independéncia i el teorema de Fubini, s'obté

E(Xl...'X,i)=/m:rl...z,,[Po(X,,...,.X’,.)"l](da:,,...,d:z:,,)
=/a":c1...a:,,[(Po.\’l'l)x...x(PoX,,)'l](dx;,...,dz,.)
= (/ﬂ.—n(Po_\:;’)(dz,))...(/mz,.(Pox;l)(dx,,))'
= E(X))...E(X,).
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En el cas general, la integrabilitat del producte X;...X, surt de la relacié
E(|X,...Xa|) = E(JX4]) ... E(]X4]) < o0,

i de nou, cl teorema de Fubini ens permet d’establir la igualtat (7.7).

Definicié 7.5. Siguin X i Y dues variables aleatories de quadrat integrable. Es defineix

la seva covaridncia per
cov(X,Y) = E[(X -EX)(Y - E(Y))] = E(XY)- E(X)E(Y).

Aleshores, de la propietat (vi) es dedueix que si X i Y son independents i de quadrat
integrable, la seva covariincia és nul.la. Si dues variables tenen covaridncia nulla, es diu
que estan incorrelacionades. La propietat d’independeéncia és més forta que el fet d’estar
incorrelacionades. Per exemple, si § és una variable aleatoria amb distribucié uniforme en
l'interval [0, 27), les variables aleatdries X = cos@ i ¥ = sin§ estan incorrelacionades
perd no sén independents ja que X2 + Y2 =1.

Per a variables aleatories de L%(f, 4, P,), la covariancia cov(X,X) és precisament la
variancia d’2, que com sabem és igual a 0%(X) = E(X?) - (E(X))”. La rel quadrada de
la variancia, 0(X) = /0%(X) s'anomena la desviacid tipica d'X.

Proposicié 7.6. Siguin X),...,X, variables aletdries independents i de quadrat inte-
grable. Aleshores ’
XXy + .+ X)) =0} X)) +... +0Y(Xn).

Demostracié: Tenint en compte que la independéncia implica la incorrelacié, podem es-

criure

X +... +X,) = E[(i (X: - E(Xi)))z] =

=1

= E’Zl (X - E(Xi))2 + EZ (X: - E(X3)(X; - E(X;)) =

i=1 iy

= Z o}(X:). =

i=1 .

Definicié 7.7. Considerem dues variables aleatories X.Y de quadrat integrable i amb
variancia no nul.la (o sigui que. no sén constants q.s.). Es defineix el coeficient de correlacié

entre X i Y com cov(X,Y)
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Si X i Y sén variables centrades de L%(Q. A.P.). la covariancia és precisament el pro-
ducte escalar de X i ¥ en l'espai de Hilbert L?(Q, A.P,) i el coeficient de correlacié és

el cosinus de 'angle que formen X | ¥ :

Com a conseqiiéncia de la desigualtat de Schwarz tenim que |pxy| £ 1. D’altra banda
sabem quesi X i ¥ son independents aleshores pyy = 0 També, com veurem tot seguit.
la igualtat |pxy| = 1 equival al fet que hi hagi una relacié lineal entre les variables.
Y = aX + b. Per tant, el coeficient de correlacié mesura el grau de dependéncia lineal
entre les variables.

Sigui ¥ = (X1,-.-,Xn) un vector aleatori tal que les seves components sén de
quadrat integrable. La matriu de varidncies-covaridncies de X es defineix com A =
(cov(X:, X)) 1<i,j<n- També es pot escriure com

A=E[(x - BCO) (% - Ex),

amb el conveni de que els vectors s’escriuen com una matriu d’una columna

La matriu A és simétrica i definida no negativa. En efecte, per a tot ¢t € R® hom té
At = E[t‘(X - B(X))(X - E(X))‘t] =E [(t'(x - E(X)))2] >0.

Si les variables X;,...,X. sén independents, llur matriu de variincies-covariancies és
diagonal.
7.4. Regressié lineal

Donades dues variables no constants Y,Y de L2(f2, A4, P,), volem trobar coeficients a ;
b tals que la quantitat E[(Y — aX — b)?] sigui minima, és a dir volem trobar una funcié

lineal de la variable X que aproximi a la variable ¥ en el sentit de la norma de I’espai
LY(Q, A, P).

Signi X=X -EX)iV=Y-— E(‘Y), aleshores
CE[(Y —aX - b)’] = E((¥ - aX)?] + E[(b - E(Y) + aE(X))?],

Per tant haurem de prendre b = E( Y) - aE(X).

Finalment, |’expressié

E[(Y - a%)’] = 6*(Y) + a%0%(X) — 2apxy o(X)o(Y)

56

. .. a(Y)
€S mininia quan a = p_\')’m .

TS 2 1— p%y-), tant, val zero si i
El valor minim de E[(Y — aX — b)?] ésiguala o (Y)(1 = p%y), per tan

només si |pyy|=1. . _.
e regressio de la variable Y sobre la variable X i

ar = b s’anomena recte & . , .
La recta y = ar + b s'ano a calcular-la és el métode dels minims quadrats.
r

el procediment que hem seguit pe

7.5. Llei del 0-1 de KolimmogoroVv

Introduirem primer el segiient lema técnic:
(92, A, P) considerem una semialgebra S C A ’

: babilitat _
Lema 7.8. En un espai de pro A. Si § iC independents, aleshores o(S) iC

i una col.leccié de conjunts qualsevol C C
sén també independents.

(8) I'algebra genera.da per S. Veurem em primer lloc que B i
= al

Demostracié: Sigui B A=A, U...UA, onels A; sén

C sén independents. Tot conjunt A € B és de la fZ:m;
conjunts de la semialgebra S disjunts dos 2 dos. Aleshores

i P(A;)P(B) = P(A)P(B).

=1

P[ANB]=P[(4,U...UA,) N B] =ZP(A,-.OB)=

=1

peratot BeC.

En segon lloc cal provar que la o-algebra o(B) i C sén independents. Fixat un conjunt

B €, definim D={AEA:P(AnB)=P(A)P(B)}.
D és una classe monodtona ja que si An € D, 4n T4, és té P(An. B)= lim P(4, N B) =
lim P(4,)P(B) = P(4)P(B) i analogament per successions decreixents.

Dn’altra banda, D conté 'dlgebra B perqué Bi C sén independents. Llavors, pel teorema
de les classes monodtones, D D o(B) i, en cqnseqﬁéncia, o(B)iC sén independents. =
D’aquest lemma es dedueix que si &) i Sz “ s6n dues semialgebres independents, les o- ‘
algebres o(S,;) i 0(S;) sén independents. Com a aplicaci6 d’aquest lema es pot demostrar
la segiient propietat associativa de la independéncia.

Proposicié 7.9. Sigui {X;. el } una familia de variables aleatories independents i
considerem una particié I = JU K. Aleshores les o-algebres ¢{X;, i € J}, o{X}, i € K}

sén independents.
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Demostracié: Les o-algebres o{X;,i € J}, o{Xi.i € '} estan generades respectiva-
ment per les semialgebres

SJ={_\.’j‘l‘(Bl)n...n.Y;‘(B,,); J1yereijn€J. 21, Bl....,BneB(R)}

5,‘-={X;l‘(cl)n...nx,;f(cm); ki,....km €K, m2>1, Cl,.-.,CmeB(R)}-

Per tant, només cal veure que aquestes simialgebres sén independents i aixo és una
conseqiiéncia immediata de la independéncia de les variables X;, ¢ € I. En efecte, si
B,,...,B,, C,...,Cp soén borelians de R,

.—l

P[x“ (Bl)n...an‘,_‘(B,,)nX,;‘(Cl)n...nX,“"‘_(Cm)]
= P(X;}(B1))..-P(X;M(Bn))P(X:(Ch)) ... P(X(Cm))
= P{X51(B1)N...n X5} (Ba)] - P[XSHC)N ... A XN Cm)] . 8

Considerem una successié de variables aletories {Xn,n > 1} i definim les seglients o-
algebres:

Fa=0{Xp,k2n+1}, F=[()Fa.

n=0

Els conjunts de la o-algebra F s’anomenen conjunts asimpidtics.

Proposicié 7.10. , (Llei del 0-1 de Kolmogorov). Si les variables aletories X, soén inde-
pendents, aleshores tot esdeveniment asimptotic té probabilitat zero 6 u.

Demostracié: Peratot n > 1 posem Ap = 0{Xj,...,Xn} iAo =U2 An A és una
algebra, ja que és una unié creixent de o-algebres. i genera la o-algebra o{X,, n > 1}.
Per la proposicié 7.9, les o-algebres A,i F, sén independents, per a tot n > 1.
Aixo implica que F és independent de A,,V¥n > 1, és a dir, F és independent de
Ao, i pel Lema 7.8 tenim que F és independent de o{X,, n > 1}. Per tant la o-

algebra F és independent d’ella mateixa, i en conseqiiéncia, per a tot F € F tindrem
P(F)=0.6P(F)=1. s

Aplicant la llei de 0-1 resulta que tota variable aletoria ¥ que sigui F-mesurable haura
de ser constant q.s. En efecte, la funcié de distribucié de la variable ¥ només pren els

valors 0 i 1. aixo6 ens diu que la llei de ¥ és una massa puntual en algun valor ¢ € R i
aleshores Y = ¢ q.s.

38

En particular. si {Xn.n > 1} és una successio de variables aleatories independents. les
variables

. | _
X +...+Xn i X, +...+ X,
, limsup ———

n n

liminf X,, limsup.X,, liminf

seran constants quasx segurament.

7.6. Distribucions de probabilitat condicionades

Ja hem introduit abans la probabilitat condicionada d'un esdeveniment A per un altre
esdeveniment B quan P(B) > 0. Aquesta probabilitat condicionada es defineix per la
férmula P(A/B) = 'P'(P{:%)& . ~

Ara bé, en alguns casos ens interessard parlar de la probabilitat condicionada per un esde-
veniment de probabilitat nul.la. Suposem, per exemple, que X és una variable aleatoria a
valors en [0,1) amb una distribucié continua, i que si la variable X pren un valor z € R,
aleshores tirem una moneda amb probabilitat de sortir cara igual a g(z) on g R— [0,1]
és una funcié coneguda. En aquesta experiéncia aleatdria, ens donen la probabilitat de
treure cara (igual a g(z)) condicionada per ’esdeveniment {X =z}, que té probabilitat

zero.

Aixd ens motiva per a donar una definicié de la distribucié de probabilitat d’una variable
aleatoria Y (en I’exemple anterior Y podria ésser el resultat del llangament de la moneda)

condicionada per la realitzacié d’una variable X.

Definicié 7.11. Donades dues variables X,Y s’anomena distribucié de probabilitat d’Y
condicionada per X a tota probabilitat de transicié p(z,C) de R en R tal que

P{Xe€B,YeC}= / p(z, C)Px(dz), (7.8)
B
per a tot B.C € B(R).

Observacions

1.- Pel teorema de la mesura imatge, el segon membre de la igualtat (7.8) es pot escriure

igualment com \
/ p(X(w), C)P(dw).
{xeB)
2.~ A vegades es fa servir també la segiient notacié
plz. C)=P(Y €eC/X =1). (7.9)
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Cal observar que en el cas que P{X = r} > 0 la notacié anterior és consistent. és a
dir, p(z.C) coincideix amb la probabilitat condicionada de I’esdeveniment {¥ € C'}

per l'esdeveniment {X = z}. En efecte, si prenem B = {z}, la relacié (7.8) ens déna

P{X=z,YeC}= [{ P, C)Px(dy) = plz.CIPIX =),

3.— Com que el primer membre de (7.8) val [P o (X,Y ) !|(B x C), la definicié anterior
equival a dir que la llei Po (X,Y)™! = P x,y) del vector aleatori (X, Y) s’obté a
partir de la llei d’X i de la probabilitat de transicié p(z,C).

Aleshores, tenint en compte el teorema 7.2, tindrem que per a tota funcié mesurable

¢ :R? - R tal que E(Jo(X,Y)|) < co (és a dir, ¢ és integrable respecte la llei del
vector aleatori (X,Y’)) es compleix

E(p(X,Y)) = /';z PPxy) = /;Px(dz)[/ntp(::,y)P(Y € Jy/X = :z:)] . (7.10)

4.— La definicié i els resultats precedents s’estenen clarament al cas de dos vectors aleatoris
X=(X,..,.Xn), Y=(%,....Y7).

Resumint, si coneixem la llei d’una variable X i la distribucié d’una altra variable Y
condicionada per X, podrem calcular la llei del vector aleatori (X, Y), i, en particular,
la llei de la variable Y. En I’exemple que hem donat al comengament, tindrem

p(z,C) = g(2)61(C) + (1 — 9(X))6o(C).

Llavors, si X té una densitat f(z) i Y representa el nombre de cares, obtindriem

P{y =1} = /u p(z, {1})Px(dz) = /a o()f(2)dz .

Es pot demostrar que existeixen sempre distribucions de probabilitat condicionada perd
aquest tipus de.resultats sén d’un nivell superior al d’aquest curs. Tot seguit demostrem
la unicitat de les distribucions condicionades, llevat de conjunts de probabilitat zero.

Proposicié 7.12. Siguin p i ¢ dues distribucions de probabilitat condicionada de ¥’ per
X. Aleshores existeix un conjunt ¥ ¢ B(R) amb Px(N) =0 tal que p(z.C) = q(z.C).
peratot €.V iperatot C € B(R).
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Demostracié:  Fixem un conjunt C € B(R). De la definicié de distribucié condicionada

es dedueix que
PIXeB.veC) = [ paCOPxtin) = [ a(.COPx(da),
B

per a tot B € B(R).

Per tant, existeix Ne € B(R) tal que Py(N¢) = 0 i p(z,C) = ¢(z,C) per a tot
z & Nc. Sigui N = UreqN(-oo.r|- Clarament Px(N) =10. A més, si 2 ¢ N tindrem
p(z,(—00,7]) = q(z,(—occ.7]) per a tot nombre racional r. Com que les funcions de dis-
tribucié sén continues per la dreta, aixo ens diu que les probabilitats p(z,.) 1 ¢(z,.) tenen

la mateixa funcié de distribucié i, en consegiiéncia, sén iguals. ]

Existéncia i calcul de distribucions condicionades en determinats casos par-
ticulars

1) Siles variables X i Y sén independents, sabem que la llei del vector aleatori (X,Y)
coincideix amb la probabilitat producte Px x Py. Per tant, podem prendre p(z,C) =
Py(C) com a distribucié condicionada de Y per X.

2) Suposem que la variable X pren un conjunt finit o numerable de valors S = {a;,i €
I} C R. Aleshores la distribucié de Y condicionada per X vé donada per

P{X=z.YEC 3 S
p(z,C) = {_LPTT:'TJ' ssoz€

Py(C), si &S,
on Py és una probabilitat arbitraria en R.
En efecte, p(z,C) és una probabilitat de transicié que compleix

P{X€eB,YeC}= Y P{X=zYeC}= > p(z,C)P{X =z}
{z:z€BNS} {z:z€BNS}

= [ = 0)Px(es).
B
\
3) Suposem que el vector aleatori (X,Y) té unallei absolutament continua amb densitat
f(z.y). Ja sabem que en aquest cas, les varigbles X' i Y tenen lleis absolutament
continues amb densitats marginals fx(z) = fu f(z,y)dy, fr(y) = fn f(z,y)dz.

Llavors, la distribucié de ¥ condicionada per X ve donada per

_ [ 5ESdy, st fx(2)#0
"’("C)'{PO(C). si fx(z)=0.
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En efecte, p(z.C) és una probabilitat de transicid tal que

. (z,y)
P{X e€B,Y EC}='/Bxcf(.r,y)d:tdy=/8f.\-(z)(/c';,;(:) dy)l(f.\.(,)#o}d.r

- / fx(2)plz, C)dz,
B

ja que fx(x)=0 implica f(z,y) =0 quasi per a tot y respecte la mesura de Lebesgue.

Cal observar que per a cada z amb fx(z) # 0, la probabilitat p(z,.) és absolutament
continua amb densitat ’;E:(i'; . Aquesta densitat, que es representa per f(y/z) s'anomena
densitat condicionada de la variable Y per la variable X, i es calcula fent el quocient de

la densitat conjunta per la densitat marginal de la variable X.

Sigui p(z,C) la distribucié de probabilitat condicionada d’una variable Y per la variable
X. Si f:R— R és una funcié mesurable no negativa o integrable respecte p(z,.) (fixat
un valor = € R), la integral '

/ f()p(z, dy)
R

s’anomena esperanc¢a condicionada de la variable f(Y') per la variable X, i es representa
per E(f(Y)|X =z). Si f és no negativa, o si E(|f(Y)|) < oo, sabem que

E(F) = [ Pxtda)] [ fwite.dy)]
= [ PxtamE(fr)/X = 2).

Aixo ens diu que per a tot z € R(Px-quasi segurament), I’esperanca condicionada
E(f(Y)/X = z) existeix, i la seva integral respecte la llei de la variable X ens déna

E(f(Y)).

7.7. Producte numerable d’espais de probabilitat

Considerem un espai mesurable (Q,A). Designarem per QN el conjunt de totes les suc-
cessions d’elements d’Q. Per a cada natural n > 1, 7, : QN — Q representara la projeccié
en la coordenada n-¢sima. Com en el cas d'un producte arbitrari d’espais mesurables.
la o-algebra producte AN sera la minima o-algebra que fa mesurables les aplicacions
7n.n > 1. Esadir. AN = a{r;}(4); A€ A n>1}

Tenim aleshores el segiient resultat.

Proposicié 7.13. Considerem una successié de probabilitats {P,, n > 1} en.l'espai
(Q. A). Existeix una tnica probabilitat P en (QN, AN) tal que

Pl (40077} (4n)] = Pi(41).. Pa(4a), (1.11)
peratot n > 1. 4;..... A, € A

Demostracié: Per a cada natural n > 1 podem considerar la projeccié 7" : Q® — Qn
definida per 7™(w) = (wy,...,wn) si w = (wp)3%,. Les aplicacions 7" sén mesurables ja

que
(7)1 Ar X ... X Ap) = (77N (AN NT M (A4)) € AN, si A4 €A

Designarem per A" la o-algebra producte en Q", i escriurem C, = (7")7!(A").
L’aplicacié (7")~! : A" — AN déna lloc a un isomorfisme entre les o-algebres A" i

‘Ca - ((7™)~! és injectiva perqué =" és exhaustiva).

Es compleix Cn C Cm si n < m. En efecte, sigui G = (7")"1(4), 4 € A". Podem
considerar la projeccié 7™" : Q™ — Q" definida per T™*(w1,... ,Wm) = (W1,...,Wn) que
és mesurable i compleix 7™ = 7™ o ™ ;
Llavors, G = (7")7}(A) = (#™)~1[(x™")~}(A4)] € Cm, ja que (7™")"}(4) € A™.
La unié creixent C = US,C, és una algebra que genera AN.
En primer lloc definirem P sobre 'algebra C de manera que sigui edditivae i compleixi la
propietat (7.11): Si G € C,, G = (7")"}(A), A € A", definim

P(G) = P"(A), (7.12)

on PP =P X...X P,.

Com que (7")~! és un isomorfisme entre les o-algebres C, i A", aquesta definicié déna
lloc a una probabilitat en la o-algebra Cn.

Per tal de que (7.12) defineixi P en l'algebra C, hem de veure que la definicié no depén
de n. Suposem n < m, G € Cm, G = (7™)7}(B), B € A™. Aleshores cal provar que

P"(4) = P™(B). Tindrem
(=™)=}(B) = (x)7}(4) = (=™} [(a™™) 71 ()],

per tant, B = (7™")~'(4) i P™(B) = [P™o(x™")"1](4) = P"(4).

63



En efecte. les probabilitats P" i P™© (77")~" definides en I'espai mesurable (Qr.An)

sén iguals ja que coincideixen sobre els rectangles mesurables:

P"(A,l X ... X .'ln) = Pl(.'ll). . 'Pn(-'ln)-

[P"'o(wm")-l](rh X ... x.-l,,)=P'"(.41 X ... X An xX...x%x Q)
= Pi(41)... Pa(An).

Per tant P esta ben definida en C.

Vegem que és additiva. Siguin G1,G2 conjunts de C tals que G; NG, = §. Aleshores
G1,G2 € Cpy per algun m > 1. En conseqiiéncia P(G) U Gp) = P(G1) + P(Gy) perque
P és una probabilitat sobre Cm. Clarament aquest argument no es pot utilitzar per a

demostrar que P és o—additiva.
D’altra banda, per construccié P compleix la propietat (7.11):
Plar!(An) NN (4] = P74 x L x 4,)]
= Pn(Al X ... X An) = Pl(“ll)'-' Pn(An).
Tenint en compte els resultats sobre I’extensié de mesures, per tal d’estendre la funcié P
ala o-algebra AN només cal veure que P és o-additiva en 1'algebra C.

Per aixd n’hi ha prou en provar que si {Ba,n 2 1} és successié de conjunts que decreix
capel 0, i B,eC peratot n>1, ésté P(B,) 0.

Demostrarem aquesta propietat per reducci6 a I'absurd. Suposem que lim, P( B,) > 0.
Per a cada n > 1, el conjunt B, pertany a una certa g—algebra Cy,. Podem suposar que
kn = n. En efecte, si k, < n no hi ha cap problema i si k, > n repetim tantes vegades
com calgui el conjunt B, iposem By enellloc kn. Suposem que B, = (x")~1(4,).

Fixats dos indexos n > m escriurem

P(B,)=P"(4,) = /ﬂm Py(dw1) ... Pn(dwm)hn.m(wi,...,wm)

on

n-m

h”-m(wl'*"‘wm) = / 1"\n(w1"'"“"H)Pm-l-l(dwmi-l)---Pn(d‘-‘:n)' s n>m

hn,n = 1.4,. .
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Les funcions hn.m. definides per n > m. soén mesurables i decreixen quan n — .

En efecte. Adns1 C An X Q. ja que Bpyr. C B, 1 per tant. hp pm(w..... wm) >
hn+]_,n(u,‘l, e sWm )'
Sigui hpn(wi,- - wm) =limp | Ay m(wi,...,wn). Per convergéncia monotona tindrem

/ hmlin, . wm)Py(den) .. Pl diim) = im P(By) > 0.

m
P

D’altra banda, si n > m
/ﬂhn,m(wl,....wm)Pm(dwm): hame1(@1,- - w1,
ifent n — co obtenim
/ﬂh,,,(wl,...,um)Pm(dwm)=hm_1(w1,....wn-:)-

Com que fn hi(w1)Pi(dwy) > 0, existeix un element w; tal que hj(wi) > 0.
Com que [, ho(wi,w2)Pa(dwy) = hy(w;) > 0, existeix un altre element w> tal que
ha(wy,w,) > 0. Aleshores, per recurréncia podem trobar una successio {wn,n 2> 1}
tal que hAm(wy,...,wm) > 0 per a tot m > 1. Aixo implica que hpm(wi....wm) =
14, (wy,...,wm) > 0. Es adir, (w,...,wm) € Am per a tot m > 1 i, en conseqiiéncia.
{wn,n > 1} € N, B,. En conclusié N, Bx # @ i la o-additivitat de P queda de-
mostrada.

Finalment. la unicitat d’una probabilitat P en 'espai (9N, AN) que compleixi (7.11) surt
del fet que la familia de conjunts {r7 (A1) N...N77 (Az)i n 21, Ap,.... 40 € A} és
una semialgebra que genera la o-algebra AN. =

La probabilitat P es representa per ®ﬁ‘i_.,Pn. i si totes les probabilitats P, sén iguals a
una probabilitat @, escriurem P = QV.

Considerem una certa probabilitat g en R. El Teorema anterior ens permet de construir
I'espai producte (RN, B(R)N, uN). Les projeccions canoniques {7, n > 1} definides en
aquest espai de probabilitat constitueixen una successié de variables aleatories indepen-

dents i idénticament distribuides (i.i.d.), amb la mateixa distribucié .



8. LA DISTRIBUCIO BINOMIAL. PASSEJADA ALEATORIA SOBRE ELS
ENTERS

En aquest capitol introduirem alguns exemples de lleis de probabilitat unidimensionals i
estudiarem problemes relacionats amb elles.

8.1. Lleis de Bernouilli i Binomial

Considerem un nombre p de l'interval [0,1] iposem g = 1 —p. S’anomena llei de Bernouilli
de parametre p a la probabilitat pé; + g8 .

Aquesta llei de probabilitat es pot associar a tota experiéncia aleatoria en la qual hi ha
dos resultats possibles, que sempre podem representar per 1 i 0, respectivament.

Per exemple, si en un espai de probabilitat (2, A, P) considerem un esdeveniment A € A
de probabilitat p, és immediat comprovar que la variable aleatoria X = 14 té una llei
de Bernouilli de parametre p. Es a dir, X és una variable que val 1 6 0 segons que
I’esdeveniment 4 s’hagi realitzat o no.

Considerem ara n variables aleatories independents X,..., X, amb lleis de Bernouilli de
parametre p . Aleshores, la llei de la variable S, = X1+...4+ X, s’anomena lle: binomial de
parametres n,p i es representa per B(n,p) . La variable S, representa el nombre de vegades
que s’ha produit un cert esdeveniment A de probabilitat p quan repetim n vegades i de
manera independent una experi¢ncia aleatoria.

La variable S, pot prendre els valors 0,1,...,n amb les segiients probabilitats

P{Spn=k}=P{X1 +...+ Xn =k}
= > P{X;=i1,...,Xn =1}
(ig,s in)e{0.1}7,
il+,..+in=h
n\ nek
= (k)pk(l_p) Lv
per k =0,1....,n. Per tant, la llei binomial sera
- - n ki1 _ H\n—k
B(n,p) —;(k)p (1=p)" bk

Tenint en compte les propietats de les variables aleatories independents. és facil calcular
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la mitjana i la variancia d’una llei binomial:
E(S,)=np
n
0%(Sa) = )_o*(Xi) =np(l-p).
i=]
Tractem tot seguit un problema d'aproximacié de la llei binomial B(n. p). Considerem una
successié de lleis binomials B(n,ps) i suposem que els valors del parametre p, decreixen

de manera lim, np, = A > 0. Observi's que aixd implica lim, pn = 0. Aleshores per a tot

nombre natural k > 0 hom té

lim B(n,pa)({k}) = lim (',:)pﬁ(l —pn)"

n!

o : k(1 — nn—k
= lim ey Pa(1 = Pn)
k
. (npn)k n! 1/pninpn _ “k-_.)‘_. _A,
=m0 o () (1=pa)™ = 7°

(n—=k+1)..n __ 1
= =1.

ja que limp(1 — pn) ¥ =1ilim, =

Anomenem llei de Poisson de parametre A z_(-)_ la llei de probabilitat discreta. que té per
suport els nombres naturals i ve donada per

0 K -

al e~ bk .

k=0
Les aproximacions de la llei binomial per la llei de Poisson sén bones quan p < 0.1 i
np < 5. La llei de Poisson s’utilitza com a model probabilistic en molts problemes practics:
Considerem una successié d’esdeveniments que es produeixen al llarg del temps com les
trucades que rep un aparell de teléfon, les persones que arriben a una cua o les particules
que emet un material radioactiu. Si fixem un interval de temps [t1.22] i comptem el nombre
total d’esdeveniments que s’han produit en aquest periode de temps, aquest nombre aleatori

k > 0 segueix una llei de Poisson.

Representarem la llei de Poisson de parametre A > 0 per Poiss (). Es pot comprovar que
té mitjana A i variancia A.
8.2. La passejada aleatoria de Bernouilli

Consideremn un individu que “passeja” en el conjunt dels nombres enters de la forma
. -
segiient. En Dinstant inicial es troba a l'origen, i si en l'instant n es troba en un punt

67



r € Z. en l'instant segiient es desplaga al punt r + 1 amb probabilitat p (p € [0.1]) o hé

__al punt z — 1 amb probabilitat ¢ = 1 — p. Suposarem que els desplagaments successius sén
independents.

Aquesta passejada podria fer-se prenent en cada instant la decisié de desplagar-se cap a la

dreta o cap a l'esquerra segons el resultat del llancament d’una moneda.

Si S, representa la posicié d’aquest individu a l'instant n, podem escriure S, = X; +...+

Xn, So=0,o0nles {Xn, n > 1} sén una successié de variables independents tals que
P{Xn=1}=p, P{X“=—1}=q_

La successié {Sn, n > 0} s’anomena una passejada aleatoria de Bernouilli de parametre
P que surt de 'origen.

Observem que si s’han produit k desplagaments cap a la dreta i n — k cap a l'esquerra. la
variable S, pren el valor 2k —n, i

P{Sn =2k—n} = (Z)pkqn—k,
k=0,1,...,n.

En altres paraules 3 (Sp+n) té una llei B(n,p)i S, pren els valors —n, 2—n, 4—n,...,n.

Ens proposem ara donar alguns resultats interessants sobre la passejada aleatoria de
Bernouilli.

(a) Considerem una passejada aleatoria de Bernouilli {Sp, n > 0} que surt de l'origen,
ambp=¢=14%.Siguizr=2k~n, k=0,1,...,n, un possible valor de S, . Si = > 0,
es compleix

P{Sl>0,52>o,...,s,.>0)/s,.=x}=§. (8.1)

Aquesta propietat justifica el segiient “Teorema de la votacid”, establert per W.A.
Whitwoorth ’any 1878 i també per J. Bertrand 1'any 1887, que diu la cosa segient:

“Considerem una votacié entre dos candidats A i B . En el moment del recompte.

i en treuréla n-essima papereta de ’urna, el candidat A té k vots i el candidat B

J=n-k,ambk > j. Aleshores, la probabilitat que en tot moment del recompte
p

de vots A hagi tingut més vots que B és igual a Z=2 ”

La demostracié de la igualtat (8.1) es basa en I’anomenat “principi de reflezid” que
enunciem una mica més endavant. En primer lloc observem que els esdeveniments
{Xi = e1..... X = €n}, 0n (61,...050) € {=1, 1}" i S = X1+ ... + X,.
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tenen tots la mateixa probabilitat igual a 27". Per a calcular P{S > 0. 52 >
0.....5, >0. S, = z} haurem de determinar el nombre d’esdeveniments del tipus
{X, =2¢y,.... X, =cn} favorables a {§;>0.85:>0...., S» >0. Sn=z}.

Definim 09 = go = 01 o =€, +...+ k. Donar una n—pla ordenada ¢ = (€1,....2n)

equival a donar la “trajectoria” ¢ = (071, ... .Op)ON &L =0k — Ok—1-

Cal doncs calcular el nombre de trajectories que surten de 1, van a pm)'a.r azino

passen per 0. Mitjancant una reflexié respecte ’eix del temps es pot veure que

El nombre de trajectories que van de 1 a T i toguen o passen pel zero coincideiz

amb el nombre de totes les trajectories que van del =1 a z.
Sigui z = 2k — n i definim
N = nombre de trajectdries o que van del punt 1 al z sense passar pel zero,
N(1,z) = nombre de trajectories ¢ que van del punt 1 al z,
N(-1,z) = nombre de trajectories ¢ que van del punt —1 alz.

Tenim aleshores que N = N(1,z)~N(=1,z). Sio =(01,...,0n)¢ésun2 trajectoria
quevadelarhaurAdesere; =lie1+...+€n=2. Aixd equival a dir que &1 =1

i que dels ¢3,...,€, n'hi ha k — 1 iguals a 1. En efecte,

1 P
;13[(71—1)+62+...+e,,]=§[n—1+2k-—n—1]_k 1.

N(1.z) = (::i)

Anilogament. si ¢ = (0y,...,0,) és una trajectoria que va de —1 a z haura de ser

En conseqiiéncia,

€1 =—1iels e,,...,c, hauran de ser k vegades iguals a 1 ja que

1 1 on _ _
3[(”'—1)+52+.;‘.+En]=5[n—1+3k n+1]=k.

N(-1,z)= (";1) ,

P{Sl >0,...,8,-1 >0, 85, =z} _ No—n
P{S >0....,5, >0/Sp =z} = B(S, =2} = e

Per tant,

Aixi doucs,

N G- 2% -n
(%) () n
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(b) El problema de la ruing gej jugador.

-Un jugador A4 té :
Jugador 4 té un capital z ¢ [0, 8] i juga contra un altre jugador B que té un capital

b—=x. A i ;
. :ada Jugada e] Jugador 4 guanya una unitat amb probabilitat p o bé perd
una uni -
2t amb probabilitat g =1 - p. El procés continna fins que A ho perd tot o
uany 1
guanya un capital b. Es tractg de calcular la probabilitat que el jugador A s'arruini.

A t . .
quest problema es pot formular en termes de la passejada aleatoria. Sigui Sn, =

n
x 4 . . * 3 M 3 3
+2im .X, una passejada aleatdria de Bernouilli, de parametre p que surt del punt
z. Es adir, S) = z i les {X;

» ¢ > 1} sén variables aleatories independents tals que
P{Xi=1}=

P, P{X; = -1} = q¢. Considerem l’esdeveniment

G: =UR{Sk =0, Si<bperatoti=0,1,...,k} =

= {la successié S, arriba alguna vegada al zero i abans no ha arribat a b}.

fg" representa la fortuna del Jugador A a l'instant n i P(G;) és la probabilitat que el
jugador A s’arruini. .

Considerem una nova successié de sumes parcials definida per Sy = X2+ ...+

Xk, k2> 2.

Aleshores podem escriure, perl<z<b-1

o
G=”{X1=1}=[U{z+1+s;=o, O<z+1+Si<b i>k—1}
k=2

N{X,=1}=G,n{X, =1},
i analogament,
G:N{X, =

o0
‘1}=[g2{3—1+SL=0,0<:c—1+$,’-<b, i<k-1)

N{X,=-1} =G, n{X, = -1}.

Les successions de variables aleatories {Xa, n>1}i{Xnt1, n > 1} tenen la mateixa

llei (és a dir, indueixen la mateixa probabilitat en l’espai producte RN). En con-
seqliéncia,

P(G.) = P(Go41) i P(G.)=P(Gs-1),.

sil<z<b-1.

Posem h(x):= P(G,). Aleshores. per 1 <z < b—1. tindrem

h(z) = P(G,) = P[G: N {X1 = 1}] + PIG. N {X, = -1}]
= P(G,)P{X, =1} + P(G;)P{X, = -1}
=ph(z+1)+qh(z-1). (8.2)

Per x =1, obtenim

k(1) = P[G, N {& = 1}] + P{& = -1} =ph(2) +q,
i ’equacié (8.2) també es compleix ja que h(0) = P(Q) =1.
Per z = b~ 1, obtenim '

h(b—1) = P[Gs—1 N {6 = -1} = g h(b = 2),
en conseqiiencia h(b) = 0. Per tant, hem de resoldre I’equacié en diferéncies finites
h(z)=ph(z+1)+qh(z-1), 1<z < b1,

amb les condicions a la frontera, h(0) =1, h(b) =0.
Podem escriure aquesta equacié de la forma seglient

ph(z+2)—h(z+1)+qh(z) =0, 0<z<b-2. (8.3)

Considerem una solucié de la forma h(z) = A%, A € R. Aleshores de

P/\z+2 _,\z+! +q/‘\1-‘ =0,
se’'n dedueix

= 1 '
L LEVTTHE _ Lo,
2p r

ja que
(p-qP=(p—-1+p2=4p°—4p+1=1-4p(1-p)=1-4pgq.

Cal doncs considerar dos casos diferents:
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(i) Si p # q. les dues rels de I'equacié sén diferents:
A =1 = % i la solucié general de I'equacié (8.3) és h(r) = AN + BAJ =

E
A+B (%) . Els coeficients A i B es poden determinar a partir de les condicions
de contorn. La solucié és

I b
(3) - ()
h(z) = ~2L AP/
1-(3)
(ii) Suposem p = ¢ = 1. En aquest cas, A\; = A2 =1 = A. Aleshores podem trobar

dues solucions linealment independents prenent A% i z A*. La solucié general és
AA* 4+ Bz)A* = A+ Bz i fent servir les condicions de contorn obtenim

h(z) =222

No és dificil comprovar que l’equacié (8.3) amb les condicions de contorn h(0) =
1, h(b) =0 té una solucid dnica. En efecte, les funcions fy(z) = A% i fo(z) = A (o
bé fi(z) = A* i fo(z) = zA* en el cas d'una rel doble) sén linealment independents i

donada qualsevol altre solucié f(z) es poden trobar constants a i 8 tals que
f(O)) _ (fl(O)) (f2(0>
() == (i) + (ecn)-

Ll 2
@) = =50 - 2(1)

Pero, aleshores,

= %(afl(m +80) - Lah(V) +8A(1)
= afi(2) + Bf2(2).

Recursivament s’'obté f(z) = afi(z) + Bf2(z) i com que les constants a i 8 queden

determinades per les condicions de contorn concluim que la solucié és tnica.

La funcié h(z) representa la probabilitat de que el jugador A s’arruini. De forma
analoga podem introduir la probabilitat g(z) que el jugador 4 guanyi. Anem a veure
que h(z) + g(z) = 1. Aixd no és immediat ja que el joc podria no acabar-se mai.
Definim

0
Fr=|J{St=b 8:>0 Vi=0.1.....k}.
k=0

-3
9

Llavors g(x) = P(F:) perd pot océrrer que Fr UG: # €.

Mitjancant un argument similar a 'anterior podem obtenir una equacié en diferéncies
finites g(x) = pg(z + 1) +qg(z - 1), 1<z <b-1 amb les condicions de contorn
9(0) =0, g(b) = 1. Com que 1 - h(z) compleix aquestes condicions, de la unicitat de

la solucié es dedueix que g(z) =1 — h(r).
Suposem ara que fem b T co. Els conjunts G, creixen cap al conjunt

H= D{Sk =0}.
k=0

Aleshores, . .
. 1 si ¢2p,
P(H) = lim P(G:) = @° s g¢<p,
suposant z > 0.
P(H) representa la probabilitat d’arruinar-se contra un jugador de capital infinit.
1 — P(H) sera la probabilitat que en aquesta situaci6 el joc no acabi mai, que és no

nulla si ¢ < p. Escriurem f,(z) = P(H).

Considerem finalment el segiient problema. {S,, n > 0} és una passejada aleatoria
de Bernouilli que surt de l'origen (Sp = 0) i volem calcular la probabilitat de tornar
alguna vegada a 'origen. Sigui ‘ )

A={S, =0, peralgunn > 1}.

Tindrem
P(A) = P(AN{S; =1}) + P(AN{S1 = -1})
=pP{l1+X2+4...+ X, =0, per algun n > 2}
+qP{-14Xs+...+ Xn =0, per algun n 2 2}
=pf(1)+gP{1-X2—...— Xn =0, per algun n > 2}
=pfp(1) + ¢f,(1)

_J1, sip=4g¢q
T \1-lp—dql, sir#g-

En efecte. si p < ¢. obtenim p -hq(%) =2p, isip> g, obtenim P(f;) +g9=2q.

Aquest resultat expressa la coneguda propietat de que la passejada aleatoria de

Bernouilli és recurrent per p = q i transitéria per p#q.
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8.3 Altres distribucions de probabilitat relacionades amb la binomial

Llei hipergeométrica. Considerem una poblacié de N individus dels quals D tenen una
determinada caracteristica i els V — D restants no la tenen. Un problema estadistic im-
portant és I’estimacié de la proporcié p = -g d’individus que tenen la propietat esmentada.
Podem imaginar que els individus es representen per un conjunt de boles contingudes en
una urna de les quals D sén negres i N — D sén blanques.

Suposarem que no es poden observar tots els individus de la poblacié i aleshores ens caldra
fer una estimacié de p a partir d’'una mostra de mida n < N . Hi ha basicament dues
maneres d’escollir aquesta mostra:

(a) Mostreig amb reemplacament. Seleccionem a |’atzar i de forma independent n boles
de la urna de manera que cada bola es torna a la urna després d’esser observada. Es
a dir, les boles es treuen de forma successiva i la composicié de la urna és sempre
la mateixa, amb D boles negres i N — D blanques. En aquest cas el nombre X de

boles negres de la mostra segueix una llei binomial B(n,p) amb esperanga np = 5{?-

i variancia np(l —p) = "—Q(-l—vgﬂ .

(b) Mostreig sense reemplagament. Seleccionem a 'atzar i de forma independent n boles
sense tornar-les a la urna. En aquest cas la composicié de la urna va variant després

de cada seleccié. Aixo equival a treure simultaniament n boles de la urna.
Si designem per X el nombre de boles negres en aquesta mostra de mida n tindrem
GOD)

(%)

Aixo es dedueix d’un calcul elemental de combinatoéria:

que

P{X =k} =2l nk’

Suposem que totes les possibles mostres de n elements tenen la mateixa probabilitat i
aleshores (V) és el nombre total de mostres amb n boles, i (2)(Y-P) és el nombre total
de mostres amb exactament & boles negres.

Observem en primer lloc que el nombre k ha de complir les seglients restriccions:
‘kSmin(D,n), n—k <min(N - D,n),
O sigui,
max(n—N + D,0) <k <min(D,n).
La llei de probabilitat de X s’anomena llei hipergeométrica.

T4

. _( )(u k) (blt[.
Comprovarem tot seguit que els nombres px = _Tv-)_- formen una llei de probabilita

és a dir, AD
n

Pr = 1.
k=(n=-N+D)*

:

Una manera senzilla de veure aixo és la seguent:

Si t € R. tenim
N

Zt@lf) =1+ =1+ +1)V"°
= [itk(z)”f‘g?t( )] XD:NZDtW( )(N;D)_

k=0 k=0 (=0

En conseqiiéncia, igualant coeficients s'obté

()= E O 5, OG)

<k<D
0<{<N=-D}

Calculem I'esperanga i la variancia d’aquesta distribucio:

== () Z {(0)(020)

k=(n— N+D)+

-1 D-1 N—D)
-(3) p(i2) (o
L-*(n-—V-l-D)Vl
(n—l)AD D-1 N_D
o o,

j=(n=-1- N+D)+

)"
()" (-5

xcc-m= 5e- we-n(h) (R)(RIF) =

k=(n-N+D)*+

B ) w0

k=(n—N+D)v2

-1 (n=2)AD D-2 N-=-D
=D(D-1)(]:> > ( i )(n—‘z—j)=

j=(a-2-N+D)*
N\'/N-2\_DWD-1)N(N-1)
=.D,(D—1)(n) (n—?)_ N(N=1) ‘
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2 _ =1 ,g_D(D—l)n(n—l) Dn D.\2
7= E BT ==y + 5 - (F)
D(N —-D)n(N —n) N_n
= NN —1) =np(l-p)F—7 -

Observem que 'esperanca matematica del nombre X de boles negres de la mostra és igual
a np en els dos tipus de mostreig (amb reemplagament i sense reemplacament), mentre
que la variancia en el mostreig sense reemplagament conté un factor igual a %:—'l' que és

proxim a 1 quan N és molt gran.

Llei geométrica

Considerem una successié {Xn, n > 1} de variables aleatories de Bernouilli; independents,
i amb pardmetre p € (0,1). La variable X = inf {n > 1 : X, = 1} representa el primer
instant on la successié pren el valor 1. Si les variables X, ens indiquen si un determi-
nat esdeveniment es produeix o no en una série infinita de realitzacions independents de
I’experiéncia aleatoria, aleshores X és I'instant on I'esdeveniment es produeix per primera

vegada.

La distribucié de probabilitat de la variable X s’anomena llei geométrica de parametre p.
Es tracta d’una llei discreta concentrada sobre els nombres naturals, donada per:

P{X=k}=(01-p)*'p, k21.

Clarament, 3o, (1 -p)'p=1.

Es pot comprovar que l'esperanga d'.X val % i la variancia -’?; .

Llei binomial negativa

En la mateixa situacié d’abans, sigui T, l'instant en el qual la successié pren el valor
1 per n-éssima vegada i designem per Y el nombre total de zeros en la seqiéncia finita
X1, Xey. o, X1, .
Que la variable Y prengui un valor £ > 0 vol dir que T, = n + k i que en la seqiiéncia
X1,X5,..., X1, hiha k zeros i n uns. En conseqiiéncia,
n+k-1
prv=n="t N ra-ar

Per tal de comprovar que } soy P{Y =k} =1, cal fer servir la relacié

(—n) _(=n)f—n—=1)-n-2)...(-n~k+1) — (1)t n+k-1
k) k! = k .
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Aleshores. tindrem

k=0

20 =.. T3 il n k
> ("t ea-nt= Y () ra-n
: k=0

e - : ni] — 1_p))'"=1.
="y (k-n)‘zi—l)kﬂ’ (1=t

k=0

La llei de Y s’anomena distribucid
variancia %-?- .

binomial negative

7

La seva esperanga val -'-';7- ila



9. CONVERGENCIA DE VARIABLES ALEATORIES

En aquest capitol estudiarem diferents tipus de convergéncia de successions de variables
aleatories i les seves relacions.
9.1. Preliminars

Dediquem aquesta seccié a presentar alguns resultats que seran itils en I'estudi de les
convergéncies de successions de variables aleatories.

La desigualtat de Txebixef

Proposicié 9.1. Sigui X una variable aleatoria no negativai f =Ry — R4 una funcié

creixent tal que E (f(X)) < co. Sigui a un nombre real tal que f(a) > 0. Aleshores es
compleix

PMz@sﬁ;Emmy 9.1)

Demostracié: Considerem la desigualtat
f(a) 1{x>aq) < f(X).
Prenent esperances hom obté

f(a) P{X 2 a} < E(f(X)),

que és la desigualtat buscada. .
En particular, si X € L? (Q, A,P) ambp >1,ia > 0, tindrem

E(lx|?
) P{X|2a) < XD (0.2)
En efecte, (9.2) s’obté aplicant la desig.ua.lta.t (9.1) ala funcié f(z) = z? i ala variable | X]|.

Sigui X una variable aleatdria de quadrat integrable. La desigualtat (9.2) aplicada a la

variable aleatoria X — E(X)iap=2ens déna

o?(X)
ol

P{X-E(X)|2a} <

(9.3
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Aquesta darrera desigualtat ens proporciona una estimacié de la probabilitat de la desviacié
de la variable X al voltant del seu valor mig E (X) en termes de la variancia ¢?(X).En
particular. per un valor fix a € (0.1), podrem assegurar que. amb probabilitat d’error
inferior a «, la variable X pertany a l'interval [E(X) — %l , E(X)+ "‘—‘/El] . Observi's

que la longitud d’aquest interval és proporcional a la desviacié tipica o(X).

Lemes de Borel-Cantelli

Considerem una successié {An, n > 1} de conjunts d’un espai mesurable (£, A). Definim

limsup 4n = n U Ak,
n a1 k2n

Hmninf Ay, = U ﬂ Ak

n>1 k2n
D’aquestes definicions se’n dedueix facilment que
(i) w pertany a 1i'rlnsup A, siiinicament si w pertany a infinits An -
(ii) w pertany a limninf Ap si i dnicament si w pertany a tots els An per n 2 no(w)-
Sén també immediates de comprovar les segiients relacions
liminf A, C limsup 4n,

n n

(limsup A4,)° = lim inf An,
(liminf Aa)° =lim sup Ap.
n n
Sigui P una probabilitat en ’espai (2, 4) - Tindrem aleshores el seglient resultat
Lema 9.2. Donada una successi61.4n, n > 1} d’esdeveniments de A, es compleix
P {limsup A} 2 limsup P(An).
n n
P {liminf An} S liminf P(4s).
n

Demostracié: Es suficient demostrar la primera desigualtat. La segona se'n dedueix per

pas al complementari.
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Podem escriure

P{lim sup dp}=lim P{|]) Am}>lim sup P(4,)

m2>n m2n

=lim sup P(4,).

El resultat queda aixi provat. =
Presentem tot seguit els lemes de Borel-Cantelli.

Lema 9.3. (Primer lema de Borel-Cantelli). Sigui {An, n > 1} una successié de con-

[e ]
junts de A. Si z P (An) < o es compleix

n=1

P {lim sup 4,}=0.

Demostracié: Hom té

P{limsm:!p A,.}=P{ﬁ U Am}=lm P{|] Am}

n=1 m>n m>n
<lm Y P(4m)=0,
" m2n

1 en conseqiiéncia el resultat. ]

Lema 9.4 (Segon lema de Borel-Cantelli). Sigui {An,n > 1} una successié d’esdeveni-

o
ments independents. Si z P(A4,) = o, aleshores

n=1

P {limsup A,}=1.

(=~}
Demostracié: Veurem que P{(limsup 4,)°} = P{U ﬂ AL} = 0. I per aixd
n n=1 m>n

demostrarem que P{ n AL} = 0 per tot n > 1. Utilitzant la desigualtat 1 — z <

m2n
-z

e”*, z 2> 0, tindrem
n+j n+4j n+j
P{N 4.} =] 0-Pam) g J] ePeim
m=n m=n ot m=n
=exp (=3 Pldm)},
m=n
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expressié que tendeix a zero quan j tendeix a infinit. =

Veiem un exemple d’aplicacié del segon lema de Borel-Cantelli. Sigui {¢,, n > 1} una
successio de variables aleatories independents que prenen els valors 0 i 1 amb probabilitat
%. Sigui a = (ay,.. . a;) una col.leccié ordenada de zeros i uns que considerem fixada.

Tenim la propietat seglient:

Amb probabilitat 1, la colleccié ordenada a apareix infinites vegades en la successi6

aleatoria {en, n 2 1}.

En efecte: Els esdeveniments

An = {€(n-1)j+1 = Q1,.--; Enj = a5},

o0
n > 1,s6n independents i tots tenen probabilitat 277, Per tant la série Z P(A4,) divergeix

n=1
i, pel segon lema de Borel-Cantelli P {limsup 4n} = 1, és a dir, amb probabilitat 1 es
n

produiran infinits esdeveniments 4., .

9.2. Convergéncia quasi segura de variables aleatories

Definicié 9.5. Direm que una successié de variables aleatories {X,, n > 1} convergeix
quasi segurament cap a una variable aleatoria X si existeix un conjunt N € A de probabi-
litat zero tal que

lim X, (w)=X W),

n—00

pertot wg N .

Si X, convergeix quasi segurament cap a X escriurem Xn — X, q.s. La variable limit és
tinica llevat en conjunts de probabilitat zero. Es clar també que la successié {X,, n > 1}

convergeix quasi segurament si i només si és de Cauchy amb probabilitat 1.

Exemple 1. Sigui Q = [0,1], A= B({0,1]) i P la mesura de Lebesgue. Definim

. 1
L _Jer, si 0fz< 4,
fala) = {0, en cas contrari.

Es immediat comprovar que f, — 0, q.s., donat que I'inic punt en que nan:o fa(z) #0

ésr=20.
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El seglient resultat ens déna una condicio equivalent per a la convergéncia quasi segura

d’una successié de variables aleatories.

Proposicié 9.6. Lasuccessié {X,, n > 1} convergeix quasi segurament cap a la variable
aleatoria X si i unicament si per a tot € &> 0
!

lim P{sup |X,-X|<¢}=1.
m-—00 nzm

Demostracid: Suposem primer que lim X, = X, q.s. i sigui IV el subconjunt de A de
probabilitat zero on falla la convergér':c.:_i.::c puntual. Designem per g al conjunt @ —N . Es
compleix

{33‘,’,, |Xa-X|<e} = [} {IXn—X| <€} =4,

n>m

Els conjunts Aj, formen una successi6 creixent en m. D’altra banda es té la inclusio
o0
QD C U -4-;1 )
m=1

resulta doncs
o0

1=P(Q) < P( U A;,) = lim_P(4%),
m=l
i, en conseqiiéncia,
lim P(A)=1.
m—00
Reciprocament, fixem € > 0. Podrem determinar un conjunt NV, de probabilitat zero tal que
per tot w & N, , existeix mo(c)ipertotm > mo, |[Xm(w)—X (w)] <. Sigui N = U N, .

c€Q
Observi’s que P(N) = 0. Aleshores per tot w ¢ N tenim lim X,(w)= X (w), és a dir,
n=—0oo

la convergéncia q.s. de la successié {X,, n > 1} cap a X. Aix0 acaba la demostracié de
la proposicié. ]

Donem tot seguit un criteri de convergéncia quasi segura.

Proposicié 9.7. Sigui {€n, n > 1} una successié de nombres reals positius tal que
[e =]

Z €n < 00. Sigui {X,, n > 1} una successié de variables aleatories i suposem que

n=1

Z P{I-Y'H-l _-Ynl Z\':n} < 00.

n=1
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Aleshores {X,, n > 1} convergeix quasl segurament.

20
Demostracio: Sigui 4, = {| X1 — X.|'> zn}. Com que per hipotesi Z P(4d,) < x.
n=1

aplicant el primer lema de Borel-Cantelli hom obté P (limsup 4,) =0 o equivalentment.
n
P(liminf A5) = 1. Per tot w € limninf AS existeix un no(w) tal que w € A} per tot
n

n > ng(w). Per tant. si n > ngo(w) tindrem que |Xn41(w) = Xa(w)| € zn. Es a dir. la série
>

N ) . . . .2
E [Xn41(w) — Xn(w)] convergeix absolutament. D’aqui se’n dedueix que la successio

n=1

n-—1
_Yn(w) = Xl(w) + Z [-X—k+l(""’) - ‘Yk(w)]

k=1

és convergent. .

9.3. Convergéncia en probabilitat de variables aleatories

o as . . . s C vergeix
Definicié 9.8. Direm que una successié de variables aleatories {Xa, 7 2 1} converg

en probabilitat cap a una variable aleatoria X si per tot £ >0
lim P{|X.—-X|>¢e}=0.
n—oo

Escriurem P—-lim X, = X.
. . ., . 3 vegada menys
Intuitivament la definicié anterior expressa que, en augmentar n es cada veg

probable que X, i X' difereixin en més de'e, per tot € > 0.

. . - , . éncia en mesura.
La convergéncia en probabilitat és un cas particular de la convergencia

Exemple 2. Sigui @ = (0.1], A = B((0.1]) i P ]a mesura de Lebesgue. Per tot
n> 1.1<m<ndefinim

m—1 m

1, si <z< .
fam(z) = \ n___ .
0, ‘en cas contrarl

.. OV ix ilitat
La successié de variables alcatories {fam, 721, 1S m< n} convergeix en probab

cap a 0. En efecte:
0. si 6>1.
P“fum|>6}={P{_r;fnm(.t)=1}. Si 051.
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1
La convergéncia cap a zero es dedueix del fet que P {z: faom(z) =1} = ~-

La convergéncia en probabilitat és metritzable. Abans de demostrar aquesta propietat
introduirem alguna notacié.

Recordem que L° designa I'espai de classes d’equivaléncia de variables aleatories finites.
modul la relacié

X~Y<=X=Y q.s.
X -Y| )

Definim I'aplicacié d : L° x L — R mitjangant d(X,Y) = E (_1 FIX -7

Proposicié 9.9. L’aplicacié d definida anteriorment és una distancia en L% que metritza
la convergéncia en probabilitat.

Demostracié: Provarem en primer lloc que d és una distancia. Es clar que d és simétrica
i que d(X,Y) = 0 sii unicament si X =Y . Per tant només cal demostrar la desigualtat

triangular.

Donats nombres reals z,y, z és immediat comprovar que es compleix la segiient desigualtat

lz+yl . _lal |yl
14+ |z4+yl —1+]z] 14y

Prenent z = X —-Y iy=Y — Z (per tant z+y = X — Z) i integrant respecte de P resulta
d(X,2)<d(X,)Y)+d(Y,2),

com voliem demostrar.

Veiem ara que d metritza la convergéncia en probabilitat. Considerem una successid
de variables aleatories {X,, n > 1} que convergeixi en probabilitat cap a una variable
aleatoria X . Sense peérdua de generalitat suposarem que X = 0. Donat ¢ > 0. sigui
ng € N tal que per tot n > ng
P{|Xn| >} <.
| X x|

C oy . €
Aleshores. si desi A% al junt { — > } tind
esignem per 47, al conjunt | 7 i T+e indrem

2 () - & (i 1) + 2 (5 ) s 20

Per tant
d(.\,—n, 0) — 0.
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quan n tendeix a infinit.

- jorment tenim la segiient desigualtat
Recipro 1t. amb les notacions int roduides anter g
iprocament,

’ Xal_14,) > 755 PO
() > 5 (i )

D’on en resulta

1+¢€ |Xnl
P{X.><}= P(AR) < ¢ E (1 + IX"I) ’

n tendeix a infinit si suposem que
Aquesta darrera expressié tendeix a 2ero quan

lim d(X,0)=0. =
n=-—Cco

. . - {ients resultats:
De la proposicié anterior se'n dedueixen els s€8

- .2 Je variables aleatories, si existeix, és Unic.
(1) El limit en probabilitat d’una successio d . e
{Xa, n 2 1} convergeix en probabilitat.

2) Si 16 iables aleatories ; ‘ : >
(2) Si una successié de varia chy en probabilitat, és a dir P - hmoo (Xm —

, . lim
aleshores és una successié de Cau m,

xn) = 0 ’ . ’ .
bilitat és un espai metric complet, és a dir. tota

) - ro . roba '
L'espai L amb la convergencia € P t. Aquest resultat es podra demostrar facilment

successié de Cauchy en probabilitat té lim

rgéncia en probabilitat amb la convergencia quasi

una vegada shagi relacionat la conve
segura.

RN

P ‘cié 9.10. Sigui f R? — R una funcié continua. i siguin {X,, n 2
roposicié 9.10. Sigui :

1}, {Ya. n > 1} sengles succession
babilitat cap a les variables aleatories X
{f(Xn,Yn), n > 1} convergeix en probabi

s de variables aleatories que convergeixen en pro-
i Y respectivament. Aleshores. la successio

litat cap a f (X.Y).

D tracié: Fixem = > 0. n > 0. Es facil comprovar que existeix A > 0 tal que
emostracid:, Fid S . ’ /

P{X|> &} <ni P{I¥]> %} < n. Com que f és uniformement continua en el compacte

: . ' ! s — ! ! n
[—k.k]?. existira § > 0 tal que s1 ] ol Wl Sk -2l <6l |y y'| <8
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aleshores |f(z.y) — f(2'.y')| £ ¢. Podrem doncs escriure

P{If (Xa Ya) = F(X.1)] > £} S P{X] > §)

ok . k
+P{|YI>§}+P{|.\—.\11|>:2'}

C ok ok
+P{Y - Yal >} + P{IX|< 5.

V] < k. (Xal <k, [¥al € &, 1 (XarYa) = F(X.1)] > )
<o+ P{X-Xul> 5} + P(Y - Vil > 5)
+P{IX = X.| > 6} +P{IY - Ya| > 6}.

Fent tendir n cap a infinit i tenint en compte que 7 > 0 és arbitrari, obtindrem la con-
vergeéncia desitjada. »

9.4. Convergéncia en mitjana d’ordre p

Definicié 9.11. Sigui {X., n 2 1} una successié de variables aleatories de l’espai
LP(Q, A, P), amb 1 < p < co. Direm que aquesta successié convergeix en mitjana d’ordre
p cap a una variable aleatdria X de L? (2, A, P), si X, convergeix cap a .X' en la norma
d’aquest espai, és a dir

ﬂli_n;oE(IX,, - X|?)=0.

Escriurem L? —lim X, = X.

Exemple 3. Considerem l’espai de probabilitat de I’exemple 1. Donat un nombre natural
n > 1 existeixen dos unics naturals pi q tals que n = 2 +q, p > 0, 0 < q < 2P,
Considerem la successié de variables aleatories definida per X, = 1jg2-» (g+1)2-#] - Per tot

p21, {X,, n2>1} convergeix en mitjana d’ordre p cap a 0. En efecte,

|-

E(1Xal") = 5.

]

que tendeix a zero quan n tendeix a infinit.
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9.5. Relacions entre els diferents tipus de convergeéncia

Tornem a l'exemple 2. Es facil veure que la successié de variables aleatories que alli

proposavein no convergeix quasi segurament cap a zero. De fet. per tot z fix de [0.1] la
successio {fam(z). n > 1,1 < m < n} conté infinits zeros i infinits uns. Resulta doncs
que la convergéncia en probabilitat no implica la convergéncia quasijsegura.

D’altra banda, en I’exemple 3 hem vist que hi ha convergéncia en mitjana d’ordre p, per
tot p > 1, perd en canvi no hi ha convergéncia quasi segura. En efecte, fixat un element
z € [0,1] existeixen infinits intervals del tipus [¢277,(¢ + 1) 2-?] que el contenen i tambe
infinits que no el contenen. Es a dir limsup X,(z) =11 lirr; inf Xp(z) = 0. Per tant la

n
successié X, no convergeix en cap-punt.

Tampoc és cert que la convergéncia quasi segura impliqui la convergencia en mitjana
d’ordre p per algiin p > 1. En efecte, considerant novament el mateix espai de probabilitat
que en I’Exemple 3, la successié {X,, n > 1} definida per Xp=2" o4 convergeix quasi
segurament cap a zero, en canvi

anp

E(IXal") = 5
que tendeix a infinit quan n tendeix a infinit, qualsevol que sigui p > 1.

Donem tot seguit resultats sobre les possibles relacions entre els tres tipus de convergencies

introduides en els apartats anteriors.

Teorema 9.12. Sigui {X,,, n > 1} una successié de variables aleatories i X una variable

aleatoria.

(i) Si X» — X. q.s. quan n tendeix a infinit, aleshores P — lim X, = X.

(ii) Si P — lim X, = X. ‘existeix una subsuccessié {Xn;, ¢ > 1} que convergeix quasi
nN—00

segurament cap a la variable X quan i tendeix a infinit.

Demostracio:

(i) Fixem ¢ > 0. Sabem que amb probabilitat 1 es compleix la desigualtat |X,(w) —
X(w)| € ¢ per n > ng(w). Es a dir P(limninf {IXn - X| < z}) = 1. Aleshores aplicant

el Lema 9.2 obteniin

limsup P {|X, — X| > ¢} £ P(limsup {|X, - X|>:})=0,
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i, en conseqléncia P -~ lim X, = YX.
n—no0

(i1) Reciprocament. suposem que P — lim X, = X. Considerem dues séries de termes
: n—o0
20

[ o]
positius Z En <001 Z &, < 20. Recordem que es compleix la condicio de Cauchy
n=1 n=1
mlrixllleo P{|X; — X\n| ><c} =0, pertot > 0.

Definirem una successié estrictament creixent de nombres naturals de la manera segiient.
Posem ng =0 i per tot k> 1 sigui ni el primer natural més gran que ni—; que satisfa

la condicié

P{lxn - 4Ym| > Ek} < 6k )

per tot n,m > ng.
Aleshores

o0 o0 .
Z P{Ixﬂt-n - ‘Y"kl > Ek} < Z oy <00 .
k=1 k=1

Utilitzant el criteri demostrat en la Proposici6 9.7 resulta que la successi6 parcial {X,,,k >
1} convergeix quasi segurament. El limit haura d'ésser necessariament la variable X.
donat que la convergéncia quasi segura implica la convergéncia en probabilitat (tal i com

hem demostrat a I'apartat (i)) i sabem que P — Jm Xn, =X

La Proposicié queda totalment demostrada. n

Proposicié 9.14. L’espai L° amb la convergéncia en probabilitat és un espai métric
complet.

Demostracié: Sigui {X,, n > 1} una succesié de Cauchy en probabilitat.. Existeix una
subsuccessié {X,,, k > 1} que tendeix a un cert limit X en la convergéncia quasi segura.
Resulta doncs

P{|Xa—X|>¢} € P{Xn—Xn,| 2 5}
+P{|-’{nt —‘Yl 2 %} .

Com que {X,, n > 1} és una successié de Cauchy en probabilitat, existeix un ng natural
tal que si n, ng > ng es té P{|Xn — Xn,| > §} < § . D'altra banda. com que {X,, , k >
1} convergeix en probabilitat cap a X . existeix un n; natural tal que per tot n; > n,
es compleix P{|X,, — X| > £} < j. Aleshores. prenent Ny = max (ng.n;) tindrem
P{Xp—-X|2>2¢c}<c.pertotn>Ny,. =
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Com a conseqiiéncia immediata de la desigualtat de Txebixef (Proposicié 9.1) es te que
la convergéncia en mitjana d’ordre p, per a-qualsevol p > 1. implica la convergencia en
probabilitat.

Sota condicions de dominacié per una variable de L? , la convergencia quasi segura implica

enci it ! i tient resultat
la convergencia en mitjana d’ordre p. Tenim concretament el seg

Proposicié 9.14. Siguip 21 i {Xn, n > 1} una successid de variables aleatories que

. \ - p
convergeix quasi segurament cap a una variable aleatoria X . Suposem que |Xn[P <Y,

amb Y € L' (Q, A, P). Aleshores IP - lim Xn,=X.

n—oo

Demostracié: Demostrarem primer, utilitzant el lema de Fatou, que X € LP(Q, A, P).

En efecte:
E(XP) < liminf E(IXa)") S E(¥) < oo

i ori i i ent i esta
La successié de variables aleatories | X, — X|? tendeix cap a zero quasi seguram

dominada per una variable aleatoria integrable, car
X = XIP < (1Xa] +|X])P < 227 (1XalP + IXP) S 27V +IXP) -

Aleshores, aplicant el teorema de la convergéncia dominada de Lebesgt.'te se’n dedueix que

lim E(]X, — X|?) =0, que és el que voliem demostrar. =
n—-00
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10. LLEIS DELS GRANS NOMBRES

En aquest apartat farem servir els diversos tipus de convergéncia analitzats en I'apartat 9
per tal d’estudiar les anomenades “Lleis dels grans nombres”. Les lleis dels grans nombres

es refereixen al comportament asimptotic de la successié de sumes parcials
Sn =-Y1 +...+_Yn

d’una successié {X,,n > 1} de variables aleatories independents. Sota certes condicions.
la llei feble (forta) ens dira que la successjé %;'- convergeix en probabilitat (quasi segura-
ment) cap una constant. El fet de que el limit sigui constant era d’esperar degut a la llei del
0-1 de Kolmogorov (observi’s que %ﬂ- té el mateix imit que X(Xg+ ...+ Xn), n 2 k).
Si suposem que les variables X, son idénticament distribuides, aquesta constant sera
precisament la seva esperanga.

Considerem el segiient exemple fonamental: Les variables X, sén independents i amb lleis
de Bernouilli de parametre p. Aixo vol dir que X, val 1 6 0 segons que un cert esdeveni-
ment A s’hagi realitzat o no a I'instant n, en una successié de realitzacions independents
d'una experiéncia aleatéria. Aleshores, el quocient %;L representa la freqiiéncia relativa
d’aquest esdeveniment en les n primeres realitzacions de I’experiéncia i les lleis dels grans
nombres ens diuen que la successié de les freqiiencies relatives convergeix (quasi segura-
ment i, per tant, també en probabilitat) cap a la probabilitat de I’esdeveniment que estem
considerant (igual a la constant p). Aquest es l’anomenat teorema de Bernouilli (en el cas
de la convergeéncia en probabilitat) i es troba a la seva obra “Ars Conjectandi”(1713).

Establirem a continuacid, la llei feble dels grans nombres per a variables aleatories de
quadrat integrable, idénticament distribuides. Recordi’s que la convergénciaen L? implica
la convergéncia en probabilitat.

Proposicié 10.1. Sigui {X,,n > 1} una successié de variables aleatories independents

i idénticamient distribuides (i.i.d.). Suposem E(X;)=m i E(X]) < co. Aleshores.
Sa I

n n— oo

Demostracié. Tenim

E(%—n ) ( )=—a2(.5'n =%a(\'1)n_°¢,0
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Y. .o . - - ..,‘.
ili i So) = mi -ariancia d’nna suma de V.2
on hem utilitzat la igualtar E(32) = m i el fer que la variancis

independents és igual a la suma de les seves variancies. ]

it 1 icacid i s acabem de veure. de-
Tot seguit. i com aplicacié de la llei feble dels grans nombres que ¢

i iformement per
mostrarem que tota funcié continua f : [0 1] — R es pot aproximar unif o

—Weierstrass que es
polinomis. Es a dir. donarem una demostracié del teorema de Stone Wei (|

basa en tecniques probabilistiques.

L derem
Considerem una funcié continua f : [0,1] = R. Per a cada nombre z € [0.1] consider

n > 1} de variables aleatories i.i.d. amb lleis de Bernouilli de parametre

una successié {X,, Y -

<. definides en un cert espai de probabilitat (£, A, P). Posem 5, =

que Sn té una llei binomial B(n.z), és a dir,

(Z):c"(l - z)""‘, k=0.1,...,n

Il

P{S, =k}

Calculem s .
e(2)] - L) ()a-ortmme
jats a f. De-

Y : 3 OCI
La successio {pa(z), n > 1} esta formada pels polinomis de Bernstein ass
mostrarem que

lim sup |f(z)—pa(z)]=0.
n refo.1)

En efecte,
|f(2) = pala)] = | flz) = E[f(i—“)] | < B(|f(2) - f(%'—) 1)- (10.1)

y isteix ilz—yl <6.0<
Com que f és uniformement continua, fixat & > 0, existeix 6 > 0 tal que si lz—yl < <

z.y < 1 aleshores |f(z) — f(y)] < . Descomposem I’esperanga en (10.1) en dues parts:

. s

E(|f) - £(Z2)]) = /{ P £ (32) - f=)ldP
+ /{ |—m‘«s|<6) 1£(Z2) - fap
< '2||f|l.,°P{|——— —z|>6}+e

1 Sa
< 2l fllogzo® (32) +
Lz(l=2) Il

".f"°°8) "—_;— <= CYEr

+ .
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En conseqiiéncia.

limsup sup |f(z)—pa(z)] <€,
]

n— rg(0.1
i com que ¢ és arbiratri, obtenim el resultat que buscavem. .

Per tal de preparar la demostracié de la llei forta dels grans nombres establirem alguns

resultats previs. En primer lloc demostrarem la segiient desigualtat.

Proposicié 10.2. (Desigualtat de Kolmogorov). Sigui Xi,...,Xn variables aleatories

independents, de quadrat integrable i centrades. Posem Sk = X; +...+ Xk, 1 < A < n.
Aleshores, per a tot € > 0 tenim

7*(Sa)
P{ max IS¢ > e} < —3".

Demostracié: Observi’s en primer lloc que per n = 1 el resultat es redueix a la desigualtat
de Tchebychev.

Fixem € > 0 i posem A = { max;<x<n |Sk| > €}. Definim

A1={|Sll>€}1 i

A 1 . < . 2<k< )
k {lsr}?z.‘_l|sj|_€,|skl>e} per 2<k<n

Els conjunts Ay sén mesurables, disjunts dosadosi A = A1 UAU...UA,.

Podem interpretar aquesta descomposicié que hem fet del conjunt A de la forma segiient:
En el conjunt A, algun del nombres |S,|, |Sz[,...,|Sa| és més gran que ¢, aleshores Ay

representa el conjunt on el primer d’aquests nombres que és més gran que ¢ és precisament

[Sk-

Tenim
A n
a’(S..)=/ S?,sz/ S2dP =Y [ S%dP
ol A k=174
=3[ [Se+(Sa-50"P 2 Y. [ [$E+25u(Sn - S0P, (102)
k=1 Ax k=14
D’altra banda

; Si(Sn = Sk)dP = E[14,51(Sn — S)] = E(14,5k)E(Sa — Sx) = 0.

92

aciables 1. S i S, — S son independents ja que S, — S = Xipr ..+
(1 < S A 3 n

Ell efecte- les v ate_ori (.\-1 ey .X-k). .

y . |
i s una funcié mesurable del vector &
11y, Sk

2 2 en el conjunt Ay, a partir de (10.2) obtenim
Finalment. cOm que St és més gran (ue€ =

n , 25" P(dk) = 2P(4). =
ACOEDY ‘ S¢dP 2 ¢ ;
b= Fa¥ 3

. lient criteri de convergéncia

. » podem establir el segiien .
- ualtat de Komologorov PO ’
Utilizant la desigt

. éri ories:
quasi segurd Per & Series aleatorie

successié de v.a. independents, de quadrat

. sz S ¢ > 1} una , .
Proposicio 10.3. Sigui {X,,n 2 } 2(Xn) < 00, la série Y oe; Xn convergeix

. (=]
integrable 1 centrades. Aleshores, Si Yin=1
quasi segurament.

) : Xmalseoorimtk

Demostracid: Aplicant la desigualtat de Kolmogorov a les variables Xm+1 m
im _ tim P{ sup |Sm+j — Sm| > ¢}

obteni P{s,l;?ls’""’j — S| >€}= ;.]'.'_n;o {lsjgk] m+j

32

o0
k 1 2
1 1 2 o (.Xm.;.j).
< ]lm -_— - _\’ ==
T k—no £2 E 1:0 (Xme+s € ,'Z=1
. wan ™ tendeix a infinit, i aixo implica la

darrera expressié tendeix a zero 4 N .
Aquesta P En efecte, la convergéncia e probabilitat

convergencia quasi segura de la successio Sn-

T 0
sup |[Sm+i ~ Sm| n—co

jz2!
ent creixent de nombres naturals m; tal que

: . 1 ovistenc ? ;& estrictam
existéncia d’una successio € ., )
implica | la successié Sp,n 2 1 és de Cauchy amb

H t,
supjs |Smiti = Smil 27 0, g.s. i, per tant

probabilitat 1. "

.. o 1 4cd; > serie
Exemple: Es ben sabut que la série harmoénica Yon=1n e.s’ dlvergeit rne;tre qufe.l: o
alternada 3 o U7 convergeix Considerem una Successio {en,n 21} de v.a. iid. tals

er;‘{ "1:‘}‘ = nP{E = —1} = 1/2. Aleshores, la série aleatoria 377, £3 convergeix
que Plen = 1} = Fién = —1p = 4/ =

nP
q.s. si p> 1/2 ja que la série de variances €s }

gual a Y oz, 7% < 2. Observi's que per

. ix absolutament.
1/2 < p £ 1 aquesta série aleatoria no convergeix abso

Necessitarem també el segiient resultat técnic.

Lema 10.4. .(Lema de Kronecker). Sigui {zn7? 2 1} una successié de nombres reals

i {a,.n > 1} una altra successié de nombres reals tal que 0 < a, T 5c. Aleshores. s
n-e -
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Z‘x; In . fae s+ 4
n=1 g CODVergeix. es té
n

1
li —E » = 0.
1,1111 = z,=0

J=1

Demostracié: Per a cada n > 1 posem b, = Z;‘ L
=1 a;

ag = by = 0. Llavors, &n = ay(bp — by ), per n > 1. i mitjangant el metode de sumacié

parcial d’Abel, obtenim

1 & 1 &
ZZI:' = Zzaj(bj —bj1) =
=1 =1

1
= a—(a1b1 + axby — azby + azb; — azby, + ...

+an_1bp-1 — @n-1bn_2 + anb, — anbn—l)

n—1

1
=bn— = > o: bj(ajs1 - aj).
J:

Sigui beo = limp, b,. Aleshores, hem de veure que

n—1
.1
hin— Z bj(aj+1 - aj) = boo

Qn %
n j=0

1 n—-1 oy .
Observen que = 37" (a;4; — a;) = 1. En conseqiiéncia,

n—1

|$:Z;:bj(aj+1 —-aj)— b°°| = IEI: Z(bj = boo)(@j41 — a,-)‘

=0

m-—1

< | 5 = beo)(@jar — )
=0

n—-1
+ é' Z(bj = boo)(@j4+1 — aj)l ,
J=m

per n > m.

Fixat un ¢ > 0, sigui m tal que |bj — bo] < &, per a tot j > m. Tenint en compte que

aj+1 —aj 2 0. el segon sumand de I'expressié anterior estara afitat per < per aquest valor

de m. Per tant, si fixem ¢ i m. tindrem
1 n—1
lim sup |—
n An “—

j=
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També escrivim. per conveni.

Z bj(dj.{.x - a,-) - b°°| S .
0

ja que el primer sumand té limit zero quan n — oo. Com que : és arbitrari obtenin el

resultat desitjat. n

El lema de IKronecker i el criteri de convergéncia q.s. per séries aleatories ens permeten
demostrar la segiient versié de la llei forta dels grans nombres per a variables de quadrat

integrable. no necessariament idénticament distribuides.

Teorema 10.5. Sigui {X,.n > 1} una successié de v.a. independents, que quadrat
integrable i centrades. Sigui {a,,n > 1} una successié de nombres reals tal que 0 < a, T co.

. 2 -
Aleshores si 37°° 2t¥a) ~ o5 es compleix

n=l] aj

Sn

——;0’
an

quasi segurament, quan n tendeix a infinit.

Demostracis: Tenim
0 © 9
X ot(X
Y or(En) =y T oo,
n=1 @n n=1 @n
La proposicié 10.3 aplicada a la successié alﬂ- ens diu que la série Yoo %‘-"-'L convergeix q.s.
n

i pel lema de Kronecker obtenim
1 n
li,r‘n a—n' J=1 AJ - 0’ =

Si apliquem el resultat anterior a la successié definida per a, = n, tenim que la condicié
] 2(!\"‘
n=] Z 73 2

2 . . .
< oo és suficient per a assegurar la convergencia

Sn o0, (10.3)
n

quan n tendeix a infinit.

En particular. si {X,,n > 1} és una successié de variables aleatories i.i.d, de quadrat

integrable. amb E(X,) = m i 0(X;) = 0° obtenim

lim 5% =m, . (104)
n—o0 N

quasi segurament.

En efecte, només cal aplicar (10.3) a les variables centrades X,, — m i observar que

00 s 0 9
o (Xn—m o°
E _(—-20——)- = - < 00.
n- n-
n=1 n=
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Per tant, (10.4) ens déna la llei forta dels grans nombres sota les mateixes hipotesis que
la Proposicié 10.1 (variables i.i.d. i de quadrat integrable). A continuacié veurem que
aquest resultat es pot afeblir. Més precisament. arribarem a la mateixa conclusié suposant

Gnicament existéncia de moments de primer ordre.

Abans d’abordar aquest problema donarem un resultat previ.

Lema 10.6. Per a tota variable aleatoria ¥ es compleix
ZP{|Y| >n} <E(Y) <1+ ZP{|Y| > n}.
n=1

Aquest lema ens diu que la variable Y és integrable si i només si la série 3 oo
és convergent.

P{|Y| > n}

n=1

Demostracis: Podem escriure
o .
Y P{k<Y|<k+1)

kP{k<|Y|<k+1} =) kP{k<|V|<k+1}.
k=0

M8

ZP{|Y|>n =

3
Il

-
-

I
M8

=
Il
-

Aquesta darrera série esta majorada per 3320 [ix<v|<k+1) |YI4P = E(]Y]), i obtenim
aixi la primera desigualtat.

D’altra banda,

E(IY]) = Z /

o o0
[Y|dP < S (k+1)P{k < |Y]| < k+1} < S P{|Y| > n}+1. =
{k<|Y]<k+1} k;, t | ’ ,,gl { }

El segilent resultat s’anomena. llei forta de Kolmogorov i ens diu que I’hipbtesi de inte-

grabilitat de les variables és necessaria i suficient per tal d’assegurar la convergencia de la
successié {22, n > 1}.

Teorema 10.7. Sigui {X,,n > 1} una successié de variables aleatories i.i.d. Aleshores,
(i) Si E(]X]) < co. aleshores llm,._..>° = E(X,), gs. 7
(ii) Si E(]X|) = oo. aleshores limsup, Lnl'- = +00. g.s.
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Demostracidé: La idea de la demostracio consisteix en truncar les variables X, posant el

valor zero si estan fora de interval (—n- n)i aplicar despres el Teorema 10.5.

- {4 1 . . t
Per a demostrar (i) definim Y, = _\n]_“_\'n|<n}- Fent servir el Lema 10.6. tenim

= > X n} & E X, .
ZP{-\..#Y}<ZP{|\..|>"} > PXi] 2 n} £ B%D <

n=1

Pel lema del Borel-Cantelli tindrem
P{ lim sup{Xn # Y"}} =0,

és a dir, si G = liminf, {X, =Ya}, tindrem P(G) =1
> . Per tant,
Siw € G, existeix un no(w) tal que Xo(w) = Ya(w) per a tot n > ng(w). Per tan

ﬂo(w)

—Z,Y(u)——zy.(wH 3 (X - V)W),

i=1
i=1

per a tot n 2 no(w), w € G.

Per tant és suficient demostrar que

Z Y: — E(X,), (10.5)

l—l

quan n tendeix a infinit, q.s.

Tenim E(X
E(Y,) = E(Xa - 1gxaicn) = BE1Lxaem) = B,

quan n tendeix a infinit

Per tant

e ZE(Y, - E(X,)

|-l

quan n tendeix a infinit.

En conseqiiéncia, per provar (10.5) només ens caldra demostrar que
—Z(Y. E(Y3) = 0, (10.6)
i=1
q.s. quan n tendeix a infinit.
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Tenint en compte el Teorema 10.5 (aplicat a la successié {}Y, — E(},). n 2 1} de variables

independents. centrades i de quadrat integrable) (10.6) sera cert si Y., ) oo,

n<

Podem escriure

20 9 - 0 - o0
a*(Yn) E(Y 1 -
> < > =5 ;E(-\ﬁl(l-\’nku})
n=1 n=1 n=1
> 1 2 1 2
=> ﬁE(All{la\ﬁKn}) =y oz E(XT1(-11x00<k))
n=1 n=1 k=1
1
= E(X lgemgixien) X 7
n=k

AN

NERANE

2
KE(IX1 11 k-1<1x01<0)) T

m >
[
ot

E(|X1]) < o0.

On hem fet servir ’afitacid

Aixd acaba la demostracié de ’aparatat (i).

Per a demostrar (ii) fent servir el Lema 10.6. Per a tota constant I >0,

S P{IX, |>I{n}—zP{|Xl > }}E(lx‘n 1=o0

n=1
El segon lema de Borel-Cantelli (cas independent) ens diu aleshores que P(Gr) = 1. on
Gr = limsup {|Xn| > I'n}.

Posem G = N{_,G . Clarament P(G) = 1.

Sobre el conjunt G. es complex li\n—"l > K per infinits valors de n, per a tot natural i’ > 1.

Aixo implica que

Sal , ISn=al _ Sal+1Sncal o 1Sa = Snoal _ Xl

n n—1 n - n

> K

per infinits valors de n. és a dir Js—n"l > -’23- per infinits valors de n, i en conseqiiéncia.
. S .
limsup,, Lﬂ"-l = oo en el conjunt G.
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Amb aixo acaba la demostracié del teorema. n

Exemple: Els nombres normals de Borel.

Un cas interessant d’aplicacié de la llei forta dels grans nombres apareix en I'estudi dels

anomenats “nombres normals” de Borel {Borel. 1909).

Per a tot nombre r € [0.1) designarem per £u(z) la n-éssima xifra decimal de x. Cal
indicar que els nombres del conjunt M = [0,1)N{m107", m.n 2 0} tenen dues expressions
decimals diferents (per exemple, 0,2 i 0,19) i cal escollir-ne una, per exemple. la que té

zeros a partir d’un cert lloc.

Posem .\’,(.k)(:t) =1({x,=x}(z)on k € {0.1,2,... ,9} és una xifra que fixem.

-

Aleshores £ Y% X*)(z) representa la freqiiencia relativa amb qué la xifra k apareix en

les n primeres xifres decimals de z.

Es diu aleshores que el nombre z és normal si

(k) 10.7
- Z XV (z)— 10 ( )

i=1
quan n tendeix a infinit, per a tota xifra k.

No se sap si nombres irracionals ben coneguts come—207—3 sén normals, pero en canvi
el teorema de Borel ens diu que llevat per un subconjunt de [0,1) de mesura de Lebesgue

zero, tots els nombres sén normals.

Donem tot seguit una demostracié d'aquest resultat. Considerem ’espai de probabilitat
([0,1), B([0,1)), P) on P és la mesura de Lebesgue. En aquest espai, {Xn,n > 1} és una
successié de variables aleatories independents amb distribucié uniforme sobre el conjunt
{0,1.2..... 9}. En efecte. fixem n xifres ki1, k2,....kn i calculem P X =kl n =
kn} . que és la probabilitat del conjunts de z € [0, 1] tals que les primeres n Xifres decimals
de x s6n ki.ko,.... kn.

RN

Obtenim
P{X,=ky....,.Xn=kn} = P{[0,ky -+ ko +107")} = 107",

Les variables {Xf.k). n > 1} (fixada una xifra k) també seran independents i amb lleis de
Bernouilli de paramatre P{X%") = 1} = P{Xa =k} = 107!. Per tant. la convergéncia
(10.7) sera certa per a tots els r € [0.1) excepte en un conjunt de mesura de Lebesgue

zero, degut a la llei forta dels grans nombres. Queda aixi provat el resultat.
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11. CONVERGENCIA FEBLE DE PROBABILITATS

En aquest capitol analitzarem un tipus de convergéncia de caracter diferent als estudiats
en el Capitol 9. Els resultats que demostrarem seran utilitzats en la prova del tcorema

central del limit. que donem en el Capitol 13.

11.1. Convergencia feble de probabilitats i convergéncia en llei d’una successié
de variables aleatbdries

El tipus de convergeéncia que anem a introduir difereix de les convergencies que hem estudiat
fins ara (en probabilitat, quasi segura i en L?) en queé es refereix a una successié de

probabilitats sobre R en lloc d’una successi6 de variables aleatories.

Considerem una successié {u,,n > 1} de probabilitats sobre R. Ens podem plantejar la
questié segiient: Quan direm que y, convergeix cap a una probabilitat 4 ? La definicié més
natural seria dir que limp_o, u, (B) = u(B) per atot B € B(R). Ara bé aquesta definicié
és clarament inadequada pels nostres objectius. En efecte, ens interessara en alguns casos
(per exemple en I’aproximacié de la llei binomial per la llei normal. o en 'aproximacié de la
llei geometrica per una exponencial) poder dir que una successioé de probabilitats discretes
pn convergeix cap a una llei continua p. Aixd no és possible amb la definicié anterior ja
que si S és el conjunt numerable igual a la unié dels suports de les py , tindrem pn(S) =1
per a tot n perd p(S) =0.

Definicié 11.1. Sigui {un, n > 1} una successi6 de probabilitats en R. Direm que aquesta
successié convergeiz feblement cap a una probabilitat p i escriurem w — limp 00 ftn = K.

ﬁp[;fd#n=/oxfd#,

per a tota funcié continua i afitada f: R — R.

si

Al llarg d’aquest capitol designarem per C,(R) el conjunt de les funcions f : R — R
continues i afitades.

El segiient resultat caracteritza la convergencia feble en termes de les funcions de distribucié

Fo,iF de pun ipu. respectivament.

Teorema 11.2. Una successié {y,, n > 1} convergeix feblement cap a una probabilitat

u si i unicament si limp—., F,(z). per a tot punt z de continuitat de F.
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Demostracié: Suposem primer que w —limp—s #n = p. Fixem un punt r de continuitat

de la funcié F i considerem les funcions continues i afitades definides per

f) = L) + (1= =

)1(:.:-}-:)(!/) )
- -y
fely) = 1(—90.:—5]('!/) + Tl(:—e.z)(y) )

on ¢ és un nombre real estrictament positiu que fixem.

Posem ¢ = liminf,_ ., F,(z), L =limsup, ., Fa(z). Tenim

F(z—-e):;z((—oo,z:—é:])SAf:d#=1iPLf:dﬂn

< liminf g, ((—o0,z]) = €< L= lim sup ptn ((—o0,2])

< lim /ua fdpa = /m £ du
< p((—o0, z +€]) = F(z +¢).

Com que ¢ > 0 és arbitrari i F és continua en el punt z, fent tendir ¢ cap a 0 obtenim
¢=L = F(z),id'aqui la validesa d’una de les implicacions del Teorema.

Suposem ara que hi ha convergéncia de les funcions de distribucié en els punts de con-
tinuitat del limit. Sigui f : R — R una funcié continua i afitada. Fixem ¢ > 0. Existeix
un nombre natural & tal que p((=Fk, k]¢) <, ja que N2, (=&, k]¢ = 0. Siguin a i b punts
de continuitat de F, a < —k i b > k . Obviament, pu((a,b]¢) < <. Com que f és uniforme-
ment continua en [a,b], existeix un § > 0 tal que si z,y € [a,8] i |z — y| £ & aleshores

1f(z) = f(y)l < e.

Descomposem l'interval (a.b] en un nombre finit d’'intervals I; = (a;, b],7 = 1,2,...r de
longitud més petita o igual que § i tals que els seus extrems siguin punts de continuitat
de F. Per a fer aixd primer descomposen (a, b] en intervals de longitud menor que 6/2 i
després prenem un punt en cadascun d’aquests intervals, i que sigui de continuitat de F.

Podem escriure -

I/;fd#n—/u‘fdpl = I[.;.a]« fdﬂn+i£. fdpn — (sl fd#—zr:/i fdaul

=17 i=1
< Wb ((0) + (0809)) + 3| = [ 5],

Sabem que

sin((@.8]7) = Fa(a) + 1 = Fa(b) — F(a) + 1= F(b) = u((a.b]),
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quan n tendeix a infinit.

D’altra banda.

I/,., fdpn - /, fdu| < I/:.- (f = f(ai))dun

+|/{ (f - f(ae))clpl < spal ;) + u(D) + |f(a.~)[un(1.) - ll(Ii)]'-

+ | flanlunt ) - w(z)|

i també sabem que lim,—oo pn(l;) = u(l;) peratot i = 1,...,7. En conseqiiéncia obtenim

limsup | /ﬁ fdn = [ s < 20le (@8 + 3 2601
< (@ flloo +1).

Com que ¢ és arbitrari, tindrem lim, [ fdun = frfdp, que és el que voliem demostrar.
]

Observacions
1.- El limit feble d’una successid u, , si existeix, és unic.

En efecte si u i p' sén dos limits, pel teorema anterior les funcions de distribucié de

uide ' coincideixen, llevat potser d'un conjunt numerable, i com que sén continues
per la dreta, sén iguals. Per tant, p = p'.

2.- De la demostracié de la primera part del teorema es dedueix que per a comprovar
la convergéncia w — limp—o pn = p només cal veure que lim, fo fdu, = [ fdu
per a tota funcié f : R — R uniformement continua i afitada, ja que les funcions
f& 1 f7 sén d’aquest tipus. En realitat només cal comprovar la convergeéncia de les
integrals per a tota funcié f de classe C®, tal que ella i totes les seves derivades
estan afitades (f € C°(R)). Per a veure aixd, prenem una funcié ¢ € Cj°(R) tal que
0<e<l,s(z)=1si 21 1 ¢(z) =0siz < 0. Per exemple podem agafar
w(z) =1 [exp ( - 1(11_”) dt, 0<z<1l,onc= fol exp ( - m—‘_‘—)-) dt.

Llavors, definim f}(y) = sv(‘—"fﬁ)’ few) = "”-(::"

) i procedim com en la primera
part de la demostracié del teorema. '

Exemples

1.- En el cas d'una successié de deltes de Dirac, la convergeéncia feble equival a la con-

vegéncia ordinaria d'una successié de nombres reals. Més precisnment. w —lim, 0 0., =
4, equival a que lim,—oo £, = 2.
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Demostracié: Suposem que hi ha convergéncia de les deltes de Dirac. Fixem & > 0.
sabem que .

limF,(r+:)=Flz+:)=1

lim Fa(z —2)=F(z—2)=0,

ja que x + ¢ iz — ¢ sén punts de continuitat de la funcié de distribucié F de é;. Com
que les funcions F, només prenen els valors 0 i 1. existeix un ng tal que Fp(z +2) =11
F.(z —z) =0, per a tot n > ng. Esadir.peratotn 2ng T —< < n < r + <. Per tant,

lim,z, ==x.

Reciprocament. suposem que limp—co Tn = T- Per a tota funcid real f continua 1 afitada

es complira limp— f(zs) = f(z), i en conseqiiéncia w — im,—oo 8z, =0z

2.- Si pn = B(n,pn) sén lleis binomials tals que mp—oo nPn = A >0, aleshores w —

limp—co Mn = i, 0N p és la distribucié de Poisson amb parametre A.

R . 1) — s tot
Demostracié: En efecte, en el capitol 8 hem vist que lim, pa({F}) = ‘“({.L}) .p'er 2 tot
natural & i aixd implica clarament, la convergéncia de les funcions de distribucio, en to
punt.

L - finir un concepte de con-
La convergencia feble de probabilitats sobre la recta permet definir co i’ o

. . L variable aleatoria
vergéncia per a una successié de variables aleatories, donat que tota variab

indueix una probabilitat sobre la recta real.

e fy ; ori finid
Definicié 11.3. Considerem una successié {Xn,n 2 1} de vana'.l?les a.leatot.'les d‘:l ) es
en un espai de probabilitat (2, .A. P). Direm que aquesta successié convergeiz en liet cap

. - . . . - Y o
a una variable X i escriurem £ — limn—co Xn =X, 8!

w— lim PoX! =PoX™!,
1n—00

o equivalentment )

* lim E[f(Xa) = E[f(X)],

n—o0

per a tota funcié f : R — R continua i afitada.
Cal observar que aqui el limit no és Gnic. ja que només podem det.entnma.r amb unicitat
la llei de la variable limit. També es diu que la successié X, convergeix en llei cap a una
probabilitat p si w — limp—eo P © X t=n.
La definicié de convergéncia feble es pot estendre al cas de probabilitats en R", i es pot

- . N i d successio vectors aleatoris. Es podria de-
definir també la convergencia en llei d’una successio de vector 2 p

.. . g . 9
mostrar també una versié multidimensional del Teorema 11.2.
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Exemple

Considerem una successié de variables aleatories independents amb distribucié de
Bernouilli de parametre p, . Per a cada natural n > 1 sigui T, el primer instant en que
aquesta successié pren el valor 1. Sabem que T}, té una llei geometrica de parametre p,,,
és a dir.

P{T,=k}=(1=pa)* "' pa, k21

Suposem que p, = % on A > 0 és una constant i definim S, = 1,':1- Aixd vol dir. que

hem fet un canvi d’escala en el temps, de forma que entre dues realitzacions seguides de
I’experiencia hi hagi un interval de temps de longitud 1/n.

Aquest canvi d’escala compensa el fet de que la probabilitat de treure un 1, que és p, = % ,
és cada cop més petita quan n augmenta. Cal observar que l’esperanga de S, es manté
constant, igual a A~!. La successié S, convergeix en llei cap a una distribucié exponencial

de parametre A. En efecte, per a tot nombre real a > 0 tindrem

o0

P{Sn >a} = P{T, > an} = z pa(l —pa)* 1 = (1 - i\.)[‘m]
k=[an]+1 ' n

a

que tendeix cap a e~** quan n tendeix cap a infinit.

Establirem tot seguit dues propietats interessants de la convergéncia en llei.

Proposicié 11.4. Sigui {X,, n > 1} una successié de variables aleatories que convergeix
en llei cap a una variable aleatéria X, i sigui f : R — R una funcié continua. Aleshores

la successié {f(Xn), n > 1} convergeix en llei cap a la variable aleatoria f(.Y).

Demostracié: Per a tota funcié g € Cy(R), la composicié go f és també continua i afitada.
i per tant,

lim E[g(f(Xn)] = E[g(f(2))].

Proposicié 11.5. Si {X,, n > 1} és una successié de variables aleatories que convergeix
en probabilitat cap a una variable aleatoria X , també convergeix en llei cap a X .

El reciproc és cert si la variable X és constant q.s.
Demostracié: Suposem primer que P — lim, o X, = X . Sigui f : R — R una funcié
afitada i uniformement continua. Fixat ¢ > 0, sigui 4 > 0 tal que si |x — y| < & aleshores

If(z) = fly)l < e.
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Tindrem

E(fX) - B0 < [ |f(Xn) = £(X)|dP

{IXn-X[|<6}

+ / |F(Xa) = X)|dP
{IXa=X[>6}

< e+ 2 flleo P{1Xa - X1 > 6).

En conseqliéncia.

limsup | E(f(Xa)) = E(f(X))| < <.

Com que ¢ és arbitrari, lim, E(f(Xn)) = E(f(X)), la qual cosa ens diu que £ —

limp—oo Xn=2X.

) e
Suposem ara que X = a q.s. i que hi ha convergéncia en llei de la successié {Xn, 7 > 1}
cap a X . Com que la funcié f(z) = 1A |z — a| é continua i afitada tindrem. per a tot

0<e<l1,
! X, - XI|
P{l-’fn—.’fl>e}5P{1/\|X.,—X|>e}§;E‘[l/\l. n :
expressié que tendeix a zero quan n tendeix a infinit. Per tant P—limp—oo Xn =Y.

o N ilitats sob
La convergéncia feble de probabilitats en R és metritzable. Si piv son probabilitats sobre

R amb funcions de distribucié F i G respectivament. Definim
d(p.v) =inf{e > 0: Flz —<) —¢ S G(z) < F(z+e)+¢ 2 €R}.

Es pot demostrar que d és una distancia en el conjunt P de totes les probabilitats sobre

i =pili =0.Adse
R i que hi ha equivaléncia entre w — liMn—co Hn = A1 limp—oo d(ptn, ) =0. A
I’anomena distancia de P. Lévy.

11.2. Compacitat feble i ajustament

Definicié 11.6. Sigui m una familia de probabilitats sobre R.
(i) Direm que m és relativament compacte si tota successié d'elements de m té una sub-
" successio feblement convergent.
(i1) Direm q\;e m és ajustada si per a tot ¢ >0 existeix un a > 0 tal que p([—a.q]°) < ¢

per a tota u € m.
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Observi's que si m és una familia finita. aleshores m és ajustada ja que. si m =
{#1,¢2.....p,} tindrem

sup (-l < 3 l-monl)

i=1
que tendeix a zero si n tendeix a infinit.

L'objectiu d’aquest apartat és demostrar ’equivaléncia entre els dos conceptes introduits

en la definicid anterior. Necessitem abans un resultat técnic que donem tot seguit.

El segiient resultat estableix I’equivaléncia entre els dos conceptes que acabem d'introduir.

Teorema 11.7. (Helly-Bray). Sigui {F,, n > 1} una successié de funcions de R a valors
en [0, M], creixents i continues per la dreta. Aleshores existeix una funcié F : R — [0, M]
creixent i continua per la dreta i existeix una subsuccessié F,, tal que

li'IlnF,.,,,(a:) = F(z),
per a tot punt z de continuitat de F.

Demostracid: Fixem un subconjunt D = {z,,n > 1} numerable i dens en R. Utilitzarem el
metode diagonal de Cantor per a construir una subsuccessié F,, tal que {Fa.(zj) k> 1}
convergeix cap a un cert limit yj,peratot j > 1:

Com que 0 < F(z;) < M, per a tot n > 1, existeix una subsuccessi6 {Fi,n(z1)} conver-
gent cap a un limit y, € [0, M].

Donat que 0 < Fy5(z2) < M, per a tot n > 1, existeix una subsuccessié {F2,n(z2)}
convergent cap a un limit y, € [0, M].

En general, com que 0 < Fon(Zms1) < M, per a tot n > 1, existeix una subsuccessi6

{Fm+1,a(2m+1)} convergent cap un limit y,,4; € [0, M].

Considerem la successié diagonal Fy,(z) = Fi(z). Per a cada z; € D, la successié
Fou(zj) = Fi () és una parcial de {Fjx(z;),k 2 1} per k > j i. per tant, lim, Fy,(z,) =
Yj- :

Definim la funcié Fp : D — [0. M} per Fp(z;) = y;. Observi's que limy Fy,, (z) = Fp(z).
per a tot x € D.

La funcié Fp és creixent. En efecte, si z < y, Fo(z)< Fo(y).peratot k> 1. Per tant
Fp(z) < Fp(y).
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Sigui ara F : R — [0. M] definida per F(z) = inf{Fp(y); y € D. y > r}. Aquesta funci6

té les propietats seglents:

(1) F és creixent. En efecte. si z; < r2. tenim F(ry) = inf{Fp(y); y € D. y > 11} <
mf{Fp(y): y € D, y > ra} = F(x2).

(2) F és continua per la dreta. En efecte. sigui {z,, n 2 1} una successié decreixent
cap a r. Aleshores F(z,) | b > F(z). Suposem que b > F(z). Per la definicié de
F(z) existeix un yo € D tal que yo > z i Fp(yo) > b. Aleshores, per n prou gran.
2 < z, < yo, 1 en conseqiiencia F(zn) < Fpl(yo) < b (per la definicié de F(z,)) . Per
tant b = limy—o F(2n) < Fp(ye) < bi obtenim una contradiccid.

(3) En tot punt r de continuitat de F, limp Fa,(z) = F(z). En efecte, siguiy € D. y > z.,

Tindrem
limsup F,(z) < limksup Fa.(y) = Fp(y),
k .

i per tant
limsup Fi, (z) £ F(z).
k

D’altra banda. si ' < y < r, y € D, tindrem
limkiann,,(:c) > limkinf Fo,(y) = Fply) 2 F(z",

per la definicié de F(z'). Com que aix0 val per a tot 7' < z i F és continua en el punt

. obtenim liminfy F,, (z) > F(z),ien conseqiiéncia. F(z) = limg Fa(z). M

Observacions
1.- Es pot demostrar de manera aniloga una versié del teorema de Helly-Bray per a

funcions F : R — [0,){] continues per la dreta i amb increments rectangulars no
negatius.
2.- Si la successié {F,, n >'1} esta formada per funcions de distribucié és a dir. M =
1, ime—e— oo Fu(z) = 01 limzs—+c0 F.(z) =1, pot océrrer que la funcié F no sigui
una funcié de distribucié. Es a dir. donada una successié de probabilitats {y1,.n > 1}
en R. ¢l teorema de Helly-Bray no ens proporciona. en general, una subsuccessié

feblement convergent. ja que la funcié F' que apareix en 'enunciat del teorema pot no
complir les condicions lim;——x F(z) = 0ilim,—yoo Fz)=1.
Per exemple. si yt, = ¢n, Fa(2) = l{n.4co) ilim, Fo(r) = 0 per a tot x. Analogament.

si Hn = O_n. Fn(l’) = 1[—:;.+oo) i lilll,, F,,(.L') =1 per a tot r.
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En aquests dos exemples, la successié {yn, n = 1} no té cap parcial feblement con-

vergent. Intuitivament, aix6 és degut a que R no és compacte i la massa s’escapa cap

a linfinit.

Les definicions donades en 11.6 proporcionen condicions per a que una familia de
probabilitats sobre R sigui tal que tota successié d’elements de la familia contingui

una subsuccessi6 feblement convergent.

Teorema 11.8. (Prokhorov). Sigui m una familia de probabilitats en R. Aleshores m és

ajustada si i només si m és relativament compacte.

Demostracié: (1) Suposem primer que m és ajustada i considerem una successié {gn,n >
1} C m. Per a cada n 2> 1, sigui F}, la funcié de distribucié de p,. Pel teorema de Helly-
Bray, existeix una subsuccessié {Fy,,k > 1} tal que lim, F,, (z) = F(z), en tot punt = de
continuitat de F', on la funcié F : R — [0, 1] és creixent i continua per la dreta. Llavors
només cal veure que

z_1_’111100F(:¢:) =0 i :ll.ngoF(z) =1. (11.1)

Fixem un ¢ > 0 i sigui @ > 0 tal que pn([—a,a]®) < €, peratotn > 1. Sigui b > a i
¢ < —a punts de continuitat de F. Tindrem

Fu(b) > pn([—a,a]) > 1k,

Fu(c) < pa(l-a,df) <&
Fent n — co obtenim F(b) > 1 ~¢ i F(c) < ¢, i, en conseqiiencia, (11.1) és cert.

(2) Reciprocament, suposem que la familia m és relativament compacte. Si no fés ajustada
existiria un € > 0 tal que Vn > 1 existeix u, € m amb un([—n,n]®) > e. Per hipotesi,
existira una subsuccessié {un,,k > 1} tal que w — limg—o fin, = p.

Considerem la funcié f™(z) = [|z| — (m — 1)]* A 1. Per a tot nx > m tindrem

0.< & < limsup pn, (I=mt, ) < limsup | Fmdyin, = / frdu
[ R R
< I‘([_m +1,m-— llc)v
i fent tendir m a infinit obtenim una cortradiccid. "

Del teorema de Prokhorov es dedueix el segiient criteri de convergéncia feble:
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1} una successi6 ajustada de probabilitats en R

P
s convergents tenen el mateix limit u. Aleshores

Teorema 11.9. Sigui {gn.? =
tal que totes les seves subsuccession
w—liMp—oo Un = 4. -
n> 1} 00 convergeixi feblement cap a u. Exlstel.x una

2 > 1} o convergeix cap a fn fdu. Aixo ens diu que
" 1> 1} tals que | f fda, —Jg fdul =€ VE2 1.
a subsuccessié {pn,,,i > 1} de la successio
la qual cosa contradiu la desigualtat

Demostracié: Suposem que {#n>
funcié f € Cy(R) tal que {fg faHn> ™

existeix un € > 0 i una subsuccessi® {/-‘n.u
ha d'existir uft

Pel teorema de Prokhorov, & i amb imit 4,

{#tn,,k > 1} feblement converge

anterior. =
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12. FUNCIONS CARACTERISTIQUES

En aquest capitol estudiarem una tecnica per a tractar la convergencia feble de probabili-

tats: Les funcions caracteristiques introduides per Paul Lévy.
Sigui 4 una probabilitat en R. La funcid caracteristica de p es defineix com l'aplicacié
@?u : R — C donada per
t,o,,(t)=/e“”p(d:c):/cos(tz)y.(da:)+i/RSin(t3:)#(d¢')-
® R

La funcié ¢, estd ben definida ja que les funcions sinus i cosinus sén continues i afitades.
Si X és una variable aleatoria en un cert espai de probabilitat (2, A, P), la funcid carac-

teristica de X serd, per definicié, la funcié caracteristica de la seva llei, és a dir,
ex(t) = / e** Py(dz) = E(e"X).
R

Analogament, si u é€s una probabilitat en R™, la funcib caracteristica de u es defineix com
#u 2 R® = C, pu(t) = [z, e'<*>y(dz) i la funcié caracteristica d’un vector aleatori
X = (Xi1,...,Xy) sera la funcié caracteristica de la seva llei.

12.1. Propietats fonamentals de les funcions caracteristiques

En tot aquest apartat u sera una probabilitat en R". Es compleixen les segiients propietats.
(1) ¢u(0) = 1.

(2) lpu(®) £ 1, peratot t € R™.

Aquesta propietat es dedueix ficilment de la identitat lei<t=>] = 1.

(3) wu(—t) = pu(D.

En efecte,

‘p“(—t)=_/,;,. €<t (47 =L" TS y(d) =/Re.‘<z.z>,,(dz)=$“_({)'_
(4) @u és una funcié uniformement continua.
Demostracid: Qualsevols que siguin s,t € R" tenim
|99,,(t) - ‘Pu(3)| = '/" (e+i<t.z> - ei<"‘>)u(d1')|
< / lei<t—s.z> = lly(d-'l:)
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Aquest darrer integrand esta afitat per 2 i tendeix a zero quan |t — s| tendeix a zero.
Aleshores només cal aplicar convergéncia dominada per a deduir el resultat.

(5) Sigui X un vector aleatori n-dimensional, A una matriu m xn i b € R™. Aleshores
per a tot t € R™,
ﬁ’AX+b(t) = ei<!.b>‘px(A*t)_
En efecte,
Pax+s(t) = E(ei<l.AX+b>) = ei<t.b>E(ei(A't)'«\')_
(6) Propietat fonamental d’injectivitat.

Si g1 i po sén dues probabilitats en R™ tals que pu, = @,,, necessiriament p; = u,.

Demostracid: Aquest resultat es pot deduir de la férmula de inversié que demostrarem
més endavant. Ara donarem les idees basiques d’una demostracié directa. Suposarem per
simplificar que n = 1.

Fixem un interval [-T, T). Pel teorema de Stone-Weierstrass, les combinacions lineals
finites (a coeficients complexos) de les funcions ei™**/T,k € Z, sén denses (respecte la
norma del suprem) en el conjunt de les funcions continues sobre [-T, T] a valors complexos.
En efecte, aquestes combinacions lineals formen una algebra de funcions, que conté les

constants, és estable per conjugacio, i separa punts.

Cal doncs veure que fn fdu = fn fdua per a tota funcié real continua f amb suport
compacte. Fixem un ¢ > 0 i prenem T > 0 de forma que el suport de f estigui contingut
en [T, T} i que u,([-T, T)°) < &, u2([-T,T]°) <L €.
Per I'observacié anterior, existira una funcié

m

f@) = Za,- exp(ink;z/T),

i=1

amb q; € C, tal que SUP|;|<T |f(z) — f(2)] < €. Per hipbtesi sabem que fm fdy, = [ fd,,.

D’altra banda. com que la funcié f és periédica, amb periode 2T tindrem que

il = fz)) S e+ || flloo-
1 z;ggﬂlf(z

En conseqiiéncia,

| [ s = [ saual <| [ s - [ Faml 4| [ Fane = [ i)
' < (=T, T)) + p2([=T, T])) + 2¢(€ + 2| f o)
< %1+ ¢ + 2| fllo),
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i com que ¢ > 0 és arbitrari deduim el que voliem.

(7) Direm que una probabilitat u sobre R és simétrica si u(B) = u(—B) per a tot borelia
B. La propietat de que p sigui simetrica és equivalent a que la seva funcié caracteristica
@u sigui real.

Demostracié: Considerem I’aplicacié 7 : R® — R" definida per 7(z) = —z. Per a tota

probabilitat u en R™ es compleix la segiient relacidé

Pr = Ppor-t - (12.1)

En efecte, pel teorema de la mesura imatge, per a tota funcié f : R" — R mesurable i
afitada, es compleix que

L feomtdn = [ (foryautdz) = [ fa)uor)dz).

En conseqiiéncia,

oalD) = pu(—t) = /u e u(dz) = | &N (o r7h)(dx) = puor-i(8).-

Aleshores, tenint en compte la propietat (6), tindrem que u és simétrica si i inicament si
p=por 1 iaixi equival a que Yy = Puor-1 =P, .

(8) Sigui X = (X1,...,Xn) un vector aleatori. Les variables aleatories X),...,X, sén
independents si i només si

Wx(t1y...hta) =0x,(t1)...0x.(tn). (12.2)

Demostracié: Sabem que X),...,X, sén independents si i només si Po X~! = Po
X' x...x PoX;!i, per la propietat (6) aixd equival a la igualtat de les funcions
caracteristiques d’aquestes probabilitats. La funcié caracteristica de Po X! es px i la
dePoX['x...x PoX;! val

/ ei<¢.x>’(P°Xl—l)(dzl) . (P O_Y:l)(dzn) = (/ eitlxl(P oXl-l)(d-‘B])) ‘e
. R

(/n e""x"(PoX,,")(dz,,))

=px(t)...ox,(tn)-

Queda doncs establert el resultat. .

(9) Si Xi,...,Xn son variables aleatories independents, aleshores

‘,9.\'l+,,.+.\'"(t) = ‘l’,-\'z(t) s v-\'n(t) .

Demostracio: Per la independéncia

DXyt X (1) = E(ei:(.\'.+...+.\',.)) — E(e“"") __.E(eux,,)

=px,(t) .- Pxa(t)-

12.2. Funcié caracteristica i moments

En aquest apartat relacionarem l'existéncia de moments per a una probabilitat x sobre la

recta real amb el comportament a l'origen de la funcié caracteristica de u.

Establirem primer un resultat técnic sobre derivacié sota el signe integral.

Lema 12.1. Sigui f(¢,z) : R? — R una funcié continua amb derivada parcial continua
_a_a% Suposem que |f(t,z)| + |%,L(t,z)| < ¢(z) on ¢ és una funcié integrable respecte una
probabilitat 4 en R. Aleshores, la funcié F(t) = fg f(t, z)u(dz) és derivable i

F(t) = /; O (t, 5 u(de).

Demostracid: Fixem t € R, h # 0 i calculem
L P+ ) F()] = / L1f(t + hyz) = f(2,2)] u(dz)-
k s
Si prenem una successié {hn,n > 0} que convergeix cap a 2ero, per a cada z tindrem
of
lim 5 (£t + Buv2) = f(t,2)] = G (2)-

Pel teorema de convergéncia dominada podem commutar aquest limit puntual amb la

integral respecte u. En efecte, pel teorema del valor mig
af
| [t + has2) - S| = I5(E 2] < o2)
n

Per tant.. of
li'r‘n h—l,.— [F(t + hn) - F(t)] = -a—t—(t,z). "
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Recordem que una funcié ¢ : R — C és derivable en un punt si i només si ho sén la seva
part real i la seva part imaginaria. Observi’s també que el lema anterior és igualment cert
per a funcions que prenen valors en C..

Teorema 12.2. Sigui u una probabilitat sobre R amb moment d'ordre n > 1 finit.
Aleshores la funci6 caracteristica ¢, és n vegades derivable i

“)(t) =1 /:c"e“’y(d:r)
®
perk=1,...,n
En particular, si designem per m;,i = 1,...,n als moments de la probabilitat p, €s
compleix
¢8(0) = ifmy,

perk=1,...,n.

Demostracié: Apliquem el lema 12.1 a la funcié e'** que compleix | £ eitz| = lizeit| =
|z| . Sabem que [g|z|u(dz) < oco. En conseqiiéncia, p,(t) = Jr €*%u(dz) és derivable
1 py(t) =1 fn ze''*(dz). Finalment, aplicant iterativament el lema 12.1 a les funcions
@l @) demostrariem el teorema.  m

El resultat segiient estableix un tipus de reciproc d’aquest teorema.

Teorema 12.3. Sigui u una probabilitat sobre R. Suposem que la funcié caracteristica
¥u és k vegades derivable en un entorn del 0; aleshores p té moments d’ordre 2n, amb
2n < k.

Demostracié: Volem veure que [p z>"u(dz) < co. Suposem primer que k = 2in = 1.
Tindrem

"oy — Yu(h) = 20,(0) + 9, (=h) .. ethr — 2 4 e—ihs
vu(0) = hm - ”hz . ,l,lﬂ}, R h2 u(dz)

1 —coshz
—21 —_—
2 ’P_rg A 7 p(dzx).

Pel lemma de Fatou

/axzmdz) /h COShz (d1)<211mmf/ & u(dz)

= —pu(0) < 0.
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El cas general es demostra per induccié. Suposem que hem demostrat que [ z2*~!

u(dz) < oo i sabem que 2n < k, és a dir ¢, és 2n vegades derivable en un entorn del zero.

Pel teorema anterior sabem que
r .
99542"—2)(0 = (_l)n—l j :Zn—2eu:#(dz).

. 2n=-2 d .
Per tot B € B(R) posem v(B) = ]fﬂ-;,_—z:((d:)l . Aleshores, v és una probabilitat en R que
a

té per funcié caracteristica

pu(t) = (= 1),

on K = f 222 y(dz). Per hipotesi ¢"(t) existeix en un entorn del zero i utilitzant el

resultat en el cas k = 2 obtenim
1
—¢5(0) = | z?v(dz) = -—/ z?"p(dz),
#30) = [ =g [

és a dir 4 té un moment finit d’ordre 2n.

Hem suposat que K > 0. Si fos K = 0, aleshores u = 6,0, = 1 i el teorema és trivial.

12.3. Calcul de funcions caracteristiques
(1) Llei degenerada. Sigui p = 6,,a € R. Es immediat comprovar que s, () = e***.

(2) Llei uniforme en el conjunt {—1,1}. En aquest cas p = 361 + $61. Per tant
1o e, it
(p“(t)=-2-(e +e )=cost.

(3) Llet binomial Lallei 4 corresponent a una distribucié binomial B(n,p) pot obtenir-se
a partir de n distribucions independents de Bernouilli 4’ = pé1 +¢éo (p+¢ = 1). Aleshores.

utilitzant la propietat (9) de la seccié anterior s'obté
n it
eu(t) = (90P61+150(t)) = (pe" +4)".

(4) Llei uniforme en un interval [a, b]. Mitjangant una integracié és facil comprovar que

eitb el(c

"r’ll(t) = ——/ lt:dz = lt(b _ a)
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En particular, per a = —1, ) = 1 s’obté oult) = # )

(8) Llei normal. Sigui p la llei N(0,1). Sigui a(t) = fy e=*/2costzdz i Bt) =
s e~ % /?sintzdz. Tindrem

2ult) = (a(t) +i8() <=

Clarament, 8(¢) = 0. Pel lema 12.1 aplicat a la funcié f(¢,z) = e~*'/2sintz, la funcié a(t)
és derivable. -En efecte, |%€| =|—=zcostze /2| < |zle~= /2 | Iz |z|e=*"/2dz < oo.

Integrant per parts obtenim

“+oo

a'(t) = —/ ze~* ?sintzrdr = [e"’z/2 sintz]
R

-0

-/ e~ 2t costzdzs = —ta(t).
®

Com que a(0) =v27, aixd ens diu que a(t) =v2re=*"/2, jen conclusio,
(t) =e™/2,

Observem que la llei N(0,1) és simetrica i en conseqiiéncia la seva funcié caracteristica
és real. Considerem la variable Y = m+0X, ambm € Rioc > 0. Y té per densitat
fr(y) = ﬁ e Lzﬁ'L Aplicant la propietat (5) de la seccié 12.1 resulta que la funcié

caracteristica de Y és py(t) = eitm—E

La funcié caracteristica de la llei N(0, 1) és infinitament diferenciable. El teorema 12.2 ens
diu aleshores que aquesta llei t¢ moments finits de tots els ordres. Podem calcular aquests

moments utilitzant les derivades a I’origen de la funcié caracteristica. Tenint en compte el
desenvolupament
_‘2/2 Z ( 1)"t2"
Tplon
n=0
obtenim

. 0 si k=2n+1
(k) = ’in
@ (0) = { —-———(",:!2(,.2")! , si k=2n.

En conseqiiéncia, els moments de la llej N(0.1) valen

_fo, si k=2n+41
my = (2‘2"1:‘)1 . s k=9n

(6) Llei de Poisson. La funcié caracteristica d'una llei de Poisson u de parametre A > 0

val

= A itk A A(eft —1)
—Apt -— e -
‘P#(t) = kE—-oe [ -k—' =e .

12.4. Férmules de inversié

L'objectiu d’aquest apartat és establir férmules que permetin de calcular la funcié de
distribucié o la densitat d’'una probabilitat a partir de la seva funcié caracteristica. El

resultat fonamental és el segiient.

Teorema 12.4. Considerem una probabilitat x4 sobre R amb funcié caracteristica ¢ i
funcié de distribucié F. Aleshores si a < 8 sén dos punts de continuitat de F', es compleix

1 e e T e dt
F(B) = Fe) = lim - [ () = S — .

Observacions

(1) El pas al limit i el factor e”***/2 estan motivades pel fet que la funcié @ pot no ser

integrable.

val
(2) Hi ha altres férmules de inversié que s’obtenen per exemple, mi:egra.ntt2 ;n un inter
[-N,N]ifent N — oo, o bé utilitzant altres funcions en lloc de e~

- Demostracid del Teorema 12.4: Siguin X i Y, dues variables aleatories independents amb

lleis y2 i N(0,02), respectivament. La funcié caracteristica de Z, = X + Y, valdra
-3 /2
oz, (t) =) e /2

Observem que |oz, ()] < -2 g per tant, ¢z és integrable sobre R respecte la mesura

de Lebesgue. Endemés

i _ | itz —o?e ity ,(dy) ) dt.
—itz, Dt = | e e~ 2 /e p(dy)
2

Aplicant el teorema de Fubini a la funcié (¢,y) = exp ( ‘— it )1 que es
integrable en R? respecte la mesura producte p(dy)dt, obtenim
~itz i‘l(y_‘)—#dt)#(dy) =
/e pz,tdt= [ ([ e
R /a \Ja
L [ = u(dy) (12.1)
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ja que £= fp == 1t &5 el valor de la funcié caracteristica de la llei N (0. %) en
el punt y — z.

Siintegrem respecte de z en I'interval [a, 4] els dos membres de la igualtat (12.1), i apliquem
de nou el teorema de Fubini, tindrem

1 22 e-itB _ e—ila 8 1 _ly==)2
— tye~to'f2 2 " ° =/ / 202 dz | pu(d
2 |, #ltre — n( [ e )dy)

Al " e e utdy) = Ful8) - Fola)
LU, T e = Eo) = Fele),

on F, és la funcié de distribucié de la variable aleatoria Z,. En efecte aquesta funcié de
distribucié ve donada per

1 2,0 2%
Fa(ﬁ)=P{X+YV Sﬂ} =/n_/; +2<8) We-z /20 N(dy) 4%
yrzs

L e

Finalment, només cal comprovar que

lim F,(z) = F(z)
o—0
en tot punt z de continuitat de F. Perd aixd és immediat ja que

lin% E(Y:) =0.

Per tant L? —lim,_o[X 4 Y,] = X, i en conseqii¢ncia £ —lim,—0 Z, = X. Aixo acaba la
demostracié del teorema. .

Com a aplicacié d’aquest teorema es pot demostrar la propietat d’injectivitat (6) de
I'apartat 12.1 que abans hem provat de forma directa. En efecte, si Fy, i F3 sén les
funcions de distribucié de sengles probabilitats en R, p;,p2, que tenen la mateixa funcié
caracteristica. Pel teorema anterior tindrem que Fy(8) — Fi(a) = F3(8) — F2(«), per a tota
parella o < 8 de punts on les funcions F} i F; siguin continues. Llavors, fent @ — —oo
obtenim Fy(f) = F3(B) en un conjunt dens, i per tant F} = F5.

Si la funcié caracteristica és integrable ens podem estalviar el pas al limit en la férmula
de inversi6 1 podem trobar la densistat com a transformada de Fourier inversa de la funcié
caracteristica. El resultat segiient precisa aquest comentari.
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Proposicié 12.5. Si la funcié caracteristica  d’una probabilitat x sobre R és integrable
respecte la mesura de Lebesgue. aleshores u és absolutament continua, i la seva densitat
és

fa) = 57 [ e oo

Demostracié: Tenint en compte que

#2,2 e—x’lB — e~ita

(e S| < le(DI(8 - @),

podem aplicar el teorema de convergéncia dominada en el limit del Teorema 12.4 i obtenim
; ; 6
1 e—ith _ g—ita 1 /’ / —itz
= — —  dt=— t dz )dt
F(8) - F(a) = 5 /u oyttt =5 | e [ e7edz)

- 2% / ? ( /R et p(t)dt)do = /a ’ fayia,

o

degut al teorema de Fubini. Aixo ens dona el resultat que buscavem. =

12.5. Teoremes de continuitat

En aquest apartat establirem la relacié entre la convergencia feble de probabilitats estu-
diada en el capitol 11 i la convergencia de les corresponents funcions caracteristiques. En

primer lloc demostrarem un resultat auxiliar.

Proposicié 12.6. (Desigualtat de truncacié). Sigui 4 una probabilitat sobre R amb funcié

caracteristica ¢. Aleshores, per a tot a > 0.

il'_/‘l (1-(t)dt 2 piz: |z| = %}

a J—a
Demostracid: Utilitzant el teorema de Fubini i el fet que la funcié sinus és imparell. tindrem
L - e)de= l/ :. (/ (1- ¢ )u(da)) dt
[« 3 a Joa ®
= .1./ ( (1 —cos t:t)dt)[l(dz)
R

a —a

sinaz
— - d
_/ﬂz(l — )u( z)
>2 inf (l—smu)/ p(dz)
= Tluize &/ Jiz|azi22}

2
2p{z:lzl2 2}
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ja que |H2%| <1 |sine| < 7 si [u| > 2. El resultat queda aixi demostrat. "

Teorema 12.7. (Teorema de continuitat de P. Lévy). Considerem una successio
{#n.,n > 1} de probabilitats en R i denotem per {p,,n > 1} la successié de funcions
caracteristiques associades. Aleshores,

(i) Si pn convergeix feblement cap a una probabilitat ¢ quan n tendeix a infinit.
aleshores lim, ¢, (t) = ¢,(t), per a tot ¢ € R.

(i) Si limp @n(t) = @(t), on ¢ és una funcié continua en el zero, aleshores ¢ és la funcié

caracteristica d'una probabilitat u, 1 w — limp—oco tn = H-.

Demostracié: L’apartat (i) és una conseqiiéncia immediata de la definicié de convergeéncia

feble, ja que les funcions costz, i sintz, sén continues i afitades.

Per a la demostracié de (ii) utilitzarem la desigualtat de truncacié (Proposicié 12.6) i el
teorema de convergéncia dominada (ja que |pn(t)| < 1). Obtenim aixi

pnlz 12l 2 2} < = /_ : (1= @a(t))dt.

Aquesta tltima expressié convergeix cap a L [° (1 —¢(t))dt quan n tendeix a infinit.

D’altra banda,

im 2 [ (1-p()dt =2(1 - 9(0)) =0,

a—0 g —a
ja que ¢ és continua en el zero.
Fixem un £ > 0 i sigui @ > 0 tal que 0 < 1 [? (1 —(t))dt < §. A partir d’un cert ng
tindrem 5 o 5 a
1
-2, 32 < zf> =} < = 1-— t))dt <
pn(l=5 51) Smnla:led2 2y < 2 [ (- pat)de <
1 [ €
<= [ (-ew)dt+S<e
aj_, 2
D’altra banda, per 1 < n < ng podem trobar a, > 0 tals que pn([~an,an]) < €. En
conclusié, si b = max {ai,...,an,, 2}, es compleix que sup, pn([~5, b]°] < &, i aixo ens
diu que la successié de probabilitats {u,,n > 1} és ajustada.
Tenint en compte el criteri de convergéncia feble (Teorema 11.9), per a demostrar que yu,
convergeix feblement cap a 1 només cal comprovar que totes les subsuccessions convergents

tenen el mateix limit, igual a 4. Suposem que {un;,7 > 1} és una subsuccessié convergent
cap a una probabilitat v. Tindrem, per la part (i),

#u(t) = limpn, () = o(t).
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Aixo ens diu que ¢ és la funcié caracteristica d’una probabilitat (ja que sempre podem
trobar una subsuccessié feblement convergent) que designarem per u = v i totes les parcials

convergents ténen limit u. Acaba aixi la demostracié del teorema.

Observacié: En l'observacié (2) que segueix al Teorema 11.2 varem indicar que una
condicié suficient per a la convergéncia feble d'una successié de probabilitats és que con-
vergeixim les integrals de les funcions de la classe C§°(R) (infinitament diferenciables i
amb totes les derivades afitades). Aquesta familia de funcions és molt més petita que el
conjunt de les funcions continues i afitades que apareix a la definicié de convergeéncia feble.
El teorema de continuitat de P. Lévy que acabem de demostrar ens diu que una condicié
suficient per a la convergencia feble (part (ii) del teorema) és la convergéncia de les inte-
grals de les funcions sintz, costzr,t € R. Aquestes funcions trigonométriques constitueixen
una familia de funcions encara molt més petita que C§°(R).

De l'estudi que acabem de fer de les funcions caracteristiques se’'n desprenen els fets
segiients:

1) Es equivalent conéixer la funcié caracteristica d’una probabilitat x que la propia u
(vegi’s la formula de inversio).

2) Les funcions caracteristiques proporcionen un tractament senzill de la propietat de
independéncia (vegi’s propietat (8) de 1'apartat 12.1).

3) Les funcions caracteristiques proporcionen una eina adequada pel tractament de la
convergencia feble (vegi’s Teorema 12.7).

En el llenguatge de I’Analisi, la funcié caracteristica d’una probabilitat x és la transfor-
mada de Fourier de la mesura finita u.

Com hem dit al comencament del capitol, féu Paul Lévy qui a comencaments d’aquest
segle va introduir la técnica de la transformada de Fourier en l'estudi del problema del
limit central.

De fet idees similars havien estat utilitzades al llarg del segle XIX. Per exemple, el que
avui coneixem com a transformada de Laplace, fou una técnica desenvolupada per Laplace
amb el mateix objectiu.

Acabem aquest capitol amb una breu seccié destinada a la transformada de Laplace per a

probabilitats discretes.
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12.6. Funcid generatriu

En el cas de lleis de probabilitat discretes, és de vegades més interessant utilitzar la funcié
generatriu que la funcié caracteristica. Considerem una probabilitat u sobre el conjunt dels
nombres naturals N = {0,1,2,...}. La probabilitat u ve caracterizada per una successié

=p({i}) tal que p; 201 2 p; = 1.

Observem que la série Y o2 | p;z" és convergent per a tot complex z tal que [z] < 1, és a
dir, el radi de convergéncia d’aquesta série sera més gran o igual a 1 i la série convergeix
uniformement en tot disc {z € C: |2] <r} deradir < 1.

La funcié Gu(z) = 3°32¢pnz™ definida en el disc {z € C: |2| £ 1} s’anomena la funcié
generatriu de u. Aquesta funcié és analitica en el disc obert {z € C : |z| < 1} i determina la

probabilitat ;. Més exactament, les probabilitats Pn s6n els coeficients del desenvolupament
en série de poténcies de G, a l'origen:

1
— n)
Pa = =G (0).

La relacié entre la funcié generatriu i la funcié caracteristica ve donada per la segiient
férmula:

Gu(e') = ¢,(t), peratot t€R.

Com en el cas de les funcions caracteristiques, si X és una variable aleatoria a valors
7 12 . . 3 . ’ .
naturals, s’anomena funcié generatriu de X a la funcié generatriu de la seva llei, és a dir,

Gx(z) = E(z¥).

Moltes de les propietats que hem estudiat en el cas de les funcions caracteristiques es
compleixen també per les funcions generatrius. Per exemple, si X i Y sén dues variables
aleatories independents a valors naturals, tindrem que Gx+y = Gx - Gy. En efecte,

Gx+y(z) = E(zx+") = E(zX)E(zY) = Gx(z)Gy(z).
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13. EL TEOREMA CENTRAL DEL LIMIT

Considerem una successié {X,, n 2 1} de variables aleatéries independents i amb lleis
de Bernouilli de parametre p. Posem S, = X; + ...+ X, . Les % prenen els valors

_L; . 0 €k £ n amb probabilitat

Pl -3} (-

Com que ¢? (‘—S,f‘-) = &’n’ﬂ tendeix a zero quan n — oo. la distribucié de probabilitat de
22 tendeix a concentrar-se en el punt p = E(%"-) . La llei forta dels grans nombres ens diu
que lim,_., -‘5;4 = p quasi segurament i també en L?.

Una altra idea per tal d’estudiar el comportament asimptotic de la successié Sn consisteix

en fer una normalitzacié. Es a dir, definim

Sa—E(Ss) _ Sn—np

o (Sn) _\/np(l—p) '

: ., . 0 LY . 10 4
Les variables S) tenen mitjana zero i variancia 1. En aquest cas, la successio S, no

S, =

convergira en probabilitat o quasi segurament perd podem esperar que convergeixi en llei
ja que la seva distribucié manté un valor mig i una variancia constants. La llei de S}, és
una distribucié binomial normalitzada. En el llibre “The Doctrine of Chances” de A. De
Moivre publicat ’any 1756, es va demostrar que si p = % , S! convergeix en llei cap a una
distribucié normal N (0, 1), és a dir, ‘

imp {a < 2l Sn ot / — s (13.)
n np(l—

2
La funcié de distribucié de la llei normal F(z) = f_zoo \7,;-; e~¥'/?2 dy es pot trobar a
les taules, i aleshores una probabilitat del tipus P {a < Sn < B} es podra aproximar pel

- a—-np
F( A ) - (7o)
np(l-p) np(l-p)
Dit d’una altra manera. la llei binomial B(n,p) es pot aproximar per una llei normal
N (np, np(1—p)). En general, acceptarem aquesta aproximacié quan np (1l —p) > 18.

La taula segiient (W. Feller. vol. 1) ens ofereix una comparacié de la distribucié binomial

B (100, 0,3) amb la seva aproximacié normal

increment
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Aprozrimacio Percentatge

Probabilitat normal d’error

9<5,<11| 0.000 006 0.000 03 + 400
12< 5, £14| 0.000 15 0.000 33 + 100
15< 5, £17| 0.002 01 0.002 83 + 40
18<5, <20 0.014 30 0.015 99 + 12
21 £S5, <23 | 0.059 07 0.058 95 0
24< 5, <26 0.148 87 0.144 47 -3
27< 5, <29 0.237 94 0.234 05 -2
31<S5,<33| 0.23013 0.234 05 + 2
34<5,<36| 0.140 86 0.144 47 + 3
37<5,<39| 0.058 89 0.058 95 0
40< S, <42 | 0.017 02 0.015 99 -6
43 < S, <45 0.003 43 0.002 83 -18
46 < S, <48 0.000 49 0.000 33 -33
49< S5, <51 | 0.00005 0.000 03 -40

El resultat de De Moivre va ésser generalitzat per Laplace (1810) al cas de variables
discretes i1 simétriques. Constitueix la versié més senzilla del teorema central del limit. A
continuacié donarem una versié del teorema ceniral de limit deguda a Lévy-Lindeberg que

generalitza el teorema de De Moivre-Laplace.

Teorema 13.1 (Teorema central del limit de Lévy-Lindeberg). Sigui {X,, n > 1} una
successié de v.a. independents, idénticament distribuides i de quadrat integrable, amb

mitjana m i varidncia 2. Si S, = X; + ... 4+ X, , aleshores

San—nm L
=7 = N(0,1).

Demostracié: Sigui Y, = %‘7"’?’1 . Observem que E(Y;) =0 i ¢2(Y;) = 1. Calculem
la funcié caracteristica de la variable Y , .

E[e*™]=E [exp (it %%%E)] =E [exp ? (; X;\;ﬁm)t]

(; — m

= (E [exp i ('X;—\/’_z-) t])n =en ()",

on v, és la funcié caracteristica de la variable %‘“7:‘- .
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Sabem que 2, és dues vegades derivable amb continuitat i

;L(0)=£E('\;\;;:n) =0.

Ault) = —/ﬁz? e"‘[Pa(X;\;,_:n)—l} (de) = —E (22 ) e AY —/_m))

En particular.

Aoy =-E((e7)") = -+

La férmula de Taylor aplicada a la funcié 2a(t) en el punt t = 0 ens diu que

!

tz tz 7 to
pa(t) = 1= 5=+ 5 [n(6) = 2n(0)].

on || < 1. Llavors.

-t = 2B (55 )
n[pn(6t) — wy(0)) = —n ovn :
Xy—-m
= - B[ - m S — )]
a? J
Pel teorema de convergéncia dominada. aquesta expressio tendeix a zero quan n — oc. En
efecte,

L, Xy =m
lim (X - m)2 (euo—l,';fn - 1) =0,
n—oco

i d’altra banda, .

[(.\', - m)z(e“"'« > 1)| <21X; —ml*.

En consequeéncia. obtenim
lim L’7"(,“') = e—l-/2 .
n—20

N

peratott €R.

Pel teorema de continuitat de P. Lévy resulta que la successio {Ya, n > 1} convergeix
en llei cap a una variable aleatoria amb distribucié V' (0,1} . que és el resultat que voliem

demostrar. n

Es interessant poder disposar d'une versio n-dimensional del teorema central del limit de
Lévy-Lindeberg. per les seves aplicacions a I'Estadistica. Per aixo cal introduir primer la

lle: normal multidimensional.
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Proposicié 13.2. Sigui m € R” i A una matriu simétrica d’ordre n definida no negativa.
Existeix una probabilitat en R", que designarem per N (m.A) i anomenarem llei normal

n-dimensional, que té per funcié caracteristica
g - 1 -
o(t) =exp(zt m— 5t At) ,
per a tot t € R™.

Demostracié:- Sigui C una matriu ortogonal tal que CAC* = D, on D és una matriu
diagonal. Els elements de la diagonal de D, que designarem per Ay, ..., A, coincideixen
amb els valors propis de A i en conseqiiéncia sén no negatius. Tindrem A = C*DC.

Considerem un vector aleatori Y = (Y3,...,Y,) amb les components independents i amb
lleis N(0,Xi) si Ai#0iY; =0siA\i=0(:=1,...,n). Definim X = C*Y + m.

La funcié caracteristica del vector Y val
n n ,
1l .
oy(t) =E [exp iSt; YJ-] ST et = emdepe
Jj=1 j=1

Per tant, la funcié caracteristica del vector X sera

?X(t) = ex't‘m (pY(Ct) = eit'm e—v}(Ct)'DC! = e“'""—*’:"‘\‘

,

i la llei del vector X és la probabilitat que busquem. ]

Propietats de les lleis normals multidimensionals

1.- Sigui X un vector amb llei N (m,A). Si C és una matriu ortogonal tal que A = C*DC
(on D és la matriu diagonal que hem utilitzat abans), el vector Y = C' (X —m) té les
components independents i amb lleis NV (0, \;) si A; # 0 o bé zero si A\; =0.

En efecte,
Py (t) = e (=Cm py(C ) =exp (—it* Cm+it* Cm — % t cAC* t)
= exp ( L Dt)
= exp 3 .
2.- Si X és un vector aleatori amb llei N (m,A). aleshores m i A representen, respectiva-
ment, el vector de mitjanes i la matriu de variancies i covariancia de X .
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En efecte. fent servir les mateixes notacions que abans, tindrem

E(X)=C*E(Y)+m=m
E[(X -m)(X -m)'|=E[C'YY'C]=C"DC=A.

Sigui X un vector aleatori n-dimensional amb llei N (m.A). Aleshores, si 4 és una

matriu d’ordre r x n, el vector A.X té llei V(dAm, AAA").

En efecte,

wax(t) = px(ATt) = exp (it‘ Am - % (A* £)" A(A" :))
= exp (it"(Am) - % t*"(AAA") t) R

peratot t€R".

En particular, tot vector aleatori de la forma (Xi,,...,Xi,), amb m < n, té llei

normal, i tota combinacié lineal E;;l a; Xi té llei normal.

Reciprocament, si X = (Xj,...,Xn) és un vector aleatori tal que tota combinaci6

, = (Xy,..-

lineal 3., a; X; és normal, aleshores X té una llei normal multidimensional. En
=1 1 1]

efecte, com que

E(e%) = peex (1) = 78 TOHECD,

tindrem
E(t* X)=t"E(X),

2
2" X)=E [(t (X = E(X))) ]
= B[ (X - EX))(X - E(X))"t] =t At,
on A és la matriu de variancies i covariancies del vector X .
Per tant, X té una llei normal multidimensional amb parametres m = E(X)iA.

Sigui X = (Xi,...,X,) un vector amb llei normal n-dimensional N (m,A). La inde-
pendéncia de les variables X1,...,Xn és equivalent a que la matriu A sigui diagonal.

és a dir. les variables Xj,...,Xn sén incorrelacionades.
En efecte. la independéncia de les variables X, ... . X, implica que cov (X,, X;)=0.
perai #J.
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Reciprocament, si la matriu A és diagonal i desi

gnem per Aj,..., A, els elements de
la diagonal, tindrem

n n
oy (t) = et m-LtAt _ H ettimi—%a; - H ox, (tj) .
Vj=l =1

1 2ix0 ens diu que les variables X1,...,X, sén independents.

Si la matriu A és regular (és a dir, det A > 0), direm que la llei normal N (m,A) és

no degenerada.

En aquest cas, A\; > 0, i = 1,...,n i aquesta llej és absolutament continua amb
una densitat que es pot calcular mitjan¢ant un canvi de variable. En efecte amb les

notacions anteriors definim ¢ ¥)=Cy+m=2z.Com que X = ¢(Y), tindrem

Ix (@)= fy (¢71(2)) ()™ = e~ v}

e |
i=1 V 2 ¥
=[(2m)" det A]"} exp (- % (@ =m)" A1 (z - m)) .

Per a justificar aquesta darrera igualtat cal tenir en

compte que |J,, (y)| = |det C*| =
1,iA1...0, =detA. Endemés

-1
y'D7ly = (z —m)* Clz-m)=(z-m)'A (z = m).
Si la matriu A ¢és singular, direm que la llei & (m, A) és degenerada. Suposem que
elrangde Aésr < n i siguin Aj,..., A, els vectors Propis no nuls de A. Aleshores
Yori=...=Y,=0iel vector Z = (11,...,Y;) té una llei normal r-dimensional no
degenerada.
Sigui W) la matriu d’ordre n x r formada

per les r primeres columnes de la matriu
C*. Es compleix que X = Wi

Z+mien conseqiiéncia, la distribucié de probabilitat
induida per X sobre R" (X és un vector aleatori amb llei N (m, A)) estara concentrada
en la segiient varietat lineal de dimensié r

{z=Wyz4+m, zGR"}:{x:C‘y+m, z eR"}.

Analitzem el cas de dimensié 2. Sigui (X,Y) un vector aleatori amb lei normal.

Suposem que X i Y tenen lleis N (m1, o}), N (m,,
seu coeficient de correlacis. Aleshores

A= of poy0o2
poroy o2
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03) , respectivament i sigui p el

ila llei de (.X', ¥') és no degenerada si i només si |p| < 1. En aquest cas. la densitat

del vector. (X, Y') és

1 1 [(z—mz)2
201 02/1 — p? S 2(1- ) i
— — I—m2)2]
_pEmmiEom) L (g }
o) 02 o3

exp {

fixvy(z.y) =

i limit multidimen-
Acabarem el capitol amb la versié anunciada del teorema central del limit multidim

sional.

T a 13.3. Sigui {X,, n > 1} una successié de vectors aleatoris k-dimensionalls,

eorem 3. Xn, n2 onas
independents i idénticament distribuits. Posem S, = X, + ... + X,,éSu’I{)os_en:n ;1( e Lo
components de X; sén de quadrat integrable i posem E (X;) = m. (X, X,
m)*] = A. Aleshores

S5n =™ £, N(0.A),
VS

quan n tendeix a infinit.

1 k t*X,, n 2> 1} és una

14 = Sacnm  Pixem t € R*. Aleshores {t* X,,
Demostracié: Posem Y, = iy LER ores {t 2 1) e e
successio de variables aleatories independents, identicament distribuides, am J
1 variancia o
gt (t* X,) = E[t* (Xu —m)(X; —m)*t]=t"At.

. . ., . .

En conseqiiéncia, el teorema central del limit en dimensié u ens diu qu

n L
. 1 *X. —nt N(O0, t"At).
t Yn =ﬁ [;t b n m] -

n=—oQ
Per tant,

L — ekt A _ t) .
PYa ()= E[e ] = v, (1) — enoeanl)=e PN (T

n=—o0
i la funcié caracteristica de la llei
” . <’ s g de Yn convel'gelx cap a
Es a dir, la funcié caracteristica . : continuitat de B,
N (0 A), en tot punt ¢ € R* . La versié multidimensional del teorema de
. 9

H trat. -]
Lévy implica aleshores que Y, £, N(0,A)1i el teorema queda demostra

: i i . mults-
L i6 multidimensional del resultat de De Moivre ens porta a introduir la lle: mult:
a Versio m . z seva
jal. Creiem interessant presentar aquest cas particular del Teorema 13.3 per la s
nomial.

. 2
relacié amb el fonament teoric del test de la x°.
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Considerem una experiéncia aleatoria amb k resultats possibles, A;,..., Ax, de probabi-
litats py,...,pr, respectivament (EL] p; = 1). Repetim aquesta experiéncia a.leat<‘>rfa
n vegades de manera independent, i denotem per X;, i = 1,...,n a la variable aleatoria
que ens déna el nombre de vegades que s’ha produit el resultat A; en aquesta repeticié

de l'experiéncia. El vector aleatori X = (Xi,...,Xx) té una distribucié de probabilitat
discreta donada per

n! n ne
P{Xl =nl,-.-1xk=nk}=mpll...pk

1)

onn; €N, i=1,...,k i Ef,___l ni=n.

Direm que la distribucié del vector X és una multinomial amb parametres n, k, p1,...,Pk

i escriurem M (n; k, py,...,px). Observi’s que per k = 2 obtenim la llei B (n,p)onp=p,.

Les variables aleatories X;, i = 1,...,k poden expressar-se com E;’=l Xij, on X;; =
1g;; , éssent E;; I'esdeveniment “obtenir el resultat A; en la j-&ssima experiéncia”. Aixi
dones X;, i =1,...,k, és una suma de variables aleatories independents i identicament

distribuides amb valor mig igual a p;. Es facil comprovar que la matriu de variancies-
covariancies de X ésn A amb

P—p} -pip2 ... —pipk

—-P1Px —P2Pk -.. Pr—p}
Aleshores, el Teorema 13.3 estableix que el vector aleatori Y, = (Y*,..., Y. onY" =
Xi=np; . . . . . .
7"3& »t=1,...,k, convergeix en llei quan n tendeix a infinit cap a un vector aleatori
amb distribucié N (0, A).
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