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Abstract

Starting with no knowledge about what quantum computing is and how it works, this
paper will study and review the concepts needed to understand how it works, know of
what consists , know how can be compared to classical computing and come to unders-
tand how a quantum computer is programmed.

From the most basic concepts of mathematics, through the theoretical concepts of
classical computing, to the postulates that define quantum mechanics, to finally study
classical computing and applying its concepts programmed in a quantum computer.

Resum

Comencant amb un coneixement nul sobre el qué és i com funciona la computacié quan-
tica, en aquest treball s’estudiaran i repassaran els conceptes necessaris per arribar a
compendre com funciona, saber en qué consisteix, saber en queé es pot comparar amb
la computacio classica i arribar a entendre com es programa un ordinador quantic.

Des dels conceptes més basics de matematiques, passant pels conceptes teorics de
la computacié classica, fins els postulats que defineixen la mecanica quantica, per aca-
bar estudiant finalment la computacié classica i aplicant els seus conceptes programats
en un ordinador quantic.
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Introduccio

Context i motivacio

Fins fa 80 anys no existien els ordinadors, actualment hem arribat a un punt que gairebé
no en poden existir de més potents. Els transistors, 1’element principal dels ordinadors,
els hem millorat i empetitit tant que hem arribat al seu limit. Qué bé ara?

A principis del segle XX es va fundar la mecanica quantica, la ciéncia que estudia
les particules subatomiques, aquestes particules tenen comportaments molt caracteris-
tics i els cientifics han sabut veure una forma d’aprofitar aquestes caracteristiques per
aplicar-les en computacio, i han creat el segiient pas en els ordinadors, els ordinadors
quantics.

Igual que amb la computacio i els ordinadors classics, la computacio i els ordinadors
quantics avancen molt rapid. Es una tecnologia molt nova pero les grans empreses de
tecnologia hi tenen moltes esperances i hi estan invertint molt. Hi ha molts matematics,
fisics i programadors treballant amb 1’avan¢ d’aquesta nova tecnologia i cada dia surten
noves funcionalitats i millores.

Objectius

L'objectiu principal d’aquest treball és conéixer i entendre en qué consisteix la compu-
tacié quantica i quines diferencies té amb la computacié classica. La majoria d’experts
que estudien i milloren aquest nou paradigma de computacié sén del camp de la fisica
i/o de les matematiques, volem saber si realment s6n necessaris extensos coneixements
en el camp de la fisica i les matematiques per entendre la computacié quantica i pro-
gramar un ordinador quantic.

Estructura de la Memoria

+ Fonaments matematics: En el capitol de fonaments matematics s’expliquen i es
repassen els conceptes matematics més basics que es necessiten per entendre la
computacié quantica.

ii



Introduccio

Teoria de la computacié: En aquest capitol es repassa el model computacional
de la maquina de Turing i el concepte i les classes de complexitat computacional.

Preambul a la mecanica quantica: En aquest capitol es proporciona una forma
de passar de la teoria classica a la quantica mitjancant la reoria de grafs i matrius.

Mecanica quantica: En el capitol de mecanica quantica es defineix aquesta no-
va ciencia i s’expliquen els fenomens més caracteristics que necessitem per la
computacié quantica

Computacio quantica: En aquest capitol s’explica i es defineix en qué consisteix
la computacio quantica

Aplicacio de la computacié quantica amb Qiskit: Finalment a 1'altim capitol
s’utilitza el Framework de Qiskit per progrmar ordinadors quantics



Capitol 1

Fonaments matematics

Per comencar el nostre cami en el coneixement de la computacié quantica, cal que
tinguem frescos certs conceptes matematics que ens faran falta per entendre millor
com funciona.

Per aquest capitol he resumit el capitol 2.1 del llibre “Quantum Computation and
Quantum Information” [2] i els capitols 1 i 2 del llibre ”“Quantum computing for compu-
ter scientists”[3]

1.1 Nombres complexos

La computacié quantica s’aprofita dels fenomens fonamentals de la mecanica quantica i
aquesta treballa majoritariament amb nombres complexos, per tant ens sera necessari
repassar-los.

Pero, abans d’explicar un nou sistema numeric recordem els conjunts de nombres
amb els que normalment treballem:

1. Nombres positius: P={1,2,3,...}
Nombres naturals: N={0,1,2,3,...}
Nombres enters: Z={...,—-3,-2,-2,0,1,2,3,...}

Ll

Nombres racionals: Q= {%! m €Z,n €P}

5. Nombres reals: ]R:QU{...,ﬁ,...,e,...,n,...}

Cap dels anteriors sistemes poden trobar cap soluci6 valida per 1’equacié:
x*+1=0. (1.1.1)
Per aix0 utilitzarem la unitat imaginaria i:

2 =-1. (1.1.2)
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1= /1. (1.1.3)

Els multiples de 1 per un nombre real s’anomenen nombres imaginaris, per exemple,
2 X 1. Si, a més, sumem un nombre real al nombre imaginari obtindrem un nombre
complex, que és una expressié tal que:

c=a+bxi=a+b, (1.1.4)

on 4,b s6n nombres reals. La part 4 s’anomena part real de c i la part b s’anomena
part imaginaria de c. Aquesta forma de representar els nombres complexos s’anomena
forma binomica. Per operar amb els nombres complexos, ajuntem cada una de les seves

parts i les operem per separat, és a dir, la part real amb la part real i la part imaginaria
amb la part imaginaria.

Exemple d’operacions amb nombres complexos:

c1=3—1cp=1+4% (1.1.5)
c1+co=08-1)+1+4)=0B+1)+(-1+4)1=4+3. (1.1.6)

1.1.1 [L’algebra dels nombres complexes

En primer lloc definim un nombre complex com un parell ordenat de reals:

c = (ab) (1.1.7)

Per tant qualsevol nombre real es por identificar com el parell:
a= ([1,0) (1.1.8)
Per tant, els nombres imaginaris seran parells (0,b), més concretament:

i=(0,1) (1.1.9)

Les operacions de suma i multiplicacié en parells ordenats funcionen de la segiient
forma:

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 +az, by + b2) (1.1.10)

(a1,b1) x (az,bp) = (a1,b1) (az,b2) = (ayap — biby, a1by + aby)

Si utilitzem la suma i la multiplicacié podem escriure qualsevol nombre complex en
la seva forma binomica:

c=(a,b)=(a,0)+(0,b) = (a,0) 4+ (b,0) x (0,1) =a+ b (1.1.11)
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Podem veure, per tant, que les dues operacions, la multiplicacié i la suma sén com-
mutatives,

(1.1.11)
(1+c=0c+c

C1 X C)=10C X

i associatives:
(1.1.12)
(c1+c2)+c3=rc1+ (c2+¢3)

(c1 X ¢p) X3 =101 X (2 X ¢3)

A més la multiplicacié és distributiva sobre la suma,

c1 X (Cz +c3) = (Cl X ) + (c1 X C3> (1.1.12)

Els nombres reals tenen una operacié unitaria, el valor absolut, donat per:

la] = +Va2 (1.1.13)

Podem definir una generalitzacié de la operaci6 1.1.13 pel domini complex:

lc| = |a+ b1] = +Va?+ b2, (1.1.14)

aquesta qualitat s’anomena modul d’'un nombre complex. Tal com podem deduir de
I'operaci6 1.1.14:

o] = a® + 12 (1.1.15)

El parell (0,0) és la identitat de la suma, és a dir, si el sumem a qualsevol nombre
complex ens retornara com a resultat el nombre complex i el parell (1,0) és la identitat
de la multiplicacié, que multiplicat per qualsevol nombre complex tindra com a resultat
el nombre complex.

C és un cos, és un sistema algebraic en el que és possible efectuar la suma, resta,
multiplicaci6 i divisié (llevat de la divisié per 0), i en el qual se satisfan certes lleis.
Un cos que té solucions per qualsevol de les seves equacions polinomiques s’anomena
algebraicament complert, aixi doncs, C és un cos algebraicament complert.

L'operacid de canvi de signe te un rol crucial en el domini dels nombres complexos,
tenim dos nombres reals units a un nombre complex, per tant tenim tres formes de
canviar de signe: canviar la part real, la part imaginaria o les dues.

Per canviar el signe a ambdues parts hem de multiplicar el nombre complex per el
nombre -1 = (-1,0). Per altre banda, canviar el signe tan sols a la part imaginaria és
conegut com a conjugacio, ja que si tenim ¢ = a + bi el seu conjugat és ¢ = ¢* =
a — bi.
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Propietats de la conjugacio:

G+m =0+ (1.1.16)
€1 X C) =11 XC (1.1.17)
cxt=|c)? (1.1.18)

Per referir-nos als conjugats d’'un nombre complex utilitzarem les notacions ¢ i c¢*
indistintament.

1.1.2 La geometria dels nombres complexes

Anteriorment hem aprés que un nombre complex és un parell de nombres reals, aquesta
parella de reals es pot representar com a punts del pla o, de forma equivalent, com a
vectors que comencen des de l'origen i que apunten cap a aquest punt. El pla real
que coneixem esta format per 'eix x i ’eix y, per representar els nombres complexes
utilitzarem el pla complex o d’Argand, on la part real la representarem a 1’eix x, eix
real, i la part imaginaria a l’eix y, eix imaginari. Per tant el modul definit anteriorment
no deixa de ser la longitud del vector.

3+ 4

Figura 1.1: Representaci6 del vector 3+41 en el pla complex

Els vectors de nombres complexes es poden sumar utilitzant la regla del paral-lelogram,

que és una regla practica per a sumar graficament vectors, segons la qual la suma a +
b de dos vectors a i b, no paral-lels i amb 1’origen comd, és el vector que té el mateix
origen comu i que és determinat per la diagonal corresponent del paral-lelogram que
els vectors a i b determinen. La resta és el mateix que la suma negant el vector que es
resta, i el vector negat d’un vector, és aquell amb la mateixa longitud i direccié oposada.

Si tenim el modul d’un nombre complex i volem dibuixar el triangle que forma ne-
cessitem 1’angle amb 1’origen, per tant per determinar un nombre complex de forma
Unica necessitem el modul i I’angle. Tenint en compte I’anterior afirmacid:
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(a,b) = (p,0) (1.1.19)

p =1/ (a?+1?) (1.1.20)
_ -1(4

6 = tan (b) (1.1.21)

La representacié del nombre complex com (p,f), s’anomena notacié polar. Podem
passar de notacié cartesiana a polar de la segiient forma:

a = pcos (0) (1.1.22)
b = psin (0) (1.1.23)

Existeix una quarta forma de representar els nombres complexes, es la notacio
exponencial, es basa en la formula d’Euler,

el = cos(*)+ isin(f). (1.1.24)

i és de la segiient forma:

c = ¢ (1.1.25)

I per altim la multiplicacid, per poder multiplicar dos nombres complexes en notacié
polar cal multiplicar les seves magnituds i sumar les seves fases:

(p1,61) X (p2,62) = (102,01 + 62) (1.1.26)

Implicitament hem aprés un fet important: la multiplicacié en el domini complex té
alguna cosa a veure amb les rotacions del pla complex.

1.2 Algebra lineal

L'algebra lineal és 1’estudi d’espais vectorials i d’operacions lineals en aquests espais.
Una bona comprensié de la mecanica quantica es basa en una comprensio solida de
I’algebra lineal elemental.

Els elements que formen un espai vectorial son els vectors, 1’espai vectorial que més
ens interessa és C", que és ’espai de totes les n-pla (seqiiencies o llistes ordenades de
n objectes) de nombres complexos, (z1,...,2z,).

Per tal de de veure amb claredat quin tipus d’estructura té aquest conjunt, exami-
nem detingudament un exemple concret: el conjunt de vectors de longitud 4. Deno-
tarem aquest conjunt com a C*=CxCxCxC, on cada vector és una n-pla de quatre
nombres complexes. Dos elements de C* podrien ser:



6 Fonaments matematics

6—41 16 — 2.31
_ 7431 _ =71
V=142-81, | W= 6 (1.2.1)
—31 —41

Cada un dels nombres complexes del vector és un element o una entrada del vector,
que la podem denominar com, prenent com exemple el vector V, V[j], per exemple, V[0]
= 6 — 41. Podem sumar els dos vectors de I’equaci6 1.2 de forma que V+W € C*, sumant
els seus elements respectivament:

641 16 — 2.31 (6 —41) + (16 — 2.31) 2 1.7
7+3% ~71 B (7 +31) + (=71) R

a2-81 | " 6 = | @2-swm+) |~ |102-81 | 22
- 4 (=31) + (—41) 7

Aquesta operacié equival a (V + W) [j] = V[j] + W[j]. La suma és commutativa, V
+ W =W + V, i associativa, si afegim un vector X, (V + W) + X =V + (W + X). També
contem amb un vector distingit, el vector zero,

(1.2.3)

o o o o

que satisfa la segiient propietat: per tots els vectors V ¢ C* es compleix que, V +
0 =V =0 + V. Tot vector té el seu invers o negatiu, agafem el vector V indicat a
I'equaci6 1.2 :

—6+41
-7 —-31
V= —42+8.11 (1.2.4)

31

A més Ve C* Per tot vector pertanyent a ct aquest té un invers que complex
V+(—V)=(—V)+V = 0.

El conjunt C* amb la suma, les operacions inverses, i el zero, formen una grup
Abelia. Un grup és una estructura formada per un conjunt, X, sobre el qual s’ha definit
una operacio, *, pels seus elements que té la propietat associativa, té un element neutre
iun invers. Sil’operacié a més té la propietat commutativa sera un grup abelia.

En el conjunt C* també tenim l'operacié de multiplicacié per un escalar, que tal
com diu el nom és la multiplicacié d’un nombre complex per un vector complex, per
realitzar-la multiplicarem 1’escalar per cada entrada del vector:
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6+ 3 12+ 21
0+0: | | 040

B+20 | 5110 | = | 13413 (1.2.5)
4 1248

La multiplicacié escalar satisfa les seglients propietats per tots els escalars c1, ¢y, c3 €
C iper tots els vectors V, W € C4,

1.1. V=V

N

. C1-(C2'V):(C1><C2)'V
3.¢c-(V+W)=c-V4+c-W

o~

(e1+c) V=c V4V

Un grup abelia amb multiplicacié escalar que satisfaci les anteriors propietats s’a-
nomena espai vectorial complex.

Tot el que hem vist per I’espai C* es compleix pels espais C".

En mecanica quantica, els vectors en un espai vectorial s’expressen de la segiient
forma:

| @) (1.2.6)

on ¢ és el nom del vector i | > , que s’anomena notacid de Dirac o bra-ket, ens indica
que l'objecte és un vector. A l’equaci6l.2.6 veiem el que s’anomena ket, pero també
tenim el bra (- |, veurem el seu significat a 1’apartat 1.2.4 producte escalar. A partir
d’ara utilitzarem aquesta notacié per referir-nos als vectors.

1.2.1 Bases dels espais vectorials

Un vector | v) es diu que és combinacié lineal d’un conjunt de vectors A = | vq), ... ,
| vn), si existeix una manera d’expressar-lo com a suma de part o tots els vectors de A
multiplicats cadascun per un coeficient escalar aq,ay,as,...,a, de manera que:

o) =) aj| v;) (1.2.7)
i=1

Un conjunt generador per a un espai vectorial és un conjunt de vectors | v1), ... ,
| v,), de manera que qualsevol vector | v) de l'espai vectorial es pot escriure com una
combinaci6 lineal de vectors d’aquest conjunt. Per exemple, un conjunt generador per
1’espai vectorial C? seria el conjunt:

1

=g e =)}

} (1.2.8)
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ja que qualsevol vector | v) de C? es por expressar com | v) = aj| v1) + aa| v2).
Direm doncs que | v1) i | v2) generen ’espai vectorial C2. Un espai vectorial, normal-
ment, té diferents conjunts generadors.

Direm que un conjunt de vectors A = |v1), ... , | v;) és linearment dependent
si existeix un conjunt de nombres complexes a1,4,4a3,...,4, , on com a minim un dels
valors del conjunt sigui diferent a 0, que faci que el resultat de la seva combinacio lineal
sigui zero:

a1 |v1) + az| va) + - +ay| vy) =0 (1.2.9)

Si no existeix cap conjunt de nombres que compleixi aquesta condicid, voldra dir
que A és linearment independent, és a dir, que cap dels seus vectors es pot escriure
com a combinacié lineal dels altres.

Tenint en compte tot el que hem apres anteriorment, un conjunt de vectors A sera
base d’un espai vectorial, si A és linealment independent i genera de forma Unica 1'espai
vectorial, és a dir, que tots els vectors d’aquest espai vectorial es poden escriure com a
combinacié lineal del conjunt A.

La dimensioé d'un espai vectorial sera el nombre de vectors de la base de 1’espai
vectorial.

1.2.2 Matrius

Repassem les operacions amb matrius ja que son una part que utilitzarem al llarg del
document. La nostre matriu:

€0,0 €o,1 ‘.- Con—1
€1,0 €11 ‘e Cln—1
M = . . . . (1.2.10)
Cm-10 Cm-11 --- Cm—1n-1

1. Matriu multiplicada per un escalar, per obtenir-la hem de multiplicar cada ele-
ment de la matriu per el nombre:

¢ X Co0 C XCpa . ¢ XCon-1
c X 10 c X1 Ce C X C1,n-1
M-c = , _ , , (1.2.11)
C XCp—10 € XCp—11 --- € XCp—1n—1

2. Matriu inversa, per obtenir-la hem d’invertir cada element de la matriu:

—€0,0 —C0,1 e —C0,n—-1

—C1,0 —C11 —C1,n-1
M= . . ) . (1.2.12)

—Cm-1,0 —Cm-11 --- “Cm—-1n-1
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3. Matriu transposada, per obtenir-la hem de permutar les files i les columnes de la
matriu:

€0,0 €1,0 e Cm—1,0
T €o,1 €11 .- Cm—11
M = . . . . (1.2.13)
con-1 Cln-1 --- Cm—1n-1

4. Matriu conjugada, per obtenir-la hem d’obtenir el conjugat de cada element de
la matriu:

€0,0 €o,1 ‘e Con—1
— €1,0 €1,1 ‘e C1,n—1
M= . . . (1.2.14)
Cm-10 Cm-11 -+ Cm—1n-1

5. Matriu conjugada transposada, per obtenir-la combinarem la transposada i la

conjugada:
€0,0 €1,0 Cm—1,0
R C C e Ci—
T 0,1 11 m—1,1
(M) = MT=M"= : S . (1.2.15)
con-1 Cln-1 --- Cm—1mn-1

6. Multiplicacié d’una matriu per un vector, multipliquem cada element de cada
fila pel vector, respectivament:

nae) (0 g ) [V]=[@rd]

7. Multiplicacié de matrius per matrius, multipliquem cada element d’una fila de
la primera matriu per cada element d’'una columna de la segona matriu respecti-

vament:
a b\ (w x\_ (aw+by ax+bz (1.2.16)
c d y z cw+dy cx+dz
8. Determinant d’una matriu quadrada, és el nimero associat a una matriu i el
calcul depén del ordre de la matriu:

Matriu d’ordre 2, 2x2:

a b
B = ( o d ) (1.2.17)

‘ = ad — bc (1.2.18)
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Matriu d’ordre 3, 3x3, Regla de Sarrus:

a1 412 413
C=| an ax a3
a31 a3 4ass

(1.2.19)

a1 d12 413
det (C) = | ay1 ax a3 | = 411420033 + 21432013 + A12423031 — (43120013 + A32a23411 + A2112433)
asz; 4dszx 4as3

(1.2.20)

Les matrius quadrades C™" s6n elements importants per la computacié quantica. Els
elements C" sén la forma de descriure els estats quantics i alguns elements C"*" cor-
responen als canvis d’estat d’un sistema quantic. Tenint un estat X pertanyent a C"
i una matriu A pertanyent a C"™" podem formar un altre estat del sistema A-X € C".
Formalment ho escriurem com C™" x C" — C".

1.2.3 Aplicacions lineals

Una aplicacio6 entre dos conjunts A i B és una regla que permet assignar a cada element
d’A, un de B. Una aplicacié lineal entre els espais vectorials V i W es defineix per ser
qualsevol funcié A: V— W que és lineal en les seves entrades:

A <Zﬂi| Ui>> = ZﬂiA(| Ul‘)) (1.2.21)

Les aplicacions lineals més importants de qualsevol espai vectorial sén la identitat
I,, I,| v) = | v) per qualsevol vector | v) i la zero, que anotem com a 0 i transforma tots
els vectors al vector zero 0] v) = 0.

Una forma més senzilla d’entendre una aplicaci6 lineal és per la seva representacio
matricial. Una matriu A € C"" és en definitiva una aplicacio lineal que transforma els
vectors de I’espai vectorial C" a C™ a partir de la multiplicacié d’A per un vector de C".

1.2.4 Producte escalar
El producte escalar és una funcié que pren dos vectors | v) i | w) d’un espai vectori-

al i produeix un resultat en forma de nimero complex. Aquesta funcié compleix les
segients condicions:
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1. Es linear pel segon argument:

<| 0), L Ail wi) ) =Y A o) | w))
1 1

2. (o), [w) = (|w),|v))

3. (|v),|v)) >0,sera0si|v) =0

Un espai vectorial amb 1’operacié de producte escalar s’anomena espai prehilber-
tia, que en els espais vectorials finits, que son amb els que treballem, sera el mateix
que I'espai de Hilbert. En mecanica quantica anotarem el producte escalar amb la
notacié bra-ket (- | -), si tenim els vectors | v) i | w) el seu producte escalar sera (v | w)
on <v| , el bra, s’utilitza per anotar el vector dual de | v),- el dual és una aplicacio linear

des de l'espai prehilbertia als nimeros complexos, definida pel producte escalar, més
endavant en aquest capitol el definirem de forma més concreta.

Dos vectors seran ortogonals, perpendiculars, si el seu producte escalar és zero.
Definirem la norma d’un vector | v) com:

o) || =4/(v]|v) (1.2.22)
Si||| v) || = 1 voldra dir que el vector | v) és un vector unitari o que esta normalit-
zat, per normalitzar un vector hem de dividir el vector per la seva norma. Un conjunt

de vectors V={vq,vy,...,v,_1} sera ortonormal si els vectors diferents del conjunt sén
ortogonals, és a dir, <vi ] v]-> = 0 peri # j i tots els vectors del conjunt son unitaris.

1.2.5 Vector propi i valor propi

Si per una matriu C™" A existeix un nombre complex ¢ i un vector complex V # 0 que
compleixi:

AV =cV (1.2.23)

llavors c sera el valor propi d’A i V sera el vector propi d’A associat amb c.

() ()-(3) (1)

Per trobar els valors propis d’una matriu s’utilitza I’equacioé caracteristica,

Per exemple:

det| A — AI| =0 (1.2.25)

on A és una variable desconeguda, I és la matriu identitat i det és el determinant de
la matriu A — AL
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Per tant, si A és una aplicacié lineal, els vectors propis d’aquesta aplicacié sén
aquells que, o no els afecta la transformacié o el resultat és el mateix vector multi-
plicat per un escalar, si resulta ser la segona opcid 1’escalar que multipliqui aquest
vector sera el valor propi de 1’aplicacio lineal. Si ¢y és un valor propi d’A i Vy un vector
propi corresponent a ¢, llavors tenim que per qualsevol ¢c € C:

A (CVO) = CAVO = CCQV(): Co (CVQ) ’ (1.2.26)

podem veure doncs, que cV, també és un vector propi d’A pel valor propi cy. Tenint
en compte aix0, un espai propi sera l’espai format per tots els vectors propis del mateix
valor propi, i sera un subespai vectorial del espai on actua A.

1.2.6 Hermitic i matrius

Una aplicacié lineal A en un espai Hilbert V, té una aplicacié lineal tnica At a V que
per tots els vectors | v), | w) € V compleix:

(o), Al w)) = (4%]0), | w)) (1.2.27)

Aquesta aplicaci¢ lineal es coneix com l’adjunt d’A. Si prenem la forma matricial de
I’aplicacié lineal A, el que fem és transformar A en la seva matriu conjugada transposada
AT, si resulta que A = A’ llavors la matriu és hermitica i ’aplicacié que representa
s’anomena operador autoadjunt.

Si una matriu és hermitica els seus valors propis seran reals R i els vectors propis
dels valors propis seran ortogonals.

Una matriu U sera unitaria si:

utu=uut=1 (1.2.28)

. s\ . . / .
La matriu unitaria U preserva el producte escalar i la norma, per qualsevol V,V € €

uvuv'y= (v|v)

[fuvy | =vuviuvy = J{vViv)=||V) [1.2.29

Si tenim un conjunt de vectors de longitud u que forma una bola al voltant de 1’ori-
gen tindrem una esfera unitaria, si V forma part d’aquest conjunt UV també, d’alguna
manera el que fara U sera rotar I’esfera unitaria.

Si U és una matriu unitaria i UV = V’, podem formar facilment U, si multipli-
quem U per les dos bandes de I’equacié obtenim UTUV = UV’ que és el mateix que
IV =V = U"V/, la importancia d’aixd és que l'accié que realitza Ut és anular I'accié
que ha realitzat U sobre V i retorna a V, aixo ho fa reversible i aquesta acci6 sera im-
portant més endavant.
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1.2.7 Producte tensorial
El producte tensorial és un métode per combinar espais vectorials. Si tenim dos espais
vectorials V i W denotarem el producte tensorial entre ells com V ® W i el generarem
amb un conjunt de combinacions lineals de productes tensorials de tots els seus vectors:
co(|o1) @w))+ c2(|v2) @[ wa)) + - +cpo1 (| vpo1) @ | Wp_1)) (1.2.30)
on | v) s6n elements de V i | w) elements de W. En particular, si | i) i | j) son bases
ortonormals per els espais V i W llavors | i) ® | j) sera una base per V ® W. També po-
dem anotar el producte tensorial entre dos vectors | v) ® | w) com: |v)| w), |v,w) o | vw).

El producte tensorial satisfa les seglients propietats:

1. Per un escalar qualsevol z i elements | v) de Vi| w) de W :

2(0) @ |w) = (2l 0) @ | w) = | ) ® (2] w)) (12.31)

1. Per qualsevol | v1) i|vp) deV i|w)de W:

(o) + [02))® |w) = [01) @ |w)+ | v2) ® |w) (1.2.32)

1. Sitenim | v) com a vector deV, | w) com a vector de W i A i B com a aplicacions
lineals de V i W respectivament, podem definir A ® BaV ® W com:

(A®B) (|v)®|w)) =A|v)® B|w) (1.2.33)

El calcul del producte tensorial de dos vector sera doncs:

bo agpbo

ap | by agby

| by | apby

[ bo ] a1by

ap ho aq 121 ﬂ1Zl

a1 2 ai102
o ® Zl = by ] = | a0 (1.2.34)

a3 z ay | b axby

| Dy | azby

[ bo | azbg

az | b azby

L L b | | a3by |

Per tant, la dimensié de V ® W sera la dimensi6 de V tantes vegades com la
dimensi6 de W.
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El producte tensorial de dos matrius A i B sera:

(1.2.38)
A B ApB ... Ay,B
A21B AZZB . Aan
ARQB = . . .
AmB AmwB ... AumB

Una notacié molt util en productes tensorials és | v>®k que simbolitza el producte
tensorial de | v) amb ell mateix k vegades.



Capitol 2

Teoria de la computacio

La teoria de la computacio és una branca de les ciéncies de la computacié que busca
determinar que pot ser i queé no pot ser computat, amb quina rapidesa, amb quanta
memoria i amb quin tipus de model de computacié.

En aquest capitol tractarem dos de les tres branques de la teoria de la computacid,
la teoria de la computabilitat i la teoria de la complexitat computacional, ja que ens
sera necessari tenir-les fresques per seguir endavant amb 1’estudi de la computacié
quantica. Tot i aixi com que son temes molt extensos tan sols tocarem el que necessitem
per tirar endavant.

Algoritme: procediment de calcul que consisteix a acomplir un seguit ordenat i
limitat d’instruccions que condueix, un cop especificades les dades, a la solucio que el
problema geneéric en qiiestio té per a les dades considerades .

Per aquest capitol he resumit el capitol 3 del llibre "Quantum Computation and
Quantum Information” [2] i els capitols 1 i 8 del llibre ”Algorismia comentada”[1]

2.1 Teoria de la computabilitat

La teoria de la computabilitat estudia quins problemes sén computables i quins no. Els
problemes computables, de forma basica, sén aquells pels que existeix com a minim un
algoritme que pot resoldre’ls. El model de computacié més utilitzat per determinar si
un problema és computable o no és la maquina de Turing.

2.1.1 La maquina de Turing

Es un model computacional introduit per Alan Turing, en el treball "On computable
numbers, with an application to the Entscheidungsproblem", que estudiava el repte
que va plantejar el matematic David Hilbert, en el que formulava la pregunta de si les
matematiques eren decidibles, és a dir, si existia algun métode que es pogués aplicar a
qualsevol sentencia matematica i indiques si és certa o falsa. En aquest treball Turing
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va demostrar que existien problemes que la maquina no podia resoldre, aixo significava
que les matematiques no eren decidibles, pero a més, al llarg d’aquest estudi va establir
les bases per a la teoria moderna dels algorismes i, per tant, per a la teoria moderna de
la informatica.

La maquina de Turing la formen quatre elements:

1. Una cinta que es pot estendre de forma infinita en una direcci6, que actua com
una memoria d’ordinador, dividida per cel-les contigiies numerades. Cada cel-la
contindra un simbol d’un alfabet finit, T'.

2. Un capcal, que apunta a una cel-la de la cinta i és capac¢ de llegir i escriure el
simbol de la cel-la i moure’s cel-la a cel-la per la cinta.

3. Un registre d’estat que guarda l’estat intern de la maquina, que sera un estat
del conjunt d’estats finits possibles de la maquina gy, ..., q,. A part dels estats del
conjunt d’estats, tenim dos estats destacats, I’estat g; que és I’estat inicial i I’estat
qn que és l'estat d’aturada, l'estat final.

4. Un programa o taula finita d’instruccions, que és un conjunt de funcions de tran-
sicié expressades com a tuples, que segons 1’estat intern actual i el simbol de la
cel-la de la cinta indicaran que ha de fer la maquina.

Formalment una maquina de Turing la podem expressar de forma simplificada com:

(%,T,Q,6) (2.1.1)

on:
X = input Q = conjunt d’estats {q1,...,qu} I' = alfabet {s;,...,sm}
J = funcié de transici6 = Q x I' - Q XTI x {L,R} on L és un moviment a

I’esquerra i R és el moviment a la dreta. També la podem expressar com a tupla de
la segiient forma:

(qi,51, 95,51, d)

Es a dir, si tenim com a estat intern l'estat g; i la cel-la a la que ens trobem conté el
simbol s;, canviarem 1’estat intern a g, el simbol pel sj i ens mourem d que sera dreta o
esquerre.
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Registre

Programa Slacrsse

Capeal

Si Sk S, Sj Si S S Sk Sj Sj

Figura 2.1: Representacié grafica de la maquina de Turing

Per exemple, si tenim una maquina de Turing M amb: I' = 0,1, (blanc) , t>(per marcar ['mici de la cinta),
Q ={q1, 92, 93,9s,qn}, -1 = esquerre, 1 = dreta, 0 no moure’s, £ = 01010 i tenim el
seglient programa:

1: (gs,>,q1,>,1)
2: (q1,0,41,b,1)
3: (q1,1,q1,b,1)
4: (q1,b,q2,b,-1)
5: (q2,b,q2,b,-1)
6: (q2,>,93,>,1)

7: <Q3, b, I, 1,0>

Al iniciar al programa ens trobem a I’estat gs que és 'inicial i el capgal es troba a la
cel-la 0, a la taula 3.1.1 es mostra 1’execucié d’aquest programa per la entrada X,
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_ Linia del
5 Estat intern

programa
s 1
e q1 2
& 1 3
& 1 2
&= 1 3
&= q1 4
& 4z 5
& qz 5
&= 4z 5
&= 4z 5
4z 6
q3 7
dn -

Figura 2.2: Exemple d’execucié de la maquina de Turing M amb l’estrada X. Les
cel-les blaves ens indiquen on es troba el capg¢al i I’'ultima columna ens mostra la linia
del programa que s’executara per aquell estat de la maquina.

Com podem veure a figura 2.2 el que fa aquesta maquina M és f(x) = 1. Aquesta
operacio és senzilla, pero amb la maquina de Turing podem simular totes les operaci-
ons que realitza un ordinador modern, de fet els ordinadors quantics poden computar
la mateixa classe de funcions que son computables per la maquina de Turing, 1'inica
diferencia és l'eficiéncia en la computacio.

“La classe de funcions computables per una maquina de Turing correspon exacta-
ment a la classe de funcions que naturalment considerariem computables per un algo-
risme.” - La tesis de Church-Turing -

Hi ha moltes variants de la maquina de Turing basica, podem tenir maquines de Tu-
ring amb diferents cintes, com per exemple, amb dos cintes o amb cintes de més d’una
dimensio, pero totes les diferents versions de les maquina de Turing podran computar
les mateixa classe de funcions. Podem simular una maquina de Turing de dos cintes en
una maquina de Turing d’una sola cinta, de fet existeix una maquina de Turing que pot
simular totes les maquines de Turing, que és la maquina de Turing universal, aques-
ta maquina rep com a entrada la descripcié de la maquina a simular i el contingut a
computar, pero no canvia la classe de funcions computables, ni tampoc canviaria si
introduim aleatorietat.
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Si tornem a l'inici, amb el repte que va portar a la creacié d’aquest treball, Turing
havia demostrat que hi havia problemes de decisio, problemes que tenen com a resposta
si-no, que la maquina de Turnig no podia resoldre, aixo volia dir que hi havia problemes
indecidibles, problemes de decisié que eren molt dificils de resoldre, tant que no es
podien resoldre amb un algoritme.

2.2 Teoria de la complexitat computacional

La teoria de la complexitat computacional investiga el temps, la memoria i altres recur-
sos requerits per solucionar problemes computacionals.

2.2.1 Quantificacio de recursos computacionals. Notacio asimp-
totica.

Per comprendre un problema computacional, volem una forma de quantificar els recur-
sos a utilitzar independent dels canvis relativament trivials del model computacional.
Una de les eines que s’ha desenvolupat per fer-ho és la notacié asimptotica, que s’uti-
litza per resumir el comportament essencial d’una funcid.

Pero abans d’entrar en la notacié asimptotica, hem de saber quins son els recursos
computacionals. Com hem explicat anteriorment un problema computacional té, com
a minim, un algorisme associat, per tant el que farem sera estudiar el seu algorisme, i
més concretament els recursos que utilitza. Normalment el recursos més estudiats son
I'espai i el temps.

Per poder mesurar el temps que triga un algorisme a donar una soluci6é a partir
d’unes dades, ens cal de[U+FB01]nir primer: la mida de les dades, i el temps d'un algo-
risme per una entrada de mida »n (dades = dades d’entrada = entrada). La mida d’'una
entrada sera un nombre enter positiu, és a dir, una entrada concreta x , tindra una
mida n. Per tant, agruparem les possibles entrades d'un algoritme per la seva mida.
De[U+FB01]nim el temps d’un algorisme per una entrada com si només depengués de
la mida d’aquesta entrada, per tant, el temps que triga un algorisme per una entrada x
el podem descriure com el maxim de totes les entrades amb aquella mateixa mida (el
temps de la resposta que més triga). Descrivim el cas pitjor d'un algorisme com el cas
en el que I'entrada es triga més a respondre d’entre totes les entrades d’una mateixa
mida. Sempre que parlem del cas pitjor, parlarem dels valors de 1’entrada. El cas pitjor
es produeix quan els valors de ’entrada compleixen certes condicions, no podem recor-
rer a la mida de les dades per identi[U+FBO01]car €l cas pitjor, cal identi[U+FB01]car els
casos per un mida qualsevol, per totes les mides. Els valors de I’entrada pel cas pitjor
compleixen alguna propietat i és aquesta, la que identi[U+FBO01]ca el cas. Per altra
banda, I’analisi de 'e[U+FB01]ciéncia espacial pot ser realitzat de manera paral-lela al
temporal.

La notaci6 asimptotica utilitza les segiients 3 eines:
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1. La gran O. O(g(n)) “o de g de n”. Donades f = f(n)ig = g(n), es diu
que la funcié f pertany al conjunt O(g) si quan # es fa molt gran, f no creix més
rapidament que g.

2. O zeta. m(g(n)) "zeta de g de n”. Donades f = f(n)ig = g(n), es diu que la
funcié f pertany al conjunt ©(g) si quan n es fa molt gran, f creix com g.

3. Omega. Q(g(n)) "omega de g de n”. Donades f = f(n)ig = g(n), es diu
que la funcié f pertany al conjunt Q)(g) si quan n es fa molt gran, f no creix més
lentament que g.

0O, ©, o () com a tals, sense parentesis, sén col-leccions de conjunts. Per l'estu-
di de l'eficiencia dels algoritmes, utilitzarem els conjunts ® sempre que puguem per
I’e[U+FB01]ciencia temporal i espacial, per I'’e[U+FBO01]ciéncia temporal si no podem
a[U+FB01]tar amb prou precisié el seu temps, podem utilitzar els conjunts O i per l'es-
pacial tant la O com el (). Per qualsevol algorisme tindrem que el temps que triga a
obtenir una sortida a partir d’'una entrada de mida », pertanyera a alguna © (f (n)) . Per
exemple, si tenim un algorisme que no te en compte 1’entrada, tindra un creixement de
©(1). En bucles, per exemple:

1. for(i=0;i<n;i++){} i for(i=0;i<n;i = i + 4). Tindran una complexitat d’O(n).

2. for(i=1;i<n;i = i * 2). Tindra una complexitat de O(log n)

La poténcia de ’exponent de les funcions polinomiques ens revela el nivell d’aniua-
ment dels bucles, és a dir, si un algorisme té complexitat @ (nz) voldra dir que té un
bucle dins d’un bucle, i si te complexitat ® (n3) voldra dir que té un bucle dins d’un
bucle dins d’un altre bucle. (?2?)

2.2.2 Classes de complexitat computacional.

Una de les preguntes més importants sobre un problema computacional és quin temps
i quins recursos requereix per la seva computacio, i aixo és al que es respon quan s’es-
tudia la complexitat computacional d’un algoritme. Té la finalitat de trobar 1’algoritme
més optim per resoldre un problema, tot i aixi hi ha problemes complexes, problemes
pels quals no existeix cap algoritme per resoldre’ls en temps satisfactoris. Aixi doncs,
s’han classificat els problemes computacionals, més concretament els problemes deci-
sionals, aquells problemes computacionals que tenen com a resultat cert o fals, si o no,
0 o 1, per classes segons la seva complexitat temporal.

En primer lloc tenim la classe de problemes P, que son el conjunt de problemes de-
cisionals decidibles en temps polinomic, és a dir, un problema decisional pertany a la
classe P si es pot implementar un algorisme polinomic que, davant una instancia qual-
sevol del problema, ens doni com a sortida la solucié del problema. La segiient classe de
problemes decisionals és I'NP que sén el conjunt de problemes decisionals decidibles
en temps polindmic indeterminista, és a dir, si un problema decisional pertany a la clas-
se NP llavors es pot implementar un algorisme polinomic que, per qualsevol instancia
positiva del problema, la sortida de I’algorisme sigui 1, i si la solucié del problema és
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0, llavors la sortida de I’algorisme no es coneixera. Els problemes de la classe NP, ens
donaran respostes polinomiques a instancies positives, per tant un problema sera NP
si quan tenim una solucié podem comprovar, en un temps polinomic, que efectivament
és una solucié. La segiient classe és la NP-dur (NP-hard), pero abans necessitem la
seglient definicié:

Reduccié Polinomica. Donats els problemes decisionals L C Ei L’ E’, diem
que un algorisme polinomic R : E — E’ és una reduccid polindmica de L Eal' C
E',siquan x € L = R(x) € L,ialainversa, que quan R(x) € L' = x € L.

c
-

On L és el conjunt de les instancies possibles d’entrada al problema que ens retorna
cert, o sigui, el conjunt de les veritats i E és el conjunt total d’instancies del problema,
L C E ésun problema decisional i x és una instancia.

Per tant, un problema és NP-dur si qualsevol problema NP es pot reduir a ell. Es a
dir, és tant o més dificil que qualsevol problema NP. Els problemes NP-durs sén alguns
dels problemes d’NP que no estan a P, pero poden no pertanyer a NP. I per ultim
la classe NP-complet, els problemes d’aquesta classe son aquells que sén NP-durs i
pertanyen a NP.
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Capitol 3

Preambul a l1a mecanica
quantica

Per aquest capitol he resumit el capitol 3 del llibre "Quantum computing for computer
scientists”[3]en ell proporcionen una forma de passar de la de la teoria classica a la
quantica mitjancant la teoria del grafs i les matrius que ho fa bastant entenedor.

Si tenim un sistema determinista classic, en el qual totes les entrades tenen una
sortida determinada no lligada a ’atzar, el podem representar amb un graf dirigit sense
pesos. Si tenim aquest estat pel nostre sistema X = [11,35,1,8,9] T'j sabem la dinamica
del sistema, és a dir, com canvia, el podem representar amb un graf dirigit de la segiient
forma:

Figura 3.1: Graf dirigit pel sistema X

i també el podem representar amb la seva matriu d’adjaceéncies:

23



24 Preambul a la mecanica quantica

0 0 00 01
1 0 01 00O
M= 2 0 001 0 |01
3 1 00 00
4 01 000

Si realitzem la segiient operacid, obtenim el segiient estat del sistema:

0 00 01 11 9
0 01 00 35 1
MX=| 0 0 0 1 O 1 | = 8 | =Y
1 00 00 8 11
01000 9 35
(3.0.2)

La mecanica quantica treballa de la mateixa manera, els estats del sistema es repre-
senten per vectors columna i la dinamica del sistema es representa amb matrius. A més
si tenim dues o més matrius que afecten al nostre estat del sistema, aplicant el resultat
del producte entre elles sera com si haguéssim aplicat una darrere de l'altre.

Tot i aixi en la mecanica quantica existeix un inherent indeterminaci6 en el coneixe-
ment del estat fisic i, a més, els estats canvien segons les lleis de la probabilitat, és a dir,
que l’evolucié del sistema ve donada per la probabilitat de que un estat es transformi
en un altre.

Aixi doncs passem a parlar de sistemes probabilistics. Imaginem que tenim una bala
de vidre i ’estat del sistema ens indica quina probabilitat té de trobar-se a cada vértex
del graf, X = [%, %, %] un sistema d’aquest tipus es representaria amb un graf amb
pesos,
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g
o

Figura 3.2: Graf dirigit pel sistema X

en aquest cas la nostre matriu d’adjacéncies seria:

Q=N O =
O o=l

WINWI— O

(3.0.3)

Igual que l'anterior exemple, per coneixer el seglient estat hauriem de realitzar el pro-
ducte MX.

Ara bé, el sistemes quantics difereixen a aquests sistemes en que les probabilitats no
s’expressen en nombres racionals, sind que s’expressen en nombres complexes, aquesta
diferencia comporta un canvi molt important, i és que els nombres complexes al sumar-
se poden anular-se entre ells i disminuir les probabilitats, per exemple, si tenim ¢; =
5+ 3iicy = —3 — 2i, la probabilitat ens la donaria el seu modul al quadrat, aixi que,
le1]* = 341 |co|* = 13 i si sumem ¢; + ¢; = 2+ i que el seu modul és [2 4> = 5,5 és
menor que els moduls de ¢ i ¢;. El fet que els nombres complexos es puguin anul-lar els
uns als altres quan se sumen té un significat fisic ben definit en la mecanica quantica. Es
coneix com a interferencia i és un dels conceptes més importants de la teoria quantica
que veurem més endavant.
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Capitol 4
Mecanica quantica

La mecanica quantica és la ciéncia que estudia el comportament i les caracteristiques
dels sistemes fisics microscopics i les particules microscopiques. Va ser fundada a
principis del segle XX per tal d’explicar diversos resultats experimentals de fenomens
d’origen microscopic que no es podien entendre amb la fisica classica.

Per aquest capitol he resumit el capitol 2.2 del llibre “Quantum Computation and
Quantum Information” [2] i el capitol 4 del llibre ”"Quantum computing for computer
scientists”[3]

4.1 Experiments importants en la mecanica quantica

Per explicar alguns dels fenomens de la mecanica quantica utilitzarem alguns dels ex-
periments més importants que van treure a la llum comportaments de les particules
inexplicables amb els metodes classics.

4.1.1 Experiment de Stern-Gerlach i I’espin

Per definir el gir d’'un cos sobre un altre o sobre si mateix utilitzem la magnitud de
moment angular, que depen de la massa del cos, de la seva distribucid respecte 1'eix i
de la velocitat de gir.

=7 xm7T (4.1.1)
-,

On, L és el moment angular,
-

és el vector posicio del cos respecte el un punt O i

m- 7 és la massa del cos pel vector de velocitat.

Durant la segona decada del segle XX el cientifics es van qiiestionar si I’electrd, a
més del moment angular orbital al voltant de 1’atom, podria tenir un moment angular
intrinsec, és a dir, sobre el seu propi eix, igual que la Terra que orbita al voltant del sol
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i sobre si mateixa a la vegada. Aquesta qiiestié va sorgir I'any 1925 per 1'observacio
de certes anomalies a 1’espectre de l’electré per part dels fisics George Uhlenbeck i
Samuel Goudsmit, va ser llavors quan es va proposar per primer cop l'existéncia de
I’espin de l’electro, és a dir, el moment angular intrinsec de 1’electro.

Curiosament l’existéncia de ’espin es pot demostrar amb un experiment dut a terme
I’'any 1922 pels fisics Otto Stern i Walther Gerlach, en el que es buscava provar la
“quantitzacié de l’espai” associada al moment angular orbital dels electrons atomics,
ja que la prediccio feta per I'"antiga"teoria quantica, era que els components espacials
del moment angular només podien prendre valors discrets, de manera que la direccié
del vector de moment angular es limitava només a un nombre concret de possibilitats.
Aix0 es podria provar fent us del fet que un electré en orbita dona lloc a un moment
magnetic proporcional al moment angular orbital de I’electrd, per tant, mesurant el
moment magneétic d’un atom s’hauria de poder determinar si existia o no la quantitzacié
de l'espai. L'experiment, que podem observar a la figura 4.1.1., consistia en passar un
feix d’atoms neutres de plata a través d’un camp magneétic heterogeni i observar com el
feix es desviava per la forca exercida pel camp en el moment magnetic dels atoms. El
detector era una placa de vidre sobre la qual es dipositaven els atoms de plata del feix
desviat, s’esperava un resultat aleatori dins d’un rang, pero en canvi, van observar que
hi havia dos grups diferenciats, és a dir, només hi havia dos valors de moment magnetic.

Prediccié classica Ilieispﬁ?rtngit Feix d'atoms de plata
‘/
JN
v

\

Font

Camp magnétic heterogeni

Figura 4.1: Imatge representativa de I’experiment de Stern i Gerlach.

En un principi els resultats de I’experiment van confirmar la quantitzacié de 1'espai,
pero anys més tard van reafirmar 1’existéncia de 1’espin, ja que els dos valors que es van
observar corresponen amb els valors que pot prendre el moment angular de I’espin d'un
electré £, on 7 és la constant de Planck (h = 6,626070150 (69)-107>* Jxs) dividida
entre 27t

En definitiva, I’espin és una propietat intrinseca de les particules microscopiques,
sense analogia en el mén classic, ja que, tot i que hem parlat d’'un moment angular
intrinsec, les microparticules no giren, de fet es creu que sén particules puntuals sense
estructura interna. L'espin esta quantitzat, no pot prendre valor aleatoris i sempre sera
el mateix valor. Es un magnitud vectorial, té una direccié. Les particules elementals,
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com l'electrd, el protd o el neutrd tenen espin % i per a cada direccié donada a I’espai,
només tenen dos estats basics pel seu espin. Per a l’eix vertical, aquests estats tenen
un nom: espin amunt | 1) i espin avall | ) que matematicament els podem representar
com:

De la mateixa manera que hi ha lleis de conservacié de moment, moment angular,
I’energia i altres propietats fisiques, també hi ha una llei de conservacid de ’espin total
d’un sistema quantic. Aixo vol dir que en un sistema aillat la quantitat total de spin ha
de romandre igual.

4.1.2 Experiment de la doble escletxa i la dualitat ona-particula

La dualitat ona-particula és un dels conceptes fonamentals en la mecanica quantica,
en que el mateix sistema fisic pot presentar en diferents circumstancies, propietats
semblants a les particules o a les ones. Aquesta propietat dels sistemes fisics, coneguda
també com a "superposicié d’estats", es pot demostrar amb l’experiment de la doble
escletxa.

L'experiment de doble escletxa es va considerar de tres formes diferents: realitzat
amb particules macroscopiques, amb ones i amb electrons. Els dos primers experiments
només mostren el que esperem veure segons la nostra experiéncia quotidiana. Es el
tercer el que mostra el comportament contraintuitiu dels sistemes microscopics: una
peculiar combinacié de comportament de particules i ones que no es pot entendre en
termes dels conceptes de fisica classica.

Experiment amb bales.

Per aquesta versio del experiment hem d’imaginar que tenim un metralladora que
dispara per tota una pantalla amb dues obertures que donen a una paret que hi ha
darrera, el primer que pensarem és que la paret quedara foradada en les parts on es
troben les obertures de la pantalla, i aixi sera.
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Figura 4.2: Representacié de ’experiment de doble escletxa amb bales.

Com podem observar a la figura 4.2, la majoria de les bales s’agrupen en les dues
linies del patré dibuixat a la paret i corresponent amb les obertures de la pantalla.

Experiment amb ones.

Si en lloc de bales utilitzem ones, 1’experiment resulta com podem observar a la
figura .

Figura 4.3: Representacio de 1’experiment de doble escletxa amb ones.

En aquest cas, I’'ona que enviem a la primera pantalla es divideix en dos per passar
per les obertures i aquestes dues noves ones, interfereixen l'una amb l’altre creant
un patro diferent a la paret final. Aquest patré és el resultat de la superposicio entre
elles i s’anomena patro d’interferéncia.

Experiment amb electrons.

Ara imaginem que en lloc de bales o ones treballem amb electrons, per fer-ho can-
viarem una mica l'experiment, en lloc de dues obertures tindrem dues caixes i en una
d’elles s’hi dipositara un electrd, pero sera de forma aleatoria i no sabrem en quina es
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troba. Els passos de I’experiment seran: obrirem una de les caixes, esperarem per si en
surt ’electro i la tancarem, seguidament farem el mateix amb I’altre caixa i aixi varies
vegades. Aquest experiment ens dona un resultat semblant al de les bales, de fet és el
que s’esperava. Pero ara fem un petit canvi, en lloc d’obrir una caixa darrera de l'altre,
les obrirem a la vegada, hauria de ser el mateix que l’anterior, pero no, ens dona el
resultat que podem veure a la figura 4.1.4.

Figura 4.4: Patré en el que els electrons col-lisionen contra la pantalla.

Podem observar a la 4.4 que el patr6 en lloc de dibuixar dues franges com en 1'-
experiment amb bales en dibuixa tres, cosa que s’assimila més al patrdé que ens dona
I’experiment amb les ones. Sembla com si d’alguna manera 1’electré no només estigués
en una de les caixes, sind que es trobés a les dues a la vegada i es comportés com
una ona creant interferéncies. Per comprovar si es aixi, repetirem 1’experiment amb
un mediador a cada caixa, per saber on es troba l’electré a cada moment. Pero resulta
que, efectivament, ’electré es troba cada vegada en tan sols una caixa i el resultat es
el patro6 del primer experiment.

Aixi doncs, sembla que obtenir informacié sobre a quina caixa es troba l’electrd
significa que estem identificant I’electré com una particula i només les particules passen
per una caixa o per l'altre, pero si no determinem a quina caixa es troben, els electrons
es comporten com ones lliures de sondejar la preséncia de cada caixa i donant aixi un
patré d’interferéncia.

4.2 Postulats de la mecanica quantica

Per si mateixa la mecanica quantica no ens diu quines lleis ha de complir un sistema fi-
sic, pero proporciona un marc matematic i conceptual per al desenvolupament d’aques-
tes lleis. Aquest marc matematic té com a base un seguit de postulats que proporcionen
una connexio entre el mon fisic i el formalisme matematic de la mecanica quantica, i
seguidament els estudiarem. Hem de tenir en compte, pero, que un postulat és una
afirmaci6 indemostrable que sempre esta subjecte a continua revisié i comprovacio.
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4.2.1 PostulatlI

Qualsevol sistema fisic aillat s’associa a un espai vectorial complex amb producte es-
calar, és a dir, un espai de Hilbert, conegut com espai d’estats del sistema. El sistema
es descriu de forma completa amb el seu vector d’estat, que és un vector unitari en el
sistema d’espai d’estats.

La mecanica quantica no ens diu, per a un sistema fisic determinat, quin és 1’espai
d’estat d’aquest sistema ni ens diu quin és el vector d’estat del sistema. FEl sistema
mecanic quantic més senzill, és el qbit o bit quantic.

4.2.2 Postulat I1

L’evolucié d’un sistema quantic tancat es descriu mitjancant una transformaci6 unitaria.
Es a dir, l'estat | 1) del sistema en el moment #1 esta relacionat amb l'estat | ¢') del
sistema en el moment {2 per un operador unitari U que depen només dels temps 11 {2,

|1P’> = Ul y) (4.2.1)

Donat un sistema quantic en la vida real, la seva evolucid respecte el temps es pot
descriure amb ’equacié d’Schrodinger:

th = H| ¢) (4.2.2)
dt

on i és la unitat imaginaria i 4 és la constant reduida de Planck. La mecanica classica
va ensenyar als fisics que I’energia global d'un sistema aillat es conserva al llarg de la
seva evolucié. L'energia és observable i, per tant, per a un sistema quantic concret
és possible escriure una matriu hermitica que la representi (aquesta expressio, per
descomptat, variara d’un sistema a un altre). Aquest observable s’anomena hamiltonia

del sistema, indicat per H i en la practica absorbeix £, igualant el seu valor a 1.

Igual que en l'anterior postulat, la mecanica quantica no ens diu quin és l’espai
d’estats d’aquest sistema ni el vector d’estat, ni tampoc quins operadors unitaris U
descriuen la dinamica quantica del moén real, només ens assegura que l’evolucié de
qualsevol sistema quantic tancat es pot descriure d’aquesta manera.

4.2.3 Postulat II1

En fisica classica assumim implicitament que el fet de mesurar un sistema el deixa en el
mateix estat en el que ja estava abans de mesurar-lo, i que el resultat d’'una mesura en
un estat ben definit és previsible, és a dir, si sabem 1’estat amb absoluta certesa, podem
anticipar el valor de la mesura en aquell estat. Pero en fisica quantica aquests suposits
son erronis, tal com han demostrat les investigacions a escala subatomica els sistemes
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es pertorben i es modifiquen al ser mesurats, com podem observar, per exemple, en
I’experiment de doble escletxa. A més, només es pot calcular la probabilitat d’observar
valors especifics: la mesura és inherentment un procés no determinista.

El tercer postulat descriu els efectes de les mesures en un sistema quantic, tenint
en compte que un observable és tota propietat de ’estat d’un sistema que pot ser de-
terminada ("observada") per alguna seqiieéncia d’operacions fisiques:

Quan un sistema es troba en l'estat | ¢), la mesura d’un observable A donara com a
resultat un valor propi a del operador corresponent a A. L'estat del sistema després de
mesurar-lo sera un vector propi associat al valor propi a.

4.2.4 Postulat IV

Aquest postulat descriu com es construeix 1’espai d’estats d’un sistema compost a partir
dels espais d’estats dels sistemes que el componen.

L'espai d’estats d'un sistema fisic compost és el producte tensorial dels espais d’es-
tats dels sistemes fisics que el componen. Sitenim n sistemes, numerats de 1 a n, i cada
sistema i del conjunt es troba a l’estat | ¢;), llavors 1’estat conjunt del sistema total és

| 1) @ | $2)© = @ | Pn).

Un dels fenomens més importants en la mecanica quantica esta lligat amb aquest
postulat i és I’entrellacament quantic, que és un fenomen fisic que es produeix quan
es generen, interactuen o comparteixen proximitat espacial un parell o un grup de
particules de manera que l’estat quantic de cada particula del parell o del grup no es
pot descriure independentment de ’estat de les altres, fins i tot quan les particules
es troben separades per una gran distancia. Matematicament els estats que es no es
puguin dividir en el producte tensorial dels estats dels subsistemes constituents voldra
dir que estaran entrellacats.
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Capitol 5
Computacio quantica

Paradigma de computacié que s’ocupa d’aplicar fenomens quantics a la resolucio dels
problemes habituals en la informatica classica i, en general, a la realitzacié d’operaci-
ons sobre conjunts de dades.

La computacié quantica te com a maquinari ordinadors quantics, que enlloc de tran-
sistors utilitzen electrons i aixo fa que puguem aprofitar-nos dels fenomens i propietats
que hem explicat al capitol , com 1’espin, la superposicid, 1’entrellagament... Pero també
hi han limitacions, ja que s’han de complir tots els postulats, i un dels grans problemes
és la mesura, ja que com hem explicat en el Postulat III amb ella perdem informacio, i
col-lapsem el sistema, és a dir, un cop mesurat no tornarem a tenir el sistema com el
teniem i no podem recuperar la informacié que hem perdut. A més hi han altres limi-
tacions, com la impossibilitat de copiar un estat, ja que no el coneixem, per coneixer-lo
I’hem de mesurar i llavors el col-lapsariem i el perdriem, per tant no és possible copiar-
lo mentre operem amb ell.

En els seglients apartats veurem com es poden aprofitar aquests fenomens, com es
pot lidiar amb aquestes limitacions, i les analogies entre la computacié classica i la
quantica.

Per aquest capitol he resumit el capitols 1.2, 1.3 i 4 del llibre ”Quantum Computation
and Quantum Information” [2] i els capitols 4 i 5 del llibre ”"Quantum computing for
computer scientists”[3]

5.1 Bit quantic

En computacié classica el bit és la unitat minima d’informacid, té dos possibles estats
01i1inomés es pot trobar en un d’aquest estats a la vegada, és a dir, si 0 és apagat i
1 encés no pot estar apagat i enceés en el mateix moment. En computacié quantica el
seu analeg és el gbit o bit quantic, que també té dos estats elementals | 0) i | 1), que
corresponen al 0 i 1 del bit classic respectivament, pero en lloc de representar-se per
un valor es representen amb vectors:

35
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|0>:[(1)]|1>:[(1)] (5.1.1)

S’aprofita del fenomen quantic de la superposicié, per tant, un gbit pot trobar-se en
l'estat | 0) i|1) ala vegada. Tot i aixi, com que els sistemes quantics al ser mesurats
col-lapsen, el gbit quan s’observi col-lapsara a un dels dos estats elementals i no en
podrem observar la superposicié. Un gbit es pot trobar en el segiient estat:

|¥) = af 0) +B| 1) (5.1.2)

que es tracta d’'una combinacio lineal dels dos estats elementals, on i sén nombres
complexes, tot i que per certes finalitats els representarem amb nombres reals, i s’ano-
menen amplituds de probabilitat, compleixen la segiient igualtat |a|* + | B 2= 1on,
|a|? és la probabilitat de que el qbit col-lapsi a I'estat | 0) i || ? és la probabilitat de que
collapsi a | 1). Com podem observar, els estats | 0) i | 1) sén una base canonica de C2.
Posem un exemple numeric, si tenim el segiient estat,

10) 4+ —]| 1) (5.1.3)

= Lo L
=50

sabem que la probabilitat de que al ser mesurat col-lapsi a 'estat | 0) i | 1) és la

2
. 1 — o
mateixa, 7z ‘ 50%.

Un forma més visual amb la que pensar en els gbits és amb la seva representaci6
geometrica a l'esfera de Bloch, qualsevol punt de 1’esfera de Bloch és un estat quantic
o gbit i es pot expressar com:

9 ,
) = cosy | 0) +e"”sing| 1) (5.1.4)

Els numeros 6 a ¢ defineixen un punt de I’esfera tridimensional de la unitat, tal com
es mostra a la figura 5.1. Tot i aixi aquesta representacié només serveix per un gbit, no
per maultiples.
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Figura 5.1: Representacioé d'un gbit a I’esfera de Bloch
Evidentment, podem tenir un sistema amb més d’un gbit, per exemple, ’estat base
d’un sistema de dos gbits sera:
[¥) = woo| 00) + ag1| 01) + tX10| 10) + a1q| 11) (5.1.5)

on els estats base son el resultat dels segiients productes tensorials:

1

[0y |0) = [00)= | (5.1.6)
_O_
o

|0)®]1) = |01) = (1) (5.1.7)
L 0 |
o
0

[H@[0)=[10)= | (5.1.8)
_O_
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IH®|1)=|11) = (5.1.9)

— o O O

ja que com hem apres en el postulat IV “I’espai d’estats d’un sistema fisic compost
és el producte tensorial dels espais d’estats dels sistemes fisics que el componen”. 1
igual que en els sistemes d’un sol bit, els resultats possibles a observar de 1'estat sén
| 00),|01),|10) o | 11) amb una probabilitat || 2 Aixd es pot extrapolar a la quantitat
de gbits que es desitgi.

Un exemple, 1 byte, 8 bits, donen 28 = 256 possibles estats perd cada byte només
pot estar en un d’aquests estats a cada moment, en canvi, amb 8 gbytes tenim aquests
256 estats a la vegada, el gran inconvenient és que d’aquests estats només en podem
observar un, per tant cal buscar una manera per operar amb ells sense observar-los, i
aixo és el que fem amb les portes quantiques.

5.2 Portes quantiques

Les portes logiques realitzen manipulacions de la informacié dels bits, convertint-la
d’una forma a una altra, les portes quantiques fan el mateix pero amb els estats dels
gbits, tot i aixi, aquestes manipulacions sén lleugerament diferents. Si prenem com
exemple la porta logica NOT, que inverteix I’estat actual del bit per 1’estat contrari, és
a dir, si és 1 passa a ser 0 i si és 0 passa a ser 1, i 'apliquem als estats elementals
quantics | 0) i |1), no hi hauria cap problema ja que els coneixem perfectament i
els podem invertir, pero que passa si tenim un estat en superposicié, |¢) = «a| 0) +
B| 1) com el podriem convertir en el contrari, |¢) = «| 1) + | 0) sense mesurar-lo?
La resposta és amb una matriu, en el mén quantic totes les operacions que no sén
mesures es representen mitjancant matrius unitaries i sén reversibles, que aixo vol dir
que coneixent 1’operacié i el resultat podem trobar el valor exacte d’entrada. Fisicament
el que fan les portes quantiques és modelar I’efecte del dispositiu que manipula 1’espin
del gbit sense mesurar-lo.

Qualsevol matriu unitaria pot ser una porta quantica, pero no totes ens interessen.
Per tant, tornant a la porta NOT, la seva versié quantica seria la seglient:

_ 101
X:[l O]' (5.2.1)

Per il-lustrar-ho matematicament, si tenim el segiient estat d’un gbit en superposicié:

9= 2o+ 2
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el representem com un vectorili apliquem la porta NOT, que aixo0 vol dir multiplicar
el vector de I’estat per la matriu X :

[ 01 } [ !
15| =

1 0 =
i podem veure com 1’estat inicial s’ha invertit. Aixi és com funcionen totes les portes
quantiques, sén matrius unitaries que aplicarem al nostre gbit o gbits i els transfor-
maran. Encara que qualsevol matriu unitaria pugui ser un porta quantica, com hem

esmentat abans, no totes ens interessen i n’hi han que s’utilitzen més sovint, aixi que
veurem quines son les més basiques.

V3
2
1
2

Ja hem vist la porta X que és com la NOT logica que s’aplica a una sol gbit, ja que
és una matriu 2 per 2, seguint amb portes d’un sol gbit també tenim la Z,

1 0
Z = .
o 4]
que el que fa és deixar els estats igual, pero canviar el signe de l'estat | 1). Una altre
porta molt important d’un sol gbit, és la porta Hadamard:

1 1 1
H=— .
V2 [ 1 -1 ]
el que fa aquesta porta és passar el gbit d’un estat elemental a superposicid, és a
dir,

HO)= o _11HH=[ ﬁ]:gwm:ﬂ

H= o= _ﬂH‘fF[ ﬁlzéwém:u

com podem observar la superposici6 de 'estat | 0) la podem expressar com | +) ila
de l'estat | 1) com | —).

Passem a les portes amb més d’una entrada, en computacié classica per dos entrades
tenim, per exemple, les portes AND i OR, pero a diferencia de la NOT aquestes no es
poden traduir a portes quantiques tan facilment, ja que perden informacié, observem
les seves taules de la veritat:

OR
Entrada Entrada Sortida

== oo >
=Nl el Nys)
I =)
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AND

Entrada Entrada Sortida
A B

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

com podem observar a les taules les transformacions que realitzen no son reversi-
bles, ja que si fem, per exemple, 1 AND 0 és el mateix resultat que 0 AND 1 per tant
no podem coneixer I’entrada exacte i perdem informacid. Per poder simular una AND o
una OR necessitarem més de dos gbits. La porta binaria que si que podem simular amb
una porta quantica és la XOR, i ho podem fer amb la porta quantica CNOT, controlled-
NOT, aquesta porta rep dos gbits i retorna dos gbits pero només afecta a un ja que
un d’ells fara de control. Si tenim el gbit | ¢) de control i el | t) d’objectiu l’acci6é que
realitzara és |c)| t) — | c) |t ® ¢) que es pot representar amb la seglient matriu:

CNOT = (5.2.2)

S O O
S O = O
_ O O O
SO = OO

En definitiva, el que fara la CNOT és, si | ¢) = 1 negara | t), sind el deixara igual.
Per exemple apliquem la CNOT a l'estat | 10):

CNOT| 10) = = |11)

S O O
S O = O
_ o O O
SO = OO
O = OO
_ o O O

Si ens fixem en la matriu de la CNOT, hi ha una part que ens pot resultar familiar,
la matriu 2x2 que creen els dos tltims numeros de les dues ultimes columnes i les dos
ultimes files:

és la porta NOT, i és que aquesta matriu 2x2 és la que s’aplicara al gbit objec-
tiu i pot ser la porta quantica que vulguem, per tant més globalment la CNOT és la
CU(controlled-U) on U és una matriu unitaria 2x2 que afectara al nostre gbit objectiu.
Podriem aplicar una Hadamard, per exemple, la CH (controlled-hadamard) es represen-
taria amb la segiient matriu:

1 0 0 0
o1 0 0
CH = 1 1
00 % —
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I per dltim, un altre porta molt util de dos gbits és la SWAP, que tal com diu el seu
nom permuta els dos gbits i es representa amb la seglient matriu:

1 000
0 010
SWAP = 010 0
0 001

Per acabar les portes parlarem d’una molt importat per tres gbits, la Toffoli, amb
aquesta podem simular la porta AND. Aquesta porta es com la CNOT pero amb dos bits
de control i es representa amb la segiient matriu:

tof foli =

S OO OO OO
[N eNeoNeoNeoNeN =
[l eNelNoNoll o)
[N eNeNol e Ne N}
[N eNel ol NN
OO R OO O oo
—_ O O O oo oo
O R OO OO oo

realitza la segiient operacio |cq) | c2)| t) — | ¢1) | c2) [t ® c1c2) 1 te la segiient taula
de la veritat:

Toffoli

c1 C2 t ¢l P t
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 1 1
1 0 0 1 0 0
1 0 1 1 0 1
1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 1 0

Si ens fixem en la taula de la veritat, si assignem sempre l’estat | 0) a | ¢) obtenim el
resultat de la porta AND i si en canvi li assignem | 1) obtenim la porta NAND.

Igual que en la computacio classica en la quantica també podem combinar aquestes
portes i crear circuits per manipular els nostres gbits i executar algoritmes, tot aixo ho
veurem detalladament en els segiient capitol, on utilitzarem programacié per il-lustrar
cada punt.
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Computacié quantica




Capitol 6

Aplicacio de la computacio
quantica amb Qiskit

Qiskit és un framework open-source de I’empresa IBM per treballar amb ordinadors
quantics a nivell de circuits i algoritmes. El seu objectiu és construir una base per fer
més facil a qualsevol utilitzar ordinadors quantics i facilitar la investigacié sobre els
problemes actuals en la computacié quantica. Proporciona eines per crear i manipular
programes quantics i executar-los en simuladors en un ordinador local o en ordinadors
quantics. Va veure la llum per primer cop el 7 de marg de 2017 i esta compost per
quatre elements:

1. Qiskit Terra: Per crear programes quantics a nivell de circuits amb codi a prop de
nivell de codi maquina.

2. Qiskit Aer: Desenvolupament accelerat mitjancant simuladors i models de soroll.
3. Qiskit Ignis: Resoluci6 de sorolls i errors,

4. Qiskit Aqua: Creaci6 d’algoritmes i aplicacions.

La versio principal de Qiskit utilitza el llenguatge de Python, tot i que també hi ha
versions Javascript i Swift, i et recomanen I’entorn de Jupyter Notebook per programar.
Podem veure l'instalaccio a I’annex A.

IBM Quantum ofereix diversos ordinadors quantics reals i simuladors d’alt rendi-
ment per poder executar el nostre codi, aixi que configurarem 1’entorn Qiskit per enviar
feines als sistemes IBM Quantum. Creem un compte a IBM Quantum Experience per
aconseguir la nostre clau Unica i I'importem i I’activem de la segiient forma,

dmiis = B
J.saTE B

Ja estem llestos per utilitzar-lo, al llarg del capitol veurem les utilitats i la programa-
cié amb aquest framework a mesura que estudiem els circuits i els algoritmes quantics.

43
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6.1 Circuits quantics

Els circuits informatics classics consisteixen en cables i portes logiques. Els cables
transporten la informacié al llarg del circuit i connecten les portes logiques entre elles,
les quals realitzen manipulacions de la informacié que reben, convertint-la d’una forma
a una altra. Els circuits quantics son similars, cada linia del circuit representa un fil
del circuit quantic, que no necessariament correspon a un fil fisic, i s’hi apliquen portes
quantiques.

Tot i aixi, hi ha algunes caracteristiques permeses en els circuits classics que no
solen estar presents en els circuits quantics. En primer lloc, no es poden crear ‘bucles’,
és a dir, retroalimentacié d’una part del circuit quantic a una altra; diem que el circuit
és aciclic. En segon lloc, els circuits classics permeten que els cables s’uneixin, en un
cable tnic resultant, aixo no es pot fer en els circuits quantics ja que aquesta operacio
no és reversible i, per tant, no és unitaria. I en tercer lloc, tampoc es permet I’operacié
de copiar.

Els circuits quantics sén un model de computacié quantica, i és el que segueix Qiskit.
L'element per crear un circuit en Qiskit és el QuantumCircuit(), que pot rebre: un
enter, que especificara el nombre de registres quantics, gbits, que tindra el nostre
circuit; dos enters, on el primer especificara el nombre de registres quantics i el segon
el nombre de registres classics, bits; un registre quantic ja creat o dos registres un
quantic i un classic. L'element QuantumCircuit compta amb métodes que apliquen les
portes logiques als gbits que s’especifiquin i inicialitzara tots els registres a 0. Veiem
un exemple de circuit:

q1

qz

Figura 6.1: Circuit quantic en Qiskit

El circuit de la figura 6.1 compta amb tres gbits, en primer lloc aplica la porta Hada-
mard en el primer gbit, seguidament una Toffoli, amb el primer i segon gbit com a gbits
de control i el tercer com a objectiu, i finament aplica la porta SWAP que intercanvia
els estats del primer i el tercer gbit. El codi que el crea és el seglient:
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circ3 = QuantumCircuit(3)#inicialitzem el circuit amb 3 gbits.

circ3.h(0) #apliquem la porta Hadamard en el gbit 0.

circ3.toffoli(0,1,2) #apliquem la porta toffoli amb els gbits 0 1 1 de control i el 2 d’objectiu.
circ3.swap(2,0) #apliquem la porta swap en els gbits 0 1 Z.

circ3.draw (output = 'mpl') #mostrem el circuit

Figura 6.2: Codi circuit quantic en Qiskit

Com podem observar el circuit de les figures 6.1 i 6.1 no compta amb ninguna me-
sura, per afegir-n’hi podem fer-ho de dues formes diferents. Si volem mesurar tots el
gbits podem utilitzar el metode de QuantumCircuit mesure _all(), aquest metode el que
fa és mesurar els gbits i enviar el resultat a registres classics per tal d’emmagatzemar-
los. Si en canvi, per algun motiu no volem o no necessitem mesurar tots els gbits, o
necessitem ordenar d’alguna forma especial el resultat de cada gbit, podem utilitzar
el métode mesure(), que rep parelles d’enters que indiquen a quin bit es guardara el
resultat de cada qbit a mesurar, cal tenir en compte que per utilitzar aquest metode
necessitarem afegir registres classics en el nostre circuit. Aixi doncs, afegim mesura
en el circuit de la figura 6.1,

o —i———g

q1

qz

Figura 6.3: Circuit quantic en Qiskit

circ3 = QuantumCircuit(3,2) #inicialitzem el circuit amb 3 gbits i 2 bits.

circ3.h(0) #apliquem la porta Hadamard en el gbit 0.

circ3.toffoli(0,1,2) #apliquem la porta toffoli amb els gbits 0 i 1 de control i el 2 d’objectiu.
circ3.swap(2,0) #apliquem la porta swap en els gbits 0 1 2

circ3.measure (0,0) #masurem el gbit 0 i el gquardem en el bit (]

circ3.measure(2,1) #masurem el gbit 2 i el guardem en el bit 1

circ3.draw(output = 'mpl') #mostrem el circuit

Figura 6.4: Codi circuit quantic en Qiskit

Un cop tenim el circuit totalment dissenyat ja podem executar-lo. Tenim dues op-
cions, utilitzar el simulador local que ens proporcions Qiskit o enviar el circuit a un
ordinador quantic real. Mostrarem les dues opcions aplicades en el circuit de les fi-
gures 6.3 i 6.4. Comencarem per executar-lo amb el simulador local, crearem un nou
simulador amb el metode get backend() de Aer, en el que 'indiquem per parametre
quin tipus de simulador volem, i I’executarem amb el metode execute(), passant-li per
parametre el circuit que volem calcular i el simulador en el que el volem simular. Un
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cop executat agafarem el resultat i el mostrarem en un grafic, en el que apareixeran
les probabilitats dels possibles resultats després d’haver calculat el circuit diverses ve-
gades, per defecte 1024 si no assignem cap numero diferent a la variable shots en els
parametres del metode execute(). Podem observar el codi d’aquest procediment a la
figura 6.5 i els resultats a la figura 6.1

from giskit.tools.visualization import plot histogram #importem la funciec per mostrar la grafica

simulator = Rer.get_backend{'qasm_simulator') #Creem un nou simulader
result = execute (circ5, backend = simulator) .result () fexecutem 1 agafem el resultat del eircuit.

plot_histogram(result.get_counts(circ3)) fmostrem el resultat en una grafica

Figura 6.5: Codi circuit quantic en Qiskit
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Figura 6.6: Grafica de resultats circuit quantic en Qiskit

Pel nostre simulador local hem utilitzat el gasm_simulator, que simula un ordinador
quantic amb cert soroll. Com es pot observar a la figura , el 53,3% de les vegades el
resultat del primer i el tercer gbit ha sigut 0 i el 46,7% de les vegades el resultat del
primer gbit ha sigut O i del tercer 1. Passem a executar-lo en un ordinador quantic
real, per enviar i executar el circuit a un ordinador quantic, en primer lloc hem de tenir
el nostre compte IBMQ carregat amb les instruccions que hem realitzat al principi del
capitol, si ja el tenim seguim el segiients pasos:

1. Inicialitzar el nostre proveidor. L’accés als diversos serveis que ofereix IBM Quan-
tum Experience esta controlat per proveidors i cada compte en te un d’assignat.
Per saber quin tenim podem anar a ’apartat de proveidors del nostre compte, tot
i que per defecte als comptes publics se’ls assigna ibm-q.
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2. Seleccionar el dispositiu quantic que volem utilitzar. Cada proveidor te certs dis-
positius, en el nostre compte podem veure de quins disposem i quantes tasques
tenen en cua.

3. Executar amb el metode execute(). En aquest cas per parametre li passarem el
nostre circuit i el dispositiu quantic que hem seleccionat.

4. Monitoritzar I’execucié. Aixi podrem saber en quin punt es troba, per observar els
resultats un cop executada.

5. Agafar els resultats i mostrar-los.

El codi dels passos 1,2,3 i 4 el podem observar a la figura 6.8.

from giskit.tools.monitor import job monitor #importem la funcic per monitoritzar 1'exescucio

provider = IBMO.get provider('ibm-gq')} #Inicialitzem el nestre proveider
gcomp = provider.get backend('ibmg valencia') #seleccionem el dispositiu
job = execute(circ5, backend = gcomp) #sxsutem

job monitor(job) #monitoritzem 1'execucic

Figura 6.7: Codi circuit quantic en Qiskit

Un cop executat, la monitoritzacié passara pels seglients estats: en validacid, en
cua, executant i executat. Un cop estigui executat ja podem mostrar els resultats.
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Figura 6.8: Grafica de resultats circuit quantic en Qiskit

A la figura 6.8 podem observar els resultat de I’execucié del circuit de la figura 6.8
en un ordinador quantic, en aquest cas a diferencia del resultat del simulador local
s’han observat els resultats 01 i 11, aixo és degut a que els ordinadors quantics reals
tenen més soroll del que simula el simulador.

Amb aquesta visé general dels circuits, passem a parlar d'un protocol que és re-
alment sorprenent en la computacié quantica i que podem simular amb circuits, la
teleportacio quantica.
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6.1.1 Teleportacio quantica

G —H ——

Figura 6.9: Circuit quantic en Qiskit

Abans d’explicar la teleportacié quantica observem el circuit de la figura 6.9, aquest
circuit aplica la porta Hadamard en el gbit 0, que com ja sabem el posa en superposicid,
després utilitza aquest gbit en superposicié com a control en una porta CNOT que
té com a gbit objectiu el qbit 1. Aquesta seqiiencia de portes dona lloc als segiients
possibles estats resultants per cada estat inicial,

_100)+ |11)
_|01>+ | 10)
_ [00) —]11)
[10) = A
1) = | 01) — | 10)

V2

aquests estats resultants s’anomenen estats de Bell o parells EPR (pels seus desco-
bridors, Einstein, Podolsky i Rosell), i tenen unes propietats quantiques especials que
fan que els dos gbits inicials es quedin lligats tot i que no existeixi cap canal que els
uneixi. Els hem de tenir presents pel que explicarem a continuacio.

La teleportacié quantica és una técnica per transportar estats quantics sense neces-
sitat d'un canal quantic de comunicacié que lligui I’emissor i el receptor. Funciona de
la segiient forma, tenim dues persones, I’Alice que sera 1’emissora i en Bob que sera el
receptor. L'Alice i en Bob es van trobar fa molt de temps i van generar un parell EPR, al
separar-se, cada un es va endur un gbit del parell EPR. Actualment es troben separats
i no coneixen les seves posicions, pero 1’Alice necessita enviar-li un gbit del qual no
en coneix l’estat a en Bob i només disposa d’un canal classic de comunicacid, com ho
pot fer? Amb la teleportacié quantica. Consisteix, a grans trets, en el segilient: 1’'Alice
combina el gbit que ha d’enviar, amb el gbit que te del parell EPR que comparteix amb
en Bob, mesura els dos gbits i li envia el resultat a en Bob pel canal classic, segons
el resultat en Bob aplica una de quatre operacions en el seu gbit del parell EPR i el
resultat sera el gbit que 1’Alice volia fer-li arribar. Anem pas per pas i il-lustrem-ho amb
el model de circuits. Per poder simular la teleportacié amb un circuit ens calen 3 gbits,
un sera el que I’Alice ha d’enviar, i els altres dos seran els que formaran el parell EPR,
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també necessitem dos bits classics per mesurar els dos gbits de I’Alice i enviar-los a en
bob.

qo

qz

crz

carx

Figura 6.10: Circuit quantic en Qiskit

Els dos gbits de I’Alice en el nostre circuit, representat a la figura 6.10, seran el qg i
el g; i el d’en Bob sera el g, per tant el parell EPR el formaran el q; i el gy, aixi que en
primer lloc aplicarem la porta Hadamard en el q; i una CNOT amb el g; com a control i
el gy com a objectiu. Aixi posarem el dos gbits en estat de Bell, per tal d’emular ’estat
inicial i poder realitzar la teleportacid. El segiient pas és que 1’Alice operi amb els seus
qbits, i per aixo els hi aplicara una CNOT amb el gbit que vol enviar com a control i
el seu gbit del parell EPR com a objectiu, seguidament aplicara una Hadamard a o,
mesurara els seus qbits i guardara els resultats en els registres classics corresponents.
Podem veure el resultat en circuit d’aquestes accions a la figura 6.12
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gz

carz

Figura 6.11: Circuit quantic en Qiskit

Finalment, 1'4ltim pas és enviar els bits resultants a en Bob perqué aquest realitzi
0 no operacions amb el seu gbit del parell EPR. Per saber com ha de procedir, 1’Alice i
en Bob han acordat el seglient protocol, si en Bob rep 00 significara que no ha de fer
cap operacio, si rep 01 aplicara la porta X al seu gbit, si rep 10 la porta Z i si rep 11
ambdues portes, per tant el que significa és que si el qy col-lapsa a 1 aplicarem la porta
X isiel q; colllapsa a 1 aplicarem la porta Z, per tant és important I’ordre dels nostres
bits, i per aix0 hem creat dos registres classics diferenciats.

# Aquesta funcid rep un QuantumCircuit (gc), un enter (qubit)
# 1 dos ClassicalRegisters (crz & crx).
def calcul bob(gc, qubit, crz, crx):

gc.xX(qubit) .c if(crx, 1) # Aplicara X si crx és

1
gc.z(qubit) .c if(crz, 1) # Aplicara z si crz és 1

Figura 6.12: Funcié per aplicar portes quantiques

Alafigura 6.1.13, es por observar la funcié que realitza 1'altim pas de la teleportacio.
En ella utilitzem el meétode c if(registre classic,valor) de les portes quantiques, que
aplica la porta si el valor que conté el registre classic és el mateix que valor que li
indiquem com a segon parametre.
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Figura 6.13: Circuit quantic en Qiskit

Podem observar el circuit resultant a la figura 6.13, aquest circuit és el que repre-
senta una teleportaciéo quantica. Per veure si realment funciona, el simularem amb
I'statevector _simulator, que en lloc de simular el funcionament d’un ordinador quan-
tic com el gasm simulator, realitza els calculs matematics i mostra els resultats amb
vectors. Per poder simular-ho correctament, necessitem que l'estat del gbit que vol
enviar I’Alice no sigui 0, aixi que crearem un estat aleatori d’un gbit amb la funcié
random state() i el mostrarem amb l’esfera de Bloch,

qubit O

0)-

x-.

Figura 6.14: Representacié d'un gbit aleatori a I’esfera de Bloch

a la figura6.14, podem observar l’estat que ens ha retornat. Inicialitzarem un gbit
amb l’estat resultant que hem guardat a la variable psi, amb la funcié Initialize() i
I’assignarem al nostre gy amb la funcié append.
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podem observar el resultant representat amb esferes de Bloch a la figura .

qubit O qubit 1 qubit 2
o) 0). o)

Figura 6.15: Resultat d’un circuit quantic

Com podem observar la esfera de Bloch pel tercer gbit que és on voliem transportar
es troba en la mateixa posicié que el que hem creat aleatoriament, podem confirmar
que el circuit ha teleportat el gbit.

6.2 Algoritmes quantics

Dissenyar algoritmes per ordinadors quantics és més dificil que fer-ho per ordinadors
classics, els principals factors son els segiients: en primer lloc tenim el problema de
que la nostra intuicid, la que ens ajuda a la creacié de algoritmes, esta arrelada al
mon classic i aix0 ens portara a idees classiques que no seran eficients ni adients per
el nostre algoritme quantic, aixi que cal ‘desactivar’ aquesta intuicid classica durant el
procés de disseny de 1’algoritme quantic. I en segon lloc no n’hi ha prou en dissenyar un
algoritme quantic, aquest ha de ser millor que qualsevol algoritme classic ja existent,
ja que si té el mateix rendiment que el classic ja no te interes.

La majoria d’algoritmes quantics existents es descriuen amb el model de circuits
quantics, per tant tenim les mateixes limitacions que hem plantejat en el disseny de
circuits, no es poden crear ‘bucles’, totes les operacions han de ser reversible i no es
permet 'operacio de copiar, pero per altre banda també ens podem aprofitar dels feno-
mens quantics com la superposicié i I’entrellacament. Tot i que I’execucié i la creacid
sigui totalment diferent, els algoritmes quantics defineixen els mateixos problemes que
els algoritmes classics, per tant els problemes no decidibles per els algoritmes clas-
sics seguiran sent-ho pels algoritmes quantics. L'avantatge dels algoritmes quantics és
que, si estan ben dissenyats, poden arribar a suposar un gran canvi en la complexitat
computacional d’aquell problema, reduint-la considerablement, tot i aixi no és facil, i
no tots els problemes de gran complexitat poden ser millorats per algoritmes quantics.
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Dos exemples d’algoritmes que han millorat exponencialment la complexitat compu-
tacionals dels problemes respecte les seves versions classiques son 1’algoritme de Shor
i I’algoritme de Grover. L'algoritme de Shor és un algoritme de factoritzacié d’enters,
el millor algoritme classic per factoritzar enters te una complexitat millor que

una exponencial pero molt pitjor que una polindmica, en canvi 1’algoritme de Shor
te una complexitat polinomica O(n3). Posem un exemple en temps, el que un algoritme
classic resoldria en 28-107 anys, l’algoritme de Shor trigaria 100 segons. L'algoritme de
grover és un algoritme de cerca en dades no ordenades, de forma classica en el pitjor
del casos haurem de revisar cada dada, per tant tindrem una complexitat 4/O(n) on n
és el nombre de dades, en canvi amb l’algoritme de Grover te una compexitat d’'O(/n).

Per tenir una idea de com funciona un algoritme quantic, mostrarem un exemple ex-
plicant i codificant amb Qiskit un dels primers algoritmes quantics que es va dissenyar,
I’algoritme de Deutsch-Jozsa.

6.2.1 Algoritme de Deutsch-Jozsa

L’'algoritme de Deutsch-Jozsa és un cas simple d’un algorisme quantic general i suposa
un guany exponencial respecte el millor algoritme classic que descriu el mateix proble-
ma. Podem interpretar el problema que descriu com un joc, els nostres protagonistes
tornaran a ser 1’Alice i en Bob. L'Alice esta a Amsterdam, escull un numero x entre
0i2"—11ili envia a en Bob que esta a Boston. En Bob calcula una funcié f(x) i li
retorna el resultat a 1’Alice, aquest sera 0 o 1. Sabem que la funcié que ha aplicat en
Bob sera o constant, és a dir, sempre retornara 0 o 1, o balancejada, la qual el 50% de
les vegades retornara 0 i ’altre 50% 1. Enviant-li un numero cada vegada 1’Alice ha de
determinar amb certesa quin tipus de funcié ha escollit en Bob, de la forma més rapida
possible. Si suposem que I’Alice envia el numero representat amb # bits, en el pitjor
dels cassos I’Alice li haura d’enviar % numeros, és a dir, la mitat més u del rang de
numeros possibles, per poder determinar si la funcié que ha escollit en Bob és cons-
tant o balancejada. Si en lloc de bits I’Alice i en Bob es poguessin enviar gbits, enviant
un sol cop n gbits I’Alice podria determinar la resposta, aixo és el que fa l’algoritme de
Deutsch-Jozsa. Per aconseguir-ho s’aprofita del paral-lelisme quantic, que permet als
ordinadors quantics avaluar una funcio f(x) per varis valors d’x simultaniament, aixo0 és
possible gracies a la superposicié dels estats. Com ja sabem aquesta superposicié no
es pot observar per tant, podem avaluar un funcié f(x) per varis valors d’x pero no en
podem observar el resultat, aixi doncs, hem de poder extreure la informacié que volem
d’aquella funcié sense necessitat d’observar els resultats.

El circuit general que defineix l’algoritme és el segiient:
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Figura 6.16: Circuit representatiu de 1’algoritme de Deutsch-Jozsa

Anem pas per pas, inicialment tindrem »n gbits inicialitzats a 0, que seran els que
enviara I’Alice, i un gbit inicialitzat a 1 que sera com el de control per aplicar la funcié
d’en Bob. El primer que farem sera posar tots els gbits en superposicié aplicant la porta
Hadamard a tots ells, tant al de 1’Alice com al del Bob. La porta Uf és una “caixa negre”
on hi tenim la funcié d’en Bob i I’apliquem en els gbits de I’Alice. Finalment tornem a
aplicar la porta Hadamard en els bits de 1’Alice, cosa que fara que s’anul-li I’anterior,
ja que HY-H = I, i mesurem els gbits de 1’Alice. Si el resultat de la mesura es [0...0)
significara que la funcié és constant, en canvi si el resultat és | 1...1) significara que
és balancejada.

Apliquem 1’algoritme amb Qiskit, amb n=3 i una funci6 balancejada a la nostre “cai-
xa negre". Per crear una funcid balancejada, tan sols hem d’aplicar una CNOT al gbit
d’en Bob per cada gbit de I’Alice, on els gbits de 1’Alice seran els de control i el d’en Bob
l'objectiu. Com que la inicialitzacié de tots els gbits del circuit és a I’estat | 0) aplicarem
portes X per variar els inputs i les tornarem a aplicar després de les portes CNOT per
tornar a l’estat inicial. A la figura 6.17 podem veure com quedaria el circuit de la nostre
funci6 balancejada.



6.2 Algoritmes quantics 55

do

=
a1
@ —- -

a3 A

Figura 6.17: Circuit quantic en Qiskit

El circuit de la figura 6.17 sera la nostre Uf, per tant ara creem el circuit del algo-
ritme que hem vist a la imatge 6.16

o

q1

qz

J i e

Figura 6.18: Circuit quantic en Qiskit

qs

b

Com podem veure a la figura 6.18, és com ens quedaria l’algoritme aplicar en Qiskit,
aixi que I’exacutarem en el simulador local per veure el resultat.
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Figura 6.19: Grafic de resultat circuit quantic

Podem observar a la figura que ens ha donat el resultat esperat al haver-li aplicat una
funcié balancejada. Si en lloc de simular-lo amb el simulador ’enviem a un ordinador
quantic el resultat que es dona es el que podem observar a al figura
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Figura 6.20: Grafic de resultat circuit quantic

En aquest cas no ens dona un 100% de probabilitats de 1’estat 111 pero aixo ho
causa el soroll dels ordinadors quantics, pero el resultat majoritari segueix sent I'111.
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Conclusions

Els objectius d’aquest treball eren entendre la computacié quantica i veure en que es
diferencia de la computacié classica, hem vist que tenen una base semblant pero que
treballen de forma molt diferent. La computacié quantica suposa una gran millora
respecte la classica en alguns aspectes, pero encara és una tecnologia molt nova com
per superar als ordinadors classics. A més tot i que la computacié quantica tingui
millors resultats que la classica en alguns camps, per les tasques més basiques per les
que utilitzem un ordinador seria molt pitjor.

Tot i que hem arribat a entendre a grans trets en que consisteix la computaci6 quan-
tica i a com programar un ordinador quantic, ens hem adonat que els coneixements
matematics i fisics que demana per poder entendre la a fons son molt complexes ,i que
per poder contribuir en ’avang d’aquesta computacio fa falta una base solida d’aquests
coneixements.
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Apendix A
Insal-lacio Qiskit

La instal-lacié és senzilla, cal tenir Python 3.5 o major i et recomanen tenir Anaconda,
aixi que instal-lem anaconda i seguim els passos de la documentacio:

1. Creem un entorn de Python amb la consola d’Anaconda.

" Anaconda Prompt (anaconda3)

kit env python=3

2. Entrem al nostre nou entorn i instal-lem el paquet de qiskit que conté tots els
elements, Terra, Aer, Ignis, i Aqua.

= Anaconda Prompt (anaconda3)

wonda activate gskit_env

(gskit_env) C:\Users‘\Maila>pip install giskit

3. Creem un nou notebook i importem qiskit.
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