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Abstract

The aim of this work is to study Fock spaces F&. These spaces were introduced by
Vladimir Fock, a soviet physicist. Among the properties that we will see are the boundary
of projection P, for p > 1, the characterization of Carleson mesures for F} spaces and
the study sets of zeros of these spaces.

Resum

L’objectiu d’aquest treball és estudiar els espais de Fock F&. Aquests espais van ser
introduits per Vladimir Fock, un fisic sovietic. Entre les propietats que veurem estan
I’acotacié de la projeccié P, per a p > 1, la caracteritzacié de la mesura de Carleson per
als espais F% i l’estudi dels conjunts de zeros d’aquest espai.
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1 Introduccio

En aquest treball considerarem diferents problemes de la Teoria de funcions en els espais
de Fock FY, també coneguts com espais de Bargmann o espais de Segal-Bargmann, que
tot seguit introduirem.

El projecte

Siguin 0 < p < 400 i a@ > 0, denotarem L, = LP <C,d)\%) on d/\% és la mesura
probabilistica donada per

e = e~ T dA(2)
i on dA és la mesura d’area euclidea en el pla complex. Aleshores, si H(C) és 'espai de

funcions enteres, definim l'espai de Fock F4 = H(C) N L.

Per a p = 2, veurem que F% és un espai de Hilbert. També veurem que el funcional
lineal ¢, : F2 — C donat per ¢, (f) = f(w) és acotat i, conseqiientment, pel Teorema de
Representacié de Riesz existeix una tnica funcié K, € F?? complint que

Fw) = (. Ku)y = /C () Ru(Dda(2).

Seguidament, definint el nucli reproductor K,(z,w) = Ky(z), podrem comprovar que

Ko (z,w) = e**" i que

Pa(f) = /C Ko w) f()dAo(w)

és la projecci6 ortogonal i, per tant, és un operador lineal acotat de L2 en F2.
El primer resultat que veurem en aquest treball és ’acotacié de l'operador P,, que

inicialment definit en L2, en I'espai L} per a 1 < p < +00. Més concretament, provarem:

Teorema. Siguin 1 < p < +o0o, a >0 i3 > 0. Aleshores, P, : L5 — Fg és acotada si i
només si o = (.

El seglient problema que considerarem en la memoria és la caracteritzacié de les me-

sures de Carleson per als espais de Fock FY.

Direm que una mesura de Borel positiva en C és una mesura de Carleson per a Fj si
Ff c Lp(e_p?d,u), és a dir, si existeix una constant C' > 0 tal que per a tota f € F}

/c [F(w)e 31

p
dy(w) < C||f1[%.




Llavors demostrarem el segiient Teorema:

Teorema. Siguin p una mesura de Borel positiva en C, 0 < p < +00 10 < r < 400.
Aleshores, les condicions segiients son equivalents:

(a) w és una mesura de Carleson per a Fy;

(b) Ezisteiz una constant C > 0 tal que / 6_%‘2_w|2du(w) < C per a tota z € C;
C
(¢) Existeiz una constant C = C(p,r) > 0 tal que u(B(z,r)) < C per a tota z € C on
B(z,r)={w e C:|w—z| <r}.

En particular, deduirem que les mesures de Carleson sén les mateixes per a tots els
p,a > 0. A partir de la seva caracteritzacié n’obtindrem un parell d’exemples.

Finalment, ens centrarem en estudiar els conjunts de zeros per a F%. Recordem que
si f # 0 és una funcié holomorfa en una regié €2, aleshores el seu conjunt de zeros
Z(f) ={2€Q: f(z) =0} és un conjunt finit o numerable.

Un problema classic en Teoria de funcions és el segiient: Donat un espai de funcions
holomorfes en una regié 2, es poden caracteritzar els seus conjunts de zeros?

Per a l'espai H*°(D) de funcions holomorfes i acotades en el disc D es compleix que
si (zn)n C D és una successié de punts, llavors aquesta successié és el conjunt de zeros
d’una funcié f € H>*(D) si i només si es satisfa ’anomenada condicié de Blaschke

Z(l — |zn|) < 4o0.

n>1

Aix0 és conseqiiencia de la Férmula de Jensen i de les propietats dels productes de
Blaschke.

Per a altres espais de funcions holomorfes no sempre existeix una caracteritzaci6 dels
seus conjunts de zeros. Aquest és el cas dels espais de Fock F que estem estudiant.

Aixi doncs, acabarem el treball provant els tres Teoremes segiients sobre la caracterit-
zacié dels conjunts de zeros per a Fj. El primer ens proporciona una condicié necessaria
i una altra de suficient.

Teorema. (a) Sigui 0 < p < 4+00. Suposem que (zp)n €s una successio de zeros infinita
d’una funcié f € F amb f(0) # 0. Suposem també que els zeros d’aquesta successio
estan repetits segons la seva multiplicitat i ordenats de forma que 0 < |z1| < |z2] < ...
Aleshores, ezisteir una constant ¢ > 0 tal que |z,| > cy/n per a tota n € N.

1
(b) Sigui (zn)n C C una successid que satisfa Z’—P < +o0o. Aleshores, per a tota
Zn
n>1
0 < p < +oo, ezisteiz f € F no nulla tal que Z(f) = U {zn}.

n>1

Teorema. Siguin 0 < p < 400 i a > 0. Aleshores, existeizen dues successions de zeros
en FY diferents tals que la seva unid no és una successié de zeros en FJ.

Teorema. Siguin 0 < p < +00 i a > 0. Aleshores, existeix una successio de zeros de Fh
tal que una subsuccessid seva no €s una successié de zeros de FL.



Estructura de la Memoria

Aquesta memoria esta organitzada de la manera seglient:

En el capitol 3 introduirem els espais de Fock Fj i en veurem algunes de les seves
propietats com ara l’estimacié puntual, la completitut, el calcul del nucli reproductor i
les inclusions entre els diferents espais FJ.

En el segiient capitol parlarem de 1’acotacié de 'operador projeccié P, per a o > 0.

Al cinque capitol veurem com es caracteritzen les mesures de Caleson per a Fp i
n’obtindrem un parell d’exemples.

Finalment, en el darrer capitol, parlarem de la caracteritzacié dels conjunts de zeros
de les funcions d’aquest espai.



2 Preliminars

El proposit d’aquest capitol inicial és recollir una serie de definicions i enunciats que
utilitzarem en les demostracions dels resultats d’aquest treball. Aprofitarem per fixar
notacié i parlarem dels espais LP(u) per a p > 0 on p és una mesura positiva, els espais
de Hilbert, les funcions holomorfes i les funcions enteres.

Els espais LP

En primer lloc, definirem les o-algebres de Borel, les mesures positives i els espais de
mesura.

Definicié 2.1. Sigui X un conjunt no buit. Direm que una colleccio de subconjunts M
de X és una o-algebra en X si té les segiients propietats:

(a) ¢ € M;
(b) Si Ae M, llavors A € M on A® és el complementari de A respecte X ;

(c) Si Ap € M per a tota n > 1, llavors U A, € M.

n>1

En particular, direm que M és una o-algebra de Borel en X si és la o-algebra en
X més petita que conté tots els oberts de X, és a dir, si és la o-algebra gemerada pels
conjunts oberts de X.

Definicié 2.2. Una mesura positiva p és una funcio definida sobre una o-algebra M
que dona valors en linterval [0, +00] de manera que satisfa les dues propietats segiients:

(a) p(¢) = 0.

(b) Si (Ap)n € M son conjunts disjunts dos a dos, llavors U A, | = Z,u(An).

n>1 n>1

Totes les mesures p que considerarem seran o-finites i positives, és a dir, compliran
que pu(Xy) < 4o0o0ique X = U X
n>1

Definicié 2.3. Un espai de mesura (X,u) és un espai mesurable en el qual hi ha
definida una mesura positiva sobre la o-algebra dels seus conjunts mesurables.

A partir d’aqui suposarem que (X, u) és un espai de mesura arbitrari amb una me-
sura positiva p. Seguidament, enunciarem tres teoremes sobre espais mesurables: la
convergencia dominada de Lebesgue, la desigualtat de Jensen i la de Holder.

Teorema 2.4. (Convergéncia dominada de Lebesgue) Sigui (X,u) un espai de
mesura. Suposem que (fn)n €s una successid de funcions mesurables compleres sobre
X tals que existeix g.p.t v € X



Si també existeiz una funcié g € L'(u) tal que |fn(z)| < g(z) per a totan € N i g.p.t
x € X, aleshores

(a) fe L' (n);
(b) ngrfoo/X |fo — fldp = 0;

(c) Jim_ /X Fudyt = /X fd.

Teorema 2.5. (Desigualtat de Jensen) Sigui (X,u) un espai de mesura tal que
w(X) = 1. Sigui també una mesura positiva p sobre una o-algebra M en X. Si f és
una funcié real de L' (p), si a < f(x) < b per a tota x € X i si p és convexa en l'interval

(a,b), aleshores
w(/xfdp) S/X(wf)dw

Definicié 2.6. Direm que p i q son un parell d’exponents conjugats si es tracta de
dos nombres reals positius tals que

Notem que necessariament 1 <p < 4+ocil < g < +oo.

Teorema 2.7. (Desigualtat de Holder) Siguin p i q un parell d’exponents conjugats.
Sigui (X, 1) un espai de mesura. Si f i g sén funcions mesurables en X amb recorregut

en [0,+00], aleshores
1 1
p q
[ tsataes ([ aspan)” ([ tlvan)”
X X X

En particular, si p=q = 2, 'anomenem Desigualtat de Schwarz.

Seguidament, veurem alguns aspectes de la teoria dels espais LP.

Definicié 2.8. Sigui 0 < p < +00. Es defineix l’'espai LP(u) com el conjunt de totes les
classes d’equivaléncia de funcions f complexes i mesurables en X tals que

171 = [ 14Pd < o
X
Notem que per a 0 < p < 1, els espais LP(u) sén quasi metrics. En canvi, per a p > 1

els espais LP(u) sén metrics complets.

Teorema 2.9. Sigui 1 < p < 400. Si (fn)n €s una successio de Cauchy en LP(u) amb
limit f, llavors (fn)n t€ una subsuccessid que convergeix puntualment en gairebé tot punt

a f(x).

Proposicié 2.10. Suposem que (gn)n @ g son funcions de LP(X, u) tals que g, — g(x)
quan n — +o0o gairebé per a tot x € X. Aleshores,

lim /\gn—g]pd,u:O@ lim /]gn]pdu:/ lg|Pdp.
n—400 X n——4o0 X X
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Sip1igsén un parell d’exponents conjugats, denotem L9(X, 1) I'espai dual de LP (X, u).

Teorema 2.11. Siguin 1 < p < 400 i ® un funcional lineal acotat en LP(u). Aleshores,
existeiz una unica g € LY(u), on q és l'exponent conjugat de p, tal que

B(f) = /X Fodu, f € LP(1).

A més, es verifica que ||®]| < |[g]|pa()-

Lema 2.12. Siguin p i ¢ un parell d’exponents conjugats. Si un operador integral

Tf(z) = /X G, y) ()dpu(y)

esta acotat en LP(X,du), aleshores el seu adjunt T : L9(X,du) — L1(X, du) és loperador
integral donat per

T*f(y) = /X Gy ) f («)du(z).

Per acabar, enunciem el Teorema de 1’Aplicacié Oberta.

Teorema 2.13. (Aplicacié oberta) Siguin X i Y dos espais de Banach. Si A és un
operador lineal continu i bijectiv de X sobre Y, llavors existeix § > 0 tal que

1
ollzll < llAz]] < Sllell, =€ X.

Espais de Hilbert

En aquesta seccié definirem els espais de Hilbert, enunciarem el teorema de representacié
de Riesz i parlarem sobre les bases ortonormals d’aquests espais.

Definicié 2.14. Un espai vectorial complex H es diu que és un espai amb producte
interior si per a cada parell ordenat de vectors x,y € H hi ha associat un nombre complex
(x,y) anomenat producte interior (o escalar) de x iy tal que es verifica:

(
(b)) (x+y,z)=(x,2) + (y,2) siz,y,z € H.
(c) {ax,y) =a(z,y) six,y € H i a €C.
(d) (x,z) >0 per a tota x € H.

(z,z)

(e) (z,x) =0 si i només si z = 0.

N

Observem que si definim la distancia entre z,y € H com ||z —y|| = (z —y,z — y)?2,
aleshores tindrem que H és un espai metric.

Definicié 2.15. Direm que H és un espai de Hilbert si és complet, és a dir, si tota
successio de Cauchy convergeix en H.



A continuacid, enunciarem el teorema de representacié de Riesz el qual ens donara
Iexisténcia del nucli reproductor dels espais de Fock F5 més endavant. Per acabar aquesta
seccid, definirem les bases ortonormals dels espais de Hilbert.

Teorema 2.16. (Representacié de Riesz) Sigui (-,-) el producte escalar sobre ’espai
de Hilbert H. Per a tota forma lineal acotada L, existeix una unica 7, € H tal que per a
tota v € H tenim que L(v) = (v, 7r).

Definicié 2.17. Direm que una successio (en)n, C H és una base ortonormal de H si

L , . . 1 n=m
(a) és ortonormal, és a dir, si {€n,em) = dpm = { 0 n#£m };

(b) és total, és a dir, si (x,e,) =0 per a tota x € H implica que x = 0.

N
En altres paraules, si & = {Z’ynen Y €C,N > 1} és dens en H, direm que (en)n

n=1
és una base ortonormal de H.

Funcions holomorfes

Definicié 2.18. Sigui una funcié f : U — C on U C C és un conjunt obert. Direm que
f és holomorfa en zg € U st existeix
f(z) — f(20)

lim ———"——~.
Z—20 zZ — 20

En general, direm que una funcio f és holomorfa en U si és holomorfa en tota z € U.

Seguidament, enunciarem dos teoremes molt coneguts dins ’analisi complexa.

Teorema 2.19. (Formula integral de Cauchy) Sigui Q) un domini acotat del pla amb
frontera regular a trossos i orientat positivament. Si f és holomorfa en un entorn de €,
llavors

f)= o [ I

27 Joq w — 2

dw, 2z €.

Teorema 2.20. (Morera) Sigui un obert U C C. Aleshores, una funcid f € €(U) és
holomorfa en U si i només si per a tot triangle N C U tenim que

f(z)dz=0.
[JAN

També necessitem donar alguns resultats sobre subharmonicitat de funcions.

Definicié 2.21. Direm que una funcio continua f en un conjunt obert U té la propietat
del valor mig si per a tota z € U i per a tota r > 0 tal que D(z,r) C U, llavors

f(z) = % /_7r f(z +ret)dt.

Teorema 2.22. Sigui U un conjunt obert. Si una funcié f és continua i té la propietat
del valor mig en U, llavors és harmonica en U.



Definicié 2.23. Sigui U un conjunt obert. Direm que una funcio f continua en U és
subharmonica en U si per a tota zg € U i per a tota r > 0 tals que D(zg,r) C U tenim
que

2

flzo) < % ; f(zo —}-rew)dQ.

Teorema 2.24. Sigui Q un domini. Si f € H(Q) és una funcié no nulla, aleshores log |f]
és subharmonica en Q. En particular, també ho sén log™ | f| = max(log |f],0) i | f|P per a
0 <p<4o0.

Un problema classic en la teoria de les funcions holomorfes és I'estudi de la caracte-
ritzacio dels zeros de les funcions en els diferents espais i una de les eines més utilitzades
en aquests estudis és la Férmula de Jensen.

Teorema 2.25. (Férmula de Jensen) Siguin R > 0 i N € N. Suposem que f una
funcidé holomorfa en un entorn del disc D(0, R) amb f(0) #0. Si z1,..., 2y son els zeros
de f a D(0,R) amb multiplicitats m1, ...,my respectivament, llavors es satisfa que

1 27 ; N .
g £0) = 5 [ tog (AN lar + 3 mytog (1)
n=1

Funcions enteres

Recordem que una funcié f és entera si és holomorfa en tot el pla complex. Com a
conseqiieéncia de la definicié de subharmonicitat tenim el segiient Teorema.

Teorema 2.26. Sigui 0 < p < 400. Si f és una funcid entera, aleshores per a tota a € C
i per a tota r € [0, +00)
1 2m )
f@P < o [ 15t retpra.
0

27
Un altre resultat important que necessitarem és el Teorema de Weierstrass.
Teorema 2.27. (Weierstrass) Sigui U C C un conjunt obert i sigui € (U) 'espai de

funcions continues en U. Aleshores, es compleix que

(a) H(U) és un subespai tancat de € (U). En altres paraules, si (fn)n C H(U) convergeiz
uniformement sobre compactes de U en € (U) cap a f, llavors f € H(U);

(b) Sil > 1, Uaplicacié ¢ : HU) — H(U) tal que o(f) = f© és continua. Es a dir,
st (fn)n € H(U) convergeix uniformement sobre compactes de U cap o f € H(U),

llavors (fT(Ll)) convergeiz uniformement sobre compactes a fU) € H(U).
n

Per a qualsevol espai X C C, denotarem per Z(f) = {z € C: f(z) = 0} el conjunt de
zeros de f en X. El segiient Teorema ens permetra construir funcions enteres amb zeros
i multiplicitats prefixades. Aquestes funcions vindran donades per productes infinits.

Sigui f una funci6 entera. Definim els factors elementals de Weierstrass com
Ep(z) =1-z,

i per a cada n > 0,



Teorema 2.28. (Factoritzacié de Weierstrass) Sigui (z,)n, C C\ {0} una successio
tal que |z,| — 400 quan n — +oo. Suposem que existeix (pp)n € N tal que per a tota
r > 0 es compleix que

r pn+1
Z — < 400.
o1 | 2]

Aleshores, tenim que el producte infinit

P(z) =[] Ew. (;) (2.1)

n>1

convergeiz incondicionalment en H(C) cap a una funcio entera f tal que Z(f) = U {zn}.
n>1
A més, per a tota z € Z(f) escrivim m(f,z) = cardinal{n > 1: z, = z}.

Definicié 2.29. Sigui f una funcio entera. Per a qualsevol r > 0, denotem el suprem de
f ala vora del disc |z| =1 com

M(r) = M (r) = sup |f(z)],

|z|=r
Aleshores, direm que f és d’ordre p si
) log log M (r)
p = limsup ————=.
r—+o0 log 7

Es clar que 0 < p < +00. A més, si 0 < p < +oo, direm que f és de tipus o si

. log M (r)
o = limsup ———=.
r——+00 rP

Sigui (zn)n la successié de zeros de d’una funci6 entera f. Suposant que f(0) # 0,
denotarem per p; = p1(f) a U'infim de tots els nombres s > 0 tals que

< +o0. (2.2)
En particular, U'enter s > 0 més petit que satisfa la condicié de convergencia esmentada
el denotarem per m + 1.

Teorema 2.30. Per a qualsevol funcid entera f no nulla tenim que

(a) pp—1<m<p.

(b) si p no és enter, llavors p = p1.

(c) si p1 no és enter, llavors m = [p1] on [p1] és la part entera de p;.



L™ iltim Teorema que usarem en la memoria és ’anomenat Teorema de Lindeldf i ens
serd 1itil quan estudiem els conjunts de zeros dels espais de Fock F& al capitol 6.

Teorema 2.31. (Lindeldf) Sigui f una funcid entera d’ordre p. Suposem que f(0) # 0
i que (zn)n €s la successid de zeros de f. Aleshores, f és de tipus finit o si i només si es
satisfan les dues condicions segiients:

(a) n(r) = O(rP) quan r — 400, on n(r) és el nombre de zeros de f en |z| <r (comptant
multiplicitats);

1
(b) Les sumes parcials S(r) = Z T, estan acotades en 1.

Per acabar aquest capitol, donarem la definici6é de la Funci6 Gamma.

Definicié 2.32. Per a x € (0,+00), definirem la Funcié Gamma com

“+oo
I'(z) = / t*te~tar.
0

En particular, tenim que la Funcio Gamma verifica les segiients propietats:

(a) Per a tota x € (0,4+00), es compleiz que I'(x + 1) = x!;

(b) T'(x +1) >~ e *2"2rx quan x — +oo, (Férmula de Stirling).

10



3 Els espais de Fock F?

Comencarem el capitol parlant de 'espai de Fock F2, que és un espai de Hilbert.

3.1 L’espai de Fock F?
Definicié 3.1. Per a tot parametre o > 0, considerem la mesura Gaussiana definida per

dha(2) = %e_a"z'QdA(z),

on dA és la mesura d’area euclidea en el pla complex.

Observacié 3.2. La mesura Gaussiana és una mesura de probabilitat.

Es facil provar-ho fent un canvi a coordenades polars. Efectivament,

) +o0 2 2
/ dha(2) = / e dA(z / / ~%rdfdr
C cT

400 40
:/ 2are " dr = [—e or } =1.
0 0

Definicié 3.3. Si L2 := L?*(C,d)\,), 'espai de Fock F? és el subespai de les funcions
enteres f de L2, és a dir, f € F? si i només si f € H(C) i
2 _ @ 2 —alz|?
117z = — : |f(2)["e”** dA(z) < +o0. (3.1)
A continuacié, veurem exemples de funcions de FJ% i algunes propietats que seran
utilitzades en les demostracions dels principals resultats d’aquest treball.
Exemples 3.4. (1) Tot polinomi holomorf pertany a F>.

(2) Per a tota w € C, es compleix que f,(z) = e**¥ € F2. En particular, també tenim
que f(z) = e** € F2.

Demostracié. Comencem provant (1). Degut al fet que L2 és un espai vectorial, només
cal comprovar que els monomis 2" € F2, per a tota n € N. En efecte, utilitzant el canvi

a coordenades polars
+o0 2m )
/ |2"e " dA(= / / —or® 4y

— / M’ 2n+1 —ar d?”—/ 20 2n+1 —ar? d?"
T Jo 0

i aplicant el canvi © = ar? obtenim que 1'iltima integral és igual a

31Q

1 = [ 1 Paxa(e) =

1ot 1 n!
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Amb aix0 queda provat el primer exemple. Provem el segon: usant la traslacié z — z+w
iel fet que d\o(z) és una mesura de probabilitat deduim que

£l = / |2 PdAg (2) = = / 2ol ool g 4 ()
[e% C T C
- a/ e2afez—alsP—alul? calul? g 4( ) = a/ “olmulealnlga(z)
C

T
:0‘/ —alzP? galul? g 4 () = colul? /dA _ ol o oo
C

s

O

Lema 3.5. (a) Per a tota f € Fg i per a tota w € C, sigui F(z) = f(w — Z)eazw_7|w|2
Aleshores, F € F2 i HFH%‘Q = HfH%z

(b) Szguz ¢ € C\ {0}. Aleshores, l'operador dilatacid f(z) — f(Cz) és una isometria de

F; (1F|C‘2 Es a dir, SZfEFQZF() f(Cz), llavors tenim que ||Fl|p2 = [|f||F2.
[¢Fa «

Demostracié. Provem (a). Fixada w € C, i tornant a fer servir la mateixa traslacié que
abans és senzill veure que

azw77w2 azw— aw2 70{22
!IFH%z:/ ]f(w—z g =2 [ 1w = ppersmelel el aa(
=2 [ 1w =Pt aae) / F()Pe P aA(:) = 17113 < +oc.

Provem (b). Sigui f € F2. Donat ¢ € C\ {0}, apliquem el canvi w = (z amb jacobia
|C|? de manera que

||| 2 /|f((z)\2d/\g|za(z) _ Klja/(clf(Cz)Fe'C'QW'QdA(z)

[¢I2a

2 2 1
_ [he * [Itwpeer A = L1 Pixaw) = £l

O
El segiient Teorema estableix el creixement de les funcions dins I'espai de Fock F2,
resultat que ens permetra provar la seva completitut entre d’altres.
Teorema 3.6. (Estimacid puntual) Si f € F2, aleshores

‘ 2

[F < 11 £llpze? (3-2)

Demostracié. Siguin r > 01 f € F2. Per la Férmula Integral de Cauchy 2.19, sabem que

200) — L f*(w)
=55 /8D(o,r) dw

211 w

Aplicant el valor absolut i parametritzant 0D(0,7) tenim que

T re)

27i 0 ret?

1 27 ) " 1 2 .
9 o (T@ ) ’ 9 /O | (7"6 )|

12

1F2(0)] <

rie’ do ‘




—ar?

Multiplicant per re i integrant respecte r en l'interval (0, +00),

400 +o00 21
| £2(0)| /0 ot g < — / (re’®)|2re="" dodr.

- 27

Aixi doncs,

N ,
|];(O?)| [e—ar < 27T/ ’f |2 —alz| dA( )

i per tant,

£20) <2 /v )Zeel dA(z) /u Pdda(z) = (11112

Amb aix0 queda provada l'estimacié puntual a lorigen. Pel cas general, utilitzarem
lapartat (a) del Lema 3.5. Considerem la traslacié F(w) = f(z — w)eo"ﬁ*%‘z|2 € F? que
compleix ||F||gz = ||fl|g2. Aleshores, com que F € F3, pel que acabem de provar es
satisfa la desigualtat [F(0)| < [|F[|p2 = |[f]|F2. 1 finalment,

F(O0)] < |IFllgz <= |£(=)e

(2)] < [ f||p2e2 .

Corollari 3.7. F? és un subespai tancat de L?,.

Demostracid. Sigui (fn)n C F2 tal que f, — f en L2 i volem veure que f € F2. De fet,
tan sols hem de provar que f € H(C), ja que f € L? per hipotesi.

Com que (f,)n és de Cauchy en L2, tenim que donades z € C i € < 0, existeix ng € N
tal que ||fn, — meL% < € per a tota n > ng i per a tota m > ng. En particular, si
(fn)n C F2, pel Teorema 3.6 deduim que

Q|2 a2 a2
|fn(2) = fm(2)] < an_meF3€2|z| :”fn_meLateZ' < e,
Aixi doncs, per a tota R > 0,

sup ‘fn(z) - fm(z)| < sup ee%‘z|2 — 0,
1<k |2I<R

i per tant f,, — f;, — 0 uniformement en |z| < R. En altres paraules, (f,,), és una successié
de Cauchy en H(C). Aleshores, pel Teorema de Weierstrass 2.27, existeix g € H(C) tal
que f, — g uniformement sobre compactes de H(C).

D’altra banda, si f, — f en L2, pel Teorema 2.9, existeix (f,, ) parcial de (fn)n
puntualment convergent cap a f, és a dir, f,,(2) = f(2) g.p.t. z € C. Aix0 implica que
f =g gpt. z¢& C de manera que f, — g en L2. T com que g € H(C) N L2, llavors
g€ F2. a

Corollari 3.8. F2 és un espai de Hilbert amb el producte escalar

zjjwmawaa=a/fMAWﬂmwma,fyeﬁ.
C T JC
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Seguidament, calcularem el nucli reproductor de l’espai de Hilbert F2, que sabem
que existeix pel Teorema de representacié de Riesz 2.16. Per poder-lo calcular, primer
necessitem trobar una base ortonormal de I'espai.

an
Proposicié 3.9. Sigui e, = \/ 72" per a totan > 0. Aleshores, {en}n €és una base
n!

ortonormal de F2.

Demostracié. Comencem veient que {e,}, és un conjunt ortonormal. Fixades n,m > 01i
fent servir un canvi a coordenades polars tenim que

am am___ o [aqntm - _ 2
(€n,em), = — 2" [ —2"dA\(2) = — amelF dA(2)
’ o | | Im!
C n. m: ™ nm: Jc
a [qntm [too 2w : —
= —\/ / rPe™pmeiml e L dg dry
nlm/!
400 27r
g antm n+m+1 zn@ imo —ar dOdr
7V nlm!
1% an+m 9 2w o
_ = rn+m+1e ar e'mﬁ Zmed@dr.
m n'm' 0 0

En particular, notem que si n # m, per la periodicitat de les funcions obtenim que

(ensem),, = 0. Perd, si n =m, llavors fent el canvi u = ar? veiem que

2n 2 +oo
(ensenda = =/ o / pAntleor / dédr = 20" / )re " dr
n:mn. 0

R O T N =2 T
n! 0 a n! n! '

Aix{ doncs, {e,}, és un conjunt ortonormal. Ara per a que sigui base de F2, per la
Definicié 2.17 n’hi ha prou que comprovem que per a tota f € F2 i per a tota n > 0, si
(f,en), =0, llavors f = 0.

Donada n > 0, escrivim f(z Z%Z ja que f € H(C). Aleshores,

£>0
(f,en)y = / Z apz® \/n—z"d)\ \/ a / Zakz zTe_a‘ledA(z)
C \ k>0 k>0
n +o00 27 )
\/ a / / Za rkeikd | pno=ind o —ar? . ag .
k>0
an 21 .
_ [ = / Z a rk—i—n—i—l —ar / €l(k_n)9d9d7‘.
E>0 0

Observem que la integral només és diferent de zero quan k = n. Tenint en compte aixo i
fent el canvi v = ar?

2m +oo
(fen),, ,/ / p2ntlg—ar? / dodr = 2041/ / e dr
0
+00
:Haan/ u"efudu:f\/ apl'(n+1) = \/ \/
an\ n! 0 an

14



Finalment, com que estem suposant que (f,e,), = 0, obtenim que a,, = 0. I degut al fet
que aix0 passa per a qualsevol n > 0, resulta que f = 0. O

Corollari 3.10. Les sumes parcials de la série de Taylor de cada funcié f € F2? conver-
geiven a f en la norma de F2. En particular, els polinomis son densos en F2.

Demostracio. Sigui f(z Z anz". A la Proposicié 3.9 hem vist que (f,ey), = \/O%an
n>1
i que {en}n és base ortonormal de manera que per a qualsevol N € N

N N
ST {fendqen(z) =D ane" — f € FL.
n=1 n=1

Calcul del nucli reproductor

Fixada w € C, considerem el funcional lineal ¢, : F2 — C definit per ¢,(f) = f(w).
En particular, 'estimacié puntual calculada anteriorment ens diu que ¢,, és acotat en
F2. Aleshores, pel Teorema de Representacié de Riesz 2.16, existeix una tnica funcié
K, € F2 tal que verifica

flw)=(f,Ku)o, fe€Fz.

Definicié 3.11. Anomenarem a la funcié K,(z,w) = K, (z) nucli reproductor de F2.

Lema 3.12. Per a totes (,w € C, tenim que Kq(w,() = Ko(C,w).

Demostracié. Donada w € C, considerem f(¢) = K({,w) de manera que

KolCow) = £(0) = (. Ko, = (Ku, Ko),, /K 2 0)Ka(z OdAa(2)

/K 2, w) Ko (2, C)dAa( /K (2,0)Ko(z, w)dAo(2)

~ [ KeloRuleidra() = e Ko, = Relw) = K. ).
O
La segiient Proposicié calcula el nucli reproductor que busquem.
Proposicié 3.13. El nucli reproductor de F? és
Ko(z,w) =e*™, 2z w € C. (3.3)

Demostmcio’ Sabent que {en}n és una base ortonormal de F2, aleshores podem escriure

Z cnen(2) 1 pel Lema 3.12 tenim que
n>0

o = TRl Ohen). / Ko / Tl Ddra(2)
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en altres paraules, ¢, = e,((). Aix{ doncs, substituint en K, obtenim

50 = Y eneals) = Y en@eals) = Yy S Do

n>0 n>0 n>0
(a€2)" _ ot
-3 By - T
n>0 n>0
Per tant K, (z,() = €*C com voliem demostrar. O

Recordem que tot subespai tancat X d’un espai de Hilbert H té una tnica projeccio
ortogonal P : X — H. En particular, com que F? és un subespai tancat de L2, aleshores
existeix una tnica P, : L2 — F2 tal que per a tota f € F?

(a) Pof =f;
(b) f = Fa(f) +Q(f) on (Pua(f), Q(f))q = 0;
(c) P, és autoadjunt: (P.f,g), = (f, Pag),-

A continuacid, veurem que P, és un operador integral donat pel nucli reproductor K,
definit anteriorment.

Proposicié 3.14. Per a tota f € L? i per a tota z € C, tenim que
/ Kqo(z,w) f(w)dAo (w). (3.4)

Demostracié. Fixem f € L2 i z € C. Aleshores, donat que P, és una projeccié autoad-
junta i aplicant el Lema 3.12 deduim que

Paf(2) = (Puf. K2), = (f, PAK) / fw Ne(10)

/f Ka(w, 2)dAa( /f oz, w)dAa( /sz w)dAa(w).

Observacié 3.15. Per a tota z € C, definim el nucli reproductor normalitzat en z com

O

fo(w) = —2o2 2l gozw—glef?, (3.5)

En particular, cada k, és un vector unitari de F2.
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Acabem la seccié amb un Corollari que ens sera 1til al capitol quatre.

Corollari 3.16. Siguin o > 0 ¢ 8 € R. Aleshores,

/ ‘eﬁzﬁ
C

Demostracio. Considerem b € C. Per la definicié del nucli reproductor, és facil veure que

2
dha(z) = el qeC.

2 abb abz 2
Ko(b,b) = [ [Ka(b,2)|" dAo(2) <= e = e dAa(2),
C C
i fent el canvi b = g—g obtindrem el que volem. En efecte,
Ba B g Baz 2 ﬂ2\a|2 Baz
ez2 2" = ‘e 27 dA\y(z) = e = e’ dAo(2).
C C
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3.2 L’espai de Fock FP?

En aquesta seccié definirem els espais de Fock F% per atotap > 0. Sia > 0i0 < p < 400,
denotem L% I’espai de funcions mesurables de Lebesgue f en C tals que

P _ ]B ’ _% Z|2 p
171 =52 [ Jcse

Observem que Lg = LP(C,dAsa) # LP(C,d)q) si p # 2.

dA(z) < 400. (3.6)

Definicié 3.17. Sia > 030 < p < +00, anomenarem espai de Fock F% a l’espai de
funcions enteres de L. A més, sip = +oo, F° és 'espai de funcions enteres f tals que

11l = sup |f(= 2)|e 3 < oo (3.7)

A continuacié, donarem exemples de funcions de Fj per a 0 < p < +o00. Els tres
primers es demostren de manera analoga al cas p = 2, i els altres dos els farem servir més
endavant per estudiar els conjunts de zeros de F5.

Exemples 3.18. (1) Tot polinomi holomorf pertany a FY.

(2) Per a tota w € C, tenim que f(z) = e**" € F}.

(3) Donades w € C i f € FE, llavors F(z) = f(z — w)e®* 517" ¢ FP.
(4) Per a tota § < §, es compleix que f(z) = 9%’ e FE.

(5) Per a tota § < §, es satisfa que f(z) = sindz? o .

T 622

Demostracio. Provem (4). Donat que estem considerant ¢ < §, és facil veure que

pOé Z2p 7&)22 pa Z2 _ pa 2
I = 27['/(:‘66 e T AA(z) < 27T/<c€p5 P51 g A(2)
< Za/e”(“—ﬂz dA(2) < +oo.
T

Ara provem (5). Notem que es tracta d’una funcié entera perque sinz té un zero simple
2 N ,

en z = 0. Aleshores, com que per a tot compacte f (z)e‘“'z‘ esta acotada, només cal

comprovar que la integral convergeix en |z| > 1. En efecte,

[ =]

< 2 / ep5\z|2 |Z‘2dA( ) < 2 / p(é_%)lz‘QdA( ) <+
=200 S P2 =0 J s € e

ja que en aquest cas també estem considerant que § < 5. O

. P
sin 622 |?

522

e _ e
2022

1622 —i022
B |=f?

dA(z)

De manera analoga a la demostracié de I'exemple (5) tenim el Lema segiient.
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Lema 3.19. Sigui f € FL i suposem que zg = 0 és un zero de f amb multiplicitat m > 0.
Aleshores, % € FL i no s’anulla a origen.

Demostracio. Si posem F(z) = z(i), llavors

pa [1fE) e P -z ap
1y =5 | |5 dA(z) = 27r Py dA(2)

_ b |f(2 )| SE pa |f(2)] T
o Jgr e €0 AT %/mvw (=)

Notem que la integral de I’esquerra és finita donat que F(z) és una funcié entera. D’altra
banda, també és facil veure que per la integral de la dreta tenim que

1f(=)P o512 g Al Pzl P ~
/ dﬂ)é%é“(ﬂ dA() < IfIlL, < +

z|>1 |2:’

degut al fet que f € F%. O

uidamen nim un imacid puntu r uncion 5 ana
Seguidament, obte a estimacio tual per a les funcions de FY analoga al cas
p = 2 que hem vist a I’anterior seccio.

Teorema 3.20. (Estimacié puntual) Sigui 0 < p < +oo. Aleshores, per a tota f € Fh

F@)] < lIfllpzes, zec. (3.8)

Demostracio. Estudiem primer el cas en el qual 0 < p < +o00. Pel Teorema 2.24 tenim
que |f|P és subharmonica, de manera que per z =017 > 0 obtenim

2T
1O < 5 [ Uftre)pa.

2T

2

Multiplicant per re”'2" en ambdés costats

o 1 o 27 )
u@mf@”<m%ﬂﬂ £ (ret®)|Pdp,

integrant respecte r en 'interval (0, +00)

+00 +oo  p2m 2
|f(0)|p/ re” =" dr < 2— / (re'®)[Pre="2"" dbdr,
0 7T

i fent el canvi w = re’ obtenim que
1O = < 5= [ e daq).
Per tant,

[F O < 1117

Ara volem veure que passa a la resta de punts i per veure-ho considerarem la funcié
F(w)= f(z — w)ea“’Z*?'Z‘ per a tota z € C i per a tota f € FY. Acabem de provar que
|F(0)]P < ||F[|7, i pel Lema 3.5 sabem que ||F||gr = || f||zz, de manera que

11y = IR, > [FO)P = |7z — 0)e 88" = |z pe514F,
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i deduim que |f(2)| < |\f||Fge%‘z|2, com voliem demostrar.

Finalment, per la definici6é de la norma de F3°, és clar que també es compleix aquesta
I’estimacié puntual quan p = +o0. O

Proposicié 3.21. (a) Si0 < p <1, FY és un espai métric complet.
(b) Sil<p<+oo, FY és un espai de Banach.

La demostracié d’aquesta proposicié també és analoga a la feta per a p = 2.

Ara, provarem la densitat dels polinomis holomorfs en F} per a 0 < p < +o0o. En
el capitol segiient, n’obtindrem una demostracié alternativa per a 1 < p < +00 com a
conseqiiencia de 'acotacié de 'operador P,.

Proposicié 3.22. Sigui 0 < p < +oo. Llavors, els polinomis holomorfs son densos en
F%, és a dir, per a tota f € FY, existeix una successié de polinomis holomorfs tals que

l[pn = fllpp =0, n — +oo.

Demostracio. La demostraciéo d’aquesta proposicié es basa en els segilients dos passos:

(@) [[fr = fllpe = 0, sir =171 fi(2) = f(r2).

(b) Per a cada 0 < r < 1, existeix (py), successié de polinomis tal que ||p, — fr||r — 0
quan n — +0o0.

Comencem provant (a). Fixem f € F} i observem que

a —_ L
”frHI;:g— /\f rz)|Pe” & IZ\2dA( p w)lPe 25w ‘dA( )

2m~2 / ’f o W

Perd resulta que, per a qualsevol 7 € (0,1), =2 — 1 > 0 i per tant per a tota w € C

22 uf2(r2-1

e~ TP D g A(w).

) < 1. En altres paraules,

flw)e 31l =Bl 21 ‘f

e

e LHdA(w)).

Aixi doncs, pel Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue 2.4 obtenim que
I[frlle — |Ifllpr quan 7 — 17. T finalment, aplicant la Proposicié 2.10 resulta que

Lfr = fllpz = 0.

Ara, podem provar (b) utilitzant Papartat anterior veient que, per a tota r € (0,1), la
funcié f, es pot aproximar pels seus polinomis de Taylor en la norma de F%. Primer de
tot, donades r € (0,1) i 8 € (r?a, @), notem que f, € Fg En efecte, d’'una banda, per
apartat (b) del Lema 3.5 sabem que f, € F%, i ||fr]|FTg2a = ||f||2. Draltra banda, per
I’estimacié puntual tenim que

a2 21,12
£ < U fellpn, €0 = (@) < I FIlTpem

i per tant

Hf?“”i“g = f/ ‘f(TZ)‘Qefﬁ\deA(z) < éHf”%s / er2a\z|26*3\z|2d_,4(z) < 400,
C ™ C
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jaque f € FYir?a—f < 0. Veiem ara que FBQ C FP. Es a dir, volem provar que existeix
una constant C' > 0 tal que per a tota g € FBZ es compleix que ||g[|p» < C’||g||Fg. Suposem
primer que p < 2. Si g € FBQ,

e’ _pay,2 pa —pB 2 B
loltper = 52 [ la@le 5 aaG) = 52 [ lgope e

Donat que % > 1, podem aplicar la Desigualtat de Holder 2.7 per al parell % i 'exponent
conjugat % > 1 de manera que
2—p

lalfy < 22 (/Mg e e[ ¢u>) Qé%f? e
 foreons) ([ )
< %( /|g )|2dAs( )>g</cez 5o 2dA(z)>2;p.

Observem que la integral de I'esquerra és igual a [|g|%. ; i que la de la dreta és finita ja

que 5 ’B > < 0. Aixi doncs, existeix una constant C' > 0 tal que

PaA(z).

‘ 2

plz

gl < Cp\lgll’}g > llgllpz < Cllgllpz-

Veiem ara que passa en el cas que p > 2. Fent servir I'estimacié puntual resulta que

p _ P¥ — 22|52 p P& 8
gllgr = zw/(clg(z)\pe 2 "M dA(z) < ||9HF§ o Ce

I com que la integral de la dreta és finita, llavors existeix una constant C' > 0 tal que

P aA(2).

1911 < CPllgllgz <= llgllrz < Cligllez-

Finalment, si p,, és ’enessim polinomi de Taylor de f,., aplicant la desigualtat que acabem
d’obtenir i la Proposicié 3.9, deduim que

Hfr _pn”F&7 < CHfT _anFg — 0.

O

El segiient objectiu és estudiar les inclusions entre els espais F} que serd una con-
seqliencia de I'estimacié puntual. Per fer-ho, primer hem de definir els espais f3°.

Definicié 3.23. Definim Uespati de Fock f3° l'espai de funcions enteres f tals que

lim f(z)e_%|zl2 =0. (3.9)

21



Lema 3.24. f5° és un subespai tancat de FS°.

Demostracio. Per provar-ho, hem de veure que si f, € f3°1i f,, = f en FS° per a tota
n € N, llavors f € f°.

D’una banda donat que f,, — f en FS°, existeix ng € N tal que per a tota n > ng
|f(z) = fa(2)|e™2 3lel” < 5. D’altra banda, com que f,, € f3°, existeix una constant M > 0
tal que |fny(2)| < § quan |z| > M. Aleshores, utilitzant la desigualtat triangular

F@Ie 3 < 1) — frp (@l 1 (e T < £ 4 £ =
Per tant, f € f3°. O

Teorema 3.25. Si0 < p < q < +00, llavors es verifica que Fy C Fl i Fy C f°. A més,
aquestes inclusions son estrictes.

Demostracid. Siguin 0 < p < ¢ < 400 1 f una funcié entera. Primer de tot, notem que
per 'estimacié puntual tenim que

”f@q:qa/f(z)’qe Izlsz (Joz/‘f PIf ()% Pe” = Z|2dA( )
<A g [1rGpetanre E il aac) i1 e [ 17Gre F aac)
= I£11%, qufH :foHFp,

1711z = (fj) 11152

Es a dir, F¥ c FI. Ara volem veure que aquesta inclusié és estricte per reduccié a
Iabsurd. Suposem que F} = F{ de manera que 'aplicacié identitat és acotada i bijectiva.
Aleshores, pel Teorema de I’Aplicacié Oberta 2.13, existeix una constant C' > 0 tal que
per a tota f € F} tenim que

1
cllfllez < [lflleg < Cllfllrg- (3.10)

i per tant

Agafem 2" € F} i observem usant la Férmula de Stirling que

+oo  p2m
1272, = /|z|"pe “12PgA(z) po‘/ / e g0y
400 e +oo
— pa/ ppl e =552 g / <2t> e tdt = <> / t5 e tdt
0 0 pa pa 0
2\7% _/n 2\ 7w np\ % np\ 3
= — F(—p—i—l)% — e# (—p) 2 (27T—p)2
pa 2 pa 2 2
- ()
- \ea
noo1
En altres paraules, ||2"[|z» &~ (Z)? n?. Aleshores, per la desigualtat (3.10) obtenim que
Bl

1 /n\5 L n 1 n\sy L 1 o 1 1
— (—) “nw < (—) n2z <C (—) ‘N e—= —no <n2 < (Cn?,
C \ea ex ex C
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i per tant

1 P 9
= P
CQpngnq < C*Pn,

. p .
cosa que no pot ser ja que ne — 0 quan n — +o0o. Aix{ doncs, F} C F4.

Ara volem veure que també es satisfa Fhy C f2°. Per comencar, és senzill observar que

(1) FY C FZ° per l'estimacié puntual;

2) f3° conté els polinomis ja que, per n > 0, |z ne=5l2l" 0 quan |z| = 4o0.
«

Aleshores, com que els polinomis sén densos en F} per la Proposicié 3.22, existeix una
successié (py ), de polinomis holomorfs tal que p, — f en Fj. D’una banda, per (1) tenim
que p, — f en F3°. D’altra banda, fent servir (2) i el Lema 3.24, obtenim que f € f3°
i per tant FY C f°. Finalment, només ens queda comprovar que també es tracta d’una
inclusio estricta. Utilitzant calculs elementals, deduim que per a tota n € N
|[2"||Fee = sup\z|”e*%|zl2 = <£) ’,
zeC ea

Suposem que F} = F2° i, aplicant Teorema de 1’Aplicacié Oberta 2.13 un altre vegada,
existeix una constant C > 0 tal que &|[z"||pr < ||2"||pse < C||2"||pp. Conseqiientment,

l(£>5nﬁ<(£>§<C<£)§n%<:>lni<1<cni,
C \ea ~ \ea - ex C - =

i fent n — +o00 arribem a contradiccié. Per tant, FY C f° és una inclusié estricte. O

Per acabar aquest capitol, veurem el creixement de les funcions enteres que també ens
servira per poder estudiar els conjunts de zeros dels espais de Fock F} més endavant.

Teorema 3.26. Siguin 0 < p < +oo i f € FL. Aleshores, la funcid f és d’ordre més petit
o tgual que 2. En particular, si f és d’ordre 2, llavors f ha de ser de tipus més petit o
igual que 5.

Demostracid. Sigui f € FL. Per l’estimacié2puntual, sabem que per a tota z € C existeix
una constant C' > 0 tal que |f(z)| < Ce2/?l". Aleshores, per a tota r > 0
M(r) := sup | f(2)| < sup Ce3 " = Ce3™”.

|z|=r |2|=r

En particular, log M(r) < log Ce2™ = log C' + 0‘77"2 de manera que tenim

a7"2
log (log 2 (r)) _ 198 (1o + ')

log r - log r
Aplicant la Regla de ’'Hopital deduim que f és d’ordre p < 2, ja que
___ar
log C’+Lr2 2
( 12>: ar N 2, T Foo.
r <log C+ %)

D’altra banda, si suposem que p = 2 tenim que

log M(r) _logC + %4
2 — 2

«
—>§, T — +00

r r

i per tant f és de tipus o < 5. O
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4 L’acotacié dels operadors F, i (), en els espais L?

Hem vist que P, : L2 — F? és una projeccié ortogonal i per tant acotada. En aquest
capitol estudiarem l’acotacié de l'operador P, per a altres valors de p, en concret pels
valors 1 < p < +o0.

En el primer Lema que veurem comprovarem que P,, inicialment definit sobre L2,
esta també definit per a p > 1 i defineix una funcié entera.

Lema 4.1. Siguin 1 < p < +oo i f € L%. Aleshores,

(a) les aplicacions z € C / Ko(z,w)f(w)dAo(w) i z € C— / | Ko (2, w)|f(w)dAa(w)
C C

estan ben definides;

(b) Si Pyf(z / Ko (z,w) f(w)dAo(w) € LP, llavors P, f és una funcié entera.

Demostracid. Per a demostrar ambdues parts, farem s de la Desigualtat de Holder 2.7
per al parell p i el seu exponent conjugat q = pfl

Provem (a). Observem que per a z € C

I=

/ Ka(z,w)f(w)dka(w)' <2 [ el wle = daw)
— o ecuRe(zE) e 3 2 w|? —7|u)|2 e 2 2 w|? aRe (zw)— % |w|?
e ) aAw) =2 [ 17w aA(w),

s

i aplicant la Desigualtat de Holder 2.7 obtenim que

l g -

IS(/‘\f(w)e_ (w)>"</e T A )
C C

l g -

= (Lispe e an )" (oot
c C

1 ) -

= <27r> ’ HfH};?P (/ eﬁRe(ZE)_%hU'Qe 2(p 1)|Z‘2 2(p 1)| | dA ) P

pc @ C
1
27\ P 1 e P =1 ,
=\ P (r-1) dA | | .
(pa> 1115 </Ce : (w) e?

Com que la integral resultant és finita, existeix una constant C' > 0 tal que

aRe(zE)—%|w|

/ Ka(z,w)f(w)dka(w)‘ < Cllfllez.

i per tant podem definir, per a tota z € C, P, f(z / Ko(z,w) f(w)dAq(w). Equiva-

lentment, podem veure que / |Ko(z,w)|f(w)dA\o(w) també esta ben definida per a tota
C
z e C.

Ara provarem (b) aplicant el Teorema de Morera 2.20. Comencem veient que P, f és
continua en C, comprovant que si (z,), C C tal que z, — z en C, llavors resulta que
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P, f(zn) = Paf(z) en C. Notem que

J:’Pozf(zn)_ ()‘_

[ o pyina ) = [ e flupad(w)
/(C (eaznﬁ _ eazw) f( ) ' / ‘eaznw _ azw‘ ’f *a|w|2dA(w)
/ ‘eaznw_ oczw|e |w|2|f |€_%‘w‘2dA(w),

i aplicant la Desigualtat de Holder 2.7 obtenim que

J< bt (/ |€aznw_ azw‘p Te 2(p 1)|w| dA > </ ‘f ‘p€**|w|2dA( )>

p=1

ES 1 o _ P @
_« <2W> "t (/ 0T — s[5 e‘?(z’i—w'w'QdA(W) ,,
™ \ P& « C

1 1 _P_ a r
= () Uy ([ e e P s g
T \ P& & C

e
Suposem primer que |w| < M per una certa constant M > 0 que fixarem després. Sabem
que si |[e* — 1| — 0 quan z — 0, llavors existeix § > 0 tal que |e* — 1| < € per a tot |z| < 4.
Aleshores, com que z, — z per hipotesi, existeix ng € N tal que per a tota n > ng

(zn—z)w _

e =2)W _ 1‘ <e.

|zn — 2)w

Aix{ doncs, tornant a I'dltima integral obtenim que

_P_ -
Jo = / || 7T 71w P g A w)
[w|<M

<€/|w|§Me<|Z|w N )ppaldA( )

i aplicant un canvi a coordenades polars

ea(zn —2)w 1

Jo < 27re/ O Ir 77)77‘dr < +00.
0

A més, observem que existeix ng € N tal que |z,|, |z| < 2|z| per a tota n > ng, de manera

P
‘eazw‘p_l ea(
C

Zn—2)W __ 1

2T b 2
I eyl dA(w) §2/€p Srklwl =gy vl dA(w)
C
too pbo P 2
= 27r/ er-1eT2-1" pdy < 00,
0
Aleshores, existeix una constant M > 0 tal que si |w| > M

/ ’6QZE’%
|w|>M

Per tant, P, f(2zn) — Paf(z) de manera que P,(f) és continua en C.

T gy lul?
e 20N dA(w) < e

ea(zn—z)ﬁ 1
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D’altra banda, si T' C C és un triangle, és facil veure que la segiient integral és finita.

En efecte,
z z) = g w eazme_a|w|2 w B
| Pl =2 [ [ ) vt aae
= :/aT/@ [F(w)[[e27 e~ dA(w)dA(z) < +oc.

Aixi doncs, pel Teorema de Fubini resulta que

/aTP fz)d /8T / flw)e= el dA(w)dA(z)
== [c fw)eolr . e**PdA(z)dA(w) = 0,

ja que / e**"dA(z) = 0. 1 pel Teorema de Morera 2.20, P,(f) € H(C). O
oT

Aixi doncs, tenim ben definits els segilients operadors integrals

/K z,w) f(w)dAq(w), (4.1)

2) = /(C Ko (2 )| f (w) Ao (). (4.2)

El proxim objectiu és estudiar I’acotacié d’aquests operadors de L5 en FJ.

Teorema 4.2. Sigui 1 < p < +00. Aleshores es compleix que

(a) P, : Lh — FL, és a dir, existeiz una constant C' > 0 tal que per a tot f € Lb, es té
que ||Pofllpe < C||f||gz -

(b) Qu : Lh — L%, és a dir, existeiz una constant C > 0 tal que per a tot f € Lk es té
que [|Qafllze < ClI ]z

Demostracié. Donat que | P, f| < Qqlf|, només cal que provem (b). Comencem observant
que per a f € Lh

p

[=e 5FRQuf (2 >|p— ¢ ﬂ'z

< (&) (Lt e a5 )

p
< (gy (/ e~ 512 e 5 | p(w) e n T T T oS Iul? o= 510 o= 5510 g 4 >) ,
C

azﬁ' d)\a(w)

™

i aplicant la Desigualtat de Holder 2.7 per al parell p > 1 il’exponent conjugat ¢ = 2 pl >1
obtenim que

—1
e (flrpe e st ) (e sitg ) )
p—1
P 0l o= Sla—ul? —gleul®
< (/C|f(w)| e e dA(w)) </Ce dA(w)> :
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I com que la integral de la dreta és finita, aleshores existeix una constant Cy > 0 tal que
<G /C | (w)|Pe—5 10 =51l g 4 ().
Aixo implica que
Lieatipe R aai) < o [ [ 1rpe #ele st aawaac)
~ G /C | (w)[Pe= 5wl /(C 51—l 4 A\ dA(w).

Finalment, com que la integral respecte dA(z) és finita, llavors existeix una certa constant
C > 0 tal que

/ |Qaf (w)Pe” 51 dA(w) < C / |f(w)Pe™ T d A (w).
C C

Corollari 4.3. Sigui 0 < p < +o00. Si f € FY, llavors P,(f) = f.

Demostracié. Com que P, és continua, 2" € F2 i P,(2") = 2" per a tota n > 0, aleshores
P.(R) = R per a tot polinomi R. D’altra banda, que per a tota f € FY, existeix una
successié de polinomis (R,), tal que R, — f en F%. Aplicant el Teorema anterior tenim
que ||Po(Rn) — Po(f)llpr = |[Rn — Po(f)|le < ||Rn — fl|gp — 0. Per tant, utilitzant la
unicitat del limit, P,(f) = f per a tota f € FJ. O

Comprovarem, doncs, que I'acotacié de P, per a p > 1 ens permet donar una demos-
tracié més directa de la densitat dels polinomis holomorfs en F% quan p > 1.

Corollari 4.4. Si 1 < p < +oo, aleshores els polinomis sén densos en Fj.

o

N
Demostracié. Siguil < p < +00. Sabem que els polinomis de la forma R(z) = Z ajkzjf
J,k=0
amb aji € C sén densos en LE. Llavors, per a f € F C L% existeix una successié de
polinomis (Ry,), € L tal que [|R, — f[|zz — 0.

D’altra banda, P, és continu de L%, a FY% i, en particular, es satisfa que

1Pa(Rn) = fllpz = [[Pa(Bn) — Pa(f)|lpz < Cl[Rn — fllzz-
I com que P,(R;,) és un polinomi holomorf, obtenim el resultat desitjat. O
Una pregunta natural que es planteja a arrel del Teorema 4.2 és si 'operador P, esta

acotat quan p < 1 i d’altra banda si es pot assegurar 1’acotacié de P, com a operador de
L% en Fg per a tot 8. La segiient Proposicié respon a la primera qiiestio.
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Proposicié 4.5. Siguin 0 < p < 400 i, f > 0. Si P, esta acotat en LP(C, dNg), llavors
pa < 2B ip>1. En particular, si Fy = Lp((C,d)\%) NH(C) i Py : Lb, — FL és acotat,
aleshores p > 1.

Demostracié. Siguin 2 € (0,400) i k enter no negatiu. Per a tota z € C, agafem les

. 2 . . .
funcions f, (2) = e #I#° 2% i en calculem la seva integral. Aleshores, fent un canvi a
coordenades polars

I= / o) Pdrs(z) = 2 / e k[ B Ay = / I T P TE)

/3 +oo 2T 5
/ / —(xp+B)r kp+1d0d7“ 25/ —(:Dp-f-ﬁ ( ) 2 ,,adh

i fent el canvi u = (zp + B)r?

oo AT (’“—p + 1)
(ap+ )2 "t Jo  (apt p)EH
D’altra banda, aplicant la Férmula reproductora de F2, , a (4.1) tenim que
Po(for)(2) = / eazwef‘”‘wpwkd)\a(w) = a/eazwwke(aJr’”)'w'QdA(w)
C T Jc
(6 = (6] oz o
— P /(jeo‘zwwkd)\a+w(w) — P /Ce(a+$)a+zwwkd)\a+w(w)

k k+1
= a <Kaz k>: a az = OC Zk
o+ ate’ a+zxz \a+zx a—+x

Amb aix0 ara ja podem calcular la integral de I'operador P,. Aleshores, fent un altre

canvi a polars
o k+1
[imterase = [|(22)

p(k+1) p(k+1)
~(a5) fErase = (G5) 2 [Ere )
(@ T C (@ X ™ JC
(k+1) +oo 27w (k+1) +oo
:( a >P ﬁ/ / PP e=Br g0 — < a )p 2,8/ Tkpﬂe_ﬁrzd?“,
a—+x ™ Jo 0 a+x 0

i fent el canvi u = B2, obtenim que

o \PEFD | e o T (2 41)
J = ( > o / u?2e “du= < ) —
a+x B2 Jo a+x 82
Si aquesta integral esta acotada en LP(C, d\g), llavors existeix una constant C' > 0 inde-
pendent de x i de k tal que

dAg(2)

AUM&MWMSCAMMWM-
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Aixi doncs,
o Ve T (Z41) (B ) o \ 2D 5\
o <C = | <C ,
a+x 3% (zp+ B) F 11 a+x xp + B

de manera que només ens queda veure per a quines condicions es satisfa aquesta desigual-
tat. Per trobar-les raonarem per casos:

(1) Siz >01ik — 400, tenim que

) o)
a+x - xp+ g
kp

() () e () )

d’on podem deduir que (0‘7”)2 xpi 3 > 1 perque siné la part dreta de la desigualtat

tendiria a zero quan k — 400 cosa que no pot ser. Llavors,

a+a)? B
( > > — op < 2Ba + Bz
! xp+

tendeix a o?p < 2Ba quan = — 0 i per tant pa < 28.

(2) Suposem ara que k =01z — +o0. Llavors,

a+z xp + (a+z)P aP

Si 0 < p <1, la part esquerra d’aquesta desigualtat tendeix cap a 400 cosa que no
pot ser ja que C' > 0 és finita. Per tant p > 1 quan z — +oc.

Aixi doncs, pa < 28 ip > 1 com voliem demostrar. U

En altres paraules, 'operador P,, i conseqiientment (Q,, tan sols estan acotats en
LP(C,dNg) quan p > 1 de manera que només ens centrarem en aquests valors de p.

Ara, considerem I’accié dels operadors P, i Q en I'espai LP(C, dAg). Per aquest motiu,
a partir d’aqui fixarem « i 3, i notem que també podem escriure

QW a)|wl|? w w )
Paf(:) =5 / THE-ll? f (1) d\g (w), (4.3)

%s)=5 [ |

Pel Lema 2.12, tenim que els autoadjunts dels operadors P, i (), respecte la integral

(f:9)= / f(z d)\g z) sén els seglients:

@ (Bl | f () dAg (w). (4.4)

P1f(2) = Gelmr /C €9 (1) d\g (1), (4.5)
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. @
Qut() = e [ e flupans(w). (4.6
Aquests operadors P i @} ens seran tutils per facilitar-nos les demostracions dels Lemes
seglients.

Lema 4.6. Sigui 1 < p < 4o00. Si P, esta acotat en LP(C,dNg), llavors pa > 3.

Demostracid. Sigui g = % > 1 'exponent conjugat de p. Per comencar, observem que
sip > 11 P, esta acotat en LP(C,d)g), aleshores P; esta acotat en LI(C,dAg). Aixo

implica que si considerem f =1 tenim que
-~ q
/ e*dg(w)
C

q
/ (1) 7dAs(z) = 2 <a> / o(B—a)al2I? Bl JA(2) < oo,
C T\B/) Jc
/ eB=0)al=® Bl A () < o0,
C

En particular, notem que

de manera que (8 — a)q — 5 < 0. Finalment, substituint ¢, és facil veure que pa < 5. O

Lema 4.7. Si P, esta acotat en L'(C,d)\g), aleshores o = 2.

aza
Demostracié. Fixada a € C, considerem la familia de funcions f,(z) = [cama] z € C, tals
que || fa|loo = 1. Observem que
aza

* o —a)la azWw € « —a)la awa
Pi(faa) = el [ o Cany w) = Geolo® [ jemmiansu),
B C |e=a] B C

i pel Corollari 3.16 obtenim que

P (fa)(a) = %e(ﬁ_o‘)‘“Feaw

A més, si P} esta acotat en L>°(C), existeix una constant C' > 0 tal que per a tota a € C
Po(fa)(a) < [P (fa)llpe < Cllfallre = C-

Es a dir, P*(fa)(a) < 400 cosa que implica que (8 —a) + & 46 <01 per tant (28 —a)? < 0.
Finalment, com que el quadrat no pot ser negatiu, resulta que a = 2. O

Lema 4.8. Sigui 1 < p < 2. Si P, esta acotat en LP(C,d)\g), llavors pa = 2.

Demostracio. Siguin z € (0,400) i k enter no negatiu. Per a tota z € C, considerem les

funcions f 1(2) = e—alzl® 2k, Aplicant la Férmula reproductora en Fg |, velem que

Pi(faa)(z) = G /C €@ =l g ()

_ @ (Ba)lzf? / (05T = (B4l kg A (1) = %ew—mw / Tk d\g 4o ()
C C

o(B—a) 22 <az>
8+x C B +x 0+x
k+1
_ <a> (B—a)l2P? k.
B+
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Ara, agafem q = 1% > 1 que és I'exponent conjugat de p. Sabem que si P, esta acotat
en LP(C,d)g), P} ho esta en LI(C,d\g). Aleshores, existeix una constant C' > 0 que no
depen ni de z ni de k tal que

[ IPiGelans <€ [ I(fralians.
C C

D’una banda, amb calculs analegs a la demostracié del Lema 4.5 tenim que

B (% +1)
/C|(fa:,k)|qd)\ﬁ = W'

D’altra banda, com que 1 < p < 21i P, esta acotat en LP(C, d\g), pel Lema 4.6 tenim que
pa > 3. Notem que podem escriure p = q%’l de manera que 8 — q(8 — a) > 0. Aleshores,

k+1
/(C‘P;(f:p,k)’qd)\g(z)—i/c‘(@ix> (B2 k

o q(k+1) )
= (6 - ) / |2|7Re— (BBl g A(2)
™ xT C

q(k+1)
SEriEn] ) B SR

(%) (a >q(kz+1>
B-qB—a)ttt \B+a '

Per tant, fixada = > 0 i fent tendir kK — 400

q
e*mZ'sz(z)

)““”SC<5—«5—M>?“_

Auﬁamwmscﬁﬂ&mmw¢é< T

B+

qk

2 2
En particular, tenim que <5ix>q <5 _qZ(;é a)) <C ((6;‘«%) B _qz(f—g a)) ’

B+xfﬁ—ﬂﬁ—®
a qr + 08

g9(z) = (pa — B)a® + [2B(por — B) — &*plz + [B*(po — B) — &*B(p — 1)] > 0.

o?p — [28(pa — )
2(pa — B3)

> 1. Fent calculs elementals obtenim

d’on podem deduir que (

Es senzill veure que g(x) té el seu minim a xp = . Notem que

(1) o?p — [2B8(par — B) > p(a — $)* > 0 ja que p > 2 per hipotesi;
(2) pel Lema 2.34 pac — 8 > 0.

Aixi doncs, xy > 0 de manera que g(z) > g(xo) > 0, per a tota x € R. Conseqiientment,
el discriminant de g no pot ser positiu i per tant

28(pa — B) — a®p]* — A(pa — B)[B*(pa — B) — a?B(p — 1)] = 0 <= pa = 2.
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Lema 4.9. 5i2 < p < 400 i P, esta acotat en LP(C,d)g), aleshores pa = 2[3.

Demostracié. Donat que p > 2, sigui ¢ = pfl I’exponent conjugat de p tal que 1 < ¢ < 2.

Si P, esta acotat en LP(C,d)\g), llavors P} també ho esta en L9(C,dNg). Considerem,
f e LY(C,dNg) de manera que existeix una constant C' > 0 independent de f tal que

/ P2 f()[9d)(2) < © / F()1dAs(2), = €C. (4.7)
C C

D’un banda, tenim que

[irzs@rane - [ \gew-a“” [ e stuiiratn)

; 2 T 2 g
_ / SB-le] / O (1) la=Plul dAa(w)' (=),
C C

Agafem f(z) = g(z e(B=a)lwl* op g € LYC,d g_4(3—0))- Donat que es compleix que
B—q(B—a)

B —q(B — a) > 0 pel Lema 4.6, existeix una constant k£ > 0 independent de g tal que per

a tota g € LI(C,dA\g_g(3-q)) tenim que

/C Pag()1dNs_g 50 () < & /C Pag()|dNs_g(50 (2).

Es a dir, P, esta acotat en L9(C, d)\/g,q(ﬁ,a)). Finalment, com que estem suposant que
1 < ¢ <2, pel Lema 4.8 obtenim que

qa = [ —q(B — a)] <= pa = 28.

' dAs(2)

o 2 w 2 !
76(5_a)|z\ /eazwf(w)€—5|w| dA(w)‘ d)\g(Z)
C

s

O

En resum, el Teorema 4.2 i els Lemes estudiats ens donen les segiients equivaléencies.

Teorema 4.10. Siguin « i 8 positives. Si 1 < p < +oo, llavors son equivalents les
seglients afirmacions:

(a) Qu esta acotat en LP(C,dNg);
(b) P, esta acotat en LP(C,d\g);

(c) es satisfa que pa = 2[5.

Demostracié. Considerem que 1 < p < 400. Comencem observant que (a) implica (b) és
evident per a qualsevol p.

Veiem ara que (b) implica (c). Suposem que es satisfa (b). Si p = 1, utilitzant el Lema
4.7 tenim que es compleix (c). D’altra banda, si 1 < p < 400 i (b), fent servir els Lemes
4.8 1 4.9 immediatament també obtenim (c).

Finalment, només ens queda provar que (c) implica (a). Suposem que es verifica (c).
Si p = 1, utilitzant el Teorema de Fubini i el Collari 3.16 obtenim que se satisfa (a). I si
suposem que 1 < p < 400, pel Teorema 4.2 immediatament obtenim el que volem. O

Com a conseqiiencia immediata al Teorema 4.10, tenim:

Teorema 4.11. Siguin o > 043> 0. Si 1 <p < +oo, llavors P, : Lh — Fg esta acotat
st i només st o = f3.
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5 Les mesures de Carleson per a F”

Les mesures de Carleson en el disc van ser introduides pel matematic suec Lennart
Carleson. Una mesura de Carleson p és una mesura de Borel finita i positiva tal que
w(T(I)) < C|I| per a tot arc I C T i per a tota tenda

z
()= {z eb: —

2]
on |I] és la mesura de I'arc normalitzada. Carleson va demostrar que aquestes son les
mesures per les quals es verifica la inclusié HP(D) C LP(dp), on HP(D) denota 'espai de
Hardy en el disc per a tota 0 < p < +¢

el 1—|z|s|f|},

(D) = {f € 1) [fllar =sup (-1 (re)as) < +oo} ,

i H*(D) = H(D)N L*>®(D) per a p = +00. De fet, aquesta és la definicié que es considera
quan estenem la nocié de mesura de Carleson a altres espais de funcions holomorfes, com
ara els espais de Bergman o els espais de Hardy-Sobolev, de la qual n’hi ha una literatura
molt amplia. Aquestes mesures apareixen de forma natural quan s’estudien problemes
com per exemple la caracteritzacié de multiplicadors puntuals entre espais de funcions
holomorfes.

A continuacié, estudiarem la mesura de Carleson per als espais de Fock Fj. Co-
mencarem amb dos lemes tecnics que ens ajudaran a provar el Teorema principal d’aquest
capitol.

Lema 5.1. Siguin p,a, R > 0. Aleshores, ezisteix una constant C' = C(p,a, R) > 0 tal
que per a totes f € H(C), a € C i r(0, R] tenim que

P C/
o2 B(a,r)

Demostracié. Fixant f € H(C), a € Cir(0, R], i fent el canvi de variables w = z — a

Ny
B(a,r)

1" qA(z).

[Faye 51 f()eE

O

" dA(z) = / |[f(w+a)Pe= 5t dA(2)
|w|<r
— [ 1w+ enpe B )
|w|<r
i fent un canvi a coordenades polars obtenim que
r 2w L
I —/ e_pz(t2+a|2)t/ |f(te + a)eo‘tew“]pdedt.
0 0

Aplicant el Teorema 2.26 mitjangant la subharmonicitat de la funcié |f(w + a)e®“®P
deduim que
T
' / te=7 % dt
0

P (1 — 6_%T2) .

I >27(f(a)f” / te’_%(tzﬂamdt:27r‘f(a)e—%lal2

0
e = o e
0 pa

= =2 | f(a)e~Bler
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—Zz

. . . —€ . _pa,2
Si considerem 0 < r < g, com que hn% =1, tenimquel—e" 2" ~ 2 Per tant,
zZ— z

pS pa2/
2mr B(a,r)

on C = % és la constant que busquem. En canvi, si considerem % < r < R, tenim que

o -1 o -1 o —1 42 o —1 R2
(1 — e*%ﬁ) < (1 — e*%m) = <1 — e*p?m) < (1 — e*%m) & C

r2 — r2

f(z)e*% 22| dA(z)

Fae 31

de manera que també obtenim el resultat desitjat. O
Lema 5.2. Sigui 0 < p < +o0. Per a tota a € C, la funcid K,(w) = eowa—3lal® ¢ FP 1g
1Kall gz = 1.

Demostracio. Suposem que 0 < p < +00. El que volem veure és conseqiiéncia immediata
de la Férmula reproductora en Fa.. En efecte,
2

pe - a|,2
1Kallyy = 52 [ [ensoge

(6% a
— &6*5|a\2 e
2 C

Comprovem ara que passa el mateix si p = +oo. Efectivament,

pe_%"z'QdA(z) = pae_gl‘”?/ e P T 17 dA(2)
s C

_12
T e T dA(z) = e Bl esll = 1,

_ a2 = a|,|2 a2
|[Kal|pee = sup |Kq(2)]e 212l = sup |e**? 2lal*| g= 32l
zeC zeC
— a2 a2 a2
= sup |0 210" =311 — gupe2lemal® =
zeC zeC

O

Definicié 5.3. Sigui 0 < p < +o00. Direm que una mesura de Borel positiva en C €s una
mesura de Carleson per a FY si FE C LP(e~ "2 *I°dp), és a dir, si existeiz una constant
C > 0 tal que per a tota f € F}

[ |re s auw) < it

Teorema 5.4. Siguin u una mesura de Borel positiva en C, 0 < p < 400 10 < r < 400.
Aleshores, les condicions segiients son equivalents:

(a) 1 és una mesura de Carleson per a FL;

(b) Ezisteiz una constant C > 0 tal que / 6_%‘2_“"251#(10) < C per a tota z € C;
C

(c) Ezisteiz una constant C = C(p,r) > 0 tal que p(B(z,r)) < C per a tota z € C on
B(z,r)={w e C:|w—z| <r}.
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Demostracio. Comencem provant que (a) implica (b). Suposem que es compleix (a).

Considerem la funcié test f(w) = K,(w) = K}”{#(Z)) = ¢**Z=51" que pel Lema 5.2

compleix que ||K||z» = 1. Aleshores,

/C [w)e 3P| du(w) < © /@ [F(w)es
dp(w) < C /

/ el ap(w) < © / e” T A(w),
C C

i com que la integral de la dreta és finita ja tenim el que voliem.

(w),
és a dir,

eaw27%|z|2 ,,‘wﬁ awz— 2|z|2 -<

(w).

J

Per tant,

A continuacié, veurem que (b) implica (¢). Suposem que es satisfa (b), és a dir, existeix
una constant C' > 0 tal que per a tota z € C /e_p;‘z_w'Zd,u(w) < C. Fixem z € C,
C

r > 0 i notem que

/ e 5l gu(w) < / e~ ap(w) < €.
B(z,r) c

D’altra banda, es compleix que — 5 [z—w|* > —E*r? degut a que |z—w| < rsiw € B(z,r).
Aixi doncs,

B(z,r) B(z,r)

i per tant

pa, 2

e / dp(w) < C &= p(B(z,r)) < 57°C.
B(z,r)

Per acabar, només ens quedar demostrar que (c) implica (a). Suposem que es verifica la
condici6 (c). Donat 0 < r < 400, considerem el reticle 7Z? = {rm +irn € C : m,n € Z}.
Agafem ara un conjunt {z,}, de punts ordenats d’aquest reticle de manera que per a tota
f € H(C) resulta

:/(C)f(w $1el|” g (w <Z/

A més, és senzill veure que per a tota w € B(zy,r) i per a tota u € B(w,r), tenim que
u € B(zn,2r) i B(w,r) C B(zp,2r). Pel Lema 5.1, sabem que existeix una constant
Cy = Cy(r) > 0 tal que per a tota w € B(zp, )

— gl pd,u(w).

B(zn,r)

= 2 / / ~3 " dAw)dp(w)
B(zn,r) J B(zn2r)
Z -, et / dp(w)aAw)
B(zn,2r) B(znr)
ul? [P
= 7“2,u (znr Z/B —3 T dA(u).

n>0 (2n,21)
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Per (c) existeix Cy > 0 constant tal que u(B(z,7)) < C, per a tota z € C, de manera que

r? n>0 B(zn,2r)
lete; o

_ 122/2963(2”7%)@)“(@@ 2 |y
" Crn>0

ON XB(z,,2r) ¢s la funcié caracteristica de B(zy,2r). Aixi doncs, existeix N > 0 constant

1(f) < Fluye 51" aaqu)

" dA(w),

tal que satisfa Z XB(zn,2r) (1) < N i també existeix C = C(r) > 0 constant tal que per a
n>0
tota f € H(C)

() <c /@ )3 dAuw).
]

En realitat, la condicié (a) és independent de r i la condicié (c) tampoc depén ni de p
i ni de a. Conseqiientment, les mesures de Carleson sén les mateixes per a tot I'espai F5.

Corollari 5.5. Siguin r > 0 i 7Z?> = {rm +irn € C : m,n € Z} el reticle associat a r.
Aleshores, les segiients condicions son equivalents:

(a) 1 és una mesura de Carleson per a FL;

(b) Existeiz una constant C > 0 tal que, per a tota k > 1, u(B(zg, 7)) < C.

Demostracio. Pel Teorema 5.4 és evident que (a) implica (b) de manera que només hem
de provar el reciproc.

Suposem que es compleix (b). Considerem z € B (zk, g) iwe€ B (z, %) Notem que

de fet tenim que w € B(zk, 7). En efecte,

|w—zk|§\w—z]+|z—zk\<g+£:r.

En conseqiiencia, resulta que B (z, g) C B(z,r) i per tant obtenim que per a tota k > 1
es compleix p (B (z,5)) < pu (B (2k,7)) < C. O

Seguidament, construirem un exemple de mesura discreta que és una mesura de Car-
leson per a F&.
Exemple 5.6. Siguin p > 0i a > 0. Recordem que, si a € C, es defineix la delta de

Dirac §, com la mesura que compleix f(a) = / foq. Aleshores, p = Z Andz, €és una
c n>0
mesura de Carleson per F¥ si i només si (An)n esta acotada.

Demostracié. Fixem r > 0 i considerem el reticle 7Z? = {rm +irn € C : m,n € Z}

associat a r que escrivim com rZ? = U {zn}. Observem que
n>1

H(BGn 1) = [ Xpun (@) = Y A=

z2mEB(zg,r)
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Aix{ doncs, per a tota n € N existeix una constant C' > 0 tal que u(B(z,,7)) < C sii
només si (A,), esta acotat. I pel Corollari anterior sabem que p ha de ser una mesura
de Carleson per a F%, com voliem demostrar. O

Per acabar el capitol, veurem un exemple de mesura discreta que, malgrat tenir tots
els coeficients acotats, no és una mesura de Carleson per a FJ.

Exemple 5.7. Donat r > 0, sigui el reticle 7Z? = {z,,, = rm +irn € C : m,n € Z}

associat a r. Considerem wﬁ%n = Zmn + g€k O perak=0,..., |m| + |n| — 1. Llavors, la
[m|+[n[-1
mesura i = g E 8,k 1o és una mesura de Carleson per a FJ.
m,n
m,nel k=0

Demostracio. Observem que

[m[+|n|—1
:U'(B(zm,nar)) = /XB(zm,n,r) (Z)dﬂ(z) = Z 1= ‘m’ + |n’a
k=0
i per tant 4 no és una mesura de Carleson per a F}. (]
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6 Els conjunts de zeros de F?

Com deiem a la Introduccié del treball, un problema classic en Teoria de funcions de
variable complexa és el de la caracteritzacié dels conjunts de zeros Z(f) de les funcions
f d’un espai de funcions holomorfes. Recordem que, si f # 0, Z(f) és un conjunt finit o
numerable sense punts d’acumulacié en I’espai.

Per exemple, per a 0 < ¢ < p < 400, els espais de Hardy HP(ID) compleixen que
H> (D) c H?(D) c HY(D).

Utilitzant la Férmula de Jensen 2.25, es pot demostrar que si (zy,), C D és la successié de
zeros d’una funcié de HP(DD), llavors aquesta successié satisfa la condicié de Blaschke, és
a dir, Z(l — |zn]) < +00. Reciprocament, si es compleix aquesta condicié, els productes
n>0
de Blaschke permeten construir una funcié de H>°(D) amb Z(f) = U {zn}. En altres
n>0

paraules, la condicié de Blaschke caracteritza les successions de zeros de funcions dels
espais de Hardy H*°(D). En particular, tenim que les unions de conjunts de zeros sén
conjunts de zeros, que tota subsuccessié d’una successié de zeros també és una successié
de zeros de H*(D), i que els conjunts de zeros sén els mateixos per a tots els espais
H>(D).

Aquestes afirmacions poden no ser certes per altres espais de funcions holomorfes. En
el espais de Fock que estem estudiant encara no s’ha pogut obtenir una caracteritzacié
del seu conjunt de zeros.

En aquest capitol, en veurem una condicié necessaria i una altra de suficient sobre el
seu conjunt de zeros. També veurem que, a diferencia del que passa als espais de Hardy
H>(D), la unié de conjunts de zeros de Fj no és necessariament un conjunt de zeros de
F?Y i que en general tampoc ho és un subconjunt dun conjunt de zeros de F}.

Per provar tot aixo farem servir la Formula de Jensen 2.25 i el Producte de Weierstrass
que ens permetran construir funcions amb zeros prefixats i propietats de les funcions
enteres.

Una condicidé necessaria

Teorema 6.1. Sigui 0 < p < +00. Suposem que (z,)n €s una successio de zeros infinita
duna funcié f € FL amb f(0) # 0. Suposem també que els zeros d’aquesta successid
estan repetits segons la seva multiplicitat i ordenats de forma que 0 < |z1| < |z9| < ...
Aleshores, ezisteix una constant ¢ > 0 tal que |z,| > c\/n per a tota n € N.

Demostracié. Sigui f € FL. Notem que kf € FL per qualsevol k, de manera que podem
suposar que f(0) = 1. A més, al Teorema 3.25 hem vist que Fjy C F° i per tant n’hi ha
prou que considerem el cas p = 4o0.

Recordem que Z(f) és finit o bé numerable ja que f # 0. Aleshores, agafem un r > 0
tal que f no tingui cap zero en |z| = r, és a dir, Z(f) N{|z| = r} = ¢, i denotem n(r) el
nombre de zeros de f que hi ha en |z| < r. Per provar aquest Teorema farem servir la
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Formula de Jensen 2.25:

2m
Zlog(‘z ) 217r/ log | f(re™)|df.

Observem que, per l'estimacié puntual, |f(re)| < ||f]|Fgoe%"“2 per a tota 0 < 6 < 27.
Aplicant aixo a la Formula de Jensen obtenim que

n 1 2 ‘ 1 o .
Zog<|zk|> 277/0 og |f(re”)] _27r/0 og(||f||Fa e )

o, o o
= log (Hf”Fgoez 2) zlog(||f||pgo)+§rz _ C+§r2,

on posem C = log(||f||re). Aleshores, podem deduir que

Zlog SC’—I—grQ,
!Zk! 2

i aplicant I’exponencial en ambdés costats de la desigualtat, la podem reescriure com

[] — <5, (6.1)

En realitat podem escriure aquesta desigualtat posant la n que no depengui de r. Notem
n n(r)

que per a qualssevol n > 0 i r > 0 tenim que H ’ | < H |T‘ Per comprovar-ho,
2k 2k

raonarem per casos:

(1) Sin <n(r), llavors |zx| <r. I com que — > 1, resulta que

|2k
n(r) n(r)
H k] H 7| k\klll |2k H k]
(2) Sin > n(r), aleshores |z;x| > r. I com que ‘ 7 < 1, obtenim que
i ro
<
H - |2kl H 2l 11 NET H 2]

=n(r)+

D’altra banda, com que (|zx|) és una successié creixent, deduim de la desigualtat (6.1)
que

Com que estem suposant que f # 0, en particular Z(f) és finit o numerable de manera
que {r € N: Z(f)n{|z| = r} # ¢} també és finit o numerable. Aleshores, per a tota
n > 0, existeix (rx)r — +/n quan k — +oo i tal que Z(f) N {|z| = r} = ¢. Aixi doncs,
per a totan > 1,

1 e

H Tk ‘Zn|

M\Q

3\

C,a [e] . .
I com que en 2 — e2 # 0, existeix una constant a > 0 tal que ﬁ < ﬁa, Yn>1. O
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Observacié 6.2. En realitat, la restriccié f(0) = 0 no és necessaria. Aix0 és conseqiiencia

immediata del Lema 3.19, doncs g(z) = % € FY on m és la multiplicitat de f a l’origen,

f(0) #01 2(g) = 2(f) \ {0}.
sin(5z2)

Observacié 6.3. La funcié f(z) = —5 7 vista als exemples 3.18 prova que I'estimacié
donada per aquest Teorema és la millor possible, ja que Z(f) = {z : 822 = kn, k # 0}.

Corollari 6.4. Sigui 0 < p < +00. Si (zn)n €s una successio de zeros d’alguna f € F?
amb f(0) # 0, aleshores per a tota r > 2 tenim que

1
— < +00.
; | zn|"

Una condicié suficient

1
Teorema 6.5. Sigui (z,), C C una successio que satisfa E W < 4o00. Aleshores, per
Zn
n>1

a tota 0 < p < +oo, existeix f € F& no nulla tal que Z(f) = U {zn}.
n>1
Demostracié. Sense perdua de generalitat, podem suposar que |z,| < |z,+1| per a tota

1
n € N. Com que es satisfa E W < 400 per hipotesi, el producte de Weierstrass
Zn
>1

fe=1]E (;) (6.2)

n>1

on Ey(z) = (1 — z)e?, convergeix. Llavors, el Teorema de factoritzacié de Weierstrass
2.28, ens déna que f és una funcié entera amb Z(f) = U {zn}. Arribats a aquest punt

n>1
tan sols ens queda comprovar que f € Fj per a tota 0 < p < +o0. Per fer-ho, considerem
els casos segiients:
(1) Si|z| < 1, notem que existeix la determinacié del logaritme de E1(2) i

log |E1(2)] =log |(1 — 2)e*| = Re[log((1 — z)e*)] = Re[log(1 — z) + z].

Substituint log(1 — z) + z pel polinomi de Taylor corresponent i aplicant que estem
suposant |z| < % obtenim que

2 3 4 2 3 4
Re[_z_z_z_...]<lzl+'2‘+'2'+...

2 3 4 - 2 3 4
1 z z|? z|?
:|z|2<2—|—‘3|—|—‘4|—|— >§’2(1+z|+\z|2+...)
|2/ 1 1 |2/ 1 |7 2
<= (14 =4 = — — = —2=
- 2 +2+4 2 2n 2 12l
n>0

(2) Ara suposem que |z| > 3. Siz € C, |[Ei(2)] < (1 + |2])el*l i per tant tenim que

log|E1(z)] < |z +1og(1 + |z|). A més, per a qualsevol constant a > 0,
2| + log(1 + |2[)

—0
alz|?
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quan |z| = 400, de manera que existeix R > 0 tal que log |F;(z)| < a|z|?, en |z| > R.

A Tlanell § < |z] < R, resulta que |z|?log|E(z)| és continua excepte en z = 1 ja que
log|E1(z)| = |z + log|1 — 2| — —oo quan z — 1. Per tant, existeix 0 < 0 < 1 tal que
|z — 1] < § implica que log|E;(z)| < 0.

D’altra banda, notem que el conjunt {3 < |2| < R} \ {|z — 1| < 6} és compacte i
log | E1(2)|
|22
z € {3 < |z| < R}\ {|z — 1| < 4} tenim que log|E(z)| < |log|E1(z)|| < Blz>. En

particular, si 3 < |z| < R, tenim que log |E1(z)| < Blz|?.

és continua. Aleshores, existeix una constant B > 0 tal que per a tota

Combinant els dos casos anteriors deduim que existeix una constant M = maz(1, A, B)
positiva que satisfa

log |E1(2)] < M|z|?, zeC. (6.3)

Donat que Z P ‘2 < 400, per a tot € > 0, existeix una N € N tal que
n>1 17n

1
Y <, zeC (6.4)

Utilitzant les desigualtats (6.3) i (6.4) podem veure que per a tota z € C

> log‘El( >'<M >

n>N+1 n>N+1

1 €€
n>N+1

Tl

|2] 4 log(1 + |2])
35 l2[?
Aix0 implica que ex1ste1x una constant r1 > 0 que compleix per a tot |z| > r;

Posem ara S = Z nE |2 > 0. Observem que — 0 quan |z| — +o0.
n

log |E 2 6.5

og |E1(z)] < 25|Z\ (6.5)

ro ro .,

Agafem 1o := ri|zn|. Si |z] > 7o, llavors ‘ > = > =rypern=1,..,N. Aixi
Zn |20 |ZN|

doncs, utilitzant la desigualtat (6.5) veiem que en |z| > 7o

N
€ €
g I E: _ 2g — 1,2,

Finalment, deduim que

N
log | f (2 I—Zlog‘& < )' = log
n=1

n>1

5 (G 52 el G

< Sl el = elel?,

és a dir, | f(z)| < 4’| |z] > 5. 1 com que € > 0 és arbitrari, aleshores f € FE. O
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Propietats patologiques

En aquest apartat provarem que, a diferéncia del que passa pels espais de Hardy, la unid
de conjunts de zeros per a Fj no és, en general, un conjunt de zeros per a F&; i que un
subconjunt d’un conjunt de zeros no és necessariament un conjunt de zeros de F5.

Teorema 6.6. Siguin 0 < p < 400 i o > 0. Aleshores, existeizen dues successions de
zeros en FL diferents tals que la seva unidé no és una successio de zeros en Fj.

Demostracié. Donada § € (%, %), considerem Z = {ei%ﬂw/”—” neNk= 0,1,2,3}.
Notem que Z és la successié de zeros de la funcié f(z) = Sm(éz ) € H(C). A més, als
exemples 3.18 hem vist que f € F} si§ < S. Icom que Z(f) = Z llavors Z és un conjunt
de zeros de FY.

Ara, considerem Z' = {ei%z iz €7 } En particular, observem que Z’ també és un
conjunt de zeros de F i ZNZ' = ¢. A continuacié, volem provar que Z U Z’ no ho és.

Posem que Z U Z' = {z,} compleix que |z1]| < |22 < ... Suposant que {z,} és una
successié de zeros de Fh C FS°, per la demostracié del teorema 6.1 existeix una constant
C > 0 tal que

Aleshores, elevant al quadrat i substituint n per 8n

2
026047‘
H \sz ,
i integrant respecte la mesura re P on 8> a en linterval (0, 400)

+oo 8n 2 +o0 )
/ H TTe =B gy < 02/ ele=Prap. (6.6)
0 |Zk| 0

D’una banda, aplicant el canvi de variable ¢t = 37 a la integral de I’esquerra tenim que

+oo 8 2 8n 1 400 )
/ H 27“67/37“ dr = H (2) / (r2)8nre P dr
0 |Zk| |2k 0

k=1

1 1\ [T e
=TI 3 tdt =
938n+1 kl;[l (Zk’2>/0 € 58n+1 H !Zk|2

D’altra banda, com que la integral de la dreta de (6.6) és finita ja que hem suposat 8 > «,
llavors existeix una constant Cy > 0 tal que

258n+1 H |Zk|2 <Cp, n2l (6.7)

A més, per cada j = 1,...,n, tenim vuit punts z; complint que |z;| = 1/ 4. Aixi doncs,

i |2l et Jm T L1 ;8 T (n!)8"

J=1
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Substituint el hem obtingut a la part esquerra de la desigualtat (6.7) i aplicant la Férmula
de Stirling

@) (6\™ 1 1/ 8\ (8! 1/ 6\ (8n)* e S"V2r8n _ (85\™" y/n
238+l <7T) (nh)® 2 <ﬁ77) (n!)8 T2 <ﬁ77> n8ne=8n(y/278n)8 (5”) nt’

de manera que la desigualtat (6.7) es pot reescriure com

(o) 5

— ~— < Cy, n>1.
B

nt —
De fet, aixo implica que 89 < fw. Donat que 8 pot ser arbitrariament propera a «,

obtenim que J < 5. Pero al principi de la demostracié haviem agafat 6 > < manera

que arribem a contradiccio.

Per tant, Z U Z’ no és una successié de zeros de F}. O

Teorema 6.7. Siguin 0 < p < 400 i o > 0. Aleshores, eristeir una successio de zeros
de FY tal que una subsuccessid seva no és una successié de zeros de FJ.

e . - i522 _ .
Demostracio. Sigui 0 < § < §. Considerem la funcié f(z) = €1 ¢ F? que té com a

1622
conjunt de zeros en F},

Z:{id%?:neN}u{ﬂM%?:neN}

Denotem {z,} els nombres reals del conjunt anterior i volem veure que aquesta subsuc-
cessié no és un conjunt de zeros de Fj.

Suposem que existeix una funcié g € F} no nulla tal que té Z(g) = {2} com a conjunt
de zeros. Pel Corollari 6.4 sabem que

1

EMN

< 400 p =2,

p1(g) = inf S>O:Z

n>1

i conseqiientment I’enter positiu més petit que satisfa la convergencia del sumatori és 3,
és a dir, m(g) + 1 = 3 i per tant m(g) = 2. D’altra banda, si g és d’ordre p, pel Teorema
2.30 tenim que p(g) > p1(g) = 2. Perd el Teorema 3.26 ens diu que qualsevol funcié de Fh
és d’ordre menor o igual que 2, de manera que podem concloure que g és d’ordre p(g) = 2.

Ara, observem que la suma parcial

S(r) = Z iz: Z %zlogr, r>1,

|2n|<r " B

no esta acotada. Pel Teorema de Lindelof 2.31 aix0 implica que g (amb ordre p = 2) és
de tipus infinit cosa que contradiu el Teorema 3.26 que també ens diu que tota funcié de
F{ és de tipus 0 < §. En altres paraules, obtenim que g no pot pertanyer a lespai F§
cosa que que és contradictoria amb el que hem suposat inicialment. Per tant, (z,), no és
un conjunt de zeros de I'espai Fj. O
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7 Conclusions

Arrel d’haver cursat I'assignatura optativa de Funcions de Variable Complexa vaig tenir
clar que havia de fer el Treball de Final de Grau sobre algun tema que estigués relacionat.
Vam finalitzar ’assignatura estudiant zeros de diferents espais de funcions holomorfes,
com ara els espais de funcions enteres i els espais de funcions holomorfes i acotades en el
disc unitat, i finalment estudiant funcions enteres de les funcions holomorfes i acotades en
H*°. Aixi doncs, la meva tutora em va suggerir que podriem encaminar-nos en aquesta
direccid, considerant els espais de Fock de funcions enteres dels quals no havia sentit mai
a parlar.

Principalment, hem fet servir de guia el llibre Analysis on Fock spaces del matematic
Kehe Zhu i hem consultat alguns articles complementaris. En moltes ocasions m’he trobat
sense els coneixements previs requerits per entendre els conceptes, com ara les mesures
de Carleson, de manera que he hagut de cercar la bibliografia addicional necessaria per
suplir aquestes mancances. D’altra banda, pero, he pogut consolidar alguns coneixements
adquirits en els darrers anys, especialment sobre conceptes de Teoria de la mesura i
variable complexa.

Aquest treball ha esdevingut una exposicié sobre algunes propietats dels espais de
Fock FY%, calculant el seu nucli reproductor, provant l’acotacié de la seva projeccié en
L%, estudiant les inclusions dels diferents espais de Fock i caracteritzant les mesures de
Carleson i els conjunts de zeros per a F}.

El ventall de temes que hem deixat per explorar és molt ampli i molt divers, és per
aquest motiu que espero en un futur no gaire llunya seguir aprofundint en el coneixement
d’aquests espais: els espais de Fock FJ.

44



Referencies

[1] Bruna, J.; Cufi, J.: Analisi complexa, Manuals Matematiques, Universitat Autonoma
de Barcelona, Bellaterra, 2008.

[2] Conway, J.: Functions of One Complex Variable, Springer, New York, 1973.

[3] Dostanié¢, M.; Zhu, K.: Integral operators induced by the Fock kernel, Integr. Equat.
Operat. Theor. 60, 217-236, 2008.

[4] Isralowitz, J.; Zhu, K.: Toeplitz operators on the Fock space, Integr. Equat. Operat.
Theor. 66, 593-611, 2010.

[5] Rudin, W.: Andlisis real y complejo, Mc Grawl Hill, Tercera edicién, Madrid, 1988.

[6] Zhu, K.: Analysis on Fock Spaces, Graduate Texts in Mathematics, 263, Springer,
New York, 2012.

[7] Zhu, K.: Zeros of functions in Fock spaces, Complex variables 21, 87-98, 1993.

45



