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Resumen

En este proyecto se pretende estudiar los problemas de bancarrota y como se asocian
a un juego cooperativo. Se conoce como un problema de bancarrota aquella situaciéon en
la que hay que repartir un bien escaso cuya cantidad es insuficiente para satisfacer la
demanda de aquellos que reclaman este bien.

Algunas situaciones reales como la quiebra de una empresa o una herencia pueden ser
modeladas mediante estos problemas. El mas conocido es el problema planteado en el
Talmud, un libro de la tradicién judia:

Un deudor en bancarrota debe a sus acreedores 100, 200 y 300 zuzim, respectivamente.

¢ Como debe repartir la cantidad que dispone, si ésta es de 100, 200, 300 zuzim?

La resolucion de tales problemas no es tnica, varia en funciéon de la regla de reparto
que se utilice. A partir del problema del Talmud se muestran como acttian cinco reglas de
reparto: Proporcional, igualar ganacias, igualar pérdidas, por orden de llegada y Talmu-
dico.

Abstract

This project aims to study bankruptcy problems and how they are associated with
cooperative game. A bankruptcy problem is known as a situation in which a scarce good
has to be distributed, the quantity of which is insufficient to satisfy the demand of those
who Claim this good.

Some real situations like the bankruptcy of a company or an inheritance can be mo-
deled by these problems. The best known is the problem posed in the Talmud, a book of
Jewish tradition:

A bankrupt debtor owes his creditors 100, 200 and 300 zuzim, respectively.

How should you distribute the amount you have, if it is 100, 200, 300 zuzim?

The resolution of such problems is not unique, it varies depending on the rule of cast
that is used. From the problem of the Talmud, five rules of distribution are shown: Pro-
portional, equal gains, equal losses, in order of arrival and Talmudic.
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Capitulo 1

Introduccion

La teoria de juegos es una rama de la economia que estudia cé6mo un individuo debe
tomar sus decisiones para tener éxito, teniendo en cuenta lo que cree que haran los demés
agentes que intervienen en la situaciéon. La teoria de juegos como estudio matematico se
ha utilizado tanto en la economia como en la psicologia, gestion, estrategia e incluso en la
biologia.

Muchos opinan que el fundador de la teoria de juegos, formalmente hablando, fue el
matematico John von Neumann. Desarrollé, junto con Morgenstern, el concepto de teoria
de juegos en su libro The Theory of Games and Economic Behavior |29, publicado en
1944.

Mas hacia el siglo XIX, se destaca al economista Antoine Augustin Cournot por ser parti-
cularmente innovador. Realiz6 un estudio sobre un duopolio en el que alcanz6 una versién
reducida del equilibrio de Nash, ya que se llega a un nivel de precios y produccién 6ptimos.

La teorfa de juegos analiza situaciones de conflicto mediante modelos matematicos, es-
tos conflictos son los llamados juegos. Definimos un juego como cualquier situacién que
implica a varias personas, llamadas jugadores, y en la que se pueden obtener recompensas
o incentivos que dependen de las acciones del resto.

Existen diferentes tipos de juegos:
- Simultaneos o secuenciales: Los juegos simultaneos son aquellos en los que los jugadores
acttian todos a la vez. Mientras que en los secuenciales cada jugador actiia después de otro.

- De informacién perfecta o imperfecta: En los juegos de informacioén perfecta todos los
jugadores saben lo que han hecho los otros anteriormente. Al contrario que en los juegos
de informacién imperfecta.

- Simétricos o asimétricos: Un juego simétrico es aquel en que las recompensas y cas-
tigos de cada jugador son las mismas. En cambio, son distintas si el juego es asimétrico.

- Juegos de suma cero o distinta de cero: En los primeros, la pérdida para un jugador
es la misma que la ganancia para el otro. En cambio, en un juego de suma distinta de cero

la ganancia o pérdida varfa.

- Juegos cooperativos o no cooperativos: Los juegos cooperativos son aquellos en los que
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los jugadores pueden firmar acuerdos vinculantes y los juegos no cooperativos son en los
que actuan de forma independiente.

En este proyecto nos centraremos en el estudio de juegos cooperativos, desarrollando pri-
meramente una base tedrica, gracias a [10], [12] y [20], en la que estudiaremos definiciones
y soluciones tales como el Core, el Nucleolus y el valor de Shapley [1], [15]. A continua-
cion, realizaremos un estudio de los problemas de bancarrota, sus reglas de reparto y sus
propiedades. Para concluir este apartado se expone una tabla-resumen de qué propiedades
cumple cada una de las reglas clasicas. Todo este bloque esta extraido en gran parte de
[11], [16], [21], [25], [26], [27] v [28]. Seguidamente, desarrollaremos un problema de ban-
carrota real:

¢ Como reparte el Estado a cada Comunidad Auténoma su parte correspondiente en con-
cepto de Sanidad?

A partir de este problema, iremos ejemplificando los conceptos explicados anteriormente.

La metodologia empleada en este trabajo ha sido la bisqueda de fuentes de informacién
tales como articulos, libros o paginas web. Ademas, se ha utilizado el paquete CoopGame
del programa R para calcular de manera sencilla las soluciones al ejemplo del primer capi-
tulo. También se han elaborado unas hojas de calculo en Excel que han permitido realizar
las operaciones necesarias para obtener los resultados proporcionados por las reglas de
reparto estudiadas.

En dltima instancia, tendremos las referencias bibliograficas utilizadas en la elaboracién
del trabajo.






Capitulo 1II

Introduccion a los juegos
cooperativos

Un juego es una situacién en la que dos o més personas, estableciendo unas reglas,
toman decisiones que conducen a un resultado. Se tratan mediante modelos matematicos
para entender la decisién tomada y cémo han interactuado los individuos que han toma-
do la decision. El juego més popular es el conocido como “El dilema del prisionero” [5] [18].

A continuacién, exponemos este problema, clésico: “La policia detiene a dos sospechosos de
un delito. No tienen suficientes pruebas para condenarlos, por lo tanto, deciden interrogar-
los por separado. A cada uno de ellos se le preguntara sobre la culpabilidad del otro. Cada
uno de los sospechosos se encuentra en una celda, y a ambos se les ofrece el mismo trato:
si uno confiesa y su complice continta sin hablar, su complice seréd condenado a la pena
méxima (supongamos 10 anos) y ¢él sera puesto en libertad. Si el complice confiesa, pero él
no, recibira la pena maxima y su complice serd liberado. Si ambos permanecen callados,
ambos seran encerrados 6 meses por un cargo menor, mientras que si ambos confiesan,
seran condenados a 6 anos.”

Asi pues, el dilema se encuentra en decidir si cooperar y permanecer callado o traicio-
nar y confesar. El resultado de cada decisién depende de la eleccion del complice.

De todas formas, independientemente del otro, la mejor elecciéon siempre es confesar ya
que, si un prisionero confia en que el otro va a cooperar, la mejor opciéon es confesar y asi
obtendra la libertad y su compaifiero la pena maxima. Por otro lado, si se espera que el
complice va a confesar, la mejor opcién también es confesar para evitar la pena maxima y
conformarse con la misma condena que el otro, 6 afios. Y como tercera opcion, si los dos
cooperan, cumplirdn la pena minima.

En este proyecto, dentro de los juegos, nos centraremos en los juegos cooperativos. Estos
parten de suponer que los jugadores se comprometen a comportarse de una manera social-
mente 6ptima. Por ello, se dice que un juego es cooperativo si los jugadores pueden llegar
a acuerdos vinculantes sobre la distribucién de pagos, o la eleccion de estrategias, con la
finalidad de encontrar un beneficio comun.

Asi pues, al formar un acuerdo entre los jugadores, se crea una coalicién que denotaremos
S C N. Estos subconjuntos pueden estar formados por cualquier grupo de jugadores, los
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cuales cooperan entre ellos independientemente de las acciones que los demés jugadores
lleven a cabo. Una coalicién puede ser de cualquier tamano, en particular, si S = N se
llama la gran coalicion.

2.1. Juegos cooperativos de Utilidad Transferible

Hablamos de un juego con utilidad transferible o, abreviadamente, TU, cuando cual-
quier reparto del pago entre los jugadores es posible. El objetivo principal de la teoria de
los juegos TU es definir soluciones que sean 6ptimas para los jugadores. La informacion
para estudiar los juegos TU proviene de [4] y [17].

Si definimos el conjunto de jugadores como N = {1,...,n}, tenemos que una situacion de
cooperacion viene dada por una funcién real v : 2V — R, tal que v asigna cero al conjun-
to vacio y donde 2 son las partes de N. A esta funcion la llamamos funcion caracteristica.

Sea (N,v) un juego cooperativo de n jugadores. Si los jugadores llegan a un acuerdo
entre ellos, al final se repartiran la cantidad total', v(IV), que es todo lo que puede conse-
guir la coalicién formada.

Una distribucion de v(NN) entre los jugadores se representa mediante un vector, x, que
satisface el principio de eficiencia:
Z x; = v(N).

iEN
Es decir, si se forma la gran coalicién N, el beneficio serd repartido en su totalidad por
los jugadores que la forman.

Un vector de pagos, z, es un elemento de R donde la i-ésima coordenada representa
el pago correspondiente al i-ésimo jugador. El reparto de estos pagos se hara efectivo al
finalizar el juego entre los jugadores que forman la coalicién.

Por otro lado, se dice que un vector de pagos cumple el principio de racionalidad in-
dividual si, para cada i € N, x; > v({i}), i.e., que se asigne a cada jugador una cantidad
superior o igual a la que conseguiria si actuara individualmente.

En definitiva, denotamos como v(S), el valor de la coalicion S, es decir, como el be-
neficio que S puede generar. Por lo tanto, v(.S) se puede caracterizar por un solo namero
dado por max ) ;g ;.

Definicion 1. Definimos el conjunto de preimputaciones de un juego (N,v) como el con-
junto de todas las distribuciones o vectores de pago eficientes:

PI(v) = {z € R" tal que z(N) = v(N)}.
Definicion 2. Se llama imputacion a un vector de pagos eficiente y que, ademds, cumple

el principio de individualidad racional. El conjunto de imputaciones se define como:

I(v) = {z € RY tal que (N) =v(N) y x; >v({i}), para todoi € N}.

!La cantidad total a repartir no necesariamente tiene que ser dinero, hablamos de cualquier tipo de
utilidad que se pueda transferir.
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Dado un conjunto de jugadores fijo N = {1,2,...,n} sea n := |N| el cardinal?® del
conjunto. Suponemos una asociacion entre el juego (N, v) y su funcion caracteristica v.
Asi pues, denotamos el conjunto de juegos por G, definido como:

GN = {v tal que v: 2 — R, v(0)) = 0}.

Se definen las siguientes operaciones sobre G:
+:GVNxGN = GN,(vl,vg) — v + Vg,
o :RxGY =GN, (a,v) = av.
Definidas para todo S € N, con vi,v2 € GY y a € R:
(v1 4+ v2) () = v1(5) + v2(9),
(aw)(S) = awv(S).

Es inmediato ver que el conjunto GV con la estructura (GN ,+,®) es un espacio vectorial
de dimensién 2" — 1.

Definicion 3. Se dice que un juego cooperativo es mondtono si al aumentar el nimero
de jugadores que forman una coalicion, el pago no disminuye. Es decir, un juego (N,v) es
mondtono si, para todo S, T C N con S C T, se cumple que v(S) < v(T).

Definiciéon 4. Decimos que un juego cooperativo es superaditivo si al unirse dos coaliciones
disjuntas, forman una coalicion mayor cuya utilidad serd superior o igual a la suma de los
beneficios de las dos coaliciones originales por separado.
Esto es, un juego (N, v) es superaditivo si verifica que, para todo S, T C N tal que SNT =
0:

v(SUT) >v(S) +o(T).

Definicion 5. Definimos un juego convexo como aquel en el que dos coaliciones se unen
para formar una mayor y obtener una utilidad superior o igual a la que obtendrian por
separado menos la parte que comparten.

Matemdticamente, VS, T C N:

v(SUT)>v(S)+v(T)—v(SNT).
Otra caracterizacion equivalente es:
Un juego es convexo < v(SU{i})—v(S) < v(TU{i})—v(T), Vie N,VSCT C N\{i}.
Ejemplo. En ocasiones, varias empresas pequenas se unen en una sola para poder obtener
los privilegios de las grandes empresas. Esta nueva empresa tendrd una personalidad ju-

ridica propia y, si alcanza un volumen de compra adecuado, se le llama un grupo de compra.

Es favorecedor porque las pequenas empresas al unirse en este proyecto no pierden su pro-
pia identidad y, por tanto, no pierden las ventajas de ser una pequena empresa. Ademds,

2La cardinalidad la denotamos con la letra minuscula, en el caso de las coaliciones, decimos que S tiene
|S| = s jugadores.
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este grupo puede ser tan sdlo puntual, no es necesario que sea una operacion duradera.
Por ejemplo, pueden unirse para negociar con distribuidores mayoristas o para adquirir
MEercancias.

Asi pues, supongamos cuatro empresas que quieren formar un grupo de compra: La em-
presa 1 desea adquirir 600 unidades de un cierto bien de consumo, la empresa 2 quiere
500 unidades, la empresa 3 400 y la empresa 4 300 unidades.

Consideramos el precio de cada unidad de este bien de 1€ y que el distribuidor mayorista
con el cual negocian ofrece unos descuentos en el precio final dependiendo de la cantidad
que vayan a comprar, por ejemplo:

- de 0 a 499 unidades no hay descuento,

- de 500 a 999 unidades el descuento del 5 %,

- de 1000 a 1499 unidades el descuento del 10 %,

- de 1500 a 1999 unidades es del 20 %,

- de 2000 unidades en adelante hay un descuento del 30 %.

Es inmediato calcular el coste para cada empresa si deciden comprar todas las unidades
que necesitan, teniendo en cuenta el descuento del mayorista: La empresa 1 pagard 570€,
la empresa 2 475€, la empresa 3 400€ y la empresa 4 300€. En total, entre las cuatro
empresas, el mayorista recibird una cantidad de 1.745€ pero si esa cantidad la pagara
una sola empresa, el mayorista cobraria 1.440€. Es decir, si formaran el grupo de compra
las empresas saldrian beneficiadas pero scudnto le corresponde pagar a cada una de los
1.440€7

Esta pregunta encuentra la respuesta en el estudio de la teoria de juegos cooperativos.
En este caso, tenemos 4 jugadores y una astgnacion de costes que se describe mediante un
Juego cooperativo. Cada v(S) representa la cantidad que abona la coalicion S al mayorista
suponiendo que se suman las cantidades que requieren los integrantes de S y después se
aplica el descuento ya que se considera que es un unico pedido.

Asi pues, la funcion caracteristica es:

u(1)= 570 u(13)= (600 + 400)-0,9— 900 v(123)= (600 + 500 + 400)-0,8= 1.200
v(2)= 475 v(14)= (600 + 300)-0,95= 855 0(124)= (600 + 500 + 300)-0,9= 1.260
v(3)= 400 v(23)= (500 + 400)-0,95— 855 0(134)= (600 + 400 + 300)-0,9— 1.170
v(4)= 300 v(24)= (500 + 300)-0,95— 760 0(234)= (500 + 400 + 300)-0,9— 1.080

v(12)= (600 + 500)-0,9= 990 v(34)= (400 + 300)-0,95= 665 v(1234)= (600 + 500 + 400 + 300)-0,8= 1.440

2.2. El Core

El concepto de Core o Nucleo fue introducido por Gillies en 1953 [2]|. Se considera
una de las soluciones méas importantes dentro de los juegos cooperativos ya que limita el
conjunto de posibles soluciones a un conjunto de vectores de pago con unas determinadas
restricciones.

Del conjunto de preimputaciones, se extraen unos vectores de pago que los jugadores
estén dispuestos a aceptar, es decir, que sean eficientes. Si a estos vectores les exigimos
que también cumplan el principio de racionalidad individual, entonces hablamos de extraer
un subconjunto de vectores del conjunto de imputaciones. Y, ademas, si extendemos el
concepto de principio de racionalidad individual al principio de racionalidad coalicional?,

3Para todo S C N, z(S) =, gz > v(S).

i€S
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obtenemos el Core.

Definicién 6. Dado v € GV, se denota el micleo de v como C(v) y se define, en el caso
de beneficios de la siguiente manera:

Core(N,v) = {z = (z1,%2,...,2,) € RY tal que z(N) =v(N) y v(S) < z(S9)},
para todo S C N con S # (.
Si estamos hablando de un problema de costes, entonces se define como:

Core(N,v) = {x = (z1,20,...,2,) € RY tal que z(N) =v(N) y v(S)>z(9)}.

Se deduce de la definicion que ninguna coalicién tiene alicientes para oponerse al pago,
dado que el niicleo asegura que cada una de ellas obtendra un vector de pagos que, como
minimo, iguala la utilidad que cada coalicién tiene por si misma. Es decir, el Core tiene
la propiedad de la estabilidad: ningiin jugador o coalicién gana més si se sale de la gran
coalicion.

Es posible que el Core sea un conjunto vacio, en este caso, no existen soluciones ra-
cionales para todas las coaliciones. En caso contrario, puede ser un espacio de un punto,
o de infinitos. En este caso, la dificultad se haya en decidir cual de sus vectores de pagos
elegir.

En relacion con el caso del Core no vacio, decimos que una familia de coaliciones F' C
2M\ {0} es equilibrada si existen ntimeros positivos {ag tal que S € F}, llamados pesos,
tales que, para cada i € N, Y gcpicqg s = L.

Decimos que un juego v € GV esta equilibrado si, para cada familia equilibrada F, con
coeficientes de equilibrio {ag tal que S € F'},

Interpretamos los coeficientes de equilibrio ag como el tiempo que los jugadores en S
estan dedicando a S. Para que se cumpla la condicién de equilibrio, los jugadores deben
tener una unidad de tiempo para repartir entre las diferentes coaliciones en F'.

Por tanto, para que un juego TU sea equilibrado, el valor de las diferentes coaliciones
de N tienen que ser relativamente pequenas en comparaciéon con el valor de la gran coali-
cion.

Teorema 1 (Teorema de Bondareva-Shapley). Sea v € GIV. Entonces, C(v) # 0 si y solo
st v estd equilibrado.

El teorema de Bondareva-Shapley generalmente se demuestra mediante técnicas de
dualidad en programacion lineal?, las cuales aprovechan la definicion del ntcleo en térmi-
nos de desigualdades lineales.

4E] concepto de dualidad indica que para cada problema de programacion lineal, llamado primal, existe
una asociacién con otro problema de programacién lineal, llamado dual
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Recientemente, se demostré el teorema de dos maneras mas®, estas pruebas se basan
en métodos elementales de punto fijo.

Para profundizar maés en esta demostracion ver “Fixed Point Approaches to the Proof
of the Bondareva-Shapley” [13].

Teorema 2. El Core es un conjunto compacto y convezo.

Demostracion. De la definicion de Core vemos que los vectores de pago estan en el hi-
perplano de las preeimputaciones y en un conjunto de semiespacios cerrados, por lo que,
siendo una interseccién finita de espacios cerrados, es cerrado.

Por otro lado, si € C(v),Vi € N, se cumple que:

D<m=Ym— S 2 <o(N) - o(N\{i}).

€N JEN\{:}

Lo que demuestra que C'(v) es acotado. Como es un subconjunto de R™ cerrado y acotado,
por el teorema de Heine-Borel®, también es compacto.

Ahora vemos que es convexo: Tomamos z,y € C(v) y A € [0, 1],

Az + (1= Ny (V) =D (i + (1= Ngi) = M(N) + (1 = Ao(N) = v(N).

€N

Y para cada coaliciéon S C N,

Az+(1=X)y)(S) = > Azt (1=-Ny:) = AD>_2i+(1-A) Dy = A(S)+(1-N)o(S) = v(S).

i€S i€S i€S
Por lo tanto, Az + (1 — \)y € C'(v) lo que demuestra que C(v) es convexo. O

Ejemplo. Continuando con el ejemplo del Grupo de compra, mediante el paquete Coop-
Game del programa R, calculamos el Core.

~ characteristic_function<-c(570, 475, 400, 300, 990, 900, 855, 855, 760, 665, 1200,
1260, 1170, 1080, 1440)
> core Vertices(characteristic_ function)

LA L2 ]3] 4]

Lo que quiere decir que el Core es vacio.
De hecho, en este ejemplo, incluso el conjunto de imputaciones es vacio:
> characteristic_ function<-c(570, 475, 400, 300, 990, 900, 855, 855, 760, 665, 1200, +
1260, 1170, 1080, 1440)
> imputationset Vertices(characteristic_ function)
[1] "The imputation set is empty"

LA] 2] 3] 4]

®Se puede ver en “Some applications of linear programming methods to the theory of cooperative
games” [6]
5Un subespacio K de R™ es compacto si, y solo si, es cerrado y acotado.
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2.3. El Nucleolus

El Nucleolus o nucleolo es un concepto introducido en 1969 por Schmeidler [22]. Es
una solucién que tiene en cuenta los posibles excesos o quejas de las coaliciones respecto
a los pagos. Se busca un reparto justo en el que la coaliciéon que resulte mas desfavorecida
del reparto, esté lo menos perjudicada posible.

Definiciones previas:
Dado v € GV y z € RY, para cada coaliciéon S C N, se define el exceso de valor de la
coalicién S respecto a x como:

e(S,z) :=v(S) — Z:UZ

Intuitivamente vemos que, cuanto mas aumente e(S, x), mas insatisfechos estaran los
jugadores de S frente a x.

Por otro lado, definimos el vector de excesos, 6(x), como el vector cuyas componentes
son los excesos de las coaliciones ordenados de forma no creciente:

0(z) = (e(S1,2),...,e(Syn,x)) € R2".

Seanz,y € I(v),yseaf(x) = (e(S7,z),...,e(S5n, 7)) y O(y) = (e(SY,y),..., e(SgN,y))
dos vectores de excesos, decimos que 0(x) precede a 6(y) en el orden lexicografico, deno-
tado por <, si:
dj > 1tal que V1 <1 < j:

e(S7,z) < e(Sjy,y) A e(SE,z) =e(SY,y).

Por tanto, para comparar dos vectores de excesos segun su orden lexicogréfico, se miran
las dos primeras componentes; si la primera componente de un vector es menor que la del
otro vector, entonces el primer vector es menor que el segundo segin el orden lexicografico
definido. Si los dos vectores tienen iguales sus primeras componentes, se comparan sus
segundas componentes, y asi sucesivamente.

Definicion 7. Sea 0(x) y 0(y) los repartos de excesos de valor respecto a x y y, repecti-
vamente, y <y, el orden lexicogrdfico en R2Y. Entonces, definimos el nucleolo de un juego
(N,v) como el siguiente conjunto:

n(v) ={z € I(v) tal que O(z) < O(y)}, Yy e I(v).

Lema. Seav € GV y sea z,y € RN tal que x # y y 0(x) = 0(y). Sea a € (0, 1), entonces
O(z) =1 0(ax + (1 — a)y).

Demostracion. Por un lado, por definicién de excesos, para cada S C N, e(S,az + (1 —

a)y) = a(v(S) = Xies xi) + (1= a)(v(S) = Xicsyi) = ae(S,x) + (1 = a)e(S,y).

Por otro lado, sea Si,...,S9» una permutacién de todas las coaliciones, consideramos
O(x) = (e(S1,x),...,e(S9m,x)), definida como:
Para cada k € {1,...,2" — 1},
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- G(Sk,x) Z e(Sk+la$)7 y
- Si e(Sk,z) = e(Sk+1,x) entonces e(Sk,y) > e(Sk+1,Y)-

Dado que x # y, hay un S C N tal que e(S, x) # e(S,y). Sea k el menor indice que cumple
e(Sk, x) # e(Sk,y). Entonces, para cada t € {1,...,k— 1}, se tiene (S, ax + (1 —a)y) =
e(St, z) pero como 0(x) = 6(y) tiene que ser e(Sk,y) < e(Sk, ).

Ademas, la eleccion del orden Sy, ..., Son asegura que, para cada t > k tal que e(Sy, x) =
e(Sk, x), tenemos e(St,y) < e(Sk,y) < e(Sk,z). Por lo tanto, para cada ¢t > k, tenemos
una de estas dos opciones:

i) e(St, ) = e(Sk,x) y e(St,y) < e(Sk, ).

ii) e(Sy, x) < e(Sk,x) v e(St,y) < e(Sk, x).

Entonces, para cada t > k,

e(St,ax + (1 — a)y) = ae(St,z) + (1 — a)e(St, y) < e(Sk, ).

Por tanto, para cada t € {1,...,k — 1}, 04(x) = 0i(ax + (1 — a)y) y para cada t > k,
01(x) > Op(ax + (1 — a)y). Y esto da 0(z) = O(ax + (1 — a)y). O

Teorema 3. Sea v € G un juego esencial, es decir, un juego tal que I(v) # (), entonces
n(v) contiene una asignacion unica.

Demostracion. Sea I° := I(v). Para cada k € {1,...,2"}, definimos el conjunto
I¥ .= {2 € I* " tal que para caday € I* 71, 0, () < 0 (y)}

Para cada k € {1,...,2"}, la funcién que asigna a cada x € I(v) la coordenada k-ésima
de (x) es continua. Por lo tanto, dado que I(v) es un conjunto compacto no vacio, I'*
también es compacto y no vacio, igual que todos los conjuntos I*.

Afirmamos que n(v) = I?". Sea z € I*" y y € I(v). Siy € I*", entonces 0(z) = 0(y)
y, por lo tanto, 6(y) =1, 0(z). Asi pues, suponemos que y € I(v)\I?".

Sea k el indice mas pequefio tal que y & I*, entonces, 0x(y) > Oi(x) ya que z,y € I*71,
para cada | € {1,...,k — 1}, 6;(z) = 0;(y) ya que 6(y) =1 O(y). Por lo tanto, hemos
demostrado que 7(v) es un conjunto no vacio.

Ahora vemos que 7(v) es un punto. Supongamos que no lo es y lleguemos a una con-
tradiccion.

Sea z,y € n(v), con x # y. Entonces, 8(z) = 6(y). Como I(v) es un conjunto con-
vexo, para cada a € (0,1), ax + (1 — )y € I(v). Entonces, por el teorema anterior,
0(z) =1 0(ax + (1 — a)y), lo que contradice que = € n(v). O

Es decir, el nucleolo es una regla que toma una solucion incluida dentro del Core (siem-
pre que no sea vacio) y se reduce a un tnico vector de pagos’. Este punto, el nucleolo,
contiene aquellos pagos que son imputaciones y minimiza la insatisfaccion de las coalicio-
nes.

"Ver: An introductory course on mathematical game theory [12].
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Ejemplo. De la misma manera que con el Core, utilizando R intentamos calcular el
nucleolo del ejemplo explicado pero como hemos visto que el Core y el conjunto de impu-
taciones es vacio, nos deberia salir que el nucleolo no existe.

> characteristic_ function<-c(570, 475, 400, 300, 990, 900, 855, 855, 760, 665, 1200,
1260, 1170, 1080, 1440)
> nucleolus(characteristic_ function)

[1] "Solution concept is only provided for games with a nonempty imputation set.”

NULL

Efectivamente, esto es debido a que no estamos tratando con un juego esencial. Pode-
mos comprobar de donde aparece el mensaje de la consola con este fragmento de codigo
del comando "nucleolus”:

logicNucleolusDerivatives<-function(A, ER, FR, isImput, isNType){
retVal = NULL
N <- length(A)
n <- getNumberOfPlayers(A)
hasConverged = FALSE

if (isDegenerateGame(A) €6 isImput){
retVal = A[1:n]

hasConverged = TRUFE

/

if ((!(isDegenerateGame(A))) €€ (I(isEssential Game(A))) €6 isImput){
print("Solution concept is only provided for games with a nonempty imputation set.”)
retVal = NULL

hasConverged = TRUFE

}

2.4. El valor de Shapley

El valor de Shapley es el concepto de solucién mas utilizado dentro de los juegos TU.
Este concepto surge de la cuestion: dada una funciéon caracteristica de un juego, ;Cual es
el valor del mismo para un jugador individual?

Dar soluciones axiométicas o valores es definir operadores ¢ : (N,v) — R"™ que en mayor
o menor medida resuelven todos los juegos, pero el objetivo de Shapley era demostrar que
existe un dnico operador “bueno”.

Asi pues, el valor de Shapley es un reparto de pagos tnico que cumple una serie de
axiomas previamente establecidos. Shapley determiné que existe un tnico valor que asig-
na un vector de pagos eficiente a cada juego. Ademés, asigna el mismo pago a jugadores
simétricos, un pago nulo a jugadores irrelevantes y cumple que, dado dos juegos v y w, los
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8 coinciden con la suma de pagos de los juegos.

pagos del juego suma
Cabe destacar que el valor de Shapley, a diferencia del nucleolo, es un concepto de solucion
independiente al Core ya que no es necesario que se cumpla el principio de racionalidad
coalicional. Sin embargo, para los juegos convexos, el valor de Shapley si pertenece al Core
del juego.

Definiciéon 8. Sea ¢ = (¢1,...,¢n), el valor de Shapley para i =1,...,n, se define como

s = Y 50 i) o))

SCN\{i}

Asi pues, Shapley en 1953 determiné que, dado un juego (IV,v) en forma coalicional,
con N = {1,...,n}, se tiene una asignacion de pagos ¢(v) = (¢1(v),...,Pn(v)) € R”
donde cada ¢; es tal y como hemos definido antes.

El valor de Shapley se puede interpretar como la contribucién esperada de cada juga-
dor al entrar en una coalicion. Asi pues, el factor v(S U {i}) — v(S) es la contribucion
marginal efectiva de un jugador i al incorporarse a v(S U {i}), mientras que el resto de
la ecuacion, a la que llamaremos ¢(S), es la probabilidad de que al jugador i le toque
incorporarse a v(S U {i}) y no a cualquier otra coalicion. El factor ¢(S) es definido bajo
la suposiciéon de que un jugador se unird a una coalicién de tamafnio s, siendo los tamanos
de las coaliciones equiprobables, y una vez fijado el tamano, el jugador se unird a una
coalicién determinada de ese tamano también de manera equiprobable.

A continuacién, necesitamos dos definiciones para seguir con una caracterizacién impor-
tante del valor de Shapley:

Dado un juego v € GV,

- Se dice que un jugador ¢ € N es irrelevante o un jugador pasivo si no aporta nada a
ninguna coalicién, esto es, para todo S C N \ {i}:

v(S U {i}) = v(S).

- Se dice que dos jugadores son simétricos si hacen las mismas aportaciones a cualquier
coalicion, es decir, para todo S C N\ {i,7}:

v(SU{i}) = v(SU{j}).

Ahora bien, el valor de Shapley se caracteriza por los siguientes axiomas:
- Axioma 1: Eficiencia. La solucién ¢ es eficiente, es decir, la funcion asignada distribuye
todo el pago del juego:

3" 6ulv) = v(N).

1EN

- Axioma 2: Simetria. Si los jugadores 4, j son simétricos, y por tanto, aportan lo mismo
a cada coalicién, entonces deben recibir el mismo pago:

¢i(v) = 6;(v).

8Definicion del juego suma: (v 4 w)(S) = v(S) + w(S)
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- Axioma 3: Jugador pasivo. Si un jugador ¢ es pasivo y no aporta nada al resto de
jugadores, entonces su pago es nulo:

¢i(v) = 0.

- Axioma 4: Aditividad. La funcion de asignacion debe ser invariante a cualquier des-
composicién arbitraria del juego. Por tanto, si el juego se descompone en suma de dos, los
jugadores recibirdn una suma de los pagos:

P(v +w) = ¢(v) + P(w).

Definicién 9. Sea v € GV un juego TU y © € TI(N), donde m = (i1,...,i,) €s una
ordenacion del conjunto de jugadores y II(N) es el conjunto de todas las permutaciones
de los elementos de N. Se define el vector de contribuciones marginales asociadas con T,
m™(v) € RN, como

mi (v) := v(P"(i) U{i}) — v(P"(2)),

para cada i € N y donde P7(i) denota el conjunto de jugadores predecesores de i bajo el
orden dado por m, es decir, j € P™(i) <= w(j) < ().

La envolvente convexa® del conjunto de vectores de contribuciones marginales se conoce
comiinmente como el conjunto de Weber.

El conjunto de Weber tiene las siguientes propiedades: es cerrado, acotado, no es va-
cio, es convexo y contiene el nicleo. Ademas si el juego es convexo, el conjunto de Weber
coincide con el Core.

Por otro lado, se deduce que la formula del valor de Shapley es equivalente a

" rell(N)
Teorema 4 (Shapley, 1971). Todo juego convezro tiene nicleo no vacio y ¢p(v) € C(v).

Demostracion. Solo veremos la idea principal para demostrar el teorema, la demostracion
completa se puede ver en “Shapley, 1971”7 |23].
Para v € G convexo y toda permutacion o € S, el pago marginal m?(v), cuyas coordena~
das son

m? =v(o(1),...,0()) —v(o(l),...,0(i — 1))

esta en C(v), por lo tanto, C(v) # 0.
Ademés, como hemos visto de Shapley satisface ¢(v) = % > ves, M7 (v) que, conjunta-
mente, por la convexidad del nicleo, tenemos que ¢(v) € C(v). O

Definiciéon 10. Dentro de la clase de GV, dado S C N, se define el juego de unanimidad
de la coalicion S, w®, como: Para cada T C N,

1 si T
U(T):{ st S CT,

0 en otro caso.

9La envolvente convexa de un conjunto dado es el conjunto convexo méas pequefio que lo contiene
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Estos juegos de unanimidad cumplen dos caracteristicas importantes:
- Los juegos de unanimidad U(N) := {w® : S € 2V\{(}} son un base del espacio vectorial
GN.

Para demostrarlo, tenemos que ver que U(N) es un conjunto de vectores independien-
tes.

Sea {ag}gean gy C R tal que Y- geom gy asw® = 0y supongamos que hay un T' € 2V\ {0}
con ar # 0.

Asumimos, sin pérdida de generalidad, que no hay un 77 C T tal que apr # 0. En-
tonces, 0 = > geom (o asw®(T) = ar # 0 con lo que llegamos a una contradiccion. Por
lo tanto, U (V) es una base.

- Dado un juego (N,v), las coordenadas de v en la base de los juegos de unanimidad
vienen determinadas por

ar = Z (=1)""%v(S), con ) # T C N.
0#£SCN

- Dadas las coordenadas de un juego, v(S) = > pcy arw’ (S).

Las demostraciones se encuentran en “Jocs cooperatius i aplicacions economiques”|15].

Teorema 5 (Shapley, 1953 [24]). Eziste una tnica asignacion que verifique todos estos
axiomas y es el valor de Shapley.

Demostracion. Primero vemos que el valor de Shapley cumple los 4 axiomas:

- Es obvio que ¢ satisface Jugador pasivo ya que si i es un jugador pasivo, v(SU{i}) = v(S5)
y entonces ¢;(v) = 0.

- Respecto a la Simetria también es claro que se cumple porque si ¢ y j son jugadores
simétricos, v(S U {i}) = v(SU{j}), y entonces, ¢;(v) = ¢;(v).

- Por otro lado, el valor de Shapley cumple la Aditividad: Si consideramos el juego
(N,v) = (N,v1 +v2), para cada i € N y S C N\{i}, tenemos que v(S U {i}) — v(S) =
(v1(SU{i}) —v1(S)) + (v2(S U {i}) — v2(S)). Si lo sustituimos en la definicion del valor
de Shapley obtenemos ¢;(v) = ¢i(v1) + ¢i(v2).

- Y, por ultimo, es eficiente dado que el valor de Shapley es la media de los vectores de
contribuciones marginales y éstos son eficientes ya que m (v)(N) = 3>_7 mg. (v) = v(N).
A continuacién, tenemos que ver que el valor de Shapley es la tnica solucién que los
cumple. Sabemos que un juego cooperativo se puede descomponer de manera tnica como
v="> £SCN asw?®. Por lo tanto, tenemos que ver que si una soluciéon que cumple los 4
axiomas esta determinada de manera tinica, como hemos visto que el valor de Shapley los
cumple, habremos acabado.

Sea ¢ una regla de asignacion que satisfaga los 4 axiomas.
- Aditividad: Por la definicién anterior de v tenemos que:

()O(va) = 90(N7 Z aSwS) = Z (P(N, aSwS).
P#ASCN 0#£SCN
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- Simetria: Si iy j son jugadores simétricos en la coalicion S, VI' C N\{i,j},
(asw®) (T U {i}) = v(T U {j}) v, por lo tanto, g;(N, asw®) = p;(N, asw”).
- Jugador pasivo: Si i es un jugador pasivo, i ¢ Sy T C N\{i} entonces,
(asw®) (T U {i}) = (agw®)(T) implica que o;(N, agw®) = 0.
- Eficiencia: (agw®)(N) = ag determina ¢ de manera tnica:

%ﬁ 1€ S,
oi(asw®) =

0 en otro caso.

Por lo tanto, esta solucion reparte por igual a los agentes que estan en la coalicion Sy
0 a los que no. Asi pues, podemos simplificarla de la siguiente manera:

p(Nv) = 3 =

ISP
SCN | ies

Entonces, ¢ estd univocamente determinada y, en definitiva, hemos visto que el valor de
Shapley es la tnica solucion que satisface los 4 axiomas. O

Ejemplo. En el ejemplo tratado tenemos que el nicleo es vacio pero aiun cuando éste no
es vacio, no necesariamente contiene el valor de Shapley.
Lo calculamos mediante el comando de R:

> characteristic_ function<-c(570, 475, 400, 300, 990, 900, 855, 855, 760, 665, 1200,
1260, 1170, 1080, 1440)
> Shapley value(characteristic_ function)
[1] "Shapley Value"
1 9 3 y
475.8333  390.8333 305 268.3333






Capitulo III

Problemas de bancarrota

Un problema de bancarrota es un ejemplo muy habitual de una situaciéon real que
demuestra como la teorfa de juegos de utilidad transferible afronta y da solucién a un
conflicto de intereses que se resuelve mediante la cooperacion de los implicados.

Tiene una naturaleza cotidiana, aparecen en casi todos los &mbitos y afectan a cualquiera,
ya sean personas, empresas o instituciones.

El problema de bancarrota tiene su origen en que un conjunto de agentes reclaman un
bien infinitamente divisible (Estate) del que se dispone una cantidad inferior al total de las
reclamaciones o demandas efectuadas (Claims). El reparto debe tener dos caracteristicas:
Primero, los jugadores no deben recibir mas de su reclamacién, ni menos de cero. Segundo,
se debe repartir toda la cantidad disponible.

Un problema de bancarrota se puede enfocar de dos maneras:

1) A través de un enfoque de distribucion en el cual se intenta repartir todo lo que hay,
es decir, el FEstate.

2) Mediante un enfoque de racionalizacion, en el cual se quiere repartir la Claim a cada
jugador y como esto excede el Fstate, se reparte el valor conocido como pérdidas agregadas.

A continuacion, citamos algunos problemas de bancarrota:

- Empresas en quiebra: Es el caso méas tipico y el més conocido. Se plantea cuando
se debe repartir un capital del que dispone una empresa entre los N acreedores de ésta.
El problema se haya en que la suma de las cantidades demandadas por los acreedores es
superior que la cantidad disponible en dicha empresa.

Existe una infinitud de causas por las que una empresa puede tener un problema de
bancarrota: una mala gestién o planificaciéon de la empresa, falta de motivacion de los

trabajadores, insuficiencia de capital o reservas, improductividad, etc.

De la misma manera, puede haber un problema de bancarrota cuando una empresa estéa
en concurso de acreedores (no puede hacer frente a la totalidad de los pagos que debe).

- Reparto presupuestario: Cuando la recaudaciéon del Estado disminuye, por ejemplo, por
una recesién econémica, los presupuestos se reducen. Por tanto, se lleva a cabo un reparto

20
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de pérdidas entre sus distintos organismos.

- Herencias: Supuesto en el que un hombre fallece y la cantidad de bienes a repartir en-
tre sus herederos legitimos es inferior a la cuantia de la suma de las reclamaciones de estos.

Formalmente, se define un problema de bancarrota como un par (E,c) en Ri“ que tiene
la propiedad de que ),y c; > E.

Graficamente, un problema de bancarrota se compone de dos elementos: Un conjunto facti-

ble en el cuadrante positivo del espacio euclideo R”, definido como {z € R} |} | ; = E}.
Y un punto ¢ también de R’} pero que no pertenece al conjunto factible.

Agente2

Agentel

Figura 1: Problema de bancarrota con 2 jugadores.

3.1. Juegos de bancarrota

Para cada problema de bancarrota (E, ¢), se puede definir un juego cooperativo (N, v).
Los jugadores del juego de bancarrota seran los demandantes del problema de bancarrota.
El valor de la coaliciéon S en el juego se define como la parte que sobra de haber repartido
E entre los agentes que no forman parte de S, es decir, entre N\S.

Denotamos ¢(S) a la suma de las reclamaciones de todos los agentes que forman par-
te de la coalicion, y ¢(IN\S) a la suma de las reclamaciones de todos los agentes que no
forman parte de S.

Por tanto, S recibe E — ¢(N\S). En el caso de que no sobre nada, dando a N\S todo lo
que demanda, a S se le asigna 0, ya que el pago de cada agente no puede ser negativo.
O’Neill (1982) formalizo este concepto en la siguiente definicion:

Definiciéon 11. Dado un problema de bancarrota (E,c), se define el juego de bancarrota
(N,v(g,e)) asociado a dicho problema como:

U(E,c)(s) = méX{E - C(N\S>7 0}1
para todo S C N.
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El juego de bancarrota asigna a cada S la cantidad de F que no reclaman los jugadores
que no pertenecen a dicha coalicion, y por tanto, se dice que esta definicién es pesimista
para los agentes. Una definicién de juego de bancarrota optimista seria

v(B,e)(S) = min{E, ¢(5)},

para todo S C N.

La solucién a un problema de bancarrota es una regla de reparto, determinada por una
funcién R que asocia un vector R(E,c) € RN a cada par (E,c), donde cada componente
R;(E, c) asigna lo que recibiré el jugador i. Este vector cumple las siguientes propiedades:

1) La cantidad que se asigna a cada jugador debe ser positiva y menor a lo que demanda.
Esto es:

0 < Ri(E,c) <g.

2) Propiedad de eficiencia: La suma de todas las asignaciones es igual a la cantidad del
bien a repartir, i.e.,

Y Ri(E,c)=E.

iEN
3.1.1. Propiedades
1) El juego v(g,¢) es mondtono, esto es, para todo T'C S C N, v(g o) (T) < vz (S).

Vedmoslo. Sabemos, por definicion que, v(g ) (1) = max{E — ¢(N\T),0} = max{F —
2 jenr G 0} Y (g ,)(9) = méx{E — ¢(N\S),0} = méx{E — 3, \\ g ¢j, 0}

Asi pues, si T C S C N, tenemos que ZjeN\T ¢ < ZjeN\S ¢;j y, por lo tanto, E —
D e S E =3 ienms G-

Entonces, existen dos alternativas:

i) Si B >} enr¢ tenemos que, vpo(T) = E =3 icpr¢ < B = Yienms6 =
U(E,c)(s)'

ii) Si B <} 5cn\rcj tenemos que, v(g o) (1) = v(p.) (S) = 0.

En ambos casos llegamos a la conclusion de que vy o) (T) < v(g ) (5)-

Para explicar una propiedad, necesitamos la siguiente definicién:
Sea v un juego, decimos que las contribuciones marginales aumentan si para cada S C N
y jugadores i,j € N \ S, se cumple:

v(SU{i,j}) —v(SU{i}) 2 (S U{i}) - v(S).

Asi pues, una propiedad de los juegos de bancarrota es:
2) Sea (E, ¢) un problema de bancarrota con al menos 3 jugadores y sea V(E,c) €l juego de
bancarrota asociado. Entonces las contribuciones marginales no aumentan.

Para comprobarlo, suponemos, sin pérdida de generalidad, que ¢; < ¢ < ... < ¢, ¥y
consideramos k el mayor indice que cumple: ¢1 +co+ ...+t < E<ci+co+ ...+ Cpy1-
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Sean T'C R C S, coaliciones definidas por T'= {1,...,k— 1}, R={1,...,k} = T U{k}
yS{1,...,k+1} =RU{k+1}.

Por la propiedad anterior tenemos que, v(g.¢)(T) < v(ge)(R) < v(g,e)(S) v, por lo tanto,
Ve (T U{k}) —vpe)(T) = cr y vpe)(T ULk, k+1}) —vpe) (T U{k}) = cip1.

Como c¢_1 < ¢k, llegamos a la conclusion de que las contribuciones marginales no au-
mentan para el juego v(g ).

Para demostrar la propiedad siguiente necesitamos una definicién y un teorema previos:

Definicion 12. Se define el cubrimiento del nicleo de un juego v, CC, como:

CC(vp,)) =1{z € RY tal que z(N) = E,méx{ E—C(N\{i}),0} < z; < min{E, ¢;},Vi € N}.

Teorema 6. Sea v(p ) un juego de bancarrota y v un juego tal que 0 < v < v Y
v(S) = v(g,e)(S) si|S| € {0,n —1,n}. Entonces, C(v) = CC(v).

Se puede encontrar la demostracion en “Curiel, Maschler y Tijs, 1987”7 [8].

3) Toda solucion de bancarrota esta contenida en el nucleo de un juego cooperativo aso-
ciado.

Ahora si podemos comprobarlo: Tomamos v = v(g ) y entonces, aplicando el Teorema
anterior, C(v(g ) = CC(v(g,e))-

Por otro lado, de la expresion alternativa de C'C, tenemos que los vectores de CC' (U( E.))
son solucién de bancarrota puesto que cumplen:

- z(N) = E por definicién de cubrimiento del nicleo.

- 0 < z; dado que méx{E — ¢(N\{i}),0} < x;.

-x; < ¢ yaque x; <min{E, ¢}.

Por lo tanto, como estos vectores pertenecen a CC' y son solucién de bancarrota, queda
demostrada la propiedad.

Teorema 7 (Curiel, Maschler y Tijs, 1987 [8]). Todo juego de bancarrota v g ) es convero.
Demostracion. Dado un problema de bancarrota (F,c) y vg,) su respectivo juego de

bancarrota. Sea i € N, T C S C N\{i} y C = ¢(N) la suma de todas las demandas,
entonces:

V(E,e) (SU{i}) +vpe)(T) = méx{E — C + ¢(S5) + ¢;,0} + méx{E — C +¢(T),0}
=méx{2(E - C)+¢(S)+¢e(T)+ ¢, E—C+¢(S)+ ¢, E—C+¢(T),0}.
Por otro lado,
V(E,e) (T U{i}) +v(ge)(S) = méx{E — C + ¢(T) + ¢;, 0} + max{E — C + ¢(S5), 0}
=max{2(E —C)+¢(S)+¢e(T)+¢i, E—C+¢(T) 4+ ¢, E— C + ¢(5),0}.

Y como ¢(S) > ¢(T') tenemos que E —C +¢(T) +¢; < E—C+¢(5) + ¢
Ademés, ¢; >0=FE —-C+c¢(S) < E—-C+¢(S) + ¢.
Asf pues, obtenemos que

V(E,e) (S UL} +vEe)(T) 2 vEe(TU{i}) + v (S)






Capitulo IV

Reglas de bancarrota

Una regla de bancarrota es un método para solucionar un problema de bancarrota. En
este apartado vamos a estudiar tedéricamente 5 reglas clasicas y las aplicaremos al caso
practico.

4.1. Regla proporcional

La regla proporcional reparte el Estate (E) entre los demandantes de forma propor-
cional a sus reclamaciones (c¢). Por lo tanto, cada participante obtendra una fraccion del
Estate y esta serd proporcional al peso de su demanda en relacién con la totalidad de las
demandas.

Agente2
W

0 2 4 6 8
Agentel

Figura 1: Regla proporcional.

Formalmente,

Definicion 13. Para cada (E, ¢), la regla proporcional (P de Proportional), serd: P(E, c) =
E - & donde C es la demanda (Claim) total.

25



26 Reglas de bancarrota

4.2. Regla de las ganancias igualitarias

La regla de las ganancias igualitarias, o de las mismas ganancias, reparte el Estate de
manera que a cada demandante le asigna la misma cantidad siempre y cuando ésta no
supere la cuantia reclamada por el agente.

8 %

Agente2
.

2 4 6 8
Agentel

Figura 2: Regla de igual ganancia.

Definiciéon 14. Para cada (E,c), la regla de igual ganancia (CEA de Constrained Equal
Awards), se define como CEA;(E,c) = min{c;, A} donde X\ es el inico nimero real no
negativo que cumple Y,y min{c;, \} = E.

Por tanto, todos los agentes reciben A excepto aquellos que reclaman menos, que en-
tonces reciben su demanda. En definitiva, los agentes con demandas menores salen bene-
ficiados.

Veamos que la regla esté bien definida:
Sea ¢ un vector de demandas fijo y sea f la funcion f : Ry — [0,C] definida por

f()‘) = ZiGN mfn{ci7 )‘}

Se trata de una funcién continua y estrictamente creciente en [0, méx;en{c;}], lo que
implica que es inyectiva y, entonces, existe un inico nimero A € Ry tal que

fN) = Zml’n{ci, A} =E.
1EN

Por lo tanto, la regla esta bien definida.

4.3. Regla las mismas pérdidas

La regla de las mismas pérdidas o de las pérdidas igualitarias reparte la pérdida en
relacion con la demanda por igual entre todos los agentes. Esto es que la cantidad que
no reciben de la parte demandada es la misma para todos siempre y cuando se cumpla la
condicién de que ningtin demandante puede perder una cantidad méas grande que la que
habia reclamado, es decir, no puede recibir un pago negativo.
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Al contrario que la regla de las mismas ganancias, ésta da prioridad a los agentes con
mayores demandas.

Agente2
.

0 2 1 6 8
Agentel

Figura 3: Regla de igual pérdida.

Formalmente, se define esta regla de reparto como:

Definicién 15. Para cada (E,c) y para todo i € N, la regla de pérdidas igualitarias (CEL
de Constrained Equal Losses), viene dada por CEL;(E, c¢) = max{c; — u,0} donde p es el
iinico mimero real que satisface ) ;o max{c; — p,0} = E.

4.4. Regla del Talmud

La regla del Talmud o del bien disputado se basa en el principio de Conceder y Dividir.
Consiste en que cada agente concede al otro la parte del Estate que no reclama y, si queda
algo, se lo reparten en partes iguales. Formalmente:

Definicién 16. Para todo (E,c) y [N/=2 (2 jugadores), la regla Conceder y Dividir (CD)
se define como:
E —méx{E — ¢;,0} — max{F — ¢;,0}

2

CD;(E,c) = max{E —¢;,0} +

Vi,j € N coni # j.

Esta regla es una mezcla entre la regla CEA y CEL. La cantidad a repartir aumenta
progresivamente desde 0 a ) ;. y¢; = C,0 < E < C. Cuando la cantidad que se reparte
es pequenia (E < (C/2), ésta se reparte igualitariamente entre los agentes hasta que el
primero reciba la mitad de lo que habia pedido. La cantidad restante se reparte entre los
demas demandantes de manera igualitaria. Se continua repartiendo hasta que el segundo
agente haya recibido la mitad de su demanda y asi sucesivamente mientras haya FEstate
que repartir.

Cuando la cantidad a repartir es mayor (E > (C'/2), se piensa en términos de pérdidas.
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Entonces, de la misma manera, cuando la pérdida total es pequena se divide igualitaria-
mente entre todos los demandantes. Asi cada agente recibe su demanda menos la pérdida
obtenida y se va repartiendo el resto de manera igualitaria hasta que el primer demandan-
te ha perdido la mitad de su demanda, en ese momento deja de perder. A continuacion,
se divide entre los agentes restantes lo que queda de pérdida total, hasta que el segundo
demandante haya perdido la mitad de su demanda. Y asi sucesivamente mientras no se
agote la pérdida total.

Asi pues, Aumann y Maschler (1985) contruyeron la siguiente definicion de la regla del
Talmud (T):

Definiciéon 17.

(B, ) min{ ¢, a}, si B <
(F. ) —
o max{$§, ¢ — a}, si B>

En el primer trozo de la funcion, o es el tinico niimero real que satisface Y ;. y min{ g, a} =
. . e Cq .
E y en el sequndo es el iinico mimero real tal que ) ;. y max{%,c; —a} = E.
Una definicién alternativa y més simple de la regla del Talmud es:

Definicién 18.

CFEA(E, ), siE <.
¢+ CEL(E-§,%), siE>$.

Aumann y Maschler demuestran que si aplicamos la regla del Talmud a cualquier
problema de bancarrota obtenemos el nucleolo del juego de bancarrota asociado a este
problema.

Teorema 8 (Aumann y Maschler, 1985 [3]). Sea (E,c) un juego y sea v(g ) su funcion
caracteristica asociada, entonces T'(E,c) = n(v(g,))-

Demostracion. Suponemos 2 o mas jugadores y comenzamos calculando el exceso de una
coalicion en cualquier imputaciéon del problema.
Sea S C Ny z € I(v), entonces e(S,z) = v(s) — Y ;cq Ti-

SiE =3 ag¢ >0, entonces v(S) = E — > g ¢ y por lo tanto, B =3,y y

e(S,x) = (B = Xigs i) = Dies Ti = = Digs(ci — i)
Por otro lado, si B — 3,0 ¢; <0, entonces v(S) =0y e(S,2) = =3 ;g Ti-

Separamos el problema en dos casos:

Caso1: ), .n5 > FE

En este caso, por la definicion de la regla del Talmud, para cada i € N, T(E,c) <

ci

5.
Tenemos que ver que T'(E,c) € I(v).
Para cada i # n,
o(i) =mix{0, B— Y ¢} <mix{0. ) T D e} =mix{0, Y (F-e)ro+

JEN\{i} JEN JEN\{i} JEN\{i}

Como ¢; < ¢5—1 < ¢y, el méximo anterior es igual a 0. Entonces, para cada i # n, v(i) =0
y, por tanto, T;(FE, c) > v(i).
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Ademas, dado que, para cada i # n, T;(E, c) < §, tenemos que:

n—1 n—1
] Cj ‘
To(E,c) > méx{0, E — E 1 5]} > max{0, E — E 1 cj} =v(n).
j= J=

Entonces, T(E, c) € I(v). Llegados a este punto, tenemos que distinguir dos casos:

Caso 1.1: Para cada i € N, T;(E,c) < .

Entonces, para cada i € N, T;(E,c) = % En este caso, v(n) = 0. Por lo tanto, tenemos
que e({i}, T(E,c)) = —%.

Sea S C N tal que |S| > 2:

- Siv(S) = 0, entonces e(S,T(E,c)) = = > ;cgTi(E,c) =
- Siv(S) > 0, entonces e(S,T(E,c)) = =3 _;z5(ci — By <— Z 25 3 < —\N\S\ —E,

Por otro lado, consideramos = € I(v) tal que = # T(F,c). Entonces, hay un j € N
tal que z; < Tj(E, c¢). Por lo tanto, e({j},z) = —x; > —% =e({j},T(E,c)).

Dado que, para cada S C N, —% > e(S,T(E,c)), tenemos que = =1 T(FE,c) y, por lo
tanto, n(v) = T(E, ).

Caso 1.2: Para cada i € N, T;(E,c) = §.

Si consideramos el orden de los jugadores tenemos que T1(E,c) = G y Tj(E, c) > 5 para
cada j # 1. Obviamente, v(N \ {1}) = E — ¢; > 0. Por lo tanto,
Cc1 C1

(1) T(B.0) =~ = (B - 1) — (B~ ) = e(N\ {1}, T(E, ).
Sea SCN,S# {1}y S#N\{1}:
- Si v(S) = 0, entonces e(S,T(E,c)) = —> cgTi(E,c) < |89 < =% dado que,
Ti(E,c) =2 5.
- Siv(S) > 0, entonces e(S, T(E,c)) = — Y g5 (¢; — Ti(E, ) < =[N\ S| < -5

Sea x € I(v) tal que = # T'(E, ¢).

- Si, paracada j € N, z; > T1(E, ¢), entonces e(N\{1},z) = —(c1—x1) > —a1+ %9 = -9
- Sihay un j € N tal que z; < T1(E, ¢), entonces e({j},z) = v(j) —x; > v(j) — Tl(E c) >
—T1(E,c) = —=%. En cualquier caso, x =1, T'(E,c) y, por lo tanto, n(v) = T(E,c).

Caso 2: ), . v5 < FE

Definimos E' := ",y ¢; — E y sea (E', c) un problema de bancarrota. Ahora, >°,.n 5 >
E’. La relacion entre la regla del Talmud del problema original y la de este es:
T(E,c)=c—T(Fc).

Como Y ;.n §, por definicion de la regla del Talmud, T;(E’,c) = min{$,a}, donde o
es el tinico nimero que cumple que Y, ymin{§,a} =E =3,y — E.

Por otro lado, dado que estamos en el caso que ) ;. 5 < E, tenemos que T;(E, c) = ¢; —
min{%,a’}, donde o es el tinico nimero que cumple que ZZGN ci—y jenymin{g,a'} = F
o, equivalentemente, ;. ymin{g, o'} =3, ¢ — E = E’. Vemos que las restricciones
para ay o/ son las mismas y, por lo tanto, continua cumpliéndose la relacion entre T'(F, ¢)
y T(E',c).



30 Reglas de bancarrota

Consideramos v y v’ los juegos correspondientes a los problemas de bancarrota (FE,c)
y (E',¢) y denotamos e y €’ a sus respectivas funciones de excesos. Asf pues, tenemos que
llegar a una relacién analoga a la que hemos obtenido anteriormente que sea valida para
los nucleolos de los juegos vy v'. Sea S C N y z,2’ € I(v), entonces x :=c—2a' € I(v) y
' =c—xzelv).
Si v(S) = 0, entonces:

E - ngs ¢j <0,

V'(N'\S) = > jesci—Ey

v(9) =D jes @i = — 2jes(Ci—a)) = =Y jeg G HE =3 jgg i = V(N\S) =3 a2
Por lo tanto, e(S,z) = ¢/(N \ S, 2').

Por otro lado, si v(S) > 0, entonces:
E — Z]EN\S Cj > 0,
V'(N\S)=0y
v(S) - ZjeS r;=FE— ngs G — Zjes(cj —a') =4 (N\S) - ngs 95;

Entonces, los vectores de excesos ordenados coinciden para x y ', es decir, 8(z) = 6(a/).
Por lo tanto, n(v) = ¢ — n(v’). Aplicando el caso 1 al problema de bancarrota (E’,¢) y
usando la relacion encontrada, tenemos que T'(E,c) = c—T(E',¢) = c—n(v') =n(v). O

4.5. Regla del orden de llegada

La regla del orden de llegada o de llegada aleatoria (RA de Random Arrival) parte del
supuesto de que los agentes van llegando al centro de pago de uno en uno y al primero
que llega recibe el minimo entre su demanda y el Estate, lo mismo para el agente que
llega segundo pero restando lo que se ha llevado el primero y asi sucesivamente hasta que
no queda Fstate. Por lo que los jugadores que llegan primero al centro de llegada salen
beneficiados.

Asi pues, para conseguir que la regla sea justa, se reparte el promedio de las asignaciones
que hubiera recibido cada demandante en cada permutacién de los posibles 6rdenes de
llegada.

Sea m € II(N) el orden en el que van llegando los jugadores, mateméaticamente, tene-
mos la siguiente distribucién:

AZ(E,C) = min{¢;,, E'},

AT (E,c) = min{c;,, F — AT (B, o)+t

A?S(E,c) = min{c;,, (E — AZ(E, c) — Ag(E,c)+},

AT (E,c) = min{c;,, (E — Y021 AT (E,c)+}.

Asi pues, si dividimos la suma de estas distribuciones entre n! para dotar a la regla de
aletoriedad, tenemos que la regla del orden de llegada (RA) es:

1
RA(E, ) = — Y AT(E,c).
" well(N)

Esta ecuacién la podemos desarrollar y obtenemos, formalmente, la definicién de la regla.
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Definiciéon 19. Para todo (E,c), la regla de llegada aleatoria (RA), se define como:

1
RA;(E,c) = ] Z min{c;, méx{E — Z ¢;,0}},  VieN.
" well(N) JEN:m (i) <m(j)

Recordemos que usamos la notacion II(N) para hacer referencia al conjunto de las
permutaciones de N. Por lo tanto, 7(i) < m(j) indica que el jugador 7 ha llegado antes que
el jugador j.

Teorema 9 (O'Neill, 1982 [19]). Sea (E,c) un problema de bancarrota y sea v(g ) su
funcion caracteristica asociada, entonces RA(E, c) = ¢(v(g.))-

Demostracion. Habiamos visto que el valor de Shapley se puede definir como ¢(v) =
% ZWEH( N) m”™(v), por otro lado, hemos definido la regla de la llegada aleatoria como

RA(E, C) = % ZTI’GH(N) AW(E, C).

Demostraremos que m”(v) = A™ 1(E,c).
Notamos que es lo mismo ya que si 7 recorre S, 7~ 1 también recorre S, es decir, existe
una biyeccién entre 7 y 7~ 1 y cuando se suman todos los casos da el mismo resultado.

Asi pues, si = (i1,...,1,) es una ordenacion cualquiera, tenemos que 7~ 1 = (ip, ..., 1).
Comenzamos por el caso més facil: Para la componente 4, tenemos que A7 YE,c) =
min{¢;,, E}.

Y, por otro lado,

1
max{E — ¢(N\N),0} —méx{E —¢;,,0} = FE — (E —¢;,)
Si ¢;, > E entonces es E, sino es ¢, por lo tanto,
«* =min{FE,¢;,} = AT 1(E,c).

De la misma manera, para el jugador que llega segundo: Afn?l (E,c¢) = min{¢;,_,,(F —
AT YE,c))} =min{c;, ,,(E —min{E, ¢, })} = ...
- Si ¢, > FE, entonces es 0.
- Sino,
-Si¢, , >FE—c,, entonces es E —¢;,,.
- Sino, es ¢;,, ;.

Por otro lado,
ml (v) = v(i1...0p—1) — V(i1 ...Ip—2) = max{E — c¢(N\(i1...ip—1)),0} — max{E —

in—l

¢(N\(i1 ...0p—2)),0} = méx{E — ¢;,,,0} —max{E — ¢;, , —¢,,0} =
0 st ¢, > FE

= E—-c¢, st ¢, <Eyc¢,  >FE—c,

Cin_1 si ¢, <Fyc, <E-c¢,
Y finalmente, en general, tenemos que:
AZC 1(E’ C) = ml’n{cik, (E - Z?:k_;'_l AZ 1(E, C))} - ...
-Si YL Agil(E,c) > F, entonces es 0.
- Sino,

m7 (v) = v(i1...in)—v(i1...Ip-1) = max{E—c(N\(i1...1,)),0}—max{E—c(N\(i1...4p-1)),0}
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-Sicy, SE-3 00 Agfl(E, c), entonces es ¢;, .
- Sino, es B — Y 1L, AT (B, ¢).
my (V) =v(i1...ig)—v(i1...ig—1) = max{E—c(N\(i1 .. . ig)), 0} —méx{E—c(N\(i1 . . . ig-1)), 0} =
max{E —¢;,, —...¢,,0} —méx{E —c¢;, —c¢j, — ... — ¢, 0} =
0 st Dk Gy = B

n . n n
= E—>pnci st Dpnc SEY Y >FE

Ciy, st Zln:k-H ¢, <Ey Z?:k: ¢y <E
La condicion ), ., Ag_l(E, ¢) > E es equivalente a ', ¢; > E dado que pa-
ra Ag_l es como mucho ¢;, para todo [ = 1,...,n. Por lo tanto, hemos visto que

m™(v) = A™ Y(E,c) y, en consecuencia, hemos demostrado el teorema. O






Capitulo V

Propiedades

En esta seccién estudiamos propiedades de las reglas de reparto. Comenzamos con las
mas bésicas y seguimos con las méas opcionales, se pueden imponer o no dependiendo de
diferentes criterios.

5.1. Propiedades basicas

Hablamos de propiedades bésicas porque ya vienen implicitas en la definicién de regla.

Una propiedad bésica de cualquier regla de reparto es la viabilidad. Se basa en que,
para cada problema, la suma de las recompensas no debe ser superior a la cantidad dis-
ponible.

Por otro lado, la eficiencia es un requisito imprescindible, implica que toda cantidad
disponible debe ser asignada.

También existen dos requisitos que ponen limites a las asignaciones.

- La no negatividad implica que cada jugador debe recibir una cantidad no negativa. Por
lo tanto, se entiende que existe una frontera superior, es decir, que cada agente deberia
recibir como maximo su demanda

- Otro requisito es el limite inferior, esto es que cada agente debe recibir al menos
la diferencia entre la cantidad disponible y la suma de las demandas de los demas agentes,
siempre y cuando estd diferencia sea positiva. Serd 0 en caso contrario. Nos referimos a
esta cantidad como el derecho minimo del reclamante.

Definimos el derecho minimo como: Para cada (E,c) y para cada i € N, R;(E,c) >

max{E — >° 1 ;3 ¢j» 0} Es consecuencia de la eficiencia, no negatividad y la delimitacion
de las reclamaciones.

5.2. Aseguramiento

La propiedad de aseguramiento es la que exige que cada agente reciba como minimo
una cierta cantidad independientemente de las demandas del resto, es decir, tienen una

34
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garantia minima. Esta garantia depende de la cantidad a repartir, de la reclamacion del
agente y del ntiimero de jugadores.

Si la demanda de un individuo es superior a la cantidad disponible, entonces su asig-
nacioén sera, como minimo, la cantidad disponible entre el niimero de agentes. Si se trata
de una demanda inferior a la cantidad disponible, entonces la asignacion sera, como mini-
mo, la demanda entre el nimero de agentes.

Esto es:
Sea (E,c¢) un problema de bancarrota, para todo i € N, R verifica la propiedad del ase-
guramiento si

1
R;(E,c) > - min{c;, E'}.

5.3. Independencia de escala

Esta propiedad nos dice que es lo mismo hacer un reparto entre unos jugadores con
ciertas demandas que multiplicar la cantidad a repartir por una constante cualquiera si
las demandas de dichos jugadores también estd multiplicada por el mismo valor. Es decir,
se cumple la propiedad de independencia de escala si, para todo A > 0,

R(ME, \¢) = AR(E, c).

Por lo tanto, esta propiedad nos asegura que la unidad de medida no influye en las
asignaciones.

5.4. Autodualidad

Un problema de bancarrota también puede ser tratado en términos de pérdidas, es
decir, estudiar el reparto de pérdidas asignando a los jugadores la diferencia C' — E en
funcién del vector de demandas c.

Para cada regla aplicada a un problema de bancarrota, existe una regla dual a ésta apli-
cada al mismo problema. Una regla otorga un vector de pagos y ganancias que coincide
con las pérdidas proporcionadas por la regla dual.

Antes de definir la propiedad autodual, veamos el concepto de dualidad:

Sea (E,c) un problema de bancarrota y R una regla, definimos su regla dual como
R*(E,c)=c— R(C — E,c).

Por otro lado, si p,p* son dos propiedades, decimos que son propiedades duales si: R*
satisface p* < R satisface p.

Ahora bien, se dice que p es una propiedad autodual si verifica: R* satisface p < R

satisface p.
Y, una regla es autodual si, para cada (E,c), se tiene:

R(E,c)=c— R(C — E,c).
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5.5. Igualdad de trato

Esta propiedad exige que se trate a iguales por igual, es decir que los jugadores que
demanden la misma cantidad, deben recibir lo mismo.

Formalmente: Para cada (F,c) y cada (i,5) C N, si ¢; = ¢j, entonces,
RZ‘(E, C) = Rj(E, C).

Esta propiedad en la practica se suele infringir, en problemas de bancarrota reales, algunas
reclamaciones tienen una mayor prioridad frente a otras. Dos agentes que tienen la misma
prioridad son tratados de manera diferente solo si sus reclamos difieren. Sin embargo, los
jugadores en clases de prioridad diferentes, generalmente, se tratan de manera desigual
incluso si sus reclamos son los mismos.

5.6. Anonimato

La propiedad de anonimato impone que la identidad de los agentes no deberia impor-
tar. El vector de pagos elegido deberia depender solo de la lista de N reclamaciones.

Esto es: Para cada (E,c), cada w € II(IV), donde II(N) es el conjunto de todas las per-
mutaciones de los elementos de N, y cada ¢ € N, entonces,

Ry (E, (cr(i))ien) = Ri(E, ¢).

Por lo tanto, es imprescindible que se cumpla la propiedad de anonimato para que se
pueda dar la propiedad del trato de iguales.

5.7. Preservacion del orden

Una regla debe respetar el orden de reclamaciones, es decir, si la demanda del agente ¢
es al menos tan grande como la del agente j, éste deberfa recibir al menos tanto como el
agente j. Ademas, las diferencias entre los reclamos y los premios también deben ordenarse.

Formalmente, para cada problema de bancarrota (E,c), y cada (i,j) € N, si ¢; > ¢,
entonces,

R(E,c;) > R(E,cj) y ¢ — R(E,¢;) > ¢j — R(E, ¢;).

Por lo tanto, una regla de reparto satisface esta propiedad cuando se proporcionan pagos
y pérdidas mayores a quienes demandan una cantidad mayor, esto significa que, entonces,
estos pagos y pérdidas no son menores a los que obtienen los jugadores con demandas
menores dado que lo que reciben los jugadores de demandas superiores no es menor a lo
que reciben los jugadores con demandas inferiores.

5.8. Compensacién completa

Se suele utilizar el término sostenibilidad para asegurar que hay suficiente para com-
pensar a todos los jugadores, independientemente de la cantidad que reclamen. Esto puede
verse perturbado si se toma la decisiéon de compensar primero las demandas menores, ya
que son més faciles de satisfacer, pero determinar como de pequena debe ser esa cantidad
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para que el jugador que la demanda tenga ese trato preferencial es algo subjetivo.

Para cada problema de bancarrota (E,c) y para cada i € N, la demanda c¢; es soste-
nible si ) ;v min{cj, ¢;} < E.

Asi pues, la propiedad de compensaciéon completa asigna a un agente todo lo que reclama
si su demanda es sostenible:

Ri(E,c) = ¢;.

Una alternativa a la propiedad anterior es la Exencién. Esta entiende que los repar-
tos para los agentes con demandas menores son prioritarios, es decir, cumple el principio
general de progresividad.

En definitiva, la exencién trata de que se repartan integramente las demandan que no
lleguen a una cantidad minima, la definiremos como a = %

Asi pues, dado un juego (F,c) y un jugador i € N tal que ¢; < «, entonces R;(E,c) = ¢;.

5.9. Compensacién nula

De la misma manera que hasta ahora hemos tratado casos en los que se priorizan las
demandas menores, se puede ver desde el punto de vista de que el objetivo es dar prioridad
a los agentes que han arriesgado cantidades mayores.

De esta manera, nos referimos a la propiedads de Compensacién nula cuando decidimos no
asignar nada a los agentes con demandas demasiados pequenas o residuales, entendiendo
que una demanda es residual si (F, max{0,c; — ¢;},...,max{0, ¢, — ¢;})) es un problema
de bancarrota.

Por lo tanto, se dice que una regla de reparto cumple la propiedad de compensacién
nula si para cada juego de bancarrota y cada jugador ¢ con demanda residual,

Ri(E, C) =0.

Por otro lado, una alternativa a esta propiedad es el contrario de la propiedad de exen-
cion, la propiedad de Exclusion. Esta determina que los jugadores cuyas reclamaciones
sean inferiores a un valor o = ¢=£
Formalmente:

Para cada (E,c) y cada i € N, si ¢; < a, entonces R;(E,c) = 0.

no se tendran en cuenta.

5.10. Composiciéon hacia arriba

Esta propiedad tiene lugar cuando inicialmente se hace una estimaciéon del Estate su-
perior del que finalmente se dispone: E' > E.

La propiedad de compensacién hacia arriba nos asegura que se puede solucionar esta
situaciéon de dos maneras: Se puede cancelar el reparto inicial y aplicar la regla de reparto
al problema modificado, o se pueden conservar las asignaciones iniciales de los agentes
y ajustar las demandas segin estos valores y aplicar la regla para repartir la diferencia
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E' — E. Y por tanto, las asignaciones no varian si el reparto se realiza de una vez o se-
cuencialmente.

Formalmente:

Para cada problema de bancarrota (E,¢), si E' > E, decimos que R cumple la propiedad
de compensaciéon hacia arriba si

R(E',c) = R(E,c)+ R(E' — E,c — R(E,¢)).

5.11. Composiciéon hacia abajo

Si consideramos la situacién contraria, es decir, se ha realizado una estimacién al alza
del Estate, el cual ha resultado ser menor: E/ < E, tenemos la propiedad de compensacion
hacia abajo.

Y, de la misma manera, existen dos caminos para solucionarlo: cancelar el reparto ori-
ginal y aplicar la regla al problema actualizado o mantener las asignaciones iniciales como
demandas sobre el valor revisado E’ y aplicar la regla al problema definido de esta manera.
Asi pues, la propiedad de composicion hacia abajo nos asegura que siguiendo cualquiera de
los dos caminos se llega al mismo resultado, es decir, se obtienen las mismas asignaciones.

Formalmente, dado un problema de bancarrota (F,c), si se tiene E > E’, se dice que
R verifica la propiedad de composicién hacia abajo si

R(E',c) = R(E',R(E,c)).

Por lo tanto, esta propiedad implica que, a la hora de recalcular el reparto, es indiferente
tomar como Claim las demandas originales o el reparto que resulté del el Estate antiguo.

5.12. Consistencia

La propiedad de consistencia trata de que si, una vez hecho el reparto entre los agentes,
unos cuantos de ellos se van con sus respectivas asignaciones y consideramos los restantes
jugadores, con sus demandas intactas pero con el FEstate que queda (la diferencia entre
la cantidad disponible en un inicio y la suma de las asignaciones que se han llevado los
agentes), entonces la regla debe asignar a cada uno de ellos la misma cantidad que al
principio.

En resumidas cuentas, la propiedad asegura que la regla de reparto otorgue los mismos
resultados si se aplica a todos los jugadores que si se aplica sobre un subconjunto de ellos.
Esto favorece evitar discusiones entre los reclamantes ya que el resultado es inalterable.

Mateméaticamente, sea (F,c) un problema de bancarrota, S C N, entonces, para todo

i€ N\S:
R es consistente <= R;(N, E,c) = R;(N\S, FE — ZRi(N,E, c), (ci)ien\s)-
€S
5.13. Caracterizaciones de las reglas de reparto

A la hora de seleccionar qué regla aplicar es muy util conocer qué propiedades satisface
cada una ya que, si la persona que toma la decision, da més importancia a unas propie-
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dades que a otras, la cantidad de reglas entre las que se puede elegir se reduce y es més
facil tomar una decisiéon acertada.

Es facil ver que, por ejemplo, la propiedad de trato igualitario la cumplen todas las reglas
pero quizé lo que se desea es que se cumplan un conjunto de propiedades. Varios autores
han ido demostrando que diferentes combinaciones caracterizan las reglas de reparto:

La regla proporcional es la tinica regla que verifica las propiedades:

- Young (1988) [31]: Trato igualitario, Composicion hacia arriba y Autodualidad.

- Herrero y Villar (2001) [14]: Trato igualitario, Composicion hacia abajo y Autodua-
lidad.

La regla de las mismas ganancias es la tnica regla que verifica las propiedades:
- Dagan (1996) [9]: Tratamiento igualitario y Composicion hacia arriba.
- Herrero y Villar (2001): Compensacion compelta y Composicion hacia abajo.
- Yeh (2001) [30]: Compensaciéon completa.
- Chun (2006) |7]: Aseguramiento, Composicion hacia arriba y Consistencia.
- Herrero y Villar (2001): Consistencia, Exencion y Composicion hacia abajo.

La regla de las mismas pérdidas es la tinica regla que verifica las propiedades:
- Herrero y Villar (2001): Trato igualitario y Composiciéon hacia abajo.
- Herrero y Villar (2001): Compensacién nula y Composicién hacia arriba.
- Herrero y Villar (2001): Consistencia, Exclusion y Composicion hacia arriba.

La regla del Talmud es la tinica regla que verifica las propiedades:
- Herrero y Villar (2001): Consistencia y Autodualidad.
- Chun (2006): Aseguramiento y Consistencia.

Para concluir, realizamos una tabla-resumen de las propiedades que cumple cada regla
de reparto clasica:

P | CEA | CEL | T | RA
Aseguramiento v VI
Independencia de escala | v/ v v v |V
Autodualidad v VIV
Trato igualitario v v v v | v
Anonimato v v v V| v
Preservacion del orden v v v v | v
Compensacion completa v
Compensacion nula v
Composicion hacia abajo | v/ v v
Composicion hacia arriba | v/ v v
Consistencia v v v v

Figura 1: Caracterizaciones.






Capitulo VI

Caso real

El Sistema Nacional de Salud de Espana es conocido como el conjunto de servicios re-
lacionados con la salud que cada Comunidad Auténoma coordina. Durante mucho tiempo
Espana, en este aspecto, destacd por tener unas tasas de cobertura ejemplares, satisfa-
ciendo a gran parte de la poblacién con servicios de gran calidad técnica.

Tiempo después, hacia el ano 2012-2013, comenzaron a aumentar las listas de espera,
los servicios se despersonalizaron, habia una falta de personal y clara necesidad de mejora
en las instalaciones,... Todo ello hizo que el Sistema Sanitario Espanol se tambaleara. Hay
que tener en cuenta que la gestién sanitaria no es mas que el resultado de las politicas,
reformas y cambios realizados a lo largo de los anos.

A pesar de la estabilizacion economica del pais y, consecuentemente, la mejora del sis-
tema sanitario durante este tiempo, la pandemia de COVID-19 ha golpeado fuertemente
a Espana, colapsando hospitales y centros médicos.

Cada vez que aumentan los contagios se necesitan mas recursos de atencién primaria
y salud publica, asi como més personal haciendo seguimientos y test. Por otro lado, cada
vez que aumentan los casos graves se requieren mas recursos hospitalarios, camas, venti-
ladores, material quirtrgico, etc.

En conclusion, la sanidad espanola no estaba preparada para una situaciéon de tal gra-
vedad. Ademés, hay que tener en cuenta que el virus no ha tenido el mismo impacto en
todas las Comunidades Auténomas y tampoco todas tenian la misma preparacién para
afrontarlo.

Esta situacion tan critica que ha afectado a todo el mundo, ha tenido mayor impacto
sobre los paises que no estaban especialmente preparados en el campo sanitario y a los
que tenian unos fondos monetarios insuficientes para cubrir todos los gastos que conlleva.
Concretamente, Espania desde hace mas de veinte anos tiene un Ministerio de Sanidad
despojado de sus competencias y muchas dificultades para gestionar en un mando tnico
las necesidades de las 17 Comunidades Auténomas.

Por tanto, hablamos de un pais que no puede dotar a sus Comunidades Auténomas de las

cantidades que demandan en concepto de Sanidad ya que la suma de éstas es superior a lo
que el pais es capaz de ofrecer. Es decir, nos encontramos ante un problema de bancarrota

41
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Caso real

en el que los jugadores del juego de bancarrota son las Comunidades Auténomas ya que
son las demandantes.

De los presupuestos generales de las Comunidades Auténomas obtenemos los siguientes

datos:

COMUNIDAD

Andalucia

Aragon

Principado de Asturias

Illes Balears
Canarias

Cantabria

Castilla y Ledn
Castilla - La Mancha
Catalunia
Extremadura
Galicia

Madrid

Region de Murcia
C. Foral de Navarra
Pais Vasco

La Rioja

C. Valenciana

Total CC.AA.

SANIDAD

10.824.520,00
2.061.798,94
1.815.602,98
1.724 941,02
3.132.985,65
922.059,24
3.534.049,05
2.990.642,88
9.733.584,91
1.742 520,49
4.107.323,84
8.165.992,26
1.922 556,65
1.158.559,00
3.978.448,39
459.646,97

6.732.208,75

65.007.441,02"

0,0%
4,5%
5,5%
-0,2%
7,.9%
10,3%
3,0%
3,1%
0,7%
0,1%
7,1%
6,2%
6,6%

1,6%
4,1%

Figura 1: Presupuesto en sanidad [33].

En definitiva, dado que suponemos que la suma de los presupuestos es todo lo que
el Estado tiene para dar, el Estate del problema de bancarrota es 65.007.441,02 miles de
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euros.

Por otro lado, sabemos que el nimero de personas ingresadas por COVID-19 en cada
Comunidad Auténoma, ordenadas de mayor a menor incidencia, es el siguiente:

Hospitalizados

CCAA Ingresados Camas ocupadas
Total 10.744 8,8%
Cataluna el 10,8%
Madrid 1.759 10,7%
CValenciana 1.526 13.4%
Andalucia 1.016 6,0%
C. Lean 534 8,6%
Pais Vasco 497 10,6%
C. La Mancha 465 9,6%
Baleares 353 10,7%
Aragon 37 7.7%
Gzlicia 308 3,7%
Asturias 301 8,7%
Canarias 784 53%
Murcia 210 53%
Extrernadura 193 6,1%
Mavarra ag 52%
Cantabria a8 5,59%
La Ricja £ 7.3%
wMelilla 11 62%
Ceuta 5 25%

Figura 2: Numero de personas hospitalizadas [32].

En este proyecto nos centraremos en la primera columna: niimero de ingresados en hospita-
les. Asi, una vez ordenadas las CCAA de mayor a menor incidencia de ingresos, realizamos
una ponderacion en la que la comunidad con maés hospitalizados (la namero 1) tendra un
50 %, y la que menos (la nimero 17) un 20 %.

De esta manera, estimaremos que la Comunidad Auténoma que ha sufrido més la pan-
demia sera la que demande un 50 % maéas de lo que recibe y la que ha tenido el menor
impacto, demandara solamente un 20 % maés del presupuesto anteriormente visto.

La ponderacion se realiza con la siguiente operacion:

0,5-0,2

=17 x—17+0,2

donde z es la posicién que ocupa la CCAA en la lista de afectacion de la pandemia.
Finalmente, obtenemos el siguiente problema de bancarrota:
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COMUNIDAD SANIDAD

_ AUTONOMA PRESUPUESTO DEMANDA

g;ﬂ.r‘ldalucfa 10.824.520,00 16.033.820.25
|Aragon 2.001.798,94 2.783.428,57
EPrincipadn de Asturias 1.815.002,98 2.553.191,69
:IIIES Balears 1.724.941,02 2.199.299,80
ECanarias 3.132. 985,65 4.053.300,18
ECan‘tabria 022.059,24 1.141.048.31
;Caﬁtilla y Ledn 3.534.049,05 2.036.019,90
|Castilla - La Mancha 2.990.642,38 4.093.442, 44
ECataluﬁa 9.733.584,91 14.600.2377.37
|Extremadura 1.742.520,49 2.189.041,37
gGaIicia 4.107.323,84 2.467.874,86
|Madrid 8.165.992,26 11.942.763.68
Regidn de Murcia 1.922.556,65 2.523.355,60
|C. Foral de Navarra 1.158.559,00 1.411.993,78
EF'EI'E Vasco 3.978.448,39 2.220,097,14
;La Rioja 459.646,97 551.576,36
C Valenciana 6.732.208,75 9.719.626,28
Total CC.AA. 65.007.441,02 91.820.257,69

Figura 3: Problema de bancarrota.

6.1. Reglas de reparto

e Regla proporcional

Si desarrollamos la féormula en una hoja de calculo, obtenemos el siguiente reparto pa-
ra cada Comunidad Auténoma:
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COMUNIDAD AUTONOMA ctnimadaien HEOLA
PRESUPUESTO DEMANDA  PROPORCIONAL
Andalucia 10.824.520,00 16.033.820,25 11.351.717,48
Aragon 2.061.798,94 2783.42857  1.970.627,98
Principado de Asturias 1.815.602,98 2553.191,6%  1.807.62353
llles Balears 1.724.941,02 719929980  1.557.073,09
Canarias 3.132.985,65 4053.300,18  2.869.679,08
Cantabria 922.059,24 1.141.048,31 B07.845,03
Castilla y Ledn 3.534.048,05 5.036.019,90  3.565.430,71
Castilla - La Mancha 2.990.642,88 4093.44244  2.898.099,23
Catalufia 9.733.584,91 14600.377,37  10.336.860,23
Extremadura 1.742.520,49 2.180.041,37  1.549.810,26
Galicia 4.107.323,84 546787486  3.871177.90
Madrid 2.165.992,26 11942 763,68  B.455.30741
Regién de Murcia 1.922.556,65 252335560  1.786.500,00
C. Foral de Navarra 1.158.559,00 1.411.993,78 999 671,58
Pais Vasco 3.978.448 39 5.520.097,14  3.008.150,54
La Rioja 459 645,97 551.576,36 390.508,25
C.Valenciana £.732.208,75 971962638 688135772
Total CC.AA. £5.007.441,02 91 820.257,69  £5.007.441,02

Vemos que el reparto se realizaria de manera proporcional: efectivamente, Andalucia
sigue siendo el agente que mas recibe y La Rioja el que menos.

e Regla de las ganancias igualitarias

Aplicamos la regla, calculando el factor A, y obtenemos los siguientes resultados:

COMUNIDAD AUTONOMA ciioadsiatd SR
PRESUPUESTO DEMAMNDA GAMAMCIAS IGUALITARIAS

Andalucia 10.824 520,00 16.035.820,25 6.370.942,75
Aragon 2.061.798,94 2.783.428,57 2.783.428 57
Principado de Asturias 1.815.602,98 2553.191,69 2.553.191,69
Illes Balears 1.724.941,02 2.199.299 80 2.199.295,80
Canarias 3.132.985,65 4.053.300,18 4.053.300,18
Cantabria 922.059,24 1.141.048,31 1.141.048,31
Castilla y Ledn 3.534.049,05 5.036.019,90 5.036.019,90
Castilla - La Mancha 2.990.642 88 4.053.442 44 4.093.442 44
Catalufia 4 733.584,91 14 600.377,37 6.370.942,75
Extremadura 1.742.520,49 2.189.041,37 2.189.041,37
Galicia 4.107.323,84 5467 B74.86 5.467 874 86
Madrid 8.165.992,26 11942 763,68 6.370.942,75
Region de Murcia 19232 556,65 2523 355,60 2 523 355,60
C. Foral de Navarra 1.158.559,00 1.411.993,78 141199378
Pais Vasco 3.978.448,39 5.520.097,14 5.520.097,14

La Rioja 459 646,97 551.576,36 551.576,36
C.Valenciana 6.732.208,75 9.719.626,38 6.370.942,75
Total CCAA. 65.007.441,02 91.820.257,69 65.007.441,02

A
6.370.942,75

Vemos que las Comunidades que mas demandan son las que salen més perjudicadas ya que
se les asigna A. Se trata de Andalucia, Cataluna, Madrid y Valencia, a las demas CCAA
se les da lo que habian pedido.
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e Regla las mismas pérdidas

En nuestro caso, calculando u tenemos la siguiente lista de repartos:

COMUNIDAD AUTONOMA ik . e
PRESUPUESTO DEMAMNDA PERDIDAS IGUALITARIAS
Andalucia 10.824 520,00 16.035.820,25 14.340.5377,52
Aragon 2.061.798,94 2783 42857 1.080 985,84
Principado de Asturias 1.815.602,98 2 553.191.69 859 748 96
Illes Balears 172494102 2.199 799 80 505.857,07
Canarias 3.132 985,65 4.053.300,18 2.359 B57.46
Cantabria §22.059,24 114104831 0,00
Castilla y Leon 3.534.049,05 5.056.019,90 3.342 577,17
Castilla - La Mancha 2950 642 88 4093442 44 2399999 71
Catalufia 9.733.584,91 14 600.377,37 12.506.934,64
Extremadura 1742 520,49 218904137 495 508 64
Galicia 4.107.325,84 5.467 874,86 3.774.432,13
Madrid 2165092 76 11942 763,68 10.249 320,95
Region de Murcia 19232 556,65 2523 355,60 829912 87
C. Foral de Navarra 1.158.559,00 141199378 0,00
Paiz Vasco 3.978 448 39 5.520.097,14 3.B26.654,41
La Rioja 459 646,97 551.576,36 0,00
C. Valenciana 6.732.208,75 9719 626,38 £8.026.183,65
Total CCAA. 65.007.441,02 91.820.257,69 65.007.441 02
B
1.693.442.73

Caso real

Tal como hemos explicado, efectivamente hemos obtenido resultados inversos a la regla de
las ganancias igualitarias. Las Comunidades que méas demandaban son las que han sido
beneficiadas. En cambio, las Comunidades que reclamaban menos incluso pueden recibir
nada, como por ejemplo, Cantabria, Navarra y La Rioja.

e Regla del Talmud

Ahora bien, en el problema de bancarrota planteado, nos encontramos en el segundo
tramo de la funcion a partes de la definicién de la regla. A partir de eso, calculamos « y
los resultados son los siguientes:
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COMUNIDAD AUTONOMA it Lo
PRESUPUESTO DEMANDA TALMUD

Andalucia 10.824.520,00 16.033.820,25 13.881.966,31
Aragén 2.061.798,94 2783428 57 139171428
Principado de Asturias 1.815.602,98 2.553.191,69 1.276.595,85
Illes Balears 1.724.941,02 2.199.299,80 1.099.649,90
Canarias 3.132.985,65 4.053.300,18 2.026.650,09

Cantabria 922.059,24 1.141.048,31 570.524,15
Castilla y Lean 3.534.048,05 5.036.019,90 2.884.165,95
Castilla - La Mancha 2.990.642,88 4.093.442 44 2.046.721,22
Catalufia §.733.584,91 14 600.377,37 1244852342
Extremadura 174252049 2.189.041,37 1.094 520,68
Galicia 4,107.323,84 5.467.874,86 3.316.020,92
Madrid 8.165.992,26 11.942 763,68 9.790.909,74
Region de Murcia 1.922.556,65 2.523.355,60 1.261.677,80

C. Foral de Navarra 1.158.559,00 141199378 705.996,89
Pais Vasco 3.978.448,39 5.520.097,14 3.368.243,20

La Rigja 450 646,97 551.576,36 275.788,18
C.Valenciana 6.732.208,75 9.719.626,38 7.567.772,44
Total CCAA. 65.007.441,02 91.820.257,69 65.007.441,02

1 ]
2.151.853,84
cf2

45.910.128,84

e Regla del orden de llegada

No es posible ejemplificar la regla del orden de llegada con N = 17 ya que estamos
hablando de 17! = 355,687,428,096,000 posibles permutaciones, es un nimero que los or-
denadores convencionales no soportan.

Por lo tanto, hemos reducido el problema teniendo en cuenta solamente 3 Comunidades
Autonomas: Andalucia, Cataluia y Madrid.

'SANIDAD

[COMEIIAD RERENOM PRESUPUESTO DEMANDA
Andalucia 10.824.520,00 16.033.820,25
Catalufia 9.733.584,91 14.600.377,37
Madrid 8.165.992,26 11.942.763,68
Total CC.AA. 28.724.097,17 42.576.961,30

Observamos que sigue siendo un problema de bancarrota pero ahora N = 3, por lo que
hay 3! = 6 posibles 6rdenes de llegada y simplifica muchisimo el procedimiento de célculo
de la regla.

Primeramente, escribimos las 6 posibles ordenaciones con las iniciales de cada CCAA
y para cada demanda vamos calculando: Para una ¢ fija y para una ordenacién fija, la
suma de los ¢; con 7(i) < 7(j) a la que llamaremos S(i, 7).
Luego restamos E — S(i,7) y hacemos el maximo entre el calculo anterior y 0. Después,
calculamos el minimo entre el maximo obtenido y ¢;. Finalmente, sumamos cada fila de
esta 7 fija y lo dividimos entre 6, es decir, lo promediamos.
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Posibles 6rdenes |ACM AMC CAM CMA MAC MCA | RA
Demandas
16.033.820,25| 16.033.820,25 16.033.820,25 14.123.719,81 2.180.956,12 16.033.820,25 2.180.956,12 11.097.848,80
14.600.377,37| 12.690.276,92 747.513,24 14.600.377,37 14.600.377,37 747.513,24 14.600.377.37 9.664.405,92
11.942.763,68 0,00 11.942.763,68 0,00 11.942.763,68 11.942.763,68 11.942.763,68 7.961.842,45

Asi pues, obtenemos los siguientes repartos:

COMUNIDAD AUTGONOMA Sbrdudciot i
PRESUPUESTO DEMAMNDA ORDEN DE LLEGADA
Andalucia 10.824 520,00 16.033.820,25 11.097 B48 BO
Aragon 2.061.798,04 278342857
Principado de Asturias 181560208 2.555.191 69
llles Balears 1.724941,02 2.199 299 80
Canarias 3.132 O9B5,65 4.055.5300,18
Cantabria 022050924 114104831
Castilla y Ledn 3.534.049,05 5.036.019,90
Castilla - La Mancha 2990 642 B8 4093442 44
Catalufia 073558491 14 600.377.37 0.664.405,92
Extremadura 1742 520,49 218004157
Galicia 4.107.325,84 5.467 B74 .86
Madrid 8.165.092,26 11.942 763,68 7.061.84245
Region de Murcia 1922 556,65 2.523 555,60
C. Foral de Navarra 1.158.559,00 141199378
Pais Vasco 3.078.448 30 5.520.097,14
La Rioja 450 546,97 551.576,36
C. Valenciana 6.732 208,75 0.719.626,58
Total CCAA. 65 007 441,02 91 B20.257,69

6.2. Propiedades

Como hemos explicado, las propiedades béasicas vienen implicitas en la propia defini-

cion de una regla, por lo tanto, es logico que, en nuestro caso, se satisfacen los limites de
las reclamaciones ya que no se puede asignar un valor negativo de dinero a una CCAA
y tampoco se le dard una cantidad superior a la que ha demandado porque se supone
que no lo necesitarian. También es logico que se cumpla la eficiencia dado que el Estado
realiza unos presupuestos basandose en lo que puede dar y, por lo tanto, lo distribuira en
su totalidad.

Respecto a las deméas propiedades, primero estudiemos las que cumplen todas las reglas:
- El Trato igualitario es obvio que se debe cumplir, dos 0 mas Comunidades Auténomas
que reclaman lo mismo, deberian recibir el mismo presupuesto para cada una.

- El Anonimato también es logico ya que lo unico que deberia tenerse en cuenta para
hacer un reparto es la cantidad que necesita cada Comunidad en concepto de Sanidad,
serfa injusto que, por ejemplo, Madrid tuviera un trato preferente por ser la capital de
Espana o que Catalufia recibiera més por ser la Comunidad con més turismo.

- La preservacion del orden afirma que las Comunidades con mayores demandas no debe-
rian recibir una asignacién menor y, efectivamente, deberia ser asi porque se entiende que
piden mas dado que necesitan més.

- La Independencia de escala obviamente se debe cumplir ya que, si la cantidad disponible
del Estado aumenta o disminuye en la misma proporciéon que la demanda de una Comu-
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nidad, ésta deberia recibir la misma asignaciéon que antes multiplicada por el factor.

Ahora pensemos en el resto de las propiedades:

- Aseguramiento: Parece légico pensar que todas las Comunidades tendrian que recibir
una cantidad minima.

- Autodualidad: Se puede cumplir ya que esta propiedad analiza el problema desde dos
perspectivas opuestas (“lo que hay disponible” y “lo que falta”) y exige que el reparto sea el
mismo desde ambas. Asi pues, la regla debe asignar la misma cantidad a las Comunidades
dividiendo el Estate o la cantidad que le falta al Estate para llegar a la Claim, en este caso,
lo hemos convertido en un problema de pérdidas. Es decir, es lo mismo aplicar una regla
sobre un problema que trata de repartir todo lo que hay en base a unas reclamaciones
que dar a cada Comunidad todo lo que demanda y descontarle la divisién de la parte que
falta.

- Compensaciéon completa: Se debe asegurar que hay suficiente para compensar a todas
las CCAA dado que, en la situacién de pandemia que nos encontramos, es necesario que
todas ellas reciban algo. Esto descartaria la propiedad de compensacién nula ya que ésta
podria asignar 0 a las Comunidades con necesidades menores.

- Composicién hacia arriba y Composicion hacia abajo: En este caso, como se tratan de
presupuestos generales del Estado, no suele darse la situacién en la cual se cambia el FEs-
tate. De todas formas, si pasara, deberian cumplirse las propiedades.

- Consistencia: Es una propiedad muy importante ya que asegura que, incluso en una si-
tuacién de ficcién como que algunas Comunidades Auténomas “se vayan”, todas recibiran
la misma cantidad que al principio, es decir, esta propiedad otorga estabilidad a la decisién
de reparto.

6.3. Conclusiones

Existen varios escenarios en los que se debe repartir una cantidad entre agentes cuyas
reclamaciones suman maés que la totalidad disponible. El objetivo central de este proyecto
ha sido estudiar una de esas situaciones, se trata del caso de como el Ministerio de Sa-
lud central distribuye entre las Autonomias el presupuesto de salud. A pesar de ser un
problema real, es muy dificil encontrar segin qué datos y por ello, las demandas de cada
gobierno autonémico con las que se ha tratado este problema son pura ficciéon pero lo
suficientemente realistas como para haber podido obtener resultados ilustrativos.

Con el estudio de las reglas de reparto buscamos la manera mas adecuada de distri-
buir el presupuesto de salud disponible. La regla proporcional, en mi opinién, no seria la
adecuada dado que se trata de un tema de necesidad sanitaria y, como ya comenté en las
propiedades, en una situacién de pandemia no creo que dividir el presupuesto de salud
proporcionalmente a cada reclamacion sea la mejor opcion, creo que se deberia considerar
que las Comunidades Auténomas que reclaman mas es porque realmente necesitan mas,
y viceversa.

En cuanto a la regla de las mismas ganancias, segiin mi parecer, en este caso tiene un
pro y un contra. Por un lado, esta regla asegura que todas las Comunidades Auténomas
van a recibir algo pero, por otro lado, favorece a aquellas cuyas demandas son menores.
De la misma manera, la regla de las mismas pérdidas tiene el pro y contra inversos: Puede
asignarle 0 a alguna Comunidad pero a la vez beneficia a aquellas Comunidades que mas
lo necesitan.
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Por lo tanto, vemos que estas dos reglas tienen caracteristicas tan imprescindibles co-
mo inaceptables. Entonces, quiza en este aspecto, la opcién mas adecuada seria la regla
del Talmud ya que es una mezcla de las reglas de las mismas ganancias y la regla de las
mismas pérdidas.

Asi pues, descartariamos la regla proporcional y tendriamos que elegir entre la regla del
orden de llegada y la regla del Talmud. Basandonos en las propiedades explicadas ante-
riormente !, observamos que, en cuanto a propiedades, la diferencia notable entre estas
dos reglas es que la talmudica es consistente, lo cual es un punto a favor. Asi pues, de
acuerdo con nuestro conjunto de principios y bajo un manto de incertidumbre, la regla del
Talmud es la que eligiriamos.

Wer tabla 1
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