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Abstract

Since Dantzig published the simpler method in 1949 for the solution of linear pro-
gramming problems (area of optimization) a great interest was sparked that allowed a
vast theoretical growth, opening the door to the development of new methods and algo-
rithms that are widely used today.

The main goal of this work is to address, at an introductory level, the simplex method
and the Branch and Bound method (or B&B). If z = (zp, xy) is a basic feasible solution
of a linear programming problem min{ f(x) | Az = b,z > 0} with no degenerate solutions,
throughout the iterative algorithm of the simplex it is determined through a finite quantity
of steps whether the problem is already within an optimal solution, whether a finite
optimal solution does not exist, or whether it determines the optimal solution.

The Branch and Bound method is used for solving linear programming problems in
which the solution (or part of it) must be an integer. The algorithm follows a binary tree
structure and under ideal conditions finishes in a finite quantity of steps.

Resumen

Desde que Dantzig publicé el método del simplexr en 1949 para la resoluciéon de proble-
mas de programacion lineal (drea de la optimizacién) despert6 un fuerte interés, y permitié
que se produjera un amplio crecimiento teérico dando pie al desarrollo de nuevos métodos
y algoritmos muy utilizados hoy en dia.

El objetivo principal del trabajo es abordar de manera introductoria el método del
simplex y el método de Branch and Bound (o B&B). Si x = (zp,xn) es una solucién
bésica factible de un problema de programacién lineal min{f(z) | Az = b,z > 0} sin
soluciones degeneradas, mediante el algoritmo iterativo del simplex se determina en una
cantidad finita de pasos si el problema se encuentra ya en una solucién éptima, si no
existe solucién 6ptima finita o bien determina la solucién 6ptima.

El método de Branch and Bound, se utiliza para resolver problemas de programacion
lineal en donde la solucién (o parte de esta), debe ser entera. El algoritmo sigue una
estructura de drbol binario y bajo condiciones ideales termina en una cantidad finita de
pasos.
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1. Introduccion

Si f: A— R es una funcién con A C R", mediante la optimizacién en general se
pretende encontrar y € A de forma que f(z) < f(y), o bien f(x) > f(y) para todo y € A.
La programacién lineal es un campo de la optimizacién en el cual la funcion denominada
funcion objetivo, es lineal y respeta un conjunto de restricciones también lineales, de
igualdad o desigualdad.

La historia de la programacién lineal data sus inicios sobre una publicacién en 1823
del matemaético y fisico Jean-Baptiste Joseph Fourier. No seria por eso hasta 1827 donde
se considera que estd formulado el primer problema de programacién lineal, planteado
como un sistema de inecuaciones a resolver junto al método de eliminacion de Fourier;
que de forma simplificada, es una extensién del método de eliminacion de Gauss (usado
para sistemas de ecuaciones lineales).

La siguiente publicacién conocida data en 1911 escrito por el ingeniero y matemaético
Charles-Jean de La Vallée Poussin; Poussin diseno un método para la aproximacién de
Chebyshev que consistia en minimizar [|Az — b||c dada una matriz A y un vector b.

El matemaético ruso Leonid Vitaliyevich Kantorovich publicé Métodos matemdticos para la
organizacion y la produccion en el ano 1939. Su obra fue archivada por razones ideolégicas
en la URSS y no vio la luz hasta 1959.

Es por esto que es el matematico y fisico G. B. Dantzig quien es considerado el padre
de la programacion lineal tal y como la conocemos hoy en dia, debido a sus trabajos en
1947, cuando trabajaba como asesor de las Fuerzas Aereas de los Estados Unidos en el
desarrollo de una herramienta para la automatizacién de la planificacién de actividades
como despliegue de tropas, entrenamiento y demds logistica de las tropas aliadas entre
otros.

El nombre de programacién lineal viene precisamente de su trabajo como asesor donde
cada una de estas planificaciones se denominaba “programacién” (“program”, en inglés).
Por tanto, el nombre se refiere al diseno éptimo de programas, como recoge el titulo de
la primera publicacién de Dantzig sobre el tema: Programming in a linear structure. El
nombre final de programacién lineal se le atribuye al economista y matematico americano,
aunque de origen holandés, T. C. Koopmans.

En 1949 Dantzig publicé el Método del Simplex para resolver problemas de programa-
cion lineal, y que desde entonces ha sido el algoritmo de referencia para resolver este tipo
de problemas, independientemente de su tamaifio. Segun el propio Dantzig, la idea que le
llevo a creer que el Método del Simplex seria una técnica de solucién muy eficiente, fue
debida a que la geometria usada para su tesis fue asociada con las columnas de una ma-
triz en lugar de sus filas. Desde su publicacion la programacion lineal crecié en multiples
direcciones, desde desarrollos tedricos hasta aspectos mas puramente computacionales.

“La observacion, en particular, de que varios sistemas econdmicos, industriales, fi-
nancieros y militares pueden ser modelados (o aproximados razonablemente) por sistemas
matemadticos de desigualdades y ecuactones lineales ha dado lugar al desarrollo del campo
de programacion lineal.” (Dantzig, 1997).

Los inicios de la programacién lineal entera datan de 1958 con el trabajo de Ralph
E. Gomory quien introdujo el método de los planos de corte. El algoritmo Branch and
Bound (o B&B) fue propuesto por primera vez por A. H. Land y A. G. Doig en 1960
para la programacién entera.



Aunque la programacién entera es NP-hard en general, algoritmos como el de Branch
and Bound han resultado ser de gran utilidad en la practica. La investigacién en esta area
es actualmente muy activa.

Estructura de la Memoria

Este trabajo recoge los principales resultados tedricos que ayudan a comprender y
desarrollar el método del simplex desde un punto de vista tanto geométrico como alge-
braico.

En el capitulo 2 establecemos las bases de la programacion lineal. Se define matemati-
camente lo que es un programa lineal asi como sus representaciones equivalentes; se define
el conjunto de soluciones posibles que admite este tipo problema y que a su vez son solucio-
nes candidatas para optimizar el problema. Se daran condiciones necesarias y suficientes
para poder encontrar la solucién éptima. Ademads se verdn algunas relaciones importantes
entre las propiedades geométricas del conjunto de soluciones y el andlisis convexo que nos
permitird comprender la 16gica usada en el método del simplex. Completaremos la formu-
lacién del método del simplex con el uso de la tabla del método, que ayudaré a organizar y
afrontar mejor un problema dado. Para finalizar el capitulo trataremos la dualidad, donde
podremos ver que todo programa lineal tiene asociado con otro programa lineal con el que
esta ampliamente relacionado y ofrecer asi una mayor perspectiva. Se tratard también el
algoritmo primal-dual, un método alternativo para resolver problemas de programacion
lineal.

El capitulo 3 lo dedicaremos a la programacion entera. Se analizara en detalle el método
de Branch and Bound. Para finalizar, en el capitulo 4 ejemplificaremos la formulacion
de alguno de los problemas clasicos de la programacién lineal y entera, y se establecen
algunas relaciones logicas que ayudaran a comprender la modelizacién de problemas de
programacién entera.



2. Programacién Lineal

Las principales fuentes consultadas para este capitulo han sido, [1] y [2]. Se citaran
fuentes més concretas en alguno de los apartados.

Un problema de programacién? lineal es un problema de optimizacién en el cual tanto
la funcién (funcion objetivo)® como las restricciones son lineales. Cualquier programa
lineal se puede convertir a la siguiente forma estdndar:

minimizar c1x1 + cxo + -+ -+ cpn
sujeto a a11x1 +a1pxa + -+ appxy, = by
211 + a92x2 + - - + agpT, = by
Am1T1 + amax2 + -+ GmnTn = by
y %20, ZE{l,,n}

donde las b;, ¢; y a;j son constantes reales fijas, y las x; son valores reales a determinar.

Podemos expresar el problema de forma méds compacta como?*
minimizar '
sujetoa  Ar =10 (2.1)
x>0

donde z, ce R", b € R™ y A € M,,,xn(R), de rango m, con m < n.

2.1. Representaciones equivalentes

En la siguiente tabla representamos dos formulaciones que son especialmente ttiles.

Problema de minimizacién Problema de maximizacion
Forma min ¢’z mix 'z
Esténdar sujetoa Az =10 sujetoa Az =10
z >0 x>0
Forma min Lz mix clz
Canénica sujetoa Az >0 sujetoa Az <b
z >0 z >0

2El uso de la palabra programacién en este contexto se refiere a ”planifiacién”.

3f:R™ — R. Esta es la funcién que queremos minimizar o maximizar. Se suele expresar de la forma
c1x1 + c2x2 + - - - + cnxyn, donde los coeficientes ci, c2, . . ., ¢, son conocidos.

4Si un vector es un vector fila (1 X n) o columna (n x 1) deberfa quedar claro por contexto, pero para
evitar confusién, si x es un vector, se denotaré:

= 7 si representa un vector columna.

= z7 sirepresenta un vector columna traspuesto, es decir un vector fila.



Forma Canédnica. En caso de que el problema sea de minimizacién, todas las
restricciones son de la forma ” > 7 y, si es de maximizacién, son de la forma ”<”.
En ambos casos las variables han de ser no negativas.

Forma Estandar. todas las restricciones son de igualdad y todas las variables son
no negativas. En general nos centraremos en esta ultima.

Vamos a ver distintas transformaciones que se pueden hacer en los elementos que
componen un problema de programacion lineal, y que nos permitirdn pasar el problema
a la forma estandar si fuera necesario.

Funcién objetivo. Todo problema de minimizaciéon puede transformarse en un pro-
blema de maximizacién, y viceversa, ya que se verifica la siguiente relacién:

n n
max E Cj{L'j = -min E —ijj.
Jj=1 J=1

Restricciones. Existen varias manipulaciones posibles:

» Para pasar de una restriccién 7 < 7(” > 7) a una restriccién 7 > (7 < 7)), es
suficiente multiplicar todos los coeficientes por —1.

= Si no queremos restricciones de igualdad, podemos reemplazar cada restriccién de
la forma » 7 ; a;z; = b; por dos restricciones de desigualdad 7 aj;z; > by
n
2 j=1 @iy < bi

= Si solo queremos restricciones de igualdad, podemos remplazar cada restriccion de
la forma 3 77 aijz; < b; por 3 7 aijxj+ai,,, = b;. A estas variables se las conoce
como wvariables de holgura y se suelen denotar con la letra s por slack. Si la restriccién
es de la forma 2?21 a;;x; > b;, bastaria con restar la variable de holgura en vez de
sumarla. Estas variables se denominan wvariables excedentes.

No negatividad. Si tenemos una variable x; que puede tomar valores positivos y
negativos y queremos solo valores > 0, podemos definir z; := u; — v; imponiendo u; > 0
Yy vy Z 0.

Observaciéon 2.1. En caso de pasar las restricciones de un programa lineal de la forma
Az < b (Az > b) mediante variables de holgura (excedentes) a restricciones de igualdad, la
matriz del programa lineal pasaria a ser de dimensién m x (n+m) de la forma [A, I|z = b,
siendo [ la matriz identidad de dimensién m.

2.2. Soluciones basicas

Dado el sistema de ecuaciones

conzx € R" b e R"y A€ Mpyxn(R) de rango m, con m < n, reordenamos la matriz de
manera que las m primeras columnas sean linealmente independientes.



Ahora, sea B € M, xm(R) la matriz determinada por estas m primeras columnas. Enton-
ces, B es una matriz invertible y xp € R" formado por las variables asociadas a B 'y =
las deméas, podemos escribir el sistema como

Bxgp+ Nxy =0b.
A menos que se indique explicitamente lo contrario, en este apartado se mantienen las
dimensiones de las matrices y vectores introducidos.

Definicion 2.2. Dada cualquier submatriz B invertible formada por columnas de A,
x = (xp,zN) es una solucion bdsica de un programa lineal en la forma estindar, si xp
es solucion de Bxp = b y xny = 0. Las variables de xp se denominan variables bdsicas.

Definicion 2.3. Si una, o mds variables bdsicas son nulas, entonces la solucién se dice
solucion bdsica degenerada.

Consideremos ahora

Ax =b

2.2
z>0 (2.2)

que representa las restricciones de un programa lineal en forma estandar.

Definicién 2.4. Un vector x que satisfaga (2.2), se dice que es factible. Una solucion
factible para (2.2) que también sea bdsica, se denomina solucion bdsica factible.

Observacién 2.5. Al conjunto de soluciones factibles, se le conoce como region factible
y se suele denotar por F. Es decir, F' = {z | Az = b,z > 0}.

Definicion 2.6. Una solucion bdsica factible dptima és una solucion bdsica factible que
optimiza el problema.

Observacién 2.7. La solucion basica factible éptima en caso de existir, puede ser unica
o existir mas de una.

Mediante el siguiente teorema se establece la importancia primordial de las solucio-
nes basicas factibles para resolver problemas de programacién lineal. La demostracion
representa el inicio del desarrollo del método del simplex.

Teorema 2.8. Dado un programa lineal en la forma estindar (2.1), donde A es una
matriz de m X n de rango m,

1. si existe una solucion factible, existe una solucion bdsica factible;

2. si existe una solucion factible optima, existe una solucion bdsica factible optima.

Dem.: 1.) Sean aj,as,...,a, las columnas de A. Supongamos que z’ = (x1,29,...,2,)

es una solucion factible. Entonces, en funcién de las columnas de A, esta solucion satisface:
x1a1 + woa2 + -+ + Tpa, = b.

Supongamos que exactamente p de las variables x; son mayores que cero, y por conve-
niencia, que sean las primeras p variables. Entonces,

101 + x202 + - - + Tpa, = b. (2.3)



Separamos en dos casos, dependiendo si el conjunto a1, as, ... ,a, es linealmente inde-
pendiente o no:

Caso 1: Si tenemos a1, as, ..., ap linealmente independientes, entonces es evidente que
p<m.

= Si p =m, la solucion es bésica factible y por tanto hemos acabado.

= Sip < m, como rang(A) = m, podemos completar con m — p vectores de los n — p
restantes por lo que el conjunto resultante de m vectores es linealmente indepen-
dientes. La asignacién del valor cero a las m — p variables correspondientes da una
solucién bésica factible (degenerada).

Caso 2: Si ay,as, . ..,ap linealmente dependientes, entonces existen A1, A2,..., A, € R,
no todas nula y al menos una de ellas positiva tal que

Arar + Aoag + -+ -+ Apap = 0. (2.4)

Consideremos ahora o € R, entonces, obtenemos
(1 —aii)ar + (z2 — aXg)ag + -+ - + (zp — a)p)a, = b. (2.5)

como resultado de multiplicar (2.4) por « y restdndola de (2.3). Observamos que para
todo « las componentes x; — a\; corresponden a una solucién de las ecuaciones lineales,
pero la solucién puede ser no factible (i.e, z; — a\; < 0 para algin j € {1,...,p}).
Haciendo AT = (A1, A, ..., A, 0,0,...,0), se observa que para cualquier «

T — (2.6)

es una solucién de las igualdades. Si o = 0 tenemos la solucién factible original. Como
tenemos que al menos una de las \; es positiva, como minimo una componente de £ — aA
decrecerd a medida que « crece. Incrementamos « hasta que una o mas componentes son
cero. Especificamente, seleccionamos o = &, donde

Sea k un indice para el cual & = x /A, y consideramos

Tj— C_t/\j (2.7)

= Si\; <0, OK.

= Si\; >0, entonces x; — a\; > x; — (z;/Aj)A; > 0.

Acabamos de ver asi que la solucién dada por (2.6) es factible y tiene a lo sumo p — 1
variables positivas.

Al repetir este proceso, en caso necesario, se podrian eliminar las variables positivas hasta
tener una solucién factible con las columnas correspondientes que son linealmente inde-
pendientes. En este punto es aplicable el Caso 1.



2.) Sea #T = (z1,79,...,7,) una solucién factible 6ptima. Como en 1.) suponemos
que hay exactamente p variables positivas 1,22, ..., 2. De nuevo hay dos casos; el caso
1, correspondiente a la independencia lineal, es exactamente igual que antes. El caso
2 también se desarrolla igual que el anterior, pero adem&s debemos demostrar que la
solucién (2.6) es 6ptima.

Para « suficientemente pequena la solucién dada por (2.6) es una solucién factible para
valores positivos o negativos de a’. Consideremos entonces el valor de la solucién (2.6):

e —ach A
Veamos ahora que ¢!\ = 0. Puesto que si ¢!\ # 0, esto serfa:

s sic’A>0,paraa=a, e —ac’ <z

» si ¢’ A < 0, podemos escoger a < 0 tal que, ¢z — act'\ < ¢'z.

Estariamos asi ante una contradiccién por la hipdtesis de optimalidad de z. Por tanto
necesariamente ¢!\ = 0.

Una vez establecido que la nueva solucion factible con menos componentes positivos tam-
bién es 6ptima, el resto de la demostracién se puede completar exactamente como en la

parte 1). O

Observacién 2.9. De la demostracion del teorema que acabamos de presentar, se deduce
que para buscar una solucién éptima en un problema de programacion lineal, es suficiente
con tener en cuenta las soluciones basicas factibles, puesto que en dicho tipo de solucién
siempre se consigue el valor 6ptimo.

2.3. Conjuntos convexos

Hasta ahora, nos hemos basado en propiedades elementales de sistemas de ecuaciones
6 en la progra-
macién lineal. El vinculo principal entre las teorias algebraica y geométrica es la relacion
formal existente entre las soluciones basicas factibles y los puntos extremos de los polie-
dros.

lineales. A continuacién vamos a ver como interviene el andlisis convexo

Definicién 2.10. Se dice que un conjunto C C R™ es convexo si Vx,y € C, [x,y] C C
donde [z,y] ={ A+ (1 =Ny | 0< A< 1}

Definicion 2.11. x € R” es combinacion lineal convera de x1,--- ,x; € R"™ si existen
A1, 0, Ax € R no negativos con Zle Ai=lyzx= Zle AiT;.

Definicién 2.12. Sea S C R". La envoltura conveza de S, conv(S), se define como el
conjunto de todas las combinaciones lineales convezxas de puntos de S.

SPara —a:
= Si)\; >0, OK.
= Si A\; < 0, entonces puede pasar que z; + a\; < 0 . En ese caso seleccionarfamos o =
min {% T < O}. Volviendo a empezar el analisis, tenemos que si A; > 0, OK. Si A\; < 0, en-
tonces ¢; — a\; > xj — (z;/A;)A; > 0.
Hemos encontrado asi un o < 0 para el cual z — a\ es factible.

SEl an4lisis convexo es la rama de las matematicas que se dedica al estudio de las funciones convezas
y de los conjuntos convexos.



Proposicién 2.13. (La interseccion de conjuntos convexos es conveza). Dada una colec-
cion de conjuntos converos {Ci}icr, entonces el conjunto C* = (;,c; C; es un conjunto
convexo

Dem.: Supongamos C* # () (en el caso contrario, () es convexo por definicién). Entonces,
sean x e y dos elementos de C* y sea z = Ax+ (1 —A)y con A € [0, 1]. Tenemos que Vi € I,
r € Cy, y € O, entonces, por la convexidad de Cj, z € C;. Por tanto, z € (),c; C; = C*.
O

Definicion 2.14. Dado un conjunto convexo C, Decimos que z € C es un vértice o punto
extremo de C' si no ezisten dos puntos distintos x, y en C tales que z = Az + (1 — Ny
con A € (0,1). En particular, z =x = y.

Definicion 2.15. Un poliedro convexo es una interseccion finita de semiespacios cerrados.

Observacién 2.16. Es facil de demostrar que, dada una matriz A € M, x,(R), b € R™,
la regién factible F' = {z | Az = b,z > 0} de un problema de programacién lineal, es un
poliedro convexo.

Definicion 2.17. Se denomina politopo a la envoltura convexa de un niumero finito de
puntos.

Observaciéon 2.18. Por definicién, todo politopo es un conjunto acotado y es facil de
demostrar que todo poliedro acotado es un politopo y viceversa.

Teorema 2.19. (Equivalencia de puntos extremos y soluciones bdsicas). Sea A una matriz
m X n de rango m, b € R™. Sea K el poliedro convexo formado por todos los vectores
x € R" que satisfacen

Ax =b

23>0, (2.8)

Un vector x es un punto extremo de K si, y solo si, x es una solucion bdsica factible de
(2.8).

Dem.: Si 27 = (21,72,...,2,,0,0,...,0) una solucién bésica fatible de 2.8. Entonces,
x161 + X202 + - - + Typam = b,

donde ai,as,...,am, las m primeras columnas de A, son linealmente independientes.
Supongamos ahora que x puede formularse como una combinacion convexa de dos puntos
distintos en K, por ejemplo, x = ay + (1 —a)z, 0 < a < 1, y # z. Como todas las
componentes de x,y,z son > 0y ademas 0 < a < 1, el resultado inmediato es que las
ultimas n — m componentes de y y z son cero. Asi, se tiene en especial

y1a1+3/2@2+"'+ymam:b

z1a1 + 2902 + -+ + Zpmam = b.

Sin embargo, como los vectores a1, a9, ..., a,;, son linealmente independientes, se deduce
que x = y = z y, en consecuencia, x es un punto extremo de K.



Reciprocamente, sea x un punto extremo de K. Supongamos que las componentes
distintas de cero de x son las p primeras componentes. Entonces,

r1ay + Taa2 + - + Tpa, = b,
conz; >0,1=1,2,... p.
Para demostrar que x es una solucion béasica factible, debe demostrarse que los vectores
ai,as,...,ap son linealmente independientes.

Esto se hace por contradiccién. Supongamos por tanto que ar,as,...,a, son lineal-
mente dependientes. Entonces existe una combinacién lineal no trivial igual a cero:

y1a1 + Y202 + - - - + ypap, = 0.

Siendo y*' = (y1,42,--+,9p,0,0,...,0), y € R*. Como z; > 0, 1 < i < p, podemos
seleccionar € tal que
z+ey >0, x—ey > 0.

Se tiene entonces que = = %(:L’ +ey)+ %(l‘ —ey), que describe a x como una combinacién
convexa de dos puntos distintos de K, lo que no puede ser, pues z es un punto extremo de
K. Asi, a1, a2, ...,a, son linealmente independientes y = es una solucién basica factible.
(Aunque si p < m, es una solucién bésica factible degenerada.)

O

Corolario 2.20. Si existe una solucion doptima finita en un problema de programacion
lineal, existe una solucion optima en un punto extremo.

Dem.: En particular una soluciéon éptima es una solucion basica factible. O

Corolario 2.21. Si el conjunto convexo K correspondiente a (2.8) es no vacio, entonces
tiene al menos un punto extremo.

Dem.: Esto resulta de la primera parte del teorema (2.8) y del teorema de la equivalencia
anterior. (]

Corolario 2.22. El conjunto K convexo correspondiente a (2.8) tiene a lo sumo un
numero finito puntos extremos.

Dem.: Obviamente al seleccionar m vectores béasicos de las n columnas de A, se obtiene
un numero finito de soluciones bésicas. Los vértices de K son un subconjunto de estas
soluciones bésicas. O

2.4. El método del simplex

Para la elaboracion de este apartado principalmente se han seguido los capitulos 3 y 4
de [1]. Alguno de los subapartados se han completado con ideas extraidas de [3], [4], [5],

[6] y [7].

El método del simplex se basa en ir pasando de una solucién bésica factible (i.e un
punto extremo) a otra, hasta encontrar un punto extremo éptimo. Los resultados vistos
hasta ahora aseguran que para buscar una solucién éptima es suficiente con considerar
sélo las soluciones basicas factibles.



Observacion 2.23. Para un problema con n variables y m restricciones hay a lo sumo

() = 3

soluciones bésicas (que corresponden al nimero de formas de seleccionar m de n colum-
nas). Es por eso que dado un problema grande, una solucién de bisqueda exhaustiva harfa
el problema inabordable.

Por tanto, es conveniente buscar una forma mas eficiente de movernos entre puntos

extremos de la region factible, o lo que es lo mismo, una forma eficiente de gestionar los
cambios de base. Esto es precisamente lo que intenta el método del simplex.

2.4.1. Formulacién general del método del simplex.

consideremos el siguiente problema de programacién lineal en forma estdandar:

minimizar Ly
sujetoa  Ax =b (2.9)
x>0

donde z, c€ R", b € R™ y A € M,;;,xn(R) de rango m, con m < n.
Dada una base B con una solucién bésica factible asociada z = (zp,zn) = (B71b,0) y
cuya funcién objetivo esta dada por zg, donde

-1
zp=cle=c" <xB> = (cB,cN) (B b) =cEB™
TN 0

Denotemos por J al conjunto de los indices de las variables no bésicas, es decir, las colum-
nas de A que no estdn en la base B, y para cada columna a; de A, definimos y; := B‘laj.
Entonces, si ponemos a; como combinacién lineal de las columnas de las base B, obtene-
mos que el coeficiente de la columna 7 de B es precisamente y;;.

Dado que (zp,xn) es una solucién basica factible tenemos que zp > 0, zy = 0y
b= Az = Bxp + Nxy. Despejando zp en la ecuaciéon anterior obtenemos

tp =B7'b— B 'Nzy
:B_lb— ZB_I(I]'IL‘J'
jeJ
=B~ 1p— Zijj.
jeJ

Esta ecuacién refleja como cambiard xz = B~'b si alguna componente de zy pasa a ser
distinta de cero y al mismo tiempo queremos respetar las restricciones Ax = b. Ademas
si queremos encontrar una solucién factible que mejore la funcién objetivo, también de-
beremos asegurar que respetamos las restricciones de no negatividad.
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Entonces, trasladando esto a la funcién objetivo y definiendo z; := cgyj tenemos que,
dado x € R" cualquiera,

2=clx :chB + czj\;xN

:C% B ' — Zijj —|—ZCj$j

jeJ jeJ
=25~ ) (chy; — ¢) 7
JjeJ
25—y (3 —¢j)aj.
J€J

Por tanto para que z = zg — ZjeJ (2j — ¢j) x; sea menor que zp necesitamos que algin
(z; — ¢j) > 0 7. Es decir, dada una solucién bésica factible (zp,zy), tenemos lo siguiente:

= si z; —¢j < 0 para toda variable no bésica j, entonces x = (xp,zn) és una solucién
optima.

= 2j —c; > 0 para alguna variable no bésica j, entonces la variable j es candidata a
entrar a formar parte de la base. En dicho caso, el vector y; = B_laj me permite
saber como varian las variables de la base actual a medida que aumento el valor de
a:j.

El anélisis que acabamos de desarrollar también nos permite identificar cuando estamos
ante un problema sin 6ptimo finito. Supongamos que tenemos una variable no bésica
k € J parala cual 2z — ¢, > 0 y que, al mismo tiempo, el vector y, = B~ 'a; tiene todas
sus componentes menores o iguales que cero. Esto nos estaria diciendo que, a medida que
aumentamos el valor de xy, el cambio inducido en las variables de la base (para mantener
factibilidad) es tal que ninguna de ellas reduce su valor (B~'b — ypxr, > B~'b > 0).
Por tanto podemos aumentar z; indefinidamente sin perder factibilidad y mejorando la
funcién objetivo a cada paso.

2.4.2. Esquema general del método del simplex

Presentamos el método del simplex suponiendo que estamos ante un problema de
programacién lineal en forma estdandar.

Algoritmo (Simplex).
Paso 0. En la forma estandard, determinamos una base B que tiene asociada una solucion
bdsica factible x = (v, xN), con xp = B~'b y xn = 0. Ademds, zp = ch_lb.
Paso 1. Calculamos los valores z; — c¢;j para todas las variables no bdsicas j € J, donde
zj = ch_laj = cgyj. Tenemos las siguientes posibilidades:

» sizj —c; <0Vy, FIN. La solucién bdsica factible v = (xp,xzN) és optima.

"En general, la cantidad ¢; — z;j se denomina coste reducido de la variable j, pues en caso que z; —c; > 0
nos indica cudnto tendria que reducirse el coste c; para que nos interesase que j entrase en la base
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» St 3 j tal que z; —c; > 0. Sea k € J el menor indice tal que 2z — ¢ =
mdzjej{z; — c¢;}. Ir al Paso 2 con k como variable de entrada.

Paso 2. Calculamos y, = B~ 'ay,. Tememos las siguientes posibilidades:

= sty <0, FIN. El problema no tiene dptimo finito.

s Siyr £ 0, entonces ay entra en la base y xj pasa a ser una variable bdsica.
Abandona la base la variable i con el indice menor:

@Bl o {(:UB)T :yrk>0}-

Yik 1<r<m Yrk

Recalcular B, x = (xp,xN), 2B Yy los vectores y;. Volver al Paso 1.

2.4.3. Convergencia del método del simplex

El estudio de la convergencia del método del simplex esté relacionada con la existencia
o no de soluciones bésicas degeneradas. Cuando una de las variables basicas toma el valor
cero, implica que distintas bases representan al mismo punto extremo de la region factible
y por tanto cuando se aplica el algoritmo (simplex) hay distintos cambios de base que
pueden no mejorar la funcién objetivo.

El siguiente resultado nos muestra la convergencia del método en ausencia de soluciones
degeneradas.®

Teorema 2.24. Dado un problema de programacion lineal en forma estdndar sin solu-
ctones bdsicas degeneradas, y dada una solucion bdsica factible inicial , el método del
stmplex termina en una cantidad finita de pasos, bien encontrando una solucion dptima
o concluyendo que no tiene solucidn optima finita.

Dem.: En cada iteracién del algoritmo pueden suceder tres cosas:

» Sizj—cj <0V, el algoritmo termina pues estamos en una solucién bésica factible
Optima.

» Si existe k tal que zp — ¢ > 0y, ademas, yr < 0, entonces el algoritmo termina
concluyendo que no existe solucién 6ptima finita.

= si existe k tal que zp — ¢ > 0 y, ademads, yr £ 0, se genera una nueva solu-
cién bésica factible 27 = (zp,zy) con 2p = B7'b y 2y = 0 siendo B la nueva
base resultante de la entrada de ai y la salida de zp;. En ausencia de degenera-

ciéon xp tiene todas sus componentes estrictamente mayores que cero, y por tanto,

p TB
ming<,<m {(M)T

plica que la funcién objetivo decrece estrictamente en cada iteracién y por tanto las
soluciones basicas factibles obtenidas por el algoritmo son todas distintas entre si.
Como el ntimero total de dichas soluciones es finito el algoritmo terminard en una
cantidad finita de iteraciones.

D Ypk > O} > 0. Esta desigualdad, combinada con zx — ¢ > 0, im-

8En el apartado 2.4.6, se explica que se puede hacer bajo la presencia de soluciones degeneradas.
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Observacion 2.25. Si x € R” es una solucién degenerada de un problema de programa-
cion lineal con las condiciones habituales y, x tiene p < m componentes positivas, entonces

podrian haber (:fl__’; ) soluciones basicas factibles diferentes correspondientes a .

2.4.4. La tabla del método del simplex

Vamos ahora a ilustrar un ejemplo del método del simplex. Para hacerlo usaremos la
tabla del método del simplex. La idea consiste en guardar en una tabla toda la informa-
cién relevante de cada iteracién a modo de facilitar la actualizacién de la misma. Veamos
primero cémo funciona la tabla.

Supongamos que partimos de un problema en la forma estdndar con una solucién
bésica factible asociada x = (xp, ). Ademds, para facilitar la exposicién, si A = [B, N]
supongamos que las m columnas de B se corresponden con las primeras m variables.
Recordamos que N denota la matriz formada por las columnas de las variables no bésicas.
Por comodidad B~'b = b. Entonces representaremos la tabla del simplex de la siguiente
formas:

Observamos que tenemos la informacién necesaria para realizar una iteracion del méto-

B TN z
A T -1 _ T7T
2j — Cj 0 cgB™'N —cn cgb
g | B | Imxm B~'N b

do del simplex. En forma menos compacta, tenemos

T, TR, TR, | - X; Tk z
Zj — ¢j 0 0 0 S Zi— G 2L — Ck cgg
rp, |cB | 1 0 0 Y1i Y1k by
rg, | cB. | O 1 0 |- Yri Yrk by
IB, CB,, 0 0 1 T Ymi Ymk 5m

Supongamos entonces que decidimos que la variable xj debe entrar en la base y la va-
riable xp, debe salir de la misma. Se asocia la nueva base a B. Las operaciones a realizar

sobre la tabla actual, deberian de ser las siguientes:
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= se actualiza el vector cp, y los valores b de las variables bésicas zp.
= Se actualizan las columnas v; y la matriz I,,x, pasa a ser B~L.

= se actualizan los valores z; — ¢; y el valor de la funcién objetivo cgg.

Obtendriamos de este modo la tabla asociada a la base B, y poder asf iterar el algoritmo
en caso de ser necesario.

veamos ahora un ejemplo del funcionamiento del algoritmo del simplex mediante la
tabla.

Ejemplo 2.26. Consideremos el siguiente problema de programacién lineal:

minimizar —4x1 — 2x9 + 6x3
sujeto a —x1 + x4+ 223 <8
6x1 4+ x2+ T3 <6
—5x1 + 6x3 <1
x>0

el primer paso debe ser pasar el problema a forma estandar, lo que resulta en el problema:

minimizar —4x1 — 2x9 + 623
sujetoa  —x1 +x2 +2x3 +xj =8
+6x1 +x9 + Tx3 + xg =6
—5x1 + 6x3 + l'g =1

Paso 0. (Inicializacién).

Determinamos B = (ay,as,a6) = Imxm. © = (zB,ovNn)! es x5 = B7'b = (8,6,1)7 y
z% = (0,0,0), siendo x una solucién bésica factible.
Se calcula ademads el valor de la funcién objetivo zp = cg:cB = (0,0,0)xp = 0.

Iteracién 1. Paso 1. (Criterio de entrada). Calculamos los z; — ¢;:

» B7la; =y = (—1,6,—5)T. Por tanto, 21 —c1 = cLy; —c; =0 — (—4) =4 > 0.
» B lay =yo = (1,1,0)T. Por tanto, 2o — co = ngg —cp=0—-(-2)=2>0.
= B laz =y3 = (2,7,6)T. Por tanto, z3 — c3 = ngg —c3=0—(6)=-6<0.

Entonces la tabla quedaria de la siguiente forma:

[Tabla 1](entra 1, sale xf )

r1 X2 X3 Ty T x| Z
2j — ¢j +4 +2 -6 0 0 0] 0
CRB B
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El maximo se alcanza para k = 1 y es 4 > 0. Por tanto, tenemos que z es la candidata
a entrar en la base.

Paso 2. (criterio de salida). como el vector y; = (—1,6,—5)7 tiene una tnica com-
ponente positiva, que esta asociada con la variable zZ, entonces esta sale de la base. La
columna a; entra en la base y 1 pasa a ser una variable béasica.

La nueva base es By = (a4, a1, ag), con lo que tenemos:

1 -1 0 1 017 0
Bi=(0 6 0] y B;/'=10 017 0],
0 —5 1 0 083 1

y entonces rg = Bl_lb =(9,1,6)", 2y = (0,0,0)" y 25, = cp,zp = (0,—4,0)T2p =
—4.

Iteracién 2. Paso 1. (Criterio de entrada). Calculamos los z; — ¢;:

= Bilag =y = (1.17,0.17,0.83)7 y 29 — ca = chya — c2 = —0.67 — (—2) = 1.33 > 0.

= Bilag =y3 = (3.17,1.17,11.83)T y 23 — 3 = ¢Gys — c3 = —4.67 — (=6) = —10.67 <
0.

» Bilas =ys = (0.17,0.17,0.83)" y 25 — c5 = chys — c5 = —0.67 — (0) = —0.67 < 0.

La tabla quedaria de la siguiente forma:

[Tabla 2](entra x2, sale x1 )

SR ) x3 Gy -

2j — Cj 0 +1.33 -10.67 0 —0.67 0 |—4
CB rB

x 00 117 317 1 017 0] 9
1 -4 1 017 .17 0 017 0] 1
xg 00 08 1183 0 083 1] 6

El maximo se alcanza para k = 2 y es 1.33 > 0. Por tanto, tenemos que xo es la
candidata a entrar en la base.

Paso 2.(criterio de salida). como el vector 32 = (1.17,0.17,0.83)7 tiene todas las com-

ponente positivas, tenemos que ml’n{%”, 0'—117, &} = 0'117. Por tanto x1 sale de la base.

La nueva base es By = (a4, az, ag), con lo que tenemos:

110 1
Bo=[0 1 0| y By'=1{0
001 0

y entonces x5 = By 'b = (2,6,1)T, xx = (0,0,0)" y 25, = cgzmg = (0,-2,0)Tzp =
—12.
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Iteracién 3. Paso 1. (Criterio de entrada). Calculamos los z; — ¢;:

. B;lal =y, = (—7,6,—5)T. Por tanto, z; —cy = cgyl —cp=-12—(-4)=-8<0.
. B;lag = y3 = (—5,7,6)T. Por tanto, z3 — c3 = c:gyg —c3=—-14—(—-6) =—-20<0.

= Bylas =ys; = (—1,1,0)7. Por tanto, z5 — c5 = chys —c5 =2 — (0) = —2 < 0.
Entonces la tabla quedaria de la siguiente forma:

[Tabla 3](éptima)

T1 T2 ®3 Xy T x| Z
Zj —¢j -8 0 =20 0 -2 0 |-12
B rp
T O|-7 0 -5 1 -1 0] 2
T2 -216 1 7 0 1 0| 6
T 0/-5 0 6 0 0 1] 1

El méximo se alcanza para k = 5 y es —2 < 0. Por tanto, estamos ante una solucién
Optima.

La solucién éptima, expresada tinicamente con las variables del problema original, viene
dada por (0,6,0) con valor éptimo —12.

2.4.5. Construccion de una solucion basica factible inicial

Pasamos a ver ahora como generar una solucién bésica factible dado un programa
lineal. Si las condiciones del problema son de la forma Az = b, z > 0, con b > 0 para
cada una de sus componentes, y la matriz de restricciones A contiene la matriz identidad
I xm entonces el problema de encontrar una solucién basica factible © = (zp,zy) es
inmediato. Basta con seleccionar las columnas asociadas a dicha submatriz identidad y la
solucién inicial serd entonces g = B~lb=b>0y zn = 0.

Observacion 2.27. Si las condiciones del problema son Ax < by x > 0, si pasamos
el problema a la forma estdndar anadiendo variables de holgura como hemos visto en
la seccién 2.1, entonces estarfamos ante el mismo caso, siendo [A, Iz = b el problema
equivalente en forma estandar y o, = (254, -, 25, ).

Suponiendo que no estamos ante las condiciones anteriores, podemos usar el llamado
método de la M grande (o ” Big-M”).
En la forma estdndar, la idea del método consiste en anadir variables artificiales en tan-
tas restricciones como sea necesario para que la nueva matriz de restricciones contenga
la matriz identidad como submatriz, lo que nos pone nuevamente en las condiciones del
caso anterior. En la funcién objetivo se anade ademds una penalizacion de las variables
artificiales dado por una constante M suficientemente grande.
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consideremos el problema en la forma estdndar
minimizar '
sujetoa Az =10 (2.10)
x>0,

donde para simplificar y sin perdida de generalidad, suponemos b > 0, y le annadimos un
vector de variables artificiales x, y una penalizacién M a la funcién objetivo, de manera
que

minimizar Y ;| ¢x; + M Z;":M_l Ta,
sujetoa  Ar+xz, =0 (2.11)
T,xq > 0.

Una vez introducida la penalizacién, mediante el método del simplex, buscamos una
solucién éptima para (2.11). Si el algoritmo termina y alguna de las variables artificiales
tienes valor positivo en la solucién éptima, entonces sabremos que el problema original
(2.10) no tenia soluciones factibles.

Observacion 2.28. Las variables artificiales aumentan el conjunto de soluciones factibles
del problema original. De hecho, toda solucion factible del problema original se puede
representar como una solucién factible del problema ampliado en el que todas las variables
artificiales valen 0.

Veamos a continuacién un ejemplo de como encontrar una solucién béasica factible
usando el método de la M grande.

Ejemplo 2.29. Supongamos que tenemos el siguiente problema de programacién lineal

minimizar 3x1 — 3z + 3x3 — 44
sujeto a —x1 + T2 — 623 >1
5x1 + 220 + 223 — x4 >7
—x1 4 3x9 — x3 + 224 <7

z>0
Si lo pasamos a forma estandar, obtenemos
minimizar 3x; — 3x2 + 3x3 — 414

sujeto a  —x1 + x5 — 6x3 - =1
5x1 + 2x0 + 223 — x4 —T =7

—x1 +3T9 — x3 + 224 +xz =
x>0

Si consideramos la matriz de coeficientes A = (aq,- - ,a7), observamos que la columna

a7 se corresponde con el vector (0,0,1), pero todavia nos faltan las columnas (1,0,0) y
(0,1,0) para que se cumpla que la matriz identidad es una submatriz de A. Siguiendo el
método de la M grande, anadiendo las variables artificiales x§ y x§ nos queda el problema

minimizar 3z, — 3xg + 3x3 — 414 +Mzg +Mxg
sujeto a  —x1 + 12 — 613 —xF +xg =1
91 + 2T + 223 — 24 —Tg +xg =7
—x1 + 3T9 — x3 + 224 +xz =
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De este modo podriamos tomar como base inicial B = (a7, ag, ag) con solucién asocia-
da 2 = (7,1,7) y zy = 0.
Llegados ha este punto, habria que iterar el método del simplex y ver si en la solucién épti-
ma todas las variables artificiales se han hecho cero o no para decidir si se ha encontrado
una solucién 6ptima del problema original o éste no tenia soluciones factibles.

2.4.6. Reglas de prevencién de ciclo

Hasta ahora hemos podido ver la convergencia del método del simplex bajo condiciones
de no degeneracién. Ante la presencia de soluciones basicas degeneradas, existen métodos
diversos para evitar un posible ciclo durante el desarrollo del simplex, garantizando asi
la convergencia del método. En este apartado nos centraremos en la regla lexicogrdfica;
consiste en establecer un criterio para escoger la variable de salida de la base en cada ite-
racién del método del simplex, asegurando que no exista la posibilidad de repetir ninguna
base a lo largo del proceso.

Sea x = (xp,xy) una solucién bésica factible con base B asociada. supongamos que
xp, es la variable escogida para entrar en la base. Entonces, para determinar la variable
que abandona la base calculan los indices de las variables candidatas con el criterio ya
expuesto en el Paso 2. del algoritmo (simplex):

- (zB); . [(zB)
] = : L — r : .
0 {Z Yik 1glrlénm Yrk bre > 0

Si de aqui se deduce que solo hay una variable candidata, se elige ésta. En caso de
existir mas de una candidata, se calculan los indices:

{ Y , {yrl }}
I =<1: "= =min< =— .

Yik  relo L Yrk

De nuevo, si podemos deducir que solo hay una variable candidata, se elige esta. De
otra forma, se repite el proceso. Generalizando tenemos

Ij:{i:yij: min {yr]}},
Yie  reli1 (Yrk

con j < m. Llegando a un tdnico indice para alguno de los ;.

Nos asegurariamos as{ de no repetir ninguna base en el desarrollo del simplex . No
vamos a ha hacer una demostracion formal de este hecho.
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2.5. Dualidad

A todo problema de programacién lineal le podemos asociar un nuevo problema de
programacién lineal, conocido como problema dual. Este nuevo problema tiene importan-
tes propiedades. En particular, puede ser usado para resolver el problema original, que
llamaremos primal durante esta seccién.

Empezamos presentando la formulacién dual de un problema de programacion lineal en
forma estandar

Primal Dual
minimizar ¢!z maximizar ATb
sujetoa  Ax=0> sujeto a ATA< T (2.12)
x>0

Donde z, c € R", b, A € R"™ y A € M,;,xn(R), con m < n. x es la variable del problema
primal y A es la variable del problema dual.

En esta seccion no se supone que A sea de rango completo. Veamos a continuacion
algunas relaciones entre el problema primal y su dual:

= Si el primal es un problema de minimizacién, entonces el dual lo es de maximizacién
(y viceversa).

» La matriz del problema dual es la matriz traspuesta A’ del problema primal.
(ATA = ¢! es equivalente a A7) = ¢).

= Cada variable del primal corresponde con una restriccion del dual.
= Cada restriccién del primal se corresponde con una variable del dual.

= El vector b de términos independientes del primal pasa a ser el vector de coeficientes
de la funcion objetivo del dual.

= El vector ¢ de coeficientes de la funcion objetivo del primal pasa a ser el vector de
términos independientes del dual.

= Restricciones de igualdad pasan a variables no restringidas y restricciones de mayor
o igual pasan a variables no negativas.

La siguiente tabla resume las principales relaciones entre el primal y el dual:

Primal Dual
>0 > <
Variables <0 — > Restricciones
no restr. <— =
> — >0
Restricciones < — <0 Variables
= <— 1o restr.
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Proposicién 2.30. El dual del dual coincide con el primal.

Dem.: Sea el dual de un problema de programacién lineal en forma estdndar, es decir:

max \T'b
sujeto a AA< T

Se expresa de forma equivalente

—min ~ —b%(u —v)
sujeto a —AT(u —v) > —c
u>0
v>0

donde hemos considerado que A = u — v. Ademés podemos expresar

—b"(u—v) = (=b",b") <z>

—AT(u—v) = (=AT, AT) (Z)

Entonces, el dual correspondiente es

—max —yTe
sujeto a  yT (—AT, AT) < (—bT,b7)
y =0,
que a su vez es equivalente a
min Ty
sujetoa Ay =1»
y=>0
que efectivamente coincide con el primal en su forma estdndar. O

Para facilitar la exposicién presentaremos siempre el problema primal como un pro-
blema de minimizacién y el dual como un problema de maximizacién.

2.5.1. Dualidad débil y dualidad fuerte

Empezamos este apartado presentando otra relaciéon importante entre el primal y el
dual. Supongamos sin pérdida de generalidad, que tenemos la formulacién dual de un
problema primal expresado en forma estdndar como en (2.12).

Proposicién 2.31 (Dualidad débil). Sean x, \ factibles para el problema primal y dual
respectivamente de (2.12), entonces se verifica ¢l x > A\Tb.

Dem.: Se tiene
MNb=MAz < Tz,

siendo valida la tiltima desigualdad, porque > 0y ATA < 7. U
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Este resultado tiene varias implicaciones practicas. La primera de ellas es que un vector
factible para uno de los problemas da lugar a una cota en el valor del otro. Los valores
asociados al primal son mayores que los asociados al dual.

De esta proposicién se deriva de forma inmediata el siguiente corolario.

Corolario 2.32. Siz* y \* son soluciones factibles del primal y del dual tales que cT x* =

(A)Tbh, entonces x* y A* son soluciones optimas del primal y dual, respectivamente.

A continuacién vamos a ver la demostracién del teorema de dualidad fuerte, utilizando
las caracteristicas del método del simplex.

Teorema 2.33 (Dualidad fuerte). Dada la formulacion dual de un problema de pro-
gramacion lineal en forma estdndar, Si uno de los problemas primal o dual tiene una
solucion optima finita, también la tiene el otro, y los valores correspondientes de las fun-
ctones objetivo coinciden.

Si la funcion objetivo de uno de ellos es no acotada, el otro no tiene soluciones factible.

Dem.: Observemos que el segundo enunciado es una consecuencia directa de la dualidad
débil, ya que si el primal no estd acotado y A es factible para el dual, se debe tener
ATh < —M para una M arbitrariamente grande, lo cual evidentemente, es imposible.

Supongamos ahora, que para el programa lineal en forma estandar
minimizar T
sujetoa Az =1b (2.13)
x>0,

se tiene la solucién 6ptima x* = (xp,0) con la base B correspondiente.
Entonces, queremos determinar una solucién del problema dual

maximizar  A\Tb

sujeto a AA< T (2.14)

en funcién de B.

Se divide A como A = [B, N]. Como la solucién bésica factible x5 = B~'b es éptima,
entonces de la seccién (2.4.1) sabemos que z; —¢; < 0 para toda variable no bdsica j, que,
es equivalente a cngB_laj —¢j <0y por tanto resulta CEB_IN < c%.

Ahora, definimos A\ = chfl. Demostramos que esta eleccién de A resuelve el pro-
blema dual. Tenemos
MA = [)\TB,)\TN] = [CE,CEB_IN] < [cg,c%] =l
Asi, como ATA < ') X es factible para el dual. Por otro lado,
Mb=cEB b = chup,

y el valor de la funcién objetivo dual para esta A es igual al valor del problema primal.
Por tanto por la dualidad débil, queda establecida la optimalidad de A\ para el dual.

O

De este teorema, se deriva de forma inmediata el siguiente corolario:
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Corolario 2.34. Sea x* solucion optima con base B asociada de un programa lineal en
forma estdndar como el de (2.12), entonces

M =cEp!
es una solucion optima del problema dual.

Observacién 2.35. De la demostracién del teorema de dualidad fuerte, se deduce que
si una soluciéon cumple las condiciones de optimalidad del primal (i.e, z; — ¢; < 0), au-
tométicamente es factible en el dual (sea factible o no para el primal).

2.5.2. Holguras complementarias

Pasamos a ver ahora la relacién existente entre las soluciones éptimas de los problemas
primal y dual. Presentamos entonces el teorema de holguras complementarias, ofreciendo
asi una caracterizacion de las soluciones éptimas de dichos problemas.

Para el teorema nos basaremos la formulacién canénica de un problema de programacién
lineal y su dual, es decir en el par:

Primal Dual
minimizar Lz maximizar  \Tb
) : ; - (2.15)
sujeto a Az > b sujeto a MA<c
x>0 AT > 0.

Teorema 2.36. (Teorema de las holguras complementarias). Sean x y X soluciones fac-
tibles de un problema de programacion lineal en forma canonica y su formulacion dual
(como por ej. (2.15)) , respectivamente. Entonces, x y A forman un par de soluciones
optimas si y solo si

Ai(aWz —b)=0Vie{l,...,m},° (2.16)
(c; —Alaj)x; =0Vj € {1,...,n}. (2.17)

Dem.: Definimos, '
u = N(aWz — b)) Vie {1,...,m},

vj = (c; — Naj)x; Vi € {1,...,n}.

Claramente de las relaciones entre el primal y el dual tenemos que Vi € {1,...,m}
w>0yVje{l,...,n}v; >0.
Definimos ahora U := > " u; y V := Y ; v;. Entonces, U = V = 0 si y s6lo se cumplen
(2.16) y (2.17). Ademés,

U+V = Z“%‘ —|—Zvi =T+ Az — \TAz — M = Tz — \Th.
=1 =1

Finalmente, se verifican (2.16) y (2.17) si y s6lo si U +V = 0 (< ¢z = ATb), que, por
el corolario (2.32), sabemos que es una condicién necesaria y suficiente tales que tanto x
como A sean soluciones éptimas del primal y dual, respectivamente. O

9q(® representa la fila i de la matriz Anxn.
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Observacion 2.37. El resultado que acabamos de ver, implica que dadas un par de solu-
ciones éptimas  y A, si una restriccién del dual no se satura'®, entonces la correspondiente
variable del primal es 0 (i.e ¢; — ATaj; > 0= z; = 0).

2.5.3. Andlisis de sensibilidad

El analisis de sensibilidad nos permite estudiar como variaciones en los parametros
del problema de partida se traducen en variaciones sobre la solucién 6ptima y funcién
objetivo del problema asociado.

Supongamos que dado el problema (2.15), conocemos una base 6ptima B del problema
primal. Ademds, para facilitar la exposicién, asumiremos que la solucién bésica 6ptima
asociada, x es no degenerada. Del corolario (2.34) sabemos que AT = ¢LB~1 es una solu-
cién 6ptima del dual. Si denotamos J como el conjunto de variables no bésicas, sabemos
también de la seccién (2.4.1) que

z=chB b~ Z (zj —cj)aj = ATb— Z (2 — ¢j) ;.
jeJ jeJ

Como estamos asumiendo que la solucién es no degenerada, tenemos que xgp = B~'b > 0,
con lo que si perturbasemos ligeramente el vector b, seguiriamos teniendo una solucién
bésica factible asociada a la base B. Para ver el cambio de dicha perturbacion en b, si
definimos z = ATb = ch_lb, tenemos que

0z
— =\
ob;

Es decir, A\; nos da la tasa de variacién de la funcién objetivo ante una perturbacion
en b;. Como \; > 0, aumentando el valor de b; la funcién objetivo empeora (aumenta), y
analogamente mejora si reducimos b;.

Relacionando la presentacion que acabamos de hacer con el teorema de holguras com-
plementarias, podemos interpretar que cuando una restriccién no se satura, no tenemos
nada que ganar y por eso la variable dual asociada es 0.

El estudio de las perturbaciones sobre el vector c¢ es similar a la exposicién que aca-
bamos de ver; de hecho el vector ¢ en el dual se comporta como el vector b en el primal.
Por lo general si perturbamos ¢ en el primal podemos tener pérdida de optimalidad, pero
nunca a pérdida de factibilidad. Una manera de ver como ha cambiado el valor 6ptimo
c’'z después de perturbar el vector ¢, serfa iterando el método del simplex en el propio
primal a partir de la solucién éptima anterior.

Aunque no vamos a ofrecer un andlisis detallado, supongamos ahora que quisiéramos
realizar alguna perturbacién sobre la matriz A de restricciones. Distinguimos dos casos:

= Cambios en una columna no basica. Si perturbamos una de las columnas no
bésicas de la matriz A, por ejemplo cambiando a; por a;, solamente se verfa afectada

¥Decimos que una restriccién esta saturada en z, si se cumple a2 = b; donde = € F con F la region
factible de un programa lineal.
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la columna correspondiente de la tabla!! incluyendo el zj — ¢; correspondiente. Para
este caso seria suficiente con recalcular la columna B_ldj y obtener Z; —¢; =
CEB_ldj —¢j. Si 2j — ¢; < 0 mantenemos optimalidad y nada cambia. En caso
contrario habria que iterar el método del s simplex hasta recuperar optimalidad (la
columna j entrarfa en la base).

s Cambios en una columna basica. El cambié sobre una columna basica, puede
implicar que tengamos dependencia de la matriz B, y por tanto dejemos de tener
una base. Pero aun sin perder la independencia de la base, cambiarfa B~ y eso
podria provocar que cambien todas las columnas de la tabla del simplex.

Ilustramos con un ejemplo simple los cambios que se producen en un programa lineal
tras aplicar alguna perturbacién en el vector b:

Ejemplo 2.38. Consideremos el problema

minimizar —2x1 — 3xo — 4x3
sujeto a T + 229 + 323 <11
2x1 + 3x2 + 223 < 10
xz > 0.

Si lo resolviendo mediante la tabla del simplex, obtendremos la tabla éptima:

[Tabla](6ptima)

T1 T2 T3 Ty Ty z
zj — ¢j 0 -+ 0 -1 —-1|-16
CRB rB
xzg |—-4|0 + 1 L —1| 3
x |—2|1 2 0 -1 3| 2
con g = (3,2) y valor éptimo z = —16.

De forma general, supongamos que perturbamos una de las componentes del vector b
de forma que b = b+ (0,...,0,Ab;,0,...,0)T. Si BZ}_1 es la columna i de B~!, queremos
encontrar las condiciones que nos aseguren,

ip=B"'b= B0+ B 'Ab; > 0.

Es decir que mantenemos la factibilidad y, por lo tanto, como los z; — ¢; no cambian,
mantenemos también optimalidad.

Veamos ahora entonces qué pasa si en el problema dado realizamos cambios en b;:
1 -1

de la tabla, tenemos que B~! = ( 2

W~

=1L 3
4

> , v por lo tanto
2

34+ Ab/2>0= Ab > -6

-1 ~1Ap — _
B b+ B YAb = (3,2) + (1/2, 1/2)Ab120:‘{2—Ab1/2>0:>Ab1 “.

' Nos referimos a la tabla del método del simplex; se puede encontrar informacién mas detallada en la
seccién 2.4.4.
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Es decir, si Ab; € [—6, 4] se mantiene la factibilidad para & p. Equivalentemente, podemos
variar by en el intervalo [11 — 6,11 + 4] = [5, 15].
Observamos ademas, si AT es una solucién éptima del dual, entonces

M =Bt = (—4,-2)B7t = (-1,-1/2).

Por cada unidad en que aumentemos b; dentro de [5,15], la funcién objetivo se vera
reducida en A\; = —1 unidad; si por ejemplo tenemos b = (12,10), entonces el valor
o6ptimo de la funcién objetivo pasa a ser Z = —17.

Realizando el mismo analisis para bs, la tasa de variacién de la funcién objetivo seria
Ay = —1/2.12

2.5.4. Formulacién del algoritmo primal-dual

El algoritmo primal-dual es una variante del método del simplex, que consiste en resol-
ver un problema de programacion lineal operando de forma simultanea en los problemas
primal y dual.

Consideremos un problema de programacién lineal en forma estandar y su formulacién
dual como el que sigue, con las condiciones habituales:

Primal Dual
minimizar ¢z maximizar ATb
sujetoa  Axr=2b> sujeto a ATA< T

z>0

Para facilitar la exposicién nos referiremos a los problemas primal y dual como P y
D respectivamente. En el algoritmo primal-dual, primero es necesario disponer de una
solucién factible A para D, que se puede obtener del siguiente modo:

= Sic >0, entonces A = 0 solucién factible de D.

= S5i Jj con ¢; < 0, entonces anadimos al problema P una variable x,41 junto a la
restriccién z1 + x2 + -+ + Ty, + Tpp1 = byy1; donde byq1 > maxi<i<y {2;} para
13

cualquier posible valor de las variables x1, ..., x,.
El nuevo problema dual tendra una variable A, 11 y se formulard de la siguiente
forma:
maximizar \Tb+ Am+1bm+1
sujeto a Maj+Apt1 <e¢; (Ge{l,...,n+1})
)\m+1 <0.
Escogiendo A = (0,0,...,0,¢)” con ¢ = min{¢; | ¢; < 0}, tenemos que A es una

solucién factible de este problema (pues ¢ < 0).

Supongamos entonces que disponemos de una solucién A factible para D. Si encontra-

mos una solucién z factible! de P, tal que x; =0 Vj con ¢j — )\Taj > 0, por el teorema

de las holguras complementarias, tanto  como \ serfan éptimos!®.

12L0s z; — ¢; asociados a las variables de holgura coinciden con la solucién éptima del problema dual,
pues z; = c5B 'ej y ¢; = 0.

13una cota para este valor se puede encontrar ficilmente a partir de la matriz A.

14 Obsérvese que si z es factible para P, autométicamente se cumplirfa la ecuacién /\i(amx —b;) =0 del
teorema de las holguras complementarias.

15E] algoritmo primal-dual, se basa precisamente buscar una solucién x que cumpla dichas condiciones.
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En este caso, para nuestra solucién A tendremos que algunas de las restricciones de la
forma ATa; < ¢; estardn saturadas. Definimos el conjunto

Kp:={keN|Xa,=c,}, paraN={1,...,n}.

Entonces una solucién factible x de P serd 6ptima si y sélo si para todo k ¢ K4, xx = 0.
Por tanto, sera suficiente encontrar una solucién factible verificando

Z QAT =b

keka (2.18)
x>0 ke Ky

l’j:() ]%KA

Nos referiremos a K4 como el conjunto de columnas activas'®. Para buscar una solucién
de (2.18) consideremos una versién restringida de P que llamaremos RP, y que es de la
forma:

m
minimizar Z xy
i=1
sujeto a Z aprr +x% =0
keEK 5
zp >0 ke Ky
zj =0 J¢ Ka
x>0 ie{l,...,m}.
En el cual se ha introducido un vector de variables artificiales =% = (z$,...,z% ), de

dimensién m. Una componente en cada restricciéon de P. Partiendo de z{ = b; optimiza-
mos.

= Si el valor 6ptimo de RP es 0, entonces x verifica (2.18) y consecuentemente x es
solucién 6ptima de P.

= Si el valor éptimo de RP es mayor que 0, en este caso no existe solucion en el primal
que verifique las condiciones de holguras complementarias, y es necesario cambiar
A. se procede del siguiente modo con la formulacién del dual de RP, que llamaremos
DRP. Entonces DRP sera:

maximizar ATp
sujeto a Ma, <0 ke Ky
Ni<1l die{l,...,m}.

Denotemos por p el 6ptimo de DRP. Entonces se repite el procedimiento, pero
modificando A por una combinacién lineal de i con el propio A, esto es:

A=A+ wp.

Queremos w que nos mantenga factibilidad en D, y que ademds mejore el valor
objetivo, ATb = A\T'b 4+ wu™b. Como RP y RPD son un par primal-dual, tenemos

18 Observamos que las igualdades usan sélo columnas de A correspondientes con elementos de K4, que
provienen de las restricciones saturadas en D (para la solucién \).
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que b > 0 (ya que ha de coincidir con el éptimo de RP). Entonces, si w > 0 el
valor objetivo en D mejora.
Por otro lado para que A sea factible, necesariamente Vi € {1,...,n},

MNa; = Ta; + qual- <g.

Observamos que si Vi € {1,...,n}, uTa; <0, entonces podemos aumentar w inde-
finidamente, y por tanto como D seria no acotado, consecuentemente P no tendra
solucién factible.

En otro caso, seleccionamos w = @w donde

. , ci — Al
W= min —— 0
€K o,uTa;>0 Hnag

Se reemplaza A por A y asi sucesivamente hasta que lleguemos a un problema en el
que el 6ptimo de RP es 0 o que nos permita asegurar que P no tiene soluciones factibles.

Observacion 2.39. Bajo las condiciones del algoritmo primal-dual, se mantiene cons-
tantemente la factibilidad de A en el dual.

2.5.5. Algoritmo primal-dual

El Algoritmo primal-dual, resulta de gran utilidad para situaciones en las que no
disponemos de una solucién basica factible en el primal.

Para finalizar esta seccién y teniendo en cuenta la exposicién anterior, presentamos el
algoritmo primal-dual y posteriormente un breve andlisis de la convergencia del mismo
seguido por un ejemplo.

Algoritmo (Primal-Dual).
Paso 1. Disponer de una solucion factible A del problema dual D.

Paso 2. Se define el conjunto K4 asociado a A y se resuelve el problema relajado primal
RP.

(i) Si el valor éptimo de RP es 0, la solucion correspondiente x es dptima para
el problema primal P.

(ii) Si el valor éptimo de RP >0y, Vj ¢ Ka, u’a; <0, P no tiene soluciones
factibles.

(iii) En otro caso, \ pasa a ser A, y se vuelve a empezar el Paso 2.

El método descrito converge puesto que si k es el indice que determina la seleccién
de @, entonces, tendremos que la columna k pasard a ser activa puesto que \Taj = Cjp-
Suponiendo ademés ausencia de degeneracién!”, el problema dual va mejorando a cada
iteracién, con lo que eventualmente, se recorreran todas las posibles combinaciones de
columnas activas y no activas.

[lustramos el algoritmo con el siguiente ejemplo:

"En caso de degeneracién se podria aplicar alguna regla que asegure que no se repite ninguna base
como ya se ha visto para el simplex.
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Ejemplo 2.40. Dado el problema (P):

minimizar 2z + x9 + 4x3
sujeto a 1+ x9+2x3 =3
2x1 4+ o — 3x3 5

Iteracién 1.

Lo primero que necesitamos es una solucion factible del problema dual. Como tenemos
que ¢ = (2,1,4)T > 0, podemos considerar A = (0,0)7.

Paso 2.
s K4 = (). Para la version restringida RP1, tenemos que la solucién éptima es x =
(0,0,0,3,5)7 con valor éptimo zgrp; = 8 > 0.

» La solucién factible de DRP es p = (1,1)T. como se cumple 3j ¢ K4, #Taj >0,
seguimos. B
w=mm{Z 1} =1/2=X= (0,007 + (1, )7 = (4, ).

= Actualizamos A = (1, 1)7. Volvemos a iterar el Paso 2.

Iteracion 2.

Paso 2.

» K4 = {2}. Para la version restringida RP3, tenemos que la solucién 6ptima es
x = (0,2,0,7¢,2¢)T con valor éptimo zgps > 0.

= La solucién factible de DRP es p = (—1,1)T. como se cumple 3j ¢ K4, pla; > 0,
seguimos. B
w=mn{3, 3} =1/2=x=G,HT+ 11,17 =(0,)T.

» Actualizamos A = (0,1)”. Volvemos a iterar el Paso 2.

Iteracién 3.

Paso 2.
» K4 = {1,2}. Para la version restringida RP3, tenemos que la solucién 6ptima

es x = (2,1,0,0,0)” con valor éptimo zgrps = 0. Se termina; la solucién éptima
correspondiente al primal es z* = (2,1,0)7.
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3. Programacién Entera

Las principales fuentes consultadas para este capitulo han sido [8] y [9].

Hasta ahora hemos visto modelos de programacion lineal donde las variables podian
tomar cualquier valor real.
Vamos a considerar ahora, el problema de la forma:

minimizar Tx

sujeto a Ar =0
>0 (3.1)
r eZL"

donde c € R™", b € R™ y A € My, xn(R) de rango m, con m < n.

A diferencia de un problema de programacién lineal, las variables se restringen a valores
enteros. Este tipo de problemas se conocen como problemas de programacion (lineal)
entera. Cuando algunas variables estan restringidas a valores enteros y otras no, hablamos
de problemas de programacion entera mixta.

Observacion 3.1. La regién factible de un problema de programacién entera, es no
convexa.

Observacion 3.2. Se podria pensar en resolver el problema lineal asociado resultante
de relajar/eliminar la condicién de que las variables sean enteras, para posteriormente
redondear la solucién obtenida. Pero esta técnica rara vez ofrece buenos resultados.

Tlustramos la observacién en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.3.
minimizar —b5x1 — 8x2
sujeto a r1+x2<6
5x1 + 9z < 45
x>0
x € 72

La solucién 6ptima del problema relajado es = = (2.25,3.75) con valor objetivo z, =
—41.25. La solucién 6ptima entera es z* = (0, 5), con valor objetivo z = —40. En este caso,
si intentdsemos buscar una solucién entera a partir de la solucién 6ptima x; podriamos
probar de redondear la solucién, obteniendo asi el punto (2,4), que no es factible pues
2-54+9-4=46 > 45.

3.1. El método de Branch and Bound

El método Branch and Bound o Ramificacion y Acotacidn, consiste en subdividir su-
cesivamente la region factible del problema de partida y resolver las versiones relajadas de
los problemas resultantes, hasta encontrar la solucién éptima del problema. La subdivisién

se realiza de forma que sigue una estructura de drbol binario'.

8De la teorfa de grafos, sabemos que: Un drbol binario es un drbol no dirigido tal que el grado de cada
vértice es menor o igual a 3. Intuitivamente, es una estructura de datos formada por un nodo inicial, y
en la cual cada nodo puede tener hasta ”dos hijos”, que pasarian a ser dos nodos mas.
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3.1.1. Descripcion del método Branch and Bound

Consideremos el siguiente problema de programacién entera mixta:

minimizar ¢’z + dTy
sujetoa Ax+Gy=1>
z,y >0
zel”

(3.2)

donde d,y e RP, b€ R™, c € R", A € Mpxn(R) y G € Mp,»p(R) ambas de rango m,
con m < n. Para facilitar la exposicién, vamos a denotar el problema como MILP (Mized
Integer Linear Program),

MILP : min {c"z +d"y| (z,y) € S}

con S = {(z,y) € Z't xRE_ | Az + Gy = b}.

Supongamos que el problema MILP dado admite la solucién éptima (z*,y*) con valor
optimo z*.

Consideremos entonces la relajacion del problema MILP, es decir

LPo: min{c"z+d"y| (z,y) € R}

con Py = {(:U, y) € R x Rﬁ | Az + Gy = b} y supongamos que LPgy admite una solucién
6ptima (x,y) con valor éptimo zg.

Como S C Py, inmediatamente tenemos zx > zg. Ademds, si x es un vector entero,
entonces (z,y) € S y por tanto z* = zp; en este caso quedaria resuelto el MILP.

De no ser asi, y siendo 27 = (x1,---,2,) al menos una de las variables xj con j €
{1,---,n} serfa no entera. Seleccionamos x; = f la variable no entera con j minimo de

mejor potencial'®. Definimos entonces los conjuntos

Sye=S0{(z,y) |2 < Lf]}, Se:=8n{(z,y) |z > [f1}

donde | f| denota al mayor entero menor o igual que f y [f]| denota al menor entero
mayor o igual que f. Tenemos que (S7,S2) es una particién de S.
Consideramos ahora los dos siguientes problemas enteros mixtos basados en esta particion,

MILP; : min {CT.I‘ +dTy | (z,y) € Si}, MILP;: min {CT;U +dTy | (z,y) € Sy}

La solucién original del problema se ha reducido a resolver estos dos nuevos subproblemas.
Denotamos por Py, P; las relajaciones resultantes de Sy y S2 respectivamente. Esto es

Pr=FRn{(z,y) |z <[fl}, Po:=FRn{(zy) |z =I[f]},
y consideramos,

LPy: min{c"z+d"y|(z,y) € 1}, LPy: min{c'z+d"y|(z,y) € P2}.

(i) Siuno de los LP; es infactible, i.e., P; = (), entonces también tenemos S; = ) ya que
S; € P;. Y por tanto como MILP; es infactible no lo necesitamos considerar més.
Decimos que el problema queda podado por infactibilidad.

19Cconsideramos que z; tiene mejor potencial, si se cumple que ¢; f es minimo)
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3.1.2.

(ii) Sea (z%,y") una solucién éptima de LP; con valor éptimo z;, para i = 1, 2.

(iia)

(iib)

(iic)

Si 2% es un vector entero, entonces (z*,y') es una solucién éptima del problema
MILP; y una solucién factible del problema MILP. El problema MILP; queda
solucionado, y decimos que queda podado por optimalidad. Como S; C S, le
sigue que z; > z*, esto es, z; es una cota superior del valor de MILP.

Si 2% no es un vector entero, y z; es mayor o igual que el valor de la mejor cota
superior conocida del MILP, entonces S; no puede contener una solucién mejor
y el problema queda podado por acotacion.

Si 2% no es un vector entero y z; es menor que el valor de la mejor cota superior
conocida, entonces S; aun puede contener una mejor solucién éptima para el
MILP. Sea w;;, la componente no entera de la solucién wx; tal que c;x;; es
minimo. Se define f; := x;; y los conjuntos S;; = S; N {(x,y) | zi; < [ fi]},
Siy == SaN{(z,y) | zij > [fi]} y se repite el proceso.

Esquema general del método Branch and Bound

El metodo de Branch and Bound que presentamos a continuacion es para problemas

de minimizacién con regién factible no vacia y acotada?’.

Cada Programa Lineal relajado, corresponde con un nodo del drbol de binario. Para un

nodo N, 21 se le asocia el valor éptimo z;; del programa lineal LP;;.
Denotaremos como L la lista de nodos que deban resolverse.

Algoritmo (Branch and Bound).

Paso 0. INICIALIZACION.
Definimos L := {Noy}, la cota superior UB := 400

Paso 1. PRINCIPAL.

= Selecciona un nodo Ny; en L y eliminarlo (L — L\ Ny ).

» Resolver LP;,. Si es infactible ir al Paso 2. De otro modo, sea (2%, %) la
solucion dptima de LP;; con valor éptimo z;; .

= Six no esentera y UB < 2 descartamos nodo por acotacion. Ir al Paso
2.

» Si (2%,9") es factible para MILP y zi; <UB definimos:
UB =z,
(«*,y") = (2", y").

Ir al Paso 2.

= Desde LP; se construyen los dos problemas lineales LPy;, LPy,
a L los nodos Ny, y Ni

41 Y se anaden

41 correspondientes, donde k =i+ 1. Ir al paso 1.

29En caso de no tener regién factible no vacia y acotada, el método puede no converger. Esto se puede
ver en el ejemplo (3.8).

21l indice i representa cada nivel del drbol binario, mientras j representa la posicién. Para cada nivel
i > 0, pueden haber 2° nodos distintos.
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Paso 2. CONTROL
» Si L#0 iral Paso 1.

» Si £L=10, la solucion (x*,y*) es dptima. Se termina.

Observaciéon 3.4. En el Paso 1. la selecciéon del nodo N; queda abierta. Lo mas reco-
mendado es tomar aquel con mayor potencial, es decir aquel donde el valor éptimo del
nodo z; sea minimo.

3.1.3. Convergencia del método Branch and Bound

Teorema 3.5. (Convergencia del Algorimo). Sea MILP un problema de programacion
entera mizta en donde la region factible es no vacia y acotada, entonces el algoritmo de
Branch and Bound descrito anteriormente encuentra la solucién optima en una cantidad
finita de pasos.

Dem.: Presentamos la idea de la demostracién.

Como la regién factible es acotada, el nimero total de ramificaciones es finito. Esto, unido
a que el algoritmo no repite dos veces la misma ramificacién, asegura la convergencia finita
del mismo (se puede ramificar varias veces sobre la misma variable, pero nunca serd una
ramificacién ya hecha).

Por otro lado, para ver que la convergencia se produce a un 6ptimo del problema entero, es
importante notar que los pasos de ramificacién dividen la regién factible del subproblema
actual de tal manera que solo se dejan fuera soluciones no enteras: x; en el intervalo
(|xi], [x;]). Por tanto nunca dejamos fuera soluciones factibles del MILP original. El
algoritmo termina cuando todo subproblema N;; creados en el transcurso del mismo estd
en alguna de las siguientes situaciones:

(I) El subproblema LP;; asociado a NN;; ha sido resuelto y se ha encontrado el éptimo
entero del mismo.

(IT) El potencial zi; del subproblema asociado a N;; es tal que UB < z;; con lo que
ninguna solucién factible de N;; puede mejorar el valor UB obtenido.

Esto asegura que, entre las regiones factibles de todos los subproblemas explorados,
no hay ninguna solucién que pueda mejorar UB. Lo cual, unido a que ninguna solucion
factible del problema entero queda fuera de la unién de las regiones factibles de estos
subproblemas, asegura la optimalidad de U B. U

Observacion 3.6. A pesar de tener garantizada la convergencia finita del algoritmo, se
trata de un algoritmo exponencial, y eso puede elevar considerablemente el tiempo de
resolucién.

Si consideramos LB la cota minima encontrada en un problema relajado, podemos tener
controlado en todo momento el porcentaje maximo de desviaciéon con respecto al 6ptimo
mediante el cociente (UB — LB)/LB.

Veamos a continuacién como se resolveria el problema del ejemplo (3.3) con el algoritmo
de Branch and Bound.
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Ejemplo 3.7.
minimizar —5x1 — 8x2
sujeto a 1+ 29 <6
5x1 + 929 < 45
x>0
x € 72

Paso 0. Inicializacion.

Definimos £ = {Ny}, LB = —00, UB = +00.

Iteraciéon 1 Paso 1. Principal.

= E—)ﬁ\Ng (ﬁz(b)
= Al resolver LP,, obtenemos (z1,72) = (2.25,3.75)7 y 29 = —41.25 < UB = +o0.

» Como coxo = —30 < ¢ior1 = —11.25, construimos los dos problemas correspon-
dientes LP,, y LP,, anadiendo las restricciones o < 3 y w2 > 4 respectivamente.
Actualizamos £ = {Ny,, N1, }.

Iteracién 2 Paso 1. Principal. Como el potencial de Ny, y Ni, es el mismo (—41.11).
Escogemos Nj, por ser el de indice més bajo.

. ‘CH‘C\Nh (‘C: {N12})'

= Al resolver LP,, obtenemos (z1,22) = (2,3)T y 2z,, = =34 < UB = +00. Actuali-
zamos UB = —34.

Paso 2. Control.

» como L # (), volvemos al Paso 1.

Iteracién 3 Paso 1. Principal.
u ,C%,C\Nh (,C:@)
= Al resolver LP,,, obtenemos (z1,72) = (1.8,4)T y 2,, = —41 < UB = —34.

» construimos los dos problemas correspondientes LP,, y LFP,, anadiendo las restric-
ciones x1 < 1y 1 > 2 respectivamente.. Actualizamos £ = {Na,, No, }.

Iteracion 4 Paso 1. Principal. Como el potencial de No, y Na, es el mismo (—41).
Escogemos N», por ser el de indice mas bajo.

» Lo L \ Na, (‘C = {N24})'

= Al resolver LP,,, obtenemos (z1,z2) = (1,4.44)7 y 2,, = —40.56 < UB = —34.
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» construimos los dos problemas correspondientes LP,_ y LP,, anadiendo las restric-
ciones x2 < 4y x2 > b respectivamente.. Actualizamos £ = {Na,, N3,, N3, }.

Iteracién 5 Paso 1. Principal. Escogemos Nj, por ser el nodo de mejor potencial
(—41).

s L L \ N24 (ﬁ = {N357N36})'

» Al resolver LP,,, obtenemos que el problema es infactible.
Paso 2. Control.

» como L # (), volvemos al Paso 1.

Iteracién 6 Paso 1. Principal. Como el potencial de N3, y N3, es el mismo (—40.56).
Escogemos N3, por ser el de indice mas bajo.

= L L\ N3, (L= {N36})'

= Al resolver LP,,, obtenemos (21,22) = (1,4)T y 2,, = —37 < UB = —34. Actuali-

zamos UB = —34.
Paso 2. Control.

= como L # (), volvemos al Paso 1.

Iteraciéon 7 Paso 1. Principal.

u ﬁ—)ﬁ\NgG (L::@)

= Al resolver LP, , obtenemos (21,22) = (0,5)7 y z,, = —40 < UB = —37. Actuali-

zamos UB = —40.
Paso 2. Control.

» como £ = (), la solucién (2%, y3) = (0,5)7 es éptima. Fin

El siguiente diagrama muestra la evolucién de los distintos nodos del algoritmo:

34



Figura 1: esquema del algoritmo Branch and Bound del ejemplo 3.7

Para finalizar esta seccién vamos a ver un ejemplo donde la region factible del problema
relajado no cumple las condiciones del teorema (3.5) y entonces el algoritmo no converge.

Ejemplo 3.8. Consideremos el siguiente problema de programacién entera.

minimizar x1 + x9
sujetoa  3xr; —3xy <2

3:61 - 3$2 Z 1 (33)
z >0
€ 72

Si aplicamos el algoritmo, obtenemos que la solucion del problema relajado LFP,, es
(x1,22) = (%,O)T con zy = % Posteriormente se derivan los problemas LP,, y LP,,
resultantes de anadir las restricciones 1 < 0y 21 > 1 respectivamente.

= LP, es infactible por ser 1 < —1.

= Para LP

> 1a solucién 6ptima del problema es (x1,z2) = (1, %)T con z,, = %.

Si seguimos iterando, se derivan los problemas LFP,, y LFP,, resultantes de anadir las
restricciones zo < 0y x9 > 1 respectivamente.

= LP,, es infactible.

T

= Para LP,, la solucién éptima del problema es (z1,22) = (3,1)7 con z,, = .

249

A medida que vayamos iterando, iremos obteniendo soluciones de la forma (n+ %, n)y
(n+1, n+%) para los problemas relajados, con valor creciente para la funciéon objetivo, pero
sin que el algoritmo pueda identificar que la regién factible es vacia; consecuentemente
podriamos seguir iterando el algoritmo indefinidamente.
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4. Problemas aplicados

Las principales fuentes consultadas para este capitulo han sido [8] y [9].

En esta seccion vamos a mostrar algunos ejemplos de problemas cldsicos cuya mo-
delizacion matematica dan pie a la formulacion de problemas de programacion lineal y
programacion entera.

4.1. Ejemplos de problemas de programacién lineal
4.1.1. Problema de la dieta

Una de las primeras aplicaciones conocidas del algoritmo del Simplex fue la determi-
nacioén de una dieta adecuada que fuera de menor coste. El problema de la dieta consiste
en determinar la dieta mas econémica que satisfaga las necesidades nutritivas minimas
bésicas para una persona o un grupo de personas.

Ejemplo 4.1. Supongamos que disponemos de n alimentos distintos con un precio ¢;
la unidad del alimento i-ésimo. Adema&s hay m ingredientes nutritivos bdsicos y, para
conseguir una dieta equilibrada, cada persona debe recibir al menos b; unidades del j-
ésimo elemento nutritivo por dia. Finalmente, se supone que cada unidad del alimento %
contiene aj; unidades del j-ésimo elemento nutritivo. Entonces, denominamos x; al nimero
de unidades del alimento i de la dieta. El problema consistird en seleccionar las x; para
minimizar el coste total. Esto es:

si,

aj; = Cantidad del nutriente j en el alimento 4, para j € {1,...,m}, i€ {1,...,n}
b; = Cantidad necesaria del nutriente j, para j € {1,...,m}

¢; = Coste unitario del alimento ¢, para i € {1,...,n}

x; = numero de unidades del alimento 4, para i € {1,...,n}.

Entonces el problema a resolver se corresponde con el programa lineal,

minimizar c1T1 + cxg + - - - + ey,
sujeto a a1171 + a12x2 + - -+ + 1Ty > by
a91x1 + agTe + -+ - + agp Ty > by

Am1T1 + AmaZ2 + - -+ + GppTy > by,
y x; >0, ie{l,...,n}.

El problema de la dieta tiene su particular interpretacion en el dual. Si consideramos el
problema que acabamos de describir como el primal, es decir con las restricciones Ax > b
y « > 0, el dual de este problema seria:

max ATh
sujeto a AA< T
A>0.

Este problema se corresponde por ejemplo, en el caso en que un farmacéutico que dispone
de m complementos vitaminicos distintos y una cantidad b; de cada complemento.
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El precio unitario del nutriente j es A;. El farmacéutico quiere maximizar los beneficios
asociados a la venta de complementos vitaminicos, pero debe asegurarse que los precios
sean competitivos con el de los alimentos que contienen al nutriente. Es decir, para cada
alimento i, el precio en complementos vitaminicos de sus nutrientes, ) je {17_._7m})\jaji no
puede ser superior al coste del alimento, ¢;.

Observaciéon 4.2. Ademés podriamos dar una interpretacion del teorema de holguras
complementarias. Supongamos por ejemplo que tenemos un par de éptimos z, AT del pri-
mal y dual respectivamente; entonces, si en el primal hay un nutriente que se produce por
encima de su nivel minimo (a(j):v > bj), entonces el precio del complemento correspon-
diente en el dual sera 0. Se podria interpretar como que ese nutriente se consigue ” gratis”.
De modo similar, si un complemento vitaminico tiene un precio > 0, la restricciéon en el
primal se verificard con igualdad ya que no puede ser que haya un exceso de nutriente en
el primal (el dual nos dice que "no es gratis”).

Por otro lado, si compramos un alimento en el primal, no puede ser que en el dual lo ”pro-
duzcamos mas baratocon los complementos; asi pues, si en el dual replicamostin alimento
por debajo de su coste primal, entonces en el primal no serd 6ptimo comprarlo.

4.2. Relaciones légicas con variables binarias

Antes de presentar alguno de los problemas cldsicos de la programacion entera vamos a
introducir el uso de variables binarias, a fin de modelar muchos tipos de relaciones logicas
entre variables y restricciones.

4.2.1. Produccién acotada

Supongamos que tenemos que decidir la cantidad a fabricar de un producto x;. Pode-
mos decidir si fabricarlo o no. En caso de hacerlo queremos que la cantidad este entre /;
y uj, con 0 < [; < uj. Una manera de modelar esto seria considerando la variable binaria
y; € {0,1} tal que:

~_ | 1 sise fabrica el producto j
Y771 0 sino se fabrica el producto j.

Las restricciones de produccién vendran dadas por
liyj < @
Tj < Ujy;-

Entonces si y; = 0, x; = 0. Si y; = 1 se cumple I; < z; < u;.

4.2.2. Costes fijos

Supongamos que tenemos una actividad z; que podemos realizar o no y que en caso
de realizar-la tiene un coste fijo f; y un coste variable ¢;. Por lo tanto el coste asociado
axzjes0sizj =0y f;+cjzjsixz; > 0. De nuevo una manera de modelar esto seria
considerando la variable binaria y; € {0,1} tal que:

- J 1 siserealiza la actividad j
977 0 sino se realiza la actividad j.
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Entonces el sumando correspondiente de la funcién objetivo seria f;y; + cjz;.

Observacién 4.3. Hay que evitar soluciones en las que y; = 0 y x; > 0. Para eso se
puede anadir la restriccién x; < My;, para M suficientemente grande. De esta forma nos
aseguramos que si y; = 1, x; no tenga ninguna restricciéon adicional, y que si y; = 0,
entonces se impondra z; = 0

4.2.3. Variables con una cantidad finita de valores

Supongamos que tenemos una variable z; que puede tomar una cantidad finita de
valores {v1,--- ,v;}. Entonces consideramos y;; variables binarias, con i € {1,--- ,l} tales

que
vii = 1 sixj=uw
" 0 si z; # v

como x; s6lo puede tomar uno de estos valores tendremos

l
Z yij =1.
=1

Por tltimo, la variable x; vendra dada por
l
Tj = Z ViYij
i=1

4.2.4. Restricciones sustitutas

Supongamos ahora que tenemos un problema en el que ha de cumplirse al menos una
de las dos siguientes restricciones

n
dic1 a1y < by
n
Zj:1a2j.%'j S b2

Esto se puede modelar a través de una variable binaria y tal que

| 0 siimponemos que se cumpla la primera restriccién
y 1 siimponemos que se cumpla la segunda restriccion,

y se introducen en el problema las siguientes dos restricciones:

b1 + My
b2+M(1_y)7

> i1 15T

<
Z}Ll azr; <

donde M > 0 es una constante lo suficientemente grande.

Veamos ahora el caso que dadas m restricciones queremos que se cumplan al menos k.
La formulacién pasaria por introducir m variables binarias y;, donde

| 0 siimponemos que se cumpla la i-ésima restriccion
Yi 1 si imponemos que se cumpla la i-ésima restriccion,
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En el problema habria que introducir las siguientes m restricciones

dimiary < b+ My
djopazxy < ba+ My

Z?:l AmjTj < bm+Mym7

acompanada de la restriccién

m
Zyi =m — k.
=1

4.3. Ejemplos de problemas de programacién Entera
4.3.1. El problema de la mochila

El problema de la mochila se puede formular como sigue:
Un excursionista debe decidir que cosas incluir en su mochila. Tiene n objetos entre los que
elegir y cada objeto tiene un peso p; y una utilidad u;. El excursionista quiere maximizar
la utilidad de la mochila que se encuentras sujeta a una restriccién, el peso de la mochila
P > 0. Se expresa el problema, de la forma que sigue:

n
maximizar g UjT;
Jj=1

n
sujeto a ijxj < P
i=1
x € {0,1}"
x; es una variable binaria que indica si el objeto entra en la mochila o no.

Observacion 4.4. Existen problemas relevantes de programacion entera que resultan ser
(casi) equivalente al problema de la mochila, como por ejemplo el problema de la suma
de subconjuntos. Dicho problema plantea la siguiente cuestion:

Dado un conjunto de nimeros S = {aj, as,...,a,} y otro nimero b, jexiste algin sub-
conjunto de S cuyos niimeros sumen exactamente b? Por ejemplo, si S = {2,5,16,4,7,28}
y b = 29, la respuesta és afirmativa puesto que 16 + 7 + 4 + 2 = 29. La formulacién del
problema es como sigue:

n
maximizar E a;x;

7j=1
n
sujeto a Zajxj < b
j=1
z € {0,1}"

Por tanto la equivalencia es casi inmediata??, y existird dicho subconjunto de S cuyos
elementos sumen b si y sélo si la soluciéon éptima del problema toma el valor b.

22Es suficiente considerar que los valores de los ntimeros representan tanto su peso como su utilidad y
que la mochila admite un peso b.
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4.3.2. Problemas de localizacion

Uno de los problemas clédsicos de la programacion entera, es el problema de localizacion.
Su desarrollo a lo largo del tiempo ha sido tal, que existen multiples versiones de este
problema. Presentamos a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 4.5. Supongamos que disponemos de una empresa con m potenciales ubicacio-
nes distintas en donde situar un almacén de distribucién para atender las demandas de
n clientes. El problema que se plantea, es decidir qué almacenes deberian abrirse y qué
cantidad de mercancias se deben enviar desde cada almacén a cada cliente.

Usando las variables binarias vistas en el apartado 4.2.2, tenemos:

~_ | 1 seabre el almacen de distribucion j
Y771 0 sino se abre el almacen de distribucién j.

Por otro lado w;; denota la cantidad de mercancias enviadas del almacén 7 al cliente
J, ¥ cij es el coste asociado a enviar una unidad de mercancia de i a j, y f;, el coste fijo
por abrir el almacén 1.

Ademsds, se debe tener en cuenta, que para cada cliente j, su demanda d; debe ser
realizada y no se pueden hacer envios desde almacenes no abiertos. Asi pues, con todo lo
descrito anteriormente, la formulacion del problema es la siguiente:

m n m
minimizar g E CijTij + g Jiyi
=1

i=1 j=1

m
sujeto a inj = d; jed{l,...,n}
i=1

n n
inj—yi Zdj < 0 ie{l,...,m}
i=1 j=1

Tij = 0 gje{l,....,m}, je{l,...,n}
yie {0,1} ie{l,...,m}

La funcién objetivo a minimizar contempla tanto los costes fijos asociados a los alma-
cenes abiertos como los costes de transporte entre almacén y cliente. Con la restriccion
Yoty xij = dj, se impone la demanda del cliente d;. Veamos ahora que pasa con las
variables vinarias:

= Siy; =0, el almacén i no abre, y entonces Z;‘L:1 x;5 < 0, no se envia nada desde el
almacén 1.

= Sigy; = 1, la restriccién establece que desde el almacén ¢ no se enviaran mas que la
suma de todas las demandas.
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5. Conclusiones

Una de las motivaciones principales que me ha llevado a realizar este trabajo es la
inmediata conexién entre lo practico y tedrico.

La profunda comprensién de la naturaleza algebraica del problema que plantea la
programacién lineal, ha permitido idear métodos para una resolucion muy eficiente en
general. El método del simplex es un claro ejemplo de ello, y que ademéas a dia de hoy
sigue siendo el gran referente para abordar este tipo de problemas no solo por su gran
utilidad sino por que también proporciona mucha informacién adicional relativa a la
solucién encontrada. Con el método del simplex se ha podido demostrar el teorema de
dualidad fuerte, que nos ha servido en gran medida para demostrar el teorema de las
holguras complementarias, y para el analisis de sensibilidad con el cual se ha visto como
pueden afectar las distintas variaciones de un problema de programacién lineal.

La importancia de disponer de un método como el del simplex, también se ha visto
reflejada en la programacién entera, ya que como hemos podido comprobar el método de
Branch and Bound resuelve versiones relajadas del problema inicial.

Este trabajo, de manera introductoria, alcanza el objetivo de establecer una base
rigurosa de conocimientos sobre la programacion lineal y entera a partir de la cual poder
seguir profundizando a nivel tedrico o desarrollar y implementar en la practica.
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