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Abstract

Fractal geometry is able to accurately describe many of the irregular and fragmented
shapes that surround us in nature. This work is focused on deterministic fractals generated
from iterated function systems, especially in fractal trees. The software created allows to
generate fractals, observe the main features and simulate elements of nature.

Resum

La geometria fractal és capac¢ de descriure amb precisié moltes de les formes irregulars i
fragmentades que ens envolten a la natura. Aquest treball se centra en els fractals de-
terministes generats a partir de sistemes iteratius de funcions, especialment en els arbres
fractals. Els programes creats permeten generar fractals, observar les principals carac-
teristiques i simular elements de la natura.
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1 La geometria fractal de la natura

L’any 1982, el matematic Benoit Mandelbrot publica Fractal geometry of nature i en la
introduccio fa la reflexié segiient:

Per qué sovint es descriu la geometria com una cosa freda i arida? Una de les raons
és per la seva incapacitat de descriure la forma d’un nidvol, una muntanya, una costa, un
arbre o un raig. Doncs perquée ni els nivols son esférics, ni les muntanyes coniques, ni
les costes circulars, ni el tronc d’un arbre cilindric, ni un raig rectilini.

Amb l'objectiu d’estudiar aquestes formes, indescriptibles de forma acurada només
amb la geometria classica, Mandelbrot va desenvolupar una nova geometria: la geometria
fractal. Com s’ha comentat anteriorment, aquesta permet descriure amb precisié moltes
de les formes irregulars i fragmentades que ens envolten a la natura com els exemples abans
donats i gracies a aixo s’ha convertit en poques decades en una eina multidisciplinaria
utilitzada per cientifics, metges, artistes, informatics o meteorolegs entre altres.

Tot i que la definicié formal es donara més endavant en el treball, podem definir
un fractal com un model matematic o un objecte real que repeteix la seva estructura
basica, fragmentada o aparentment irregular, en diferents escales. Aquesta caracteristica
es coneix com autosimilitud. Podem diferenciar dos tipus de fractals: els fractals artificials
i els fractals naturals. D’una banda els fractals artificials sén aquells models matematics
autosimilars en infinites escales, amb exemples tipics com la corva de Koch, el triangle de
Sierpinski o el conjunt de Cantor. D’altra, els fractals naturals son aquells objectes reals
que es poden descriure de forma aproximada i estadistica mitjancant la geometria fractal
pero la seva “autosimilitud” s’extén només en un cert rang d’escales, amb exemples de la
natura com els descrits abans.

I justament la curiositat per la gran quantitat d’aquests exemples que es poden observar
a la natura i les ganes de coneixer amb més profunditat les matematiques amagades sén
el motor d’aquesta memoria. El proposit d’aquest treball és fer un estudi de la geometria
fractal que s’amaga en una part concreta de la natura: la ramificacié de plantes i arbres.
Se centrara ’atencié en un tipus concret de fractals que s’anomenen arbres fractals o
fractal trees en angles. Per fer-ho, caldra primer un estudi dels fractals artificials que ens
servira de base per al posterior estudi dels fractals naturals amb 1’ajuda de programari
per crear-los.

Servint de motivacio, donem I'exemple segiient. Suposem que volem definir I’estructura
de branques d’un arbre. Dificilment podem definir-la amb la geometria classica perque
la quantitat de branques sovint és molt elevada i 'organitzacié complicada. En canvi, si
pensem en definir-la en termes de “la relacié entre les peces”, podem veure que la tasca
és molt més senzilla. Suposem que tenim una branca inicial i que al final d’aquesta es
creen tres branques de mida la meitat que la inicial en un cert angle. De nou, al final
de cada branca es tornen a crear tres noves branques de mida la meitat que ’anterior
en el mateix angle. Repetint el procés una série de vegades, es forma una estructura
curiosament similar a ’estructura de branques d’un arbre com la segiient:

YYYYY

Figura 1: Generacié d’un arbre fractal.



Estructura de la memoria

L’estructura de la memoria es divideix en tres parts principals: I’estudi teoric dels fractals,
la introduccié al programari utilitzat i I’explicacié dels diferents programes amb que es
generaran fractals.

L’estudi dels fractals artificials es duu a terme en I'apartat 2 de la memoria. Es
comenca definint 1’espai metric on viuen els fractals i demostrant la seva completesa. A
continuacid, es defineixen conceptes com les transformacions i les aplicacions contractives
que serveixen de base per definir els sistemes iteratius de funcions o IFS, moment en el
qual es dona una definicié rigorosa de fractal determinista. Seguidament es presenten
els dos algoritmes per calcular fractals a partir d’IFS i els conjunts de condensacid, que
serveixen per crear els arbres fractals. Per 1ltim, es demostra el Teorema del Collage i la
dependéncia continua dels fractals en els parametres.

L’apartat 3 centra ’atencid en el programari utilitzat per visualitzar fractals. Prime-
rament es mostra com es dibuixen objectes amb les biblioteques utilitzades, després es
fa una explicacié de les matematiques que fan de base del funcionament dels diferents
programes i, per acabar, s’analitza ’estructura general d’aquests i s’introdueix 1’objectiu
de cadascun.

En els quatre apartats segiients, del 4 al 7, es comenten els principals trets dels quatre
programes creats. Els dos primers permeten generar fractals artificials pels dos algoritmes
que es presenten a la part teorica, el tercer genera arbres fractals dos-dimensionals utilit-
zant un dels algoritmes anteriors i I'dltim permet crear arbres fractals tres-dimensionals
que simulen fractals naturals.

Als annexos es poden trobar alguns conceptes fonamentals que es donen per coneguts
a I'apartat 2, a més d’'una petita explicacié sobre la importancia de la illuminacié i les
textures en les visualitzacions 3D.



2 L’estudi dels fractals artificials

Com s’ha dit abans, els fractals artificials sén aquells objectes matematics que mantenen
la seva forma essencial per infinits canvis d’escala. En aquest apartat ens marquem
I'objectiu de donar una definicié rigurosa dels fractals artificials i trobar les principals
propietats i caracteristiques, centrant-nos principalment en els fractals deterministes o
creats sense aleatorietat. Per fer-ho, que millor que primer observar i sobretot apreciar
alguns exemples...

Figura 2: Exemples de fractals.



2.1 L’espai metric (77 (X),h)

Per comencar a estudiar els fractals, cal determinar I’espai on estudiar-los i dotar-lo d’una
metrica. De base treballarem en espais metrics (X, d) coneguts com (R2, Euclidiana).
Pero quan volem estudiar subconjunts “blanc-i-negre” de ’espai es torna natural introduir
Iespai 2.

Definicié 2.1. Sigui (X,d) un espai métric complet. Denotem per 7 (X) Uespai que té
per punts els subcongunts compactes no buits de X. Es a dir, 7(X) és la colleccid de tots
els subconjunts compactes no buits de X.

Per obtenir un espai metric, cal dotar aquest espai d’una metrica que mesuri la
distancia entre els elements del conjunt. Cal tenir en compte la dualitat seglient: si-
gui A € #(X) ens podrem referir a A com un subconjunt de I’espai metric (X, d) o bé
com un punt o element de l'espai metric (#(X), h) que definirem a continuacio.

Definicié 2.2. Sigui (X, d) un espai métric complet. Definim la distancia del punt x € X
al conjunt B € 7 (X) com

d(xz,B) = min{d(x,y) : y € B}.

Ben definida: Cal demostrar que sempre podem trobar un minim en el conjunt
{d(z,y) : y € B}. Veurem que és conseqiiéncia de que B € s (X) sigui un conjunt
compacte i no buit. Considerem la funcié f : B — R definida com

fly) =d(z,y) peratotz,y€ B.

Per la definicié de metrica se segueix que f és continua en veure-la com a transformacio
de l’espai metric (B, d) en I'espai metric (R, Euclidiana). Considerem P = Inf{f(y):y €
B}, el qual esta ben definit. Donat que 0 < f(y) < oo per a tot y € B, se segueix que P
és finit. Volem veure que existeix un punt y € B tal que d(z,y) = P. Com podem trobar
una successi6 infinita de punts {y, : n =1,2,3,...} C B tal que |f(y,) — P| < 1/n, per la
compacitat de B podem trobar una subsuccessié d’aquesta tal que tingui per limit ¢ € B.
Per la continuitat de f obtenim que f(¢) = P, com voliem veure.

Definicié 2.3. Sigui (X,d) un espai meétric complet. Definim la distancia del conjunt
A e H#(X) al conjunt B € 7 (X) com

d(A, B) = max{d(z,B) : v € A}.
Ben definida: De nou, utilitzant la compacitat de A i B, es pot demostrar que tal

distancia esta ben definida. En particular, que existeixen punts & € A i g € B tal que
d(A, B) = d(z,9).

Malgrat haver definit aixi la distancia, observem que d no pot ser una metrica en
(X)) perqué no compleix la propietat simetrica: siguin A, B € 5 (X), la distancia de
A a B no equival sempre a la distancia de B a A. Aquest fet motiva la definicié segiient:

Definicié 2.4. Sigui (X, d) un espai métric complet. Definim la distancia de Hausdorff
entre els punts A, B € 7 (X) com

h(A, B) = d(A, B) vV d(B, A)

on utilitzem la notacido x V y per denotar el mazim de dos nombres reals x i y.



Figura 3: Distancia de Hausdorff.

Per definicié i el que haviem vist anteriorment, h(A, B) = d(a,b) per a alguns a € A i
b € B. A més, aquesta distancia si que forma una metrica com voliem.

Proposicié 2.5. Sigui (X,d) un espai métric, aleshores (7 (X),h) és un espai métric.
Demostracié: Cal demostrar que h és una metrica en J(X).

(i) h(A,B) = h(B,A) VA,B € #(X): Siguin A,B € #(X), h(A,B) = d(A,B) V
d(B,A) =d(B,A)Vd(A,B) =h(B,A).

(i) 0 < h(A,B) < o0 VA,B € #(X),A # B: Siguin A,B € ' (X), tenim
h(A,B) = d(a,b) per a alguns a € Aib € B i aleshores 0 < h(A,B) < oc.
Pero, com A # B, existeix a € A tal que a ¢ B i tenim h(A, B) > d(a, B) > 0.

(iii) h(A,A) =0 VA € #(X): Sigui A € (X)), h(A,A) = d(A,A) Vd(AA) =
d(A, A) = max{d(z, A) : v € A} = max{min{d(z,y) :y € A} : x € A} =0.

(iv) h(A,B) < h(A,C)+h(C,B) VA,B,C € 7 (X): Siguin A, B,C € 2 (X). Primer
cal veure d(A, B) < d(A,C) +d(C,B). Per a a € A qualsevol

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}
< min{d(a,c) +d(c,b) : b€ B}Ve e C
= d(a,c) + min{d(c,b) : b € B} Ve € C.
Si es compleix per a tot punt ¢ € C en concret es compleix per a un dels punts més

propers a a, és a dir, es compleix per a ¢ € {c € C : d(a,c) = min{d(a,c) : c € C}}.
Aixi doncs

d(a, B) <d(a,c) +min{d(,b) : b € B}
=min{d(a,c) : c € C} + min{d(c,b) : b € B}
< min{d(a,c) : c € C} + max{min{d(c,b) : b€ B} : c€ C}
=d(a,C)+d(C, B).
Com és valid per a tot a € A, tenim d(A, B) < d(A,C) + d(C, B). Analogament
obtenim d(B, A) < d(B,C) + d(C, A). Llavors
h(A,B) =d(A,B) vd(B,A) < (d(A,C)+d(C,B)) Vv (d(B,C) + d(C, A))
<d(A,C)Vvd(C,A)+d(B,C)Vvd(C,B)=h(A,C)+ h(C,B).

Per tant, (7 (X),h) és un espai metric i 'anomenarem 'espai dels fractals. De
moment, definirem un fractal com qualsevol subconjunt d’aquest espai metric.



2.2 La completitud de ’espai metric (J7(X),h)

Si parem per un moment a pensar en la creacié d’un fractal artificial com el triangle
de Sierpinski, ens adonem que el que definim com a fractal és el limit d’una successi6
d’elements de espai (J7(X)),h). D’aqui doncs sorgeix la necessitat de preguntar-nos
si aquesta successié té limit i si aquest limit pertany o no al mateix espai. Aixi doncs,
Pobjectiu d’aquest subapartat és establir que I'espai de fractals (#°(X)), h) és un espai
metric complet i caracteritzar les successions convergents en .#°(X). Calen dos lemes
inicials per aconseguir-ho.

Lema 2.6. Siguin A, B € 5(X) on (X,d) és un espai métric i e > 0. Aleshores
hA,B)<e=ACB+eiBCA+e

on considerem la dilatacié d’un subconjunt S C X per la bola de radi e com S+¢e={y €
X:d(z,y) <€ peraxeS}.

Demostracié: Demostrem primer d(A,B) < e < A C B+ ¢e. Suposem d(A, B) < ¢,
aleshores max{d(a, B) : a € A} < ¢, que implica d(a, B) < € per a tot a € A. Aleshores
per a tot a € A es compleix a € B + € i, per tant, A C B + € com voliem demostrar.
Per demostrar la implicacié contraria, suposem A C B + €. Volem veure que d(A, B) =
max{d(a,B) : a € A} < e. Sigui a € A qualsevol, per hipotesi existeix b € B tal que
d(a,b) < € i aleshores d(a, B) < € per a cada a € A. Per tant, d(A4, B) < e com voliem
demostrar. Un cop tenim aquesta doble implicacié és facil veure que es compleix el lema
per la definicié de la metrica de Hausdorff: h(A, B) = d(A, B) V d(B, A).

Lema 2.7. (Lema de l’extensid). Siguin (X,d) un espai métric complet, {A, : n =
1,2,...,00} una successié de Cauchy de punts en (H(X),h) i {n;}32, una successio
d’enters tal que 0 < np <ng <ng < ---.

Suposem que tenim una successié de Cauchy {rn; € An, 1 j =1,2,3,...} en (X,d).
Aleshores existeiz una successid de Cauchy {Zn € Ap :n = 1,2,...} tal que Tpn; = Tn,
per atot 3 =1,2,3,....

Figura 4: Principi d’una successié de Cauchy de conjunts {4, } de (5 (X),h) i subsuc-
cessié de punts {z,,} pertanyents a una subsuccessi dels conjunts.

Demostracié: Per demostrar-ho, construirem primer una successié {Z, € 4, : n =
1,2,...} iseguidament veurem que compleix les condicions desitjades i que és de Cauchy.



Per acadan € {1,2,...,n1} escollim &, € {x € Ay, : d(x,xy,) = d(zp,, An)}, és a dir,
Zy, és el punt més proper (o un dels més propers) de A4,, al punt z,,,. La existeéncia d’aquest
punt ve donada per la compacitat de A,. De forma similar, per a cada j € {1,2,3,...} i
peran € {n;+1,...,n;.1} escollim T, € {x € Ay, : d(x,2p;) = d(2n;, An)}-

Ara observem que la successié {Z,} és de fet una extensié de {z,,} en {A,}, per a
complir-se T, =z, pera j=1,2,3,... 1%, € A, peran=1,2,.... Només falta veure
que és de Cauchy, és a dir, per a € > 0 existeix N > 0 tal que per a m,n > N es compleix
d(Tpm,T,) < €. Considerem doncs € > 0. Per hipotesi, com {z,;} és una successié
de Cauchy de punts en (X,d), tenim que existeix N; > 0 tal que per a nj,n; > N;
es compleix d(zy,,ry,) < €¢/3. També per hipotesi, com {A, : n = 1,2,...,00} és
una successié de Cauchy de punts en ((X),h), tenim que existeix No > 0 tal que
per a m,n > Ny es compleix h(A,,, A,) < €/3 i, en conseqiiencia, d(An,,A,) < €/3.
Considerant N = max{Nj, N2}, tenim

(T, Tn) < d(Tm, xnj) + d(xnj ) $nk) + d(ﬂ?nk, Tp)
onm € {n;_1+1,...,n;}in € {ng_1,...,n,}. Fixem-nos que, per com haviem escollit
Ty, tenim d(Tp, Tn;) = d(Tn,;, Apn) < maz{d(z, Ay) @ v € Ay} = d(Ay,, Ap) < €/3.
Aixi doncs, d(Zm, Tn,) < €/3 i de forma analoga d(zn,, Tn) < €/3, obtenint d(Z,, Z,) < €

per a m,n > N com voliem.

Teorema 2.8. (La completitud de l’espai de fractals). Sigui (X,d) un espai métric
complet. Aleshores (H(X),h) és un espai métric complet. A més a més, si {A, €
H(X) o2, és una successio de Cauchy aleshores

A= lim A, € #(X).

n—o0

Es pot caracteritzar A com

A ={z € X : existeix una successié {x, € A,} que convergeix a x}.

Demostracid: Per demostrar que (J7(X),h) és un espai metric complet ens falta
veure que tota successié de Cauchy {4, € J(X)}72, té limit A € 7(X). Per fer-ho,
considerem {A,} una successié6 de Cauchy en #(X) i A com s’ha definit al teorema.
Partim la demostracié en cinc parts, sent la tercera part essencial de les segiients:

(i) A#0.

(ii) A tancat.

)
)
(iii) per a € > 0 exiteix N > 0 tal que peran > N, AC A, +e.
(iv) A totalment fitat.

)

(v) Lim A, = A.

A partir de (ii) i (iv) s’obté que A és compacte i, com també és no buit per (i), obtenim
que A € (X)), part de la cosa que voliem demostrar.
Demostracié de (i): Cal provar 'existencia d’una successié de Cauchy {a; € A;} en X

que convergeix a a € X. Pel fet que {A,} és una successié de Cauchy en ' (X), podem
trobar una successio d’enters positius N; < No < N3 < -+ < N, < --- tal que

h(Apm, Ap) < per a m,n > Nj.

02| =



Escollim zy, € An,. Com h(An,,An,) < 3 podem trobar un zy, € Ap, tal que
d(zn,,zN,) < % Suposem haver escollit una successié finita zn, € An;; 1 = 1,2,...,k
per la qual d(zn, ,,zn,) < 1/2071. Gracies a que h(An,, An,,,) < 1/28 i a2y, € Ay,
podem trobar zy,,, € An,,, tal que d(zn,,zn,,,) < 1/2%. Per induccié, podem trobar
una successio infinita zy, € Ay, tal que d(zn;, zn,,,) < 1/2'. Per veure que {zy,} és
una successié de Cauchy en X, considerem e > 0 i escollim N, tal que y ;2 N1 /2t < e.
Aleshores per a n > m > N, tenim

o0

1
d(me, '/L‘Nn) S d(me7me+l) + T + d(an—17'TNn) < Z ? < €.
i=Ne
Pel lema d’extensi6, podem extendre la successié a una altra successié de Cauchy {a; € A;}
tal que ay, = zn,. Aleshores existeix Lim a; i per definicié pertany a A. Per tant, A # (.

Demostracié de (ii): Cal demostrar que sigui {a; € A} una successié que convergeix
a un punt a, tal punt pertany a A. D’una banda, per hipotesi existeix una succesio
creixent d’enters positius {NV;}32; tal que d(an;,a) < 1/i. D’altra banda, per definicié
dels elements d’A, per a cada enter positiu i existeix una successié {z;, € A,} tal
que lim, oo i, = a;. Gracies a aix0 podem trobar una succesié d’enters {m;} tal
que d(TN, m;,an;) < 1/, és a dir, d(zn, my,an,) < 1, d(@Nymso,an,) < 1/2, ete. Aixi
doncs, tenim d(zn, m,,a) < 2/i. Considerant doncs ym, = TN, m, veilem que ypm,, € Ay, i
lim; 00 Ym; = a. Pel lema d’extensid, {ym,} es pot extendre a una successié convergent
{zi € A;} que tindra també limit a € A. Per tant, A és tancat.

Demostracié de (iii): Cal demostrar que per a € > 0 existeix N > 0 tal que per a
n> N, AC A, +e Considerem € > 0. Per ser {4,,} successié de Cauchy, existeix N > 0
tal que per a m,n > N es compleix h(A4,,, A,) < €. Fixant n > N, per a m > n tenim
doncs A,, C A, + €. Volem veure que la propietat és valida al limit també, és a dir,
A C A, + e. Per fer-ho, considerem a € A i veurem que pertany a A, + €. Tenim per
definicié d’A que existeix una successié {a; € A;} que convergeix a a. Suposem que la
N és també suficientment gran en complir-se que d(an,,a) < € per a m > N. Aleshores
am € Ay + € degut a que A, C A, + €. I ara com A, és compacte, es pot demostrar que
A, + € és tancat. Llavors com a,, € A, + € per a tot m > N, a també pertany a A, + €.
Per tant, A C A, + € per a n suficientment gran.

Demostracié de (iv): Suposem que A no és totalment fitat. Aleshores per alguna
e > 0 no existeix una e-xarxa finita. Podem trobar una successié {z;};°; en A tal que
d(z;,z;) > € per a i # j. Veurem que aix0 arriba a contradiccié. Per (iii) existeix una n
suficientment gran tal que A C A,, +¢/3. Per a cada x; de la successié podem trobar una
corresponent y; € A, per la qual d(x;,y;) < €¢/3. Ara bé, com A, és compacte, alguna
subsuccessié {yn, } de {y;} convergeix i en conseqiiencia sera de Cauchy, pel que podem
trobar punts de la successié {yn,} tan a prop com volem. En particular, podem trobar
dos punts yn, i yn, tal que d(yn,;,yn,;) < €/3. Pero aleshores

€ € €
d({lfm,.fnj) < d(xmaym) + d(ym?ynj) + d(ynj?xnj) < g + § + g

i tenim una contradiccié amb la manera en que s’havia definit {z,,}. Per tant, A és

totalment fitat.

Demostracié de (v): Pel raonament fet a la demostracié principal tenim que A €
0 (X). Cal veure Lim A,, = A, per definicié, donat € > 0 existeix N > 0 tal que Vn > N
es compleix h(A,, A) < ¢, o equivalentment, A, C A+ei A C A, +¢e. Donat que la segona



inclusiod ja I’hem demostrat, només cal veure que sigui € > 0 existeix N > 0 tal que Vn > N
es compleix A, C A+ e. Considerem € > 0 qualsevol. Pel fet que {4,} és una succesi6
de Cauchy, podem trobar N > 0 tal que per a n,m > N h(A,,, A,) < ¢/2. Aleshores
per a m,n > N, A, C A,, +¢/2. Sigui n > N, de la mateixa manera podem trobar
que existeix una succesié d’enters {N;} complint n < N3 < Ny < ... < N < ... tal que
per a m,k > Nj es té A, C Ag + ¢/2771. Fixem-nos que aix{ obtenim A, C Ay, +¢€/2,
AN, C AN, +¢/2%, ... Sigui y € A, existeix zy, € Ay, tal que d(y,zy,) < €/2. També
existeix zy, € Ay, tal que d(zn,,7N,) < €/22. De forma similar per induccié podem
trobar una successié Tn,, TN,, TN;,- .. tal que TN; € An]. i d(xNj,:anH) < e/2j+1. Aixi
obtenim que {zy;} és una successié de Cauchy i, en conseqiiencia, que té limit » € A.
Utilitzant la desigualtat triangular uns quants cops podem veure

M

€
dly,zn;) < s+ 5 + -

°°1
22 5

< e per atot j.

Oo\m

€
2 —

Com d(y,zn;) < ¢, també d(y,x) < € i obtenim aixi que A, C A+e¢ per an > N. Aixo
completa la demostracié que Lim A,, = A i conseqiilentment que (s (X)), h) és un espai
metric complet.

Tot plegat, hem demostrat que tota successié de Cauchy en 'espai dels fractals (7 (X),
h) convergeix i el limit es troba també en aquest espai. Aixd ens permet dir que allo que en-
tenem de moment com a fractal, el limit d’una successi6 d’elements de l'espai (#(X)), h),
pertany també a l'espai de fractals.

2.3 Transformacions

En aquest punt, I’objectiu és coneixer diferents tipus de transformacions que ens permetin
crear les successions d’elements de 'espai de fractals ((X),h). Per fer-ho, definirem
primer les transformacions en l’espai base (X,d) i poc a poc estendrem els resultats a
I'espai de fractals.

Definicié 2.9. Sigui (X,d) un espai métric. Una transformacid en X és una funcio
f+ X — X que assigna un unic punt f(x) € X a cada punt x € X. Si S C X aleshores
f(S)={f(x):x € S}. Direm que:

e [ és injectiva si per a x,y € X complint f(x) = f(y) aleshores x = y.
o fés exhaustiva si f(X) = X.

e f és bijectiva o invertible si és injectiva i exhaustiva alhora.

Si f és invertible és possible definir la transformacid inversa f~': X — X per f~1(y) =
on x € X és l'inic punt complint y = f(x).

Sigui f : X — X una transformacié en un espai metric. Les iteracions endavant de f
son les transformacions f°" : X — X definides per f°0(z) = z, f°!(x) = f(z), f°%(z) =
f(f@),..., o0+t (z) = fo(f™x)) peran =0,1,,2,.... Si f és invertible, es poden
definir les iteracions enrere de f com les transformacions fo(~™)(z) : X — X definides
com oV (z) = f~Y(x), fFE™(z) = (fo) " (z) peram =1,2,3,....

De transformacions en podem trobar de molt diferents segons I’espai en el qual s’estigui
treballant. Alguns exemples podrien ser: transformacions polinomials en la recta real,



transformacions afins en el pla euclidia o les transformacions de Mobius en 'esfera de
Riemann. Cal remarcar que, en la geometria fractal determinista, es posa el focus en
aquells subconjunts “complicats” de l'espai generats per transformacions “senzilles” de
'espai en si mateix. Com centrarem l'interés en I'espai (R?, Euclidiana), presentem les
transformacions segiients:

Definicié 2.10. Una transformacié w : R — R? de la forma
w(zy,x2) = (ax1 + bro + €, cxy + dxg + f)

on a,b,c,d,e i f son nombres reals, s’anomena una transformacio afi dos-dimensional.
Sovint utilitzem la notacio equivalent

o= (5)= () () ¢ () e

Aix{ doncs, la transformaci6 aff general w(r) = Az+t en R? consisteix en una transfor-
macié lineal, A, que deforma ’espai en relacié amb 'origen que es manté fix, seguida d’una
translacié especificada pel vector ¢. La matriu A es pot escriure sempre en coordenades

polars de la forma
a b\ (ricosfy —rasinfs
¢ d) \risinfy 79cosfy
on (r1,601) sén les coordenades polars del punt (a,c) i (re, 82 + 7/2) les del punt (b, d).

La combinacié de diferents transformacions lineals basiques com la rotacié d’angle 6
Ry, lescalat S, o la reflexié R (amb les matrius segiients) o altres transformacions lineals
juntament amb les translacions donen lloc a moltes transformacions afins.

cosf —sinb vy, O (1 0
By = (sin9 cos 0 > S0 = (0 vy> r= (O —1)
2.4 Teorema de I’aplicacié contractiva

La varietat de transformacions que es poden dur a terme en un espai donat és molt gran.
No obstant, en la geometria fractal ens interessa un tipus de transformacions concret, les
transformacions contractives, aquelles que apropen els punts de ’espai en cada iteracio.

Definicié 2.11. Una transformacio f : X — X en un espai métric (X,d) s’anomena
contractiva o aplicacio contractiva si existeix una constant 0 < s < 1 tal que

d(f(z), fly)) < sd(x,y)Ve,y € X.

Tal nombre s s’anomena factor de contraccid de f.

Fixem-nos que pel moment ens restringim a l’espai base. Aquestes transformacions
sén d’especial interes pel teorema segiient, també conegut com a Teorema del punt fix de
Banach, que garanteix ’existéncia i unicitat de punts fixos de certes funcions en espais
metrics i déna un metode per trobar-los.

Teorema 2.12. (Teorema de l’aplicacid contractiva) Sigui f : X — X una aplicacid
contractiva en un espai métric complet (X, d). Aleshores f posseeir exactament un punt
firxy € X iamésaméspera qualsevol punt x € X, la successio { f°"(x) :n =0,1,2,...}
CONVETGELT a X f. Es a dir,

lim f°"(z) =z pera cadax e X.

n—oo
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Demostracio: Dividim la demostracié en tres parts:

1. La successi6 {f°"} té limit en X. Si veiem que {f°"} és una successié de Cauchy,
en ser X complet, tindrem que la successié té limit x; € X. Sigui x € X. Siguin
z € Xi0 < s <1 un factor de contraccié de f. Facilment podem veure que es
compleix

d(f" (@), £ (@) < s™d (@, o) (@)

per a tot m,n = 0,1,2,... per a x fixada. La notacié u A v denota el minim del
parell de nombres reals u i v. També podem veure que

d(z, ["(2)) < d(, f(2)) + d(f (), [P (@) + -+ d(f7FD (@), 2 (2)
< (ts+s? 4+ " d(e, f(2)
< (1—s)7d(z, f(2))
aprofitant la suma de la serie geometrica. Tot plegat obtenim
d(f°" (), o (x)) < 8™ = s)"d(z, f (@)

. on o) , .2 .
de la qual cosa es dedueix que f°"(x),” és una successié de Cauchy ja que com
més iteracions es fan més petita és la distancia. Per tant, com X és complet, la
successio té limit zy € X, és a dir,

lim f°"(x) = xy.

n—oo

2. zy és un punt fix de f. Tenim f és contractiva i aleshores continua, per tant:

flag) = (lim f(@)) = Tim 20 (@) = o

n—o0

3. xy és I'inic punt fix. Suposem que hi ha dos punts fixos z; i yy de f. Aleshores
Ty = f(fo) Ly = f(yf) i tenim

d(zs,yp) = d(f(zs), fyr) < s d(zg,yy).

Pero llavors (1 —s) d(xf,yr) < 0 que implica d(z,ys) = 0 i per tant ¢ = yy. Aixo
finalitza la demostracio.

2.5 Aplicacions contractives a ’espai de fractals

L’objectiu d’aquest subapartat és estendre aquests ultims resultats, referents a les aplica-
cions contractives i al teorema de I’aplicacié contractiva, de I’espai base (X, d) a I'espai
de fractals (s (X),h). Primerament, cal caracteritzar les aplicacions contractives en
(A(X),h) iho farem amb els tres lemes segiients.

Lema 2.13. Sigui w : X — X una aplicacié contractiva en 'espai métric (X, d). Ales-
hores w €és continua.

Demostracid: Sigui € > 0 donat. Considerant s el factor de contraccié de w, aleshores
d(w(z), w(y)) < s d(x,y) <e

sempre que d(z,y) < 6 on § = €/s. Aixo completa la demostracio.

11



Lema 2.14. Sigui w : X — X una aplicacid contractiva en espai meétric (X, d). Ales-
hores w envia € (X) en si mateiz.

Demostracid: Sigui S un subconjunt no buit de X. Clarament w(S) = {w(z) : © €
S} és no buit. Volem veure que w(S) és també compacte. Sigui {y, = w(z,)} una
successié de punts en S. Aleshores {z,} és una successi6 infinita de punts en S. Com
S és compacte, existeix una subsuccesié {zy, } que convergeix a un punt & € S. Pero
aleshores la continuitat de w implica que {yn, = w(zn,)} és una subsuccessi6 de {y,}
que convergeix a y = f(Z) € w(S).

Lema 2.15. Sigui w : X — X una aplicacié contractiva en un espai métric (X,d) amb
factor de contraccio s. Aleshores w : 7 (X) — 7 (X) definida com

w(B) ={w(z) :z € B} VB e #(X)

és una aplicacié contractiva en (A (X),h) amb factor de contraccid s.

Demostracio: Pels dos lemes anteriors tenim que w : X — X és continua i també
que w envia (X)) en si mateix. Per com s’ha definit w, es té que w : J(X) —
(X)) assigna un tnic punt w(B) € #(X) a cada punt B € (X)) i per tant és una
transformaci6 en ((X), h). Falta veure que és contractiva en aquest espai metric amb
factor de contraccié s. Siguin B,C € (X)), aleshores

d(w(B),w(C)) = max{min{d(w(x),w(y)) : y € C} : x € B}
<max{min{s d(z,y) :y € C}:x € B} =sd(B,C).
De forma similar d(w(C),w(B)) < s d(C, B) Aixi doncs
h(w(B),w(C)) = d(w(B),w(C)) Vd(w(C),w(B)) < sd(B,C) Vv d(C,B)
=s h(B,C)
obtenint h(w(B),w(C)) < s h(B,C) com voliem demostrar.

El lema segiient ens déna un metode important per combinar aplicacions contractives
en (J(X),h) per tal de crear noves aplicacions contractives del mateix espai metric.
Aquest metode és diferent del tipic metode de composicid.

Lema 2.16. Siguin (X, d) un espai métric, {wy, : n = 1,2, ..., N} aplicacions contractives
en (H(X),h) i sy el factor de contraccié de wy, per a totn. Definim W : 7 (X) — H#(X)

per
N

W(B) = wi(B) Uwy(B) U+ wy(B) = | Jwn(B) per a B € #(X).
n=1
Aleshores W és una aplicacié contractiva amb factor de contraccié s = max{s, : n =
1,2,...,N}.

Demostracio: Tenim que W és una transformacioé per definir-se a partir de les diferents
Wnp, que sén transformacions. Cal demostrar doncs la contractivitat de W. Demostrarem
que és cert per a N = 2 i utilitzarem que per a tot B,C,D,E € % (X) es compleix
h(BUC, DUE) < h(B,D)Vh(C, E) on h és la metrica de Hausdorff. Siguin B, C € .77 (X),
observem que es compleix

h(W(B)W (C)) = h(w1(B) Uwsz(B), w1(C) Uwsz(C))
< h(wi (B), wi(C)) V h(ws(B), ws(C))
<s1 h(B,C)V sy h(B,C) <sh(B,C).

12



Un argument inductiu completaria la demostracié.

Ara si, tot plegat ens dirigeix a definir la construccié matematica segiient i arribar al
resultat buscat.

Definicio 2.17. Un sistema iterativ de funcions consisteix en un espai metric complet
(X, d) juntament amb un conjunt finit d’aplicacions contractives w,, : X — X amb res-

pectius factors de contraccié s, per a n = 1,2,...,N. L’abreviacic IFS ve donada
per langlés “Iterated Function System”. La notacié per UIFS anunciat és {X; w,,n =
1,2,...,N} i el seu factor de contraccid és s = max{s, :n=1,2,...,N}.

Al llarg de la memoria denotem per afinitats cadascuna de les aplicacions contractives
que formen un IFS.

Teorema 2.18. Sigui { X;w,,n =1,2,..., N} un sistema iteratiu de funcions amb factor
de contraccio s. Aleshores la transformacio W : 7 (X) — 7 (X) definida com

N
W(B) = U wn(B) per a tot B € 7 (X)
n=1

és una aplicacié contractiva en 'espai metric complet (€ (X),h) amb factor de contraccid
s. Bs a dir,
h(W(B),W(C)) < s h(B,C) peratot B,C € 7 (X).

Pel teorema de Uaplicacid contractiva, el seu unic punt fix, A € A (X), compleiz
N
A=W(A) = [ wa(4)
n=1
i ve donat per A = lim W (B) per a tot B € 7 (X).
n—oo

Demostracio: La demostracié ve donada clarament pels resultats previs al teorema.

Definicié 2.19. El punt fir A € (X)) descrit al teorema anterior s’anomena atractor
de U'IFS.

I ara si, podem definir un fractal determinista com I'atractor d’un IFS, és a dir, el
punt fix d'una aplicacié contractiva en (' (X)), h) sota certes condicions respecte 1’espai
(X,d) i les aplicacions contractives implicades.

22 225 11

Figura 5: Diferents iteracions de ’algoritme determinista per un mateix IFS i diferents
elements inicials.

La unicitat de 'atractor d’un IFS es mostra a la Figura 5 on s’utilitza un dels algoritmes
descrits al proper apartat per crear fractals donat un IFS. Es pot veure, tant sols observant
algunes de les primeres iteracions, com el punt fix de I'IF'S no depen del punt o element de
I’espai de fractals escollit inicialment, en aquests casos un cercle, un triangle i un quadrat.

13



2.6 Dos algoritmes per calcular fractals a partir d’IFS

Un cop definits els fractals, dedicarem la nostra atencié a trobar la manera de generar-los.
Ens centrarem en IFS de la forma {R?,w; : i = 1,2,..., N}, pel que les seves afinitats
seran de la forma que haviem vist en les transformacions,

mtry = ()= (2 2) () + (7).

i per tant s’expressen en taules com la segiient, concretament aquesta representa 'TF'S de
I’anterior subapartat que té cinc afinitats:

w| a b c d e f
110.33 0 0 033 0 0
2 1033 0 0 033 0 0.33
3 10.33 0 0 0.33 0 0.66
41029 013 -0.13 029 0 0.33
51029 -0.13 0.13 029 0 0.66

Vet aqui dos algoritmes per representar imatges dels atractors d’IFS en un ordinador.

1. Algoritme determinista: utilitzant el resultat del teorema anterior, es basa en la
idea de calcular directament una successié de conjunts {A, : W°"(A)} comengant
per un conjunt inicial Ag.

Sigui {X; wy,ws,...,wx} un IFS. Escollim un conjunt compacte Ag C X. Alesho-
res calculem successivament A, = W°"(A) mitjancant

N
Api1 = U wj(A,) peran=1,2,...
j=1

Aixd construeix una successié {A, : n = 0,1,2,3,...} C H#(X). Pel teorema
anterior la successié { A, } convergeix a l’atractor de I'IF'S en la metrica de Hausdorft.

Seguidament un exemple de les primeres iteracions d’aquest algoritme. En aquest
cas, a simple vista rapidament el resultat s’aproxima a ’atractor.

Figura 6: Exemple de les primeres iteracions de I'algoritme determinista.

2. Algoritme d’iteracié aleatoria: es basa en la idea de calcular directament una
successi6é de punts {x,}52, comengant per un punt inicial zo i escollint cada cop
una aplicacié w, per an =1,2,..., N aleatoriament amb certes probabilitats.

Sigui {X;wy,ws,...,wy} un IFS, on s’assigna una probabilitat p; > 0 a cada w;
perai = 1,2,..., N amb vazl p; = 1. Escollim zp € X. Aleshores calculem
recursivament, de forma independent,

xn € {wr(Tp—1,wa(Tp-1),...,wNn(zn—1)} peran=1,23,...
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on la probabilitat de z,, = w;(x,—1) és p;. Aix0 construeix una successié {z, :
n=0,1,2,3,...} € X. La successi6é {x,} “convergeix” a l'atractor de I'IFS sota
diverses condicions que s’estudien en detall en la teoria ergodica (dedicada a 'estudi
del comportament mitja a llarg termini dels sistemes dinamics). Tals probabilitats
juguen un paper molt important a ’hora de dibuixar fractals amb aquest algoritme.

Aprofitant que el factor d’escala amb queé una transformacié afi canvia d’area ve
donat pel determinant de la seva part lineal, les probabilitats es poden prendre
aproximadament:

| det A;| |aidi — bici
N TN
> it ldet Al >0 fajd; — bicyl

En el cas que algun dels determinants sigui nul, cal assignar un nombre positiu petit
com 0.001.

pi = oni=1,2,...,N. (2.1)

A continuacié un exemple que mostra els diferents resultats que s’obtenen en uti-
litzar ’algoritme d’iteracié aleatoria en un mateix IFS en augmentar el nombre
d’iteracions.

Figura 7: Exemple de diferents nombres d’iteracions de ’algoritme determinista.

2.7 Conjunts de condensaci6

No obstant, aquests dos algoritmes no ens permeten crear ’arbre fractal que es va presen-
tar a la introduccié. Si pensem en aquest com part d’un IFS, podem pensar que aquest
esta format per dues transformacions que redueixen la mida de ’arbre, el traslladen a
la part superior del tronc i el roten cadascuna amb un angle diferent. No obstant, ens
faltaria definir d’alguna manera el tronc... Per fer-ho, presentarem en aquesta seccié una
altra forma de crear aplicacions contractives en (7 (X),h) que ens sera ttil per crear
arbres fractals i donarem els corresponents resultats, que seran analegs als anteriors.

Definicié 2.20. Siguin (X, d) un espai métric i C € 7 (X). Definim una transformacio
wo : H(X) = A (X) per wo(B) = C per a tot B € 7 (X). Aleshores wy s’anomena
transformacié de condensacio i C s’anomena el conjunt de condensacio associat a wy.

Observem que la transformacié de condensacié wg : (X ) — (X)) és una aplicacié
contractiva en l'espai metric (o (X)), h) amb factor de contraccié igual a zero i posseix un
Unic punt, el mateix conjunt de condensaci6é. En afegir una transformacié de condensacid
a un IFS obtenim un IFS amb condensacid, que compleix clarament el Teorema 2.18
analeg. Per crear I'arbre que voliem, només caldra afegir una tercera transformacié que
sigui de condensacio al tronc inicial.
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Definicié 2.21. Siguin {X;wi,ws,...,wx} un IFS amb factor de contraccio 0 < s <14
wo : H(X) = H(X) una transformacid de condensacié. Aleshores {X;wg, w1, ..., wN}
s’anomena sistema iteratiu de funcions (IFS) amb condensacio, amb factor de contraccid
s.

Teorema 2.22. Sigui {X;w,,n = 0,1,2,..., N} un sistema iteratiu de funcions amb
condensacid, amb factor de contraccié s. Aleshores la transformacio W : 7 (X) — #(X)

definida com
N

W(B) = U wp(B) per a tot B € 7(X)
n=0
és una aplicacié contractiva en l'espai metric complet (€ (X), h) amb factor de contraccid
s. Bs a dir,
h(W(B),W(C)) < s h(B,C) peratot B,C € 7 (X).

Pel teorema de Uaplicacid contractiva, el seu inic punt fix, A € A (X), compleiz

N
A=W(4) = [ waa)

n=0

i ve donat per A = lim W°"(B) per a tot B € 7 (X).
n—oo

Aprofitant aquest nou metode, ara si que podem generar arbres fractals dos-dimensio-
nals de molts tipus. A la Figura 8 es poden observar algunes mostres que exemplifiquen
la varietat de formes i figures que es poden crear amb aquest tipus d’IFS en variar els
parametres com el nombre de branques, la mida d’aquestes, els angles, etc.

Figura 8: Arbres fractals dos-dimensionals.

2.8 Fractals amb I’ajuda del Teorema del Collage

En aquest punt sabem com obtenir atractor d’un IFS donat. El resultat segiient ens
permetra dur a terme el procés invers: obtenir un IFS amb atractor proper a un conjunt
donat.

Teorema 2.23. Sigui (X, d) un espai métric complet, L € 7(X) i€ > 0 donat. Escollim

un IFS (o IFS amb condensacid) { X; (w,), w1, ws, ..., wy} amb factor de contraccié 0 <
s <1 tal que
N
h|L, U wp(L) | <€
n=1
(n=0)



on h és la métrica de Hausdorff. Aleshores
B(L,A) < e/(1— )

on A és Uatractor de I'IFS. Equivalentment

C =

h(L,A) < (1—s)"'h|L, wp (L) per a tot L € 7(X).

n
n

O

(n=0)

Demostracio: Ve donada pel lema segiient.

Lema 2.24. Siguin (X,d) un espai métric complet, f : X — X una aplicacid contractiva
amb factor de contraccié 0 < s <1 ixy € X el punt fix de f. Aleshores

d(z,xy) < (1—s)'d(x, f(x)) peratotx € X.

Demostracid: La funcié distancia d(a,b) per a a € X fixada és continua en b € X.
Aleshores

d(z,zys) = d(x lim f"(x )) = lim d(z, f°"(x))

n—oo n—oo

(m— 1) o(m)
< lim Z d(f ), f7 (@)

gnlggod(x,f(x>)(1+s+...+ <1 —s)7Nd(x, f(2)).

El teorema doncs ens diu que per trobar un IFS que tingui un atractor “proper” o
“semblant” al donat, cal trobar un conjunt de transformacions (aplicacions contractives
en un espai adequat dins el qual visqui el conjunt donat) tal que la unié o collage de les
imatges del conjunt donat sota aquestes transformacions sigui propera al conjunt donat.
La proximitat es mesura amb la metrica de Hausdorff. I quina millor manera de veure el
funcionament que amb un exemple.

Figura 9: Fractal i alguns dels punts més caracteristics que el formen.
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Suposem que tenim el fractal bidimensional de la Figura 9 pero no coneixem I'IFS que
el genera. Segons el Teorema del Collage, cal doncs trobar les transformacions que formen
I'IFS i, en fixar-s’hi bé, es pot observar que aquest IF'S ve donat per dues transformacions.
Recordem que, com ens trobem en 'espai dos-dimensional, les transformacions sén de la

w; (i;) = (i Z) (2) + (;) on i€ {1,2}

pel que per cadascuna de les transformacions es tenen sis incognites: a,b,c,d,e i f.
La manera de trobar aquestes incognites és dotant la figura d’unes coordenades, trobar
tres punts i les seves respectives imatges per cadascuna de les transformacions i resoldre
cadascun dels sistemes lineals determinats amb sis equacions i sis incognites. Aixi doncs,
dotant la figura d’un sistema de coordenades centrat en la part inferior esquerra, obtenim
la taula segiient:

Punt (1, x2) Imatge per wy  wi(x1,z2) | Imatge per we  wa(xy,x2)
1) (0.02,5,19) 1) (0.02,5.19) (6) (6.00,2.48)
(2)  (3.34,0.81) (3) (4.38,3.31) (5) (4.58,3.61)
(6)  (6.00,2.48) (2) (3.34,0.81) (4) (3.92,2.97)

Amb aquests valors, resolent els dos sistemes d’equacions resultants, podem obtenir
els valors que determinen I'TF'S generador del fractal que buscavem.

w a b c d e f
11016 -0.88 -0.82 -0.19 456 6.20
-0.31 0.09 -0.05 -0.30 5.53 4.03

2.9 La dependeéencia continua dels fractals en els parametres

Fins al moment només hem centrat ’atencié en el fractals deterministes, aquells que no
inclouen aleatorietat. En aquest subapartat ens preguntem que passa en afegir parametres
en un IFS i com afecta aix0 a l'atractor d’aquest. Per estudiar-ho, el primer pas és
considerar que introduim un parametre en una de les aplicacions que constitueixen I'TF'S,
obtenint el segiient.

Lema 2.25. Siguin (P,d,) i (X, D) espais métrics on el segon també és complet. Sigui
w: P x X — X una familia d’aplicacions contractives en X amb factor de contraccio
0<s<1, ésadir per a cadap € P, w(p,-) és una aplicacié contractiva en X. Sigui w
continua en P per a cada punt x € X. Aleshores el punt fix de w depén continuament en
p o, analogament, la funcio x5 : P — X és continua.

Demostracid: Considerem z¢(p) el punt fix de w per a un parametre p € P fix. Sigui
p € P, aleshores per a tot p € P

d(z(p),z(q)) = d(w(p,z(p)), w(g, z5(q)))
< d(w(p,zf(p)), w(q,zs(p))) + d(w(g, zs(p)), w(g, zs(q)))
< d(w(p,s(p)),w(q,zr(p))) + s d(zs(p), rs(q))

que implica doncs

d(z(p),z4(0) < (1)~ d(w(p, z5(p)), wla, z5(p)))
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pero el terme de la dreta es pot fer tan arbitrariament petit com calgui restringint ¢ a ser
suficientment propera a p com calgui. Aixo demostra la continuitat de la funcié x.

Ara cal veure que aquesta continuitat es manté per a I'aplicacié contractiva W que es
defineix en I'IFS.

Lema 2.26. Sigui (X,d) un espai métric i suposem tenir transformacions continues
wy: X=X (n=1,2,...N) depenent continuament en el parametre p € P, on (P,d,)
és un espai métric compacte, és a dir, wy(p,x) depén continuament en p per a x € X

fixzada. Aleshores la transformacioc W : 7(X) — 7 (X) definida per

N
W(p,B) = U wn(p, B) per a tot B € 7(X)

n=0

és també continua en p, és a dir, W (p, B) és continua en p a cada B € 7 (X) en l’espai
metric (' (X), h).

Demostracié: Es suficient demostrar pel cas N = 1 perque el resultat es podra estendre
facilment amb la propietat de la metrica de Hausdorff h segiient: per a tot B,C, D, E €
A (X) es compleix h(BUC,DUE) < h(B,D)V h(C, E). Sigui B € 5 (X) volem veure
que per a p,q € P ie > 0 donats existeix d tal que

h(wi(p, B),w1(q, B)) < € sidpy(p,q) <.

Per definicié de la metrica de Hausdorff, cal veure que d(wi(p, B), w1(q, B)) < € aixi com
d(wi(q, B),wi(p,B)) < € si d(p,q) < 0. Com les demostracions sén analogues, veurem
només el primer cas:

d(w1(p, B),wi(q,B)) = max Iyrg]g d(wi(p, ), wi(q,y))

max min{d(w1(p, z), w1(p,y)) + d(wi(p,y), wi(q,y))}-

zeB yeB
Ara P x B és compacte i w1 : P x B — X és continua, per tant wi és uniformement
continua i es compleix que existeix § > 0 tal que d(w1(p,y), w1(q,y)) < € per a tot y € B
quan d,(p,q) < d. Per tant, assumint que dp(p,q) < ¢ tenim

d(wl(p’ B)’wl (q7 B)) < I;gleaé(gélg{d(wl(p’ l’), wl(pv y)) + 6}
d(wi(p, B),w1(p,B)) +€=¢

com voliem demostrar.

La continuitat es manté i, per tant, combinant el dos lemes anteriors obtenim el resultat
segilient:

Teorema 2.27. Siguin (X, d) un espai métric i { X, (wo), w1, ..., wn} un IFS (amb con-
densacid) amb factor de contractivitat s. Per an =1,2,..., N, considerem w,, depenents
continuament del parametre p € P, on P és un espai meétric compacte. Aleshores [’a-

tractor A(p) € #(X) depén continuament en p € P respecte la métrica de Hausdorff
h.

En altres paraules, petits canvis en els parametres defineixen petits canvis en I’atractor
sempre que el sistema es mantingui hiperbolic. Per tant, podem controlar de forma
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continua D'atractor d’un IFS ajustant els parametres en les transformacions. Aquests
resultats es poden veure en I'atractor d’IFS de la Figura 10 que varia de forma continua
en variar els parametres.

I fins aqui 'estudi teoric dels fractals que ens servira de base per als seglients apartats,
dedicats a la generacié de diferents tipus de fractals amb meétodes variats.

Figura 10: Resultats d’un mateix IFS sota la modificacié de parametres.
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3 El programari

El programari que s’utilitza per dur a terme els diferents programes és ’entorn integrat de
desenvolupament Visual Studio, una eina informatica per al desenvolupament de progra-
mari de manera comoda i rapida que s’adapta correctament a les nostres necessitats per
admetre la implementacié de diferents biblioteques o conjunts de funcions que sén de gran
utilitat per fer simulacions. El llenguatge utilitzat és C++. S’utilitzen dues biblioteques
principals molt relacionades per generar els quatre programes.

D’una banda, la biblioteca FLTK permet la creacié d’'una interficie grafica d’usuari
on es poden visualitzar els resultats. També permet crear diferents controls des dels
quals es poden modificar els parametres o 1’escena com sigui convenient. Les funcions i
estructures d’aquesta biblioteca comencen per FI_ com FI_Window per iniciar la interficie
o Fl_Counter per crear un control de comptatge.

D’altra banda, la biblioteca OpenGL és capa¢ de dibuixar escenes bidimensionals i
tridimensionals complexes a partir de primitives geometriques basiques. Les funcions
d’aquesta biblioteca comencen per gl o glut.

Abans de centrar-nos en els diferents programes es considera necessari, pel seu rerefons
matematic i la importancia dins el programa creat, explicar com es dibuixen objectes amb
primitives, quin procés es duu a terme internament per aconseguir mostrar el resultat en
pantalla i quina és 'estructura basica comuna dels diferents programes.

3.1 El dibuix d’objectes amb primitives

Comencem pel dibuix d’objectes amb primitives. Per tal de dibuixar objectes, OpenGL
defineix dues operacions basiques que es poden realitzar en qualsevol moment: dibuixar
algun element com les primitives geometriques (punts, linies, o poligons) i canviar 'estat
o la forma amb que es dibuixen aquests elements.

e Les operacions de dibuixar primitives permeten crear totes les figures geometriques
especificant els seus vertexs. El tipus de primitiva determina com es combinaran els
vertexs per formar la superfice poligonal final. La creacié de primitives es realitza
entre glBegin(PRIMITIVA) i glEnd(), essent PRIMITIVA alguna de les primitives
basiques com GL_POINTS per dibuixar punts o GL_QUAD_STRIP per crear una
serie de quadrats adjacents. La implementacié d’altres moduls permet implementar
superficies més complexes com cilindres o esferes de forma automatica, no obstant,
també es poden definir amb més paciéncia amb les primitives basiques.

e Les operacions de canvi d’estat s’encarreguen d’inicialitzar les variables internes
d’OpenGL que defineixen com es dibuixaran les primitives. Son molt variades i
algunes de les formes més utilitzades sén:

— Gestié de vertexs: glColor() permet establir el color amb que es dibuixaran
els vertexs, giNormal() per especificar la normal que s’utilitzara per a la il-
luminacid, glTexCoord() per indicar coordenades de textura.

— Activacié de modes: mitjancant glEnable() i glDisable() es poden activar o
desactivar caracteristiques internes d’OpenGL.

— Caracteristiques especials: molt variades, com les referents a la illuminaci6 o
els materials. Per la seva importancia, es pot trobar un breu resum als annexos.
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3.2 Pipeline de OpenGL

Continuem per entendre el procés que es duu a terme internament per mostrar el resultat
en pantalla. En els diferents programes es treballa en ’espai tres-dimensional tot i que, en
aquells en que els resultats son purament dos-dimensionals, s’anulla la tercera component
quedant tots els objectes sobre el pla {(z,y,2) € R?: 2 = 0}. La dificultat rau doncs en
mostrar una visualitzacié dos-dimensional per pantalla d’una escena tres-dimensional.

El procés de visualitzar una escena en 3D mitjangant grafics a 'ordinador és similar a
la que es realitza quan es fa un fotografia. En primer lloc, cal situar els objectes del mén
que es volen fotografiar, per exemple un bol ple de fruites diferents sobre una taula de
fusta. A continuacid, cal situar el tripode amb la camara en un lloc determinat de 'espai
i encarar-la alla on volem fotografiar. Finalment, quan disparem la fotografia, només una
petita part del mén ens queda representat a la imatge 2D final, la resta del mén queda
retallat i no apareix a la imatge.

Definim el pipeline grafic com el conjunt de processos que es duen a terme internament
a ’ordinador per part del programa des de la creacié de ’escena 3D fins a la visualitzacié
2D en pantalla. En aquest procés, els elements de I’escena pateixen diferents transforma-
cions i varien en diferents coordenades. Les principals etapes sén les segiients:

e Transformacions de modelatge.
e Transformacions de visualitzacié.
e Transformacions de projeccio.

e Transformacions de retallada i pantalla.

Obviament aquest procés és més senzill quan tots els objectes es dibuixen sobre un
mateix pla, no obstant, el procés intern del programa és el mateix.

3.2.1 Les matrius 4x4

Totes aquestes transformacions es duen a terme mitjancant les transformacions afins que
haviem vist a ’apartat anterior, aquest cop tres-dimensionals. Recordem pero que la
translacié requereix realitzar una suma mentre la rotacié i ’escalat requereixen multipli-
cacions. Per homogeneitzar aquestes transformacions i realitzar-les de forma eficient (molt
important per la repetida utilitzacié d’aquestes) recorrem a la representacié homogenia.

Definicié 3.1. Donat un punt (z,y,z) en lespai R3, definim la seva representacié ho-
mogeénia com (Tp, Yn, zn, h) on h # 0 i es compleix x = xp/h, y = yn/h i z = zp/h. Tal h
s’anomena parametre homogeni.

Observacié 3.2. Existeixen infinites representacions homogenies equivalents per a cada
punt, tot i que normalment s’utilitza h = 1 quedant la representacié homogenia (z,y, z, 1).
Pels vectors de la forma (z,y, ) en I'espai R? considerem la seva representacié homogenia
com (z,y,z,0).

Fixem-nos ara que, donat un punt P € R3, podem obtenir el punt resultant per una
translacid, un escalat o una rotacié (en aquest cas la rotaci6 respecte 'eix X) anomenat
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P’ € R3 de la forma P’ = M x P on M és una de les matrius segiients:

1 0 0 ¢, s 0 0 0 1 0 0 0

{0 1 0 ¢ {0 s, 0 O |0 cosf@ —sinf 0O
= 0 0 1 t, S= 0 0 s, O Re = 0 sinf cosf O (3-1)

0 0 0 1 0O 0 0 1 0 O 0 1

D’aquesta manera, la composicié o concatenacié de transformacions correspon ma-
tematicament a la simple multiplicacié de matrius. Considerem que volem realitzar unes
transformacions amb matrius My, ..., M, a un objecte poligonal format per un conjunt
de vertexs o punts. Es possible doncs obtenir ’anomenada matriu de transformacié neta
Myeta = M, X - - - X M7 resultant de realitzar les successives transformacions als punts en
I'ordre desitjat (recordem que la multiplicacié de matrius no és commutativa). D’aquesta
forma, només caldra calcular un cop Mt 1 multiplicar-la a cada punt del model per
obtenir la seva posici6 final. Considerant P un d’aquests punts originals i P’ el punt
resultant tenim

P =M,x ---xM xP = P =Mye,xDP

3.2.2 Les piles de matrius

Fins aqui hem vist que OpenGL utilitza matrius 4 x 4 per representar totes les seves
transformacions geometriques. Internament treballa amb piles de matrius, de forma que
Unicament la matriu de la part superior de la pila és la que s’esta utilitzant en un moment
determinat. Hi ha tres piles de matrius principals, entre les quals és possible anar canviant
utilitzant la funcié giMatrizMode().

1. Pila Modelview (GL-MODELVIEW). Aquesta pila conté les transformacions de
modelatge i de visualitzacio.

2. Pila Projection (GL_PROJECTION). Aquesta conté les matrius de projeccio.

3. Pila Textura (GL-TEXTURFE). Aquestes matrius s’utilitzen per transformar les
coordenades de textura.

L’is de piles de matrius ens facilita la construccié de models jerarquics on és possible
utilitzar models simples i unir-los per construir models més complexes, principalment
pel fet de permetre tornar al sistema de coordenades anterior sense fer cap calcul. Com
treballem tnicament amb la matriu de la part superior de la pila, ens sera d’utilitat la
funcié glPushMatriz(), que afegeix una copia de la matriu de treball actual a la part
superior de la pila, i la funcié glPopMatriz() que elimina la matriu superior de la pila,
descartant la seva informacié i quedant-nos amb la matriu segiient de la pila com a matriu
activa.

3.2.3 Transformacions de modelatge

Les transformacions de modelatge sén aquelles amb que els objectes es posicionen, modi-
fiquen i orienten a l’escena. Originalment cada objecte té les seves coordenades del model
a nivell local. Un cop es volen posicionar i orientar a nivell global passem a treballar amb
les coordenades universals o del mén.
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Hi ha tres funcions basiques de modelatge que implementa OpenGl i que sén de gran
utilitat: glTranslate(x,y,z) per fer translacions, glRotate(«,z,y,z) per fer rotacions d’angle
a respecte un eix donat i glScale(z,y,z) per fer escalats. Les matrius de la translacié i
I’escalat corresponen a les matrius 7" i .S de ’equacié 3.1, mentre que la rotacié entorn a
un eix arbitrari s’obte de la formula de rotacio de Rodrigues i té la forma segiient:

2?(1 —cosa) +cosa  zy(l —cosa) — zsina zz(1 —cosa) +ysina 0
yz(l —cosa) + zsina  y%(1 —cosa) +cosa  yz(l —cosa)—zsina 0
z2(1 —cosa) —ysina yz(l —cosa) +zsina  2z%(1 —cosa)+cosa 0

0 0 0 1

Per a cada objecte doncs, s’obté una matriu de modelatge final M, ,4e resultat de
combinar les diferents transformacions.

3.2.4 Transformacions de visualitzacio

Les transformacions de visualitzacié sén aquelles amb que s’especifica la posicié de la
camara i aquesta passa a ser 'origen del nou sistema de referéncia, apuntant en el sentit
negatiu de 'eix Z i I'eix Y cap amunt, transformant en conseqiiencia tota ’escena. Aix0
permet passar de les coordenades universals o del mén a les coordenades de visualitzacio.

Per abans de definir aquesta transformacié, OpenGL compta amb la funcié glLoadl-
dentity() que carrega la matriu identitat com a matriu actual. Un cop fet aixd podem
utilitzar la funcié gluLookAt() per posicionar la camara virtual i donar-li una orientacio.
Aquesta rep el punt eye (e, ey, e.) on se situa la camara, el punt center (cg,cy,c;) cap
a on s’encara la camara i el vector up (ug,uy, u;) que marca la direccié vertical d’aques-
ta. Si no es crida aquesta funcid, la camara se situara automaticament en ’origen de
coordenades apuntant en el sentit negatiu de 'eix Z i I’eix Y cap amunt.

Com ho fa internament aquesta funcié per modificar d’aquesta manera les coordena-
des? Primerament cal procedir a traslladar ’escena sencera per tal de quedar la camara
a l'origen de coordenades del mén mitjancant la matriu de translacié inversa a la posicié
de la camara:

1 0 0 —ey
_010—ey
MT_OOl—eZ

000 1

A continuacié cal fer una rotacié adient per encarar la camara en el sentit negatiu de ’eix
Z ileix Y cap amunt. Per fer-ho, es calculen primer els vectors normalitzats front, left

i up* de l'objectiu a la camara: f = HZ—H on v = (ey — Cp ey — Cy,€; — Cz), | = HthH on
_ N _ up
w—uprlu—fxl—m.

Fer una rotacié amb aquests vectors com a columnes transformaria els eixos cartesians
als eixos que determinen els tres vectors, pero volem tot just el contrari: que els eixos
determinats pels tres vectors passin a ser els eixos cartesians. Per aquesta rad, només
caldra fer la rotacié inversa i com aquesta matriu és ortogonal (M - MT = Id = M~! =
MT) obtenim
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-1

ly uy fz O ly ug fz O ly 1y 1. O

Mo — ly uy fy O _ ly uy fy O _ | ue uy ouy 0
R I, u, f. O I, u, f. O fz  f y f: 0

0 0 1 0 0 1 0 0 0 1

Finalment, obtenim la matriu de visualitzacié resultant com

ly 1y 1 —lpxe—lyye— 1z

Up Uy Uy —Ugle — UyYe — UzZe
f:c fy fz _fxxc_fyyc_fzzc
0O 0 O 1

Mm‘ew = MRMT =

3.2.5 Transformacions de projeccio

Les transformacions de projeccié sén aquelles amb que es converteix el volum de vi-
sualitzacié (tots els elements que seran visualitzats) en un cub unitari de coordenades
normalitzades.

Hi ha diferents tipus de projeccions, en el nostre cas utilitzarem la projeccié ortografica
(o parallela), la qual no modifica la mida dels objectes sense importar on estiguin situats
respecte a la camara. Considerant dreta, esquerra, superior, inferior, lluny, aprop els
parametres que defineixen el volum de visualitzacié a ’espai, la matriu de la projeccié
ortogonal, que es crida amb la funcié ¢glOrtho(), és la segiient:

2 0 0 __dreta+tesquerra
dreta—esquerra dreta—esquerra
0 2 0 __superior+in ferior
Mo = superior—inferior superior—in ferior
proj 0 0 _ 2 _ luny+aprop
lluny—aprop lluny—aprop
0 0 0 1

Fixem-nos que correspon a la composicié d’un escalat que redueix el volum de visualitzacid
al cub unitari amb una translacié adient en el cas que alguna de les parelles de mides (com
dreta,esquerra) no siguin la mateixa en valor absolut. El canvi de signe en la variable Z
ve donat pel fet que es considera la part positiva aquella que esta cap a dins de la camara.

3.2.6 Transformacions de retallada i pantalla

Amb tot plegat, s’obté la matriu Myvp = Mproj - Myiew - Mmodel per transformar I'espai
tres-dimensional en el cub unitari. Per ultim s’apliquen les transformacions de retallada i
pantalla, aquelles amb les quals es retallen aquells objectes que es troben de forma parcial
dins el cub unitari i, per a tot allo que queda dins el cub, s’obtenen les coordenades 2D
de la finestra en pantalla.

3.3 L’estructura base

Finalment, abans de centrar-se en els diferents programes, ens fixarem en ’estructura
base que tenen per entendre’ls millor. Tots els programes tenen una estructura base
molt similar, dividida en quatre blocs principals. Els dos primers sén comuns a tots els
programes i els dos iltims s’utilitzen o no segons la necessitat.
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e Control: conté la funcié principal o main i les funcions relatives a 'interficie grafica
i els controls. Des de la funcié main es criden les funcions segiients:

— Viewlnit(): estableix els parametres inicials amb Parametersinit().

— ControlsInit(): inicialitza els controls, els posiciona a interficie, estableix ca-
racteristiques com els valors maxims i minims entre d’altres i marca les accions
que es duen a terme en utilitzar-los amb les funcions name_counter_cb().

— Reshape(): remodela la interficie en modificar la mida d’aquesta.

— Display(): inicia la pila Projection establint el tipus de projeccié ortogonal i
la pila Modelview cridant la funcié DisplayObjects() per dibuixar els objectes
amb les funcions del bloc View. En algun cas, també es crida QutputsDisplay()
per mostrar certs valors en la interficie.

— Mouse(): determina les accions a fer en clicar el ratoli.

— Motion() i PassiveMotion(): estableixen les conseqiiencies de moure tant la
camara o punt de vista com només el ratoli.

— Keyboard() i Speciallnput(): controlen les accions per teclat.
— Idle(): s’activa quan no es fa res en 'interficie i determina que fer.
— Read(): Llegeix les dades de fitxer amb les funcions del bloc InQut.

— Compute(): Fa els calculs necessaris per dibuixar els objectes amb les funcions
del bloc Compute.

e View: engloba les funcions on es dibuixen els objectes, formant la part essencial de
cada programa. Aquestes funcions es descriuran a continuacié als detalls d’imple-
mentacié dels diferents programes corresponen a aquest bloc.

e InOut: compren les funcions de lectura d’arxius, ja siguin els valors dels IFS com
de les textures, amb les funcions IFSA_Read() i Textures-Load() respectivament.

e Compute: inclou les funcions de calcul, concretament de valors dels IF'S.

Aquests blocs es combinen amb un fitxer .h que els uneix internament. I ara si, un cop
vistes totes les eines disponibles i les funcions principals dels programes, ens centrarem
en els diferents programes duts a terme.

3.4 Els programes

Centrant-nos en el proposit dels diferents programes, concretament se n’han creat quatre.
Els dos primers corresponen als algoritmes per calcular fractals artificials a partir de
I'IFS que s’han vist a 'apartat anterior, un duu a terme ’algoritme determinista i ’altre
I'algoritme aleatori. Els altres dos se centren en generar un tipus concret de fractals, els
arbres fractals o fractal trees en angles. En un programa es creen en dues dimensions
a partir dels IFS amb condensacié i ’algoritme determinista i en ’altre es creen en tres
dimensions amb una generacid recursiva i visualitzacié 3D. Els resultats d’aquest iltim
programa simulen fractals naturals d’una forma molt realista.
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4 IFS Algoritme Determinista

4.1 Objectiu

L’objectiu d’aquest programa és crear fractals dos-dimensionals a partir de ’algoritme
determinista. Recordem que aquest es basa en el calcul d’una successié de punts o elements
de l'espai de fractals a partir d’un punt inicial iterat successivament per la transformacio
generada per les aplicacions de I'IFS.

4.2 Introduccid

En el nostre cas, considerem com a punt inicial de I'espai de fractals una figura geomeétrica
dos-dimensional senzilla situada a ’espai tres-dimensional (com s’ha comentat abans, amb
la tercera component nulla), les aplicacions de I'TF'S sén transformacions tres-dimensionals
donades en forma de matrius 4x4 i es calcula la successié fins a un cert nivell que determina
el parametre Level per evitar la saturacié del programa.

Amb les eines que ofereix OpenGL, és dificil utilitzar I'algoritme determinista directa-
ment com diu la definicié, ja que a partir de la figura geometrica inicial caldria generar
diferents copies per aplicar a cadascuna una aplicacié de I'IFS, procés que no es pot fer
amb aquesta eina. No obstant, podem fer-ho d’una manera alternativa i equivalent. Co-
mencant per la identitat, fem totes les combinacions possibles fins a nivell Level de les
afinitats de I'IF'S corresponent i en acabar cadascuna dibuixem la figura corresponent en
el sistema de coordenades del model que hagi quedat. El resultat final sera el mateix,
tantes figures com determini el nombre d’afinitats de I'TF'S elevat a Level que generaran
Patractor de 'IF'S en augmentar suficientment el nivell.

4.3 Detalls d’implementacio

El primer que cal fer és llegir de fitxer les dades dels IF'S, obtenint les aplicacions que els de-
fineixen en un conjunt de matrius 4x4. Un cop fet aixo0, cal definir també les funcions que,
a partir d’uns parametres Radius, Height i Reduction, dibuixen les figures geometriques
gracies als vertexs que les defineixen, en aquest cas drawFEquilateral(), drawTriangle()
i drawCercle(). Llavors es pot definir la funcié recursiva DisplayRIF'S(level) a la qual
inicialment es déna el valor del parametre Level i, comencant per la matriu identitat,
s’encarrega de calcular totes les combinacions d’aplicacions possibles de 'IFS fins aquest
nivell dibuixant al final de cada cop la figura geomeétrica corresponent. L’estructura és la
segiient:

1. Si level == 0 dibuixem la figura geometrica.

2. Per a tantes afinitats com tingui I'IF'S: copiem la matriu, la multipliquem per la
afinitat seleccionada, cridem DisplayRIFS(level-1) i en acabar esborrem la matriu.

D’aquesta recursivitat és important fixar-se en la utilitat que tenen les piles de ma-
trius, que eviten calcular totes les combinacions d’afinitats possibles des de zero utilitzant
cada cop la combinacié d’afinitats calculada abans i un cert ordre. Aix0 evita una gran
quantitat de calculs i simplifica molt el programa.
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4.4 Utilitats

Per poder entendre de forma visual com treballen les afinitats sobre la figura inicial
s’inclouen dues utilitats. D’una banda, es pinten de diferents colors els resultats d’aplicar
les diferents aplicacions de I'IFS en el nivell que marca el parametre LEVEL. Aixo es
fa situant al bucle dins el punt 2 de la recursivitat un canvi de color en arribar al nivell
LEVEL. De l'altra, amb el boté “Levels” podem decidir dibuixar totes les diferents figures
que resulten de variar el nivell de recursivitat entre 1 i Level. Aix0 es decideix a la funcié
IFSA _Display() que es crida des de DisplayObjects(), i que decidira de quina manera es
crida la recursivitat. En cas de dibuixar les diferents figures, es pot modificar la seva
posicié a la interficie amb els controls anomenats horizontal i vertical. Per dltim, també
s’ofereix 'opcié de mostrar els resultats en blanc i negre per centrar I’atencié només en
la figura creada.

4.5 Resultats

Tot plegat, i deixant de banda el funcionament del programa, aquest ens permet veure
com els resultats relatius a I’algoritme determinista i a 'atractor de I'IFS es compleixen:
I’atractor de I'IF'S no varia en modificar el punt inicial de ’espai de fractals que s’escull,
sempre i quan el nivell sigui suficientment gran. A més, en la majoria d’IFS rapidament
es comenca a intuir 'atractor, no cal un nivell massa alt de recursivitat.

Vet aqui un exemple del funcionament del programa que exemplifica molt bé el que
s’ha comentat:

B | IFS Determinist tic Algorithm - a X
Name |Fulla
File IFSA
A
Levels width/radius
[tees | 420 v
Black/Colors height
oo | A a0 v
reduction
4000 ¢
horizontal
A1 v figure
vertical Az v
AT v level

TR e
LEVEL
a5 v

COMMANDS
ZorZ -zoom
arrows - movement

Figura 11: Interficie grafica del programa IF'S Algoritme Determinista.
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5 IFS Algoritme Aleatori

5.1 Objectiu

L’objectiu d’aquest programa és crear fractals dos-dimensionals a partir de ’algoritme
aleatori. Recordem que aquest es basa en calcular directament una successié de punts de
I’espai, comencant per un punt inicial i iterant-lo escollint cada cop una aplicacié de I'TF'S
de forma aleatoria amb certes probabilitats.

5.2 Situacid

A diferencia del programa anterior, per tal de calcular de forma eficient la successié de punt
es creen unes noves estructures: els diferents valors de les afinitats es guarden en vectors
d’una estructura anomenada Afinity, determinant la mida del vector segons el nombre
d’afinitats de I'IF'S corresponent; els punts de ’espai dos-dimensional s’emmagatzemen
en una estructura anomenada Point; i les caixes o quadrilaters de ’espai que serveixen
per envoltar figures utilitzen ’estructura Boz.

5.3 Detalls d’implementacio

El calcul de la successié de punts és senzill ja que només cal iterar els punts per ’afinitat
escollida. Per seleccionar a ’atzar una aplicacié de I'IF'S, abans de comencar es calculen
les probabilitats associades a cada aplicacié amb I’equacié 2.1. No obstant, a diferencia del
programa anterior en que 'usuari ha d’anar movent-se per ’espai per trobar la figura que
s’esta generant, en aquest el programa s’encarregara de centrar-la i mostrar-la de forma
adient. Per fer-ho, s’utilitza el calcul d’'una caixa fractal inicial que envolta I'atractor de
I'IFS. Per trobar-la, calen unes funcions inicials:

e Det(): calcula el determinant de la afinitat de 'IFS que es demana.

e [FizedPoint(): utilitza la regla de Cramer per calcular el punt fix d’una afinitat
donada.

e MassCenter(): troba el centre de masses d'un IFS com la mitja ponderada dels
punts fixos de les diferents afinitats amb pesos el determinant de cada afinitat.

e ImagePoint(): retorna el punt imatge d’un punt donat per una afinitat escollida.

e [InitialFractalBox(): troba una caixa fractal inicial. Primer de tot, busca el centre
de masses. Després, calcula els punts fixos de totes les afinitats i troba totes les
imatges d’aquests per les diferents afinitats. Per tltim, utilitzant d’origen el centre
de masses, genera una caixa fractal que engloba tots els punts trobats.

En suma, en la funcié principal del bloc Compute, IFSA_Compute(), es procedeix al
calcul de la successié de punts i es va actualitzant la caixa fractal quan el nou punt es
troba fora de la caixa fractal inicial. Els resultats es guarden en un vector on, cada quatre
posicions, es determina el punt trobat (amb la tercera dimensié nulla) i ’afinitat que s’ha
utilitzat per trobar el punt.

Un cop calculada la successié de punts i la caixa fractal, des de la funcié DisplayOb-
jects() es crida IFSA_Display(). Aquesta funcié dibuixa la caixa fractal de color gris i la
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imatge d’aquesta per cada afinitat segons un color que s’assigna a cada afinitat. També
pinta el centre de la caixa fractal, corresponent al centre de la visualitzacié, de color gris;
el centre de masses en vermell i el punt fix de cada afinitat amb el color corresponent.
Per acabar, utilitza el vector de resultats per dibuixar tots els punts a l’espai, cadascun
amb el color de I'afinitat pertinent.

5.4 Utilitats

A més del que s’ha comentat, s’inclouen altres utilitats que permeten extreure més profit
del programa. En primer lloc, es pot escollir si veure I'atractor en colors amb les diferents
caixes fractals per apreciar ’accié de les diferents afinitats o bé en blanc i negre, ressaltant
només l'atractor. En segon lloc, permet modificar amb ’ajuda dels controls els diferents
parametres de les afinitats de 'IFS. En tercer lloc, es calculen el determinant, els valors
propis i els punts fixos de les diferents afinitats i es mostren en pantalla. En quart lloc
i per 1ltim, amb el cursor es pot veure quin punt de ’espai s’esta observant en cada
moment.

5.5 Resultats

Tot plegat, el resultat final és la visualitzacié de 'atractor de I'IFS donat un nombre
d’iteracions, de fet amb poques ja es pot comencgar a observar 'atractor. A més, la
modificacid dels parametres ens deixa variar ’atractor de I'IF'S i veure com la dependencia
continua dels fractals en els paramtres es compleix.

Moltes de les figures incloses en la memoria sén bons exemples dels resultats que es
poden obtenir amb aquest programa. A continuacié un exemple en colors permet veure
tot el que s’ha explicat:
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5 “|4[ 008 »|»
i
Black/Colors “[4[131T »|»
Det[0.071
Cursor |(6.357 5.126) Eigv1]0.510
Eigv2 |0.140
COMMANDS
zZorZ-zoom F.Point((-0.124, -2.673)
arrows - movement

Figura 12: Interficie grafica del programa IFS Algoritme Aleatori.
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6 Arbres dos-dimensionals

6.1 Objectiu

L’objectiu d’aquest programa és generar arbres fractals dos-dimensionals a partir de la
combinacié de l'algoritme determinista i els IFS amb condensacié. La base d’aquest
sera doncs el programa IFS Algoritme Determinista modificat per ser eficient i treballar
correctament amb els IF'S amb condensacié. Recordem que I'tinica diferencia entre aquests
IFS i els que hem vist abans és que aquests inclouen una transformacié de condensacio
que envia qualsevol punt de ’espai de fractals a un punt de I’espai de fractals, sempre
al mateix. En el cas dels arbres fractals, com s’ha comentat anteriorment, aquest punt
correspon al tronc inicial.

6.2 Situacid

Seguint amb el funcionament que tenia el programa IFS Algoritme Determinista, en aquest
cas les figures geometriques dos-dimensionals corresponen a quadrilaters de parametres
Radius, Height (h) i Reduction que donen a cada figura forma de tronc o branca. Les
aplicacions de I'TF'S en forma de matrius 4x4 sén calculades automaticament pel programa.
En primer lloc, la transformacié de condensacié correspon a la matriu identitat permetent
aixi dibuixar el tronc inicial com veurem a continuacié. Pel que fa a les altres aplicacions
caldra tantes com marqui Branches. Cadascuna ha de correspondre a portar el tronc
inicial a la part superior d’aquest, escalar-lo per Factor (f) i rotar-lo un cert angle marcat
per Angle i el nombre de branques. Es facil veure que aquest procediment correspon a
una translacié vertical, un escalat i una rotacié combinades en ’ordre correcte, obtenint
la matriu de transformacio:

cosf) —sinf 0 0 f 0 00 10 00 fcos —fsinfd 0 0
sinf cosf 0 O 0 f 00 01 0 A fsinf® fcos® O h
0 0 00 0 0 0O 00 00 0 0 0 0
0 0 01 0 0 01 0 0 01 0 0 0 1

on # varia per a cada aplicacié entre -Angle i +Angle en radians segons el nombre de
branques. En aquest cas, també es calcula la recursivitat fins un cert nivell que determina
el parametre Level per evitar la saturacié del programa.

6.3 Detalls d’implementacio

Fixem-nos ara com es creen els arbres fractals amb aquestes aplicacions creades. Utilitza-
rem el mateix procés de generar totes les combinacions possibles fins a nivell Level de les
afinitats de I'TF'S incloent la transformacié de condensacié representada per la identitat.
El resultat seria correcte pero cal observar que d’aquesta manera es repeteixen calculs i
el programa no és del tot eficient. Posem per exemple un arbre amb Branch = 2, pel que
tindrem 3 afinitats (Id, Af.1 1 Af.2), i Level = 2. En aquest arbre una de les branques
que sorgeixen del tronc inicial es generaria dos cops, amb Id-Af.1 i també amb Af.1-1d,
representant amb - la combinacié d’afinitats. Per evitar aixo, cal tallar la recursivitat
d’alguna manera per no generar repeticions. El que es fa és tallar-la cada cop que s’aplica
la identitat, aix{ les combinacions que es generarien amb aquest arbre serien Id, Af.1-1d,

Af.2-1d, Af.1-Af1, Af1-Af2, Af.2-Af.1, Af.2.Af.2. No obstant, per evitar modificar la

31



manera amb que es pinten de diferents colors els diferents nivells amb LEVEL, aquelles
combinacions que es tallen abans de temps s’omplenen amb identitats fins a acabar el
nivell maxim, en aquest cas la primera de 'exemple quedaria Id-Id.

Tot aix0 queda representat en la funcié de recursivitat DisplayRIFS(level,fin) que
on level va disminuint de Level fins a 0 i fin s’inicia en un valor diferent de 0 i marca
quan s’ha utilitzat la identitat i només es poden afegir més identitats fins al nivell maxim.
Aprofitarem que la matriu identitat és la afinitat nimero zero per aprofitar el valor de fin.
Aquesta recursivitat segueix traient profit de les piles de matrius sense perdre eficiencia
en el calcul.

1. Ens preguntem si level == 0. Si és aixi passem al punt 2, siné al punt 3.
2. Dibuixem el tronc o branca amb les mides adients.

3. Si fin no és zero, per a tantes afinitats com tinguem incloent la identitat: copiem la
matriu, la multipliquem per la afinitat seleccionada, cridem DisplayRIFS(level-1,i)
on ¢ marca el nimero d’afinitat i en acabar esborrem la matriu. Si fin és zero, només
fem aquest procés per la afinitat niimero zero, corresponent a la identitat.

6.4 Utilitats

Les utilitats implementades sén molt semblants a les que ja s’han vist als programes ante-
riors. Es poden pintar de diferents colors els resultats d’aplicar les diferents aplicacions de
I'IFS en el nivell que marca el parametre LEVEL, també es permet dibuixar les diferents
figures que resulten de variar el nivell de recursivitat amb el boté “Levels” i moure-les
amb els controls anomenats horizontal i vertical, aixi com veure els resultats en blanc i
negre amb el bot6 “Black/Colors”.
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Figura 13: Interficie grafica del programa Arbres dos-dimensionals.
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6.5 Resultats

En resum, aquest programa ens permet generar arbres fractals dos-dimensionals d’una
forma senzilla i treballar amb els IFS amb condensacié. A més, motiva el programa
seglient en fer el pas de l'espai dos-dimensional a I’espai tres-dimensional per donar un
grau més elevat de realisme als objectes finals creats.

Alguns dels exemples que es poden obtenir amb aquest programa soén tots els arbres
dos-dimensionals vistos al llarg de la memoria aixi com I’exemple de la Figura 13.
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7 Arbres tres-dimensionals

7.1 Objectiu

L’objectiu d’aquest programa és generar arbres fractals en tres dimensions. Per fer-
ho, se segueix un mecanisme recursiu amb ’ajuda de les piles de matrius. Es fa tant
una generacié recursiva d’arbres sense aleatorietat com una generacié recursiva d’arbres
amb aleatorietat. El tipus de generacié que es duu a terme es decideix en la funcio
DisplayTree() contenida en DisplayObjects().

7.2 Generacio recursiva d’arbres sense aleatorietat
7.2.1 Situacid

En aquest apartat generarem arbres recursius sense aleatorietat. La funcié encarregada
d’iniciar la recursivitat s’anomena NormalDisplayBranches().

Definim I'arbre a partir d’una estructura geometrica senzilla que li déna forma: cons
truncats o troncs de con per simular el tronc i les branques, i esferes per simular les fulles i
les unions entre branques. Aixi doncs, queda definit per una serie de parametres: Height,
Radius, Reduction defineixen ’altura, el radi inferior i la reduccié entre el radi inferior
i superior per a cada tronc o branca, Angle marca la inclinacié en que creixen les noves
branques respecte ’anterior, Factor determina la relacié de mida entre una branca i la
segiient, Branch estableix el nombre de noves branques que es generen cada cop i Level
marca el nivell de recursivitat maxim.

Figura 14: Estructura basica de cada tronc o branca.

7.2.2 Detalls d’implementaci6

Abans de determinar com es crea ’arbre, és necessari crear dues funcions que constru-
eixin les estructures geometriques basiques: DisplayBranch(Height, Radius, Reduction) i
DisplayUnionOrLeaf(iter, Radius, Reduction). Ambdues treballen de forma similar. Pri-
merament fan una copia de la matriu de treball perque els canvis d’aquesta funcié no
modifiquin la matriu fora de la funcié. Llavors es duu a terme l’escalat adient perque la
figura a crear tingui mides unitaries en el nou sistema de coordenades escalat. Seguida-
ment, utilitzant la representacié parametrica de cada figura, es crea el conjunt de vertexs
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que li donen forma (establint la normal i la coordenada de textura de cadascun). Per
dltim, s’elimina la matriu i amb aquesta 1’escalat que es fa al principi. D’aquesta manera,
el resultat final és la figura que volem amb centre la posicié inicial i mides les donades.
Finalment afegir que el parametre iter serveix per avisar quan s’esta a 1'iltim nivell i cal
crear fulles i no unions entre branques, per la qual cosa cal canviar la textura i crear una
esfera una mica més gran.

Les equacions parametriques permeten també la projeccié de la imatge de textura
sobre la figura. En el cas tractat de les dues figures unitaries corresponen a les segiients:
Tesfera(U, V) = (cosucosv,sinucosv,sinv) onu € [0,27),v € [—7/2,7/2)

Tcon_truncat (U, V) = ((1 —vf)cosu, (1 —vf)sinu,v) onwu € [0,27),v € [0,1)

Un cop definides aquestes funcions, definim la funcié de recursivitat BasicDisplay-
Branches(iter) comengant per iter=Level de la forma segiient:

1. Cridem la funcié DisplayBranch(Height, Radius, Reduction).

2. Ens traslladem a la part superior del tronc fent una translacié vertical (respecte a
les coordenades del model) de mida Height.

3. Cridem la funci6é DisplayUnionOrLeaf(iter, Radius, Reduction).
4. Fem una copia de la matriu i seguidament un escalat amb el factor d’escala Factor.

5. Per a tantes branques com determini Branch: copiem la matriu, fem una rota-
ci6 segons Angle i 'angle equiangular determinat pel nombre de branques, cridem
DisplayBranches(iter-1) si iter> 0 i en acabar esborrem la matriu d’aquest mateix
punt.

6. Esborrem la matriu del punt 4.

Un dels punts més importants és entendre que els parametres no varien al llarg de
Parbre, siné que varia l'escala del sistema de coordenades del model (determinada per
la matriu de treball), la qual va patint escalats al punt 4 de cada iteracié. A més, el
sistema de piles de matrius permet que aquest canvi d’escala es mantingui només en les
transformacions que ens interessa.

Com a observacié final d’aquest apartat comentar que, per evitar que l'inici de la
subbranca sigui més gran que el final de la branca anterior, cal establir sempre la relacié
entre Reduction i Factor segiient:

(1 — Reduction) - Radius < Factor - Radius = (1 — Reduction) < Factor

7.3 Generacio recursiva d’arbres amb aleatorietat
7.3.1 Situacid

A diferencia de l'apartat anterior, en aquest apartat generarem arbres recursius amb
aleatorietat introduint variacions aleatories als diferents parametres inicials, que els rea-
nomenarem afegint una “V” (per exemple, HeightV'). L inica funcié que es modifica és
la de recursivitat, que ara s’anomena RandomDisplayBranches().
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Cal fixar-se que, cada cop que es modifica un dels parametres inicials amb els controls
0 bé es varia el punt de vista en la interficie grafica, ’arbre es recalcula sencer de nou.
Aquest fet fa que quan volem introduir variacions aleatories calgui guardar-les en memoria:
en canviar el punt de vista permetra generar el mateix arbre que teniem i en canviar els
parametres permetra recalcular totes les variacions aleatories per generar-ne un de nou.

7.3.2 Detalls d’implementacié

Aquesta reserva de memoria es duu a terme amb ’ajuda de tres vectors: HeightVvec-
tor, FactorVvector i RandnumVwvector. Els dos primers vectors utilitzen una distri-
bucié uniforme (es podrien utilitzar altres) per generar valors aleatoris decimals entre
(—HeightVariation, Height Variation) i (0, FactorVariation), sent Height Variation i Fac-
torVariation dos nous parametres en [0,1) predefinits. El tercer vector genera nombres
aleatoris enters qualssevol que serveixen per variar la resta de parametres. La mida d’a-
quests ve donada per la suma de la série geometrica: mazLength =1+b+b% +--- + b =
Zi:o b= % sent b = Branch i | = Level, que marca el nombre branques que té
I’arbre sense aleatorietat.

Per marcar la posicié actual en que es troba la recursivitat dins el vector utilitzem dos
indexs BranchNum i subBranchNum. Es necessiten dos independents per evitar problemes
amb el bucle que es duu a terme al punt 5 de la recursié. Com també hi ha aleatorietat
afegint branques o nivells es podria donar el cas d’una violacié de segment en sortir de
I'index maxim del vector. Per solucionar-ho, es duu a terme el modul de BranchNum i
subBranchNum pel valor maxLength tornant en aquests casos a l’inici del vector.

Per variar la resta de parametres inicials amb els nombres aleatoris enters que conté el
tercer vector afegim una serie de nous parametres: addBranchProbability, removeBranch-
Probability, lowBranchProbability i addLevelProbability sén el valor maxim d’un dau ima-
ginari que es llenca, donant com a resultat el nombre aleatori corresponent modul aquest
valor maxim, i si aquest és 0 es duu a terme 'accié; AngleVariation iThetaVariation
marquen la variacié de ’angle permesa.

Aixi doncs, es duen a terme els canvis segiients:

e [’altura disminueix o augmenta segons Height Variation.

e Kl factor augmenta segons FactorVariation.

e S’afegeix una branca quan surt un zero segons addBranchProbability.

e Es treu una branca quan surt un zero segons removeBranchProbability.

e La generacié d’'una nova branca es duu a terme a l’altura de mig tronc i no a la part
superior quan surt un zero segons lowBranchProbability.

e S’afegeix un nivell en la branca corresponent quan surt un zero segons addLevelPro-
bability.

e [’angle d’inclinacié disminueix o augmenta segons Angle Variation.
e [’angle equiangular entre branques disminueix o augmenta segons Theta Variation.

e Elradiila reduccié no es modifiquen per evitar complicacions amb 'observacié final
de 'apartat anterior.
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Obviament, aquests sén els canvis que s’han implementat per considerar-se els més
essencials i assequibles de dur a terme amb el programa fet, pero no deixen de ser una
minima part de 'enorme quantitat de variacions que es podrien implementar.

7.4 Utilitats

Aquest programa inclou utilitats diverses que permeten anar modificant constantment els
resultats. Inclou un primer boté per escollir quin tipus de generacié es duu a terme i
un segon per dibuixar o no les fulles en les ultimes branques. A més dels controls que
modifiquen els parametres comentats, també s’inclou un altre que modifica la mida de les
fulles. També es mostra en pantalla la longitud i la latitud del punt de vista i es permet
moure’l amb els controls. Per tltim, s’aprofiten les textures i la illuminacié per donar més
realisme a la imatge final, dibuixant un paisatge senzill i permetent canviar les textures
per crear fractals naturals diversos.

(87 Trees 30 - m] X

Leaves
Normal/Random
textures leaves radius
AE e Az v
J\eaveslexiule: ] radius =
L 0 [ - 10 >
horizontal reduction
A o ) Al oz )
vertical height
A | A0 |
a rotation )
) -10 » angle
SN
factor
A oe0 v
Longitude (0.000, branch
“« 5 >
Latitude [-51.982 Ll level -+
A5 |

COMMANDS
zor Z - zoom
arrows - movement

Figura 15: Interficie grafica del programa Arbres tres-dimensionals.

7.5 Resultats 3D

Vet aqui alguns resultats que es poden obtenir utilitzant el programa, canviant les textures
i els parametres. Es facil apreciar la importancia de la visualitzacié 3D i com aquesta,
juntament amb els resultats referents als fractals coneguts a l'apartat teoric, permeten
crear fractals naturals amb un grau elevat de semblanca amb la realitat.
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Figura 16

Arbre sense aleatorietat 2.

Figura 17
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Figura 18: Arbre sense aleatorietat 3 (broquil).

Figura 19: Flor sense aleatorietat 1.
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Figura 20: Arbre amb aleatorietat 1.

Figura 21: Arbres amb aleatorietat 2.
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8 Conclusions

Aquesta memoria constitueix un recull dels principals resultats referents als fractals de-
terministes i proporciona programes informatics centrats en la generacié d’aquests. Com
s’ha pogut observar en la lectura, la part teorica fa de base de la part practica, pero
alhora els resultats que s’obtenen amb els programes serveixen per anar entenent tots els
continguts.

En aquest treball ens hem centrat en aquesta part de la geometria fractal i hem pogut
coneixer la seva aplicacié. Cal tenir en compte també que hi ha altres tipus de fractals amb
altres caracteristiques, com podrien ser els generats per un algoritme d’escapament, com
el conegut conjunt de Mandelbrot, o els que es generen amb processos no deterministes,
com el moviment brownia. El seu estudi té aplicacions completament diferents.

L’intent de simular la natura de la ma de la geometria fractal ens ha portat a la
creacié de I'altim programa, centrat en la generacié de fractals naturals. Degut a que la
naturalesa en si presenta tants trets i variacions distintes, és complicat simular-les totes.
No obstant, el programa permet fer-se una idea de 'estreta relacié entre la geometria
fractal i la natura. A més, la propera persona lectora pot seguir implementant nous trets
per seguir simulant, amb més precisid, arbres de tota mena.

Per l’interes personal en la docencia, la motivacié per donar a coneixer aquesta geome-
tria no només als estudis superiors i la senzillesa d’aquesta i el seu abast, aquest projecte
tindra sens dubte molt més recorregut donant s als programes creats.

Els coneixements basics que s’han hagut de fer servir, en majoria, han estat treballats
en assignatures diverses del grau. Altres s’han aprés durant el desenvolupament del
projecte, sobretot amb la utilitzacié de recerca bibliografica en format paper per la part
teorica i en format digital per la part practica.

41



Annexes

Conceptes previs

En aquest annex es troben la majora dels conceptes fonamentals que es donen per coneguts
en la part teorica. Esta dirigit a ’alumnat que s’inicia per primer cop en una lectura de
caire matematic. La seva ampliacié o demostracio es pot trobar en un curs inicial d’Analisi
Matematica.

Definicié 8.1. Un espai X és un conjunt. Els punts de l’espai son els elements del
conjunt.

Definicié 8.2. Un espai métric (X,d) és un espai X dotat d’una funcié d : X x X —
R, anomenada métrica, que mesura la distancia entre parells de punts © i y de X que
compleix:

(i) d(z,y) =d(y,z) Vz,ye X
(ii) 0 < d(z,y) <o Ve,ye X,x#y
(iii) d(w,2) =0 VYoe X
(iv) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) Vr,y,z€ X

Definicié 8.3. Una funcié f : X1 — X d’un espai métric (Xi,d1) en un espai métric
(Xa,d2) és continua si, per a tot € >0 ix € Xy, existeix 6 > 0 tal que

di(z,y) <= da(f(x), f(y) <e

Definicié 8.4. Una successid {x,}>2, de punts en un espai meétric (X,d) s’anomena
successio de Cauchy si, per a qualsevol nombre € > 0, existeiz un enter N > 0 tal que

d(xp, Tm) <€ peratotn,m>N

Definicié 8.5. Una successio {xn}o>, de punts en un espai métric (X,d) es diu que
convergeix a un punt x € X si, per a qualsevol nombre € > 0, existeix un enter N > 0 tal
que

d(zp,x) <€ peratotn>N
En aquest cas el punt x € X al qual convergeiz la successid s’anomena limit de la successio
1 escrivim

r = lim x,
n—oo

Teorema 8.6. Siguin (X,d) un espai métric, {x,} una successié de Cauchy convergent
ax € X (o0 equivalentment sigui {xy} una successid i x un punt tal que lim d(z,z,) = 0)
n—oo

1 f: X — X una funcié continua. Aleshores

lim f(z,) = f(z)

n—oo

Teorema 8.7. Si una successid de punts {z,}>2, en un espai meétric (X,d) convergeix
a un punt x € X , aleshores {x,}52, és una successio de Cauchy.

Definici6é 8.8. Un espai métric (X,d) és complet si tota successio de Cauchy {x,}5
en X té limit x € X.
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Definicié 8.9. Sigui S C X un subconjunt d’un espai métric (X,d). Un punt x € X
s’anomena punt limit de S si existeiz una successio {x,}7>; de punt x, € S\ {x} tal que

lim z, = x.
n—o0

Definicié 8.10. Sigui S C X un subconjunt d’un espai meétric (X,d). La clausura de S,
denotada per S, es defineix com S = S U {punts limit de S}. S és tancat si conté tots els
seus punts limit, és a dir, S = 5.

Proposicié 8.11. Sigui S un subconjunt d’un espai métric complet (X,d). Aleshores
(S,d) és un espai métric. A més, (S,d) és complet si, i només si, S és tancat en X.

Definicié 8.12. Sigui S C X un subconjunt d’un espai métric (X,d). S és compacte si
tota successid infinita {x,}5°, en S conté una subsuccessié que té limit en S.

Definicié 8.13. Sigui S C X un subconjunt d’un espai métric (X, d). S és fitat si existeix
un punt a € X i un nombre R > 0 tal que

d(a,z) <R VxeS

Definicié 8.14. Sigui S C X un subconjunt d’un espai métric (X,d). S és totalment fitat
si, per a cada € > 0, existeix un conjunt finit de punts {y1,vy2,...,yn} C S tal que quan
x €8, d(z,y;) < € per a algun y; € {y1,Y2,-..,yn}. Tal conjunt de punts {y1,y2,...,Yn}
s’anomena e-zarza.

Teorema 8.15. Sigui S C X un espai métric complet. Sigui S C X. Aleshores S és
compacte si, i només si, S €s tancat i totalment fitat.

Definicié 8.16. Sigui S un conjunt de nombres reals. Denotem per
inf S =max{z € R:z <s per a tot s€ S}

sup S =min{z € R:z > s per a tot s€ S}

Uinfim i el suprem d’un conjunt S de nombres reals. Per la naturalesa dels nombres reals,
aquests sempre existeiren.
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Il'luminacié i textures

La illuminacié és un punt molt important per donar realisme a les visualitzacions 3D, en
concret al programa d’arbres tres-dimensionals. OpenGL calcula la illuminacié en cada
vertex del model i obté una terna RGB que s’utilitza per donar color als poligons que
forma. El valor obtingut a cada vertex depen de les caracteristiques de les fonts de llum
definides aixi com les caracteristiques del material assignat al poligon que es dibuixa. Aixi
doncs, alguns dels factors que intervenen en el calcul sén:

e Habilitar el mode d’il'lumincacié i crear les fonts de llum: mitjancant glEna-
ble(GL_LIGHTING) per activar el mode i glEnable(GL_LIGHTi) que permet posar
fins a vuit fonts de llum.

e Determinar el tipus de llum: direccional, on la llum ve d’una direccié i tots
els rajos de llum sén parallels, posicional, on la llum esta posicionada en un punt
concret de I'espai i illumina en totes les direccions, o focal, on la llum emesa només
illumina en una direccié en forma de con.

e Modificar les components de la llum: es caracteritza la llum amb diferents
components (ambient, difusa, especular o brillantor) que li donen diferents carac-
teristiques i es modifiquen mitjancant la funcié glLightfu().

e Activar la llum ambient: aquella que no prové de cap font de llum en particular,
siné que és inherent a l’escena. S’utilitza la funcié glLightModelfv().

e Posicionar ’observador/a: per defecte, i en el nostre cas, se situa l'observador/a
a l'infinit, pel que la direccié entre els vertexs a illuminar i 'observador/a és la
mateixa per a tots els objectes de I’escena.

e Establir les propietats dels materials: la forma amb la qual la llum incideix
sobre les superficies dels objectes depen de les propietats del material dels mateixos.
Aquestes es defineixen mitjangant la funcié glMaterialfv() que permet determinar
tant la cara de ’objecte per la qual s’aplica el material com les propietats del materi-
al, semblants a les de la llum: ambient, difusa, especular i brillantor, principalment.

e Calcular les normals als vertexs: les superficies s’illuminen de forma diferent
depenent de l'angle d’incidencia de la llum. Com més perpendicular sigui la llum
a la superficie més g’illuminara el vertex. Aquest angle d’incidencia es calcula
mitjancant la normal.

e Determinar el mode de renderitzat: un cop fets tots els calculs per a cada
vertex, es pot decidir si omplenar cada poligon escollint només el resultat d’un dels
vertexs o bé fent una combinacié interpolant els resultats dels vertexs que el formen.
S’utilitza la funcié glShadeModel().

També les textures permeten donar un gran realisme als nostres objectes. Treballarem
en el nostre cas amb textures d’imatge, que emmagatzemen els valors en una imatge 2D.
Es necessari indicar com volem aplicar aquesta textura 2D a la geometria del model 3D,
és a dir, cal especificar la projeccié que indiqui com es recobrira 1’objecte amb el mapa
de textura. Algunes de les funcions més interessant al respecte sén: glBindTexture() i
glGenTexture() que permeten treballar amb diferents textures o glTexCoord2() que permet
establir les coordenades de textura amb les que treballar.
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