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Abstract

Since the creation in 1973 of the first stock Exchange exclusively dedicated to finan-
cial options, and the irruption of Mathematics in this discipline, leaded by Fisher Black
and Myron Scholes, there have been numerous investors who have predicted the option’s
price behavior backed by the principles of Black-Scholes model in order to perform safer
investments.

However, focusing on the current situation of Stock Market, where uncertainty prevails
due to the sanitary crisis provoking huge variations in stock prices in short periods of time
and the growing preference by investors in assets such as cryptocurrencies, highly volatile
assets, the Black-Scholes model is found to be useless, forcing investors to use other
models.

The aim of this project is to perform an introduction to 1976 Robert C. Merton Jump-
Diffusion model, introducing this way an alternative model to Black-Scholes one, which
will take in account situations in which stock prices experiment significant variations in
short periods of time, just as it occurs in nowadays market. It will be also introduced the
2002 Kou model, as an alternative Jump-Diffusion model to Merton’s in the particular
case of dependent option pricing. It will finish with the statement and demonstrations of
2004 Kou-Wang theorem, which gives the investors a barrier options pricing formula

Resumen

Desde la instauracién en 1973 de la primera bolsa de valores dedicada en exclusiva a
las opciones financieras sobre acciones, asi como la irrupcién de las matematicas en esta
disciplina, de la mano de Fisher Black y Myron Scholes, han sido numerosos los inversores,
que respaldandose en los fundamentos mateméticos del modelo de Black-Scholes, han
utilizado dicho modelo a la hora de hacer previsiones de como se comportara el precio de
las opciones y poder realizar inversiones mucho maés seguras.

No obstante, poniendo el foco en la situacién actual de los mercados de valores, donde
impera la incertidumbre generada por la crisis sanitaria, provocando variaciones signifi-
cativas de los precios de los activos en pequenos periodos de tiempo, asi como el ya més
que observable interés de los inversores por activos como las cryptomonedas, los cuales se
caracterizan por presentar elevadas volatilidades, se tiene que el modelo de Black-Scholes
no se ceniria a la realidad, forzando a los inversores a utilizar otros modelos que se adapten
mas a sus necesidades.

Este trabajo, se encargaré de hacer una introduccién al modelo de difusién con saltos,
presentado por Robert. C. Merton en el afio 1976, con el objetivo de presentar un modelo
alternativo al de Black-Scholes, el cual tenga en cuenta situaciones donde los precios de
los activos experimentan variaciones significativas en pequenos periodos de tiempo tal y
como sucede en la actualidad. También se introducird el modelo de Kou (2002), como
un modelo de difusién con saltos alternativo al modelo de Merton, para el pricing de las
denominadas opciones path-dependent, finalizando con el enunciado y la demostracion del
teorema de Kou-Wang presentado en el anio 2004, donde se otorga a los inversores una
férmula para el pricing de opciones barrera.
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1. Introduccion

Debemos remontarnos al siglo XVIII, donde en Estados Unidos y
Europa aparecen las primeras negociaciones con opciones financieras,
no obstante, debido a la corrupcién, la cual manché este mercado,
no fue hasta el siglo XX, cuando una agrupacién de empresas, con el
objetivo de dotar al mercado de una infraestructura que pusiera en
contacto a compradores con vendedores, constituyera la institucién
conocida como Put and Call Brokers and Dealers Association.

No obstante, el Put and Call Brokers and Dealers Association, como
todo proyecto pionero, presentaba aspectos a mejorar. Principalmen-
te, uno de los inconvenientes mas significativos que presentaba dicha
institucion, era la imposibilidad de poder asegurar que los contratos
estipulados se ejecutaran de la manera preestablecida por los inverso-
res, una vez alcanzada la fecha de expiracién. Por otro lado, no estaba
dotada de un mercado secundario donde los inversores pudieran ope-
rar con las opciones en el periodo de tiempo que transcurria desde la
adquisicién hasta la fecha de expiraciéon comprandolas o vendiéndolas
a otros interesados, es decir, que una vez era adquirida una opcién
no se podia operar con ella vendiéndosela a otra persona que pudiera
estar interesada.

Todos estos aspectos quedan solucionados en abril de 1973 cuando el
Chicago Board of Trade instaura una nueva bolsa denominada Chica-
go Board Options Exchange. Esta nueva institucion nace como la pri-
mera bolsa de los Estados Unidos que se dedica en exclusiva a las
negociaciones de opciones sobre acciones. Esto se ve respaldado por
un aumento del volumen de negociaciones sobre opciones financieras,
incrementando con ello el interés de los inversores e investigadores
respecto de este instrumento derivado.

Es por ello que en 1973 se realizan los mayores avances en la teoria
de opciones financieras con el modelo de Black-Scholes, el cual parte
de las bases establecidas por Bachelier, quien en sus estudios para
desarrollar la "teoria de la especulacion”, acaba topandose con el mo-
vimiento browniano. Este estudio abre la puerta al uso de la teoria
de la probabilidad como una de las herramientas a tener en cuenta
en finanzas, convirtiéndose la valoraciéon de opciones financieras en



uno de los ejemplos mas espectaculares de la aplicacién del calculo
estocastico.

Todos estos avances tanto en el marco de los mercados de opciones
financieras asi como en la teoria de opciones, comienzan a reflejarse
en el volumen de negociaciones con opciones el cual en la década de
los 80 llega a sobrepasar el volumen de negociaciones sobre acciones
que se llevan a cabo en bolsa.

En la actualidad el Chicago Board Options Fxhange sigue operativo
y siendo una de las bolsas de opciones mas importantes del mundo,
no obstante, no es la tinica. A medida que el interés de los inversores
iba creciendo entorno a las opciones financieras y las oportunidades
que estas ofrecian, fueron apareciendo en escena mas bolsas destina-
das a las negociaciones de estos activos como es el caso de NASDAQ
OMX, la Boston Option Exchenge, etc. O en el ambito Europeo en-
contrariamos el Euronext LIFFE o bien en Espana el Mercado Oficial
de Opciones y Futuros Financieros (MEFF) fundado el afio 1989.

1.1. Opciones Financieras

Acogiéndonos a la definicion que nos otorga la Comisiéon Nacional
del Mercado de Valores, definimos una opcién financiera como:

Definicion 1.1. Una opcion financiera consiste en un contrato que
otorga el derecho al comprador e impone la obligacion al vendedor, de
comprar o vender una determinada cantidad de un activo subyacente
en un plazo estipulado a un precio pactado de antemano.

Para obtener dicho derecho, es decir, para obtener una opcion se
debe pagar el precio de esta al que denominaremos prima. Dicho pre-
cio es derivado del precio del activo subyacente el cual puede ser una
accion, divisas, etc.

Cabe destacar que las opciones financieras, al igual que los futuros
son un tipo de instrumento derivado financiero y como tal, se tra-
tan de productos de gran riesgo. En gran parte, este riesgo, viene en



sintonia con el efecto de apalancamiento al que estan sujetos dichos
activos, ya que la inversion necesaria para invertir en opciones finan-
cieras sobre un determinado activo subyacente es significativamente
inferior a la necesaria para invertir directamente sobre el mismo vo-
lumen de activo subyacente que obtienes. Este efecto apalancamiento
puede ejercer de multiplicador sobre el resultado, obteniendo grandes
ganancias o por contra generando grandes pérdidas.

1.2. Clasificacién de las Opciones financieras

Asi como queda estipulado en la Comisién Nacional del Mercado
de Valores (CNMV), atendiendo a diversos criterios, ya sea en base a
otorgar el derecho a comprar o vender, asi como dependiendo del mo-
mento en el que se pueda ejercer dicho derecho, podemos diferenciar
diferentes tipos de opciones financieras.

1.2.1. CALL/PUT

La primera clasificaciéon de las opciones viene dado en funcion del
derecho que nos otorga dicha opcién (compra o venta).

Definicion 1.2. Definimos como opcion de compra o Call a la opcion
financiera que otorga al comprador el derecho de comprar a un precio
preestablecido en una fecha determinada una cantidad acordada del
activo subyacente.

Definicién 1.3. Definimos como opcion de venta o Put a la opcion
financiera que otorga al comprador el derecho de vender a un precio
preestablecido en una fecha determinada una cantidad acordada del
activo subyacente.

Ahora bien, a pesar de tener esta distincién dependiendo de si ad-
quirimos el derecho a comprar o bien el derecho a vender, en finanzas
cuando hablamos de compradores, hacemos referencia a aquellos in-
versores que presentar una posicion larga respecto de un determinado



activo,es decir, aquellos inversores que compran dicho activo con el
fin de venderlo en un tiempo futuro. Por otro lado, cuando hablamos
de vendedores, hacemos referencia a aquellos inversores que se posi-
cionan en corto respecto de un determinado activo, es decir, aquellos
inversores que venden un determinado activo con el fin de comprarlo
en un tiempo futuro. Desde la apariciéon del mercado secundario de
las opciones financieras, las opciones se convirtieron en un activo en
si, lo que conlleva a que los inversores pueden comercializar con estas
de la misma manera que lo hacen con las acciones, provocando asi la
aparicion de los cuatro individuos que nos podemos encontrar en los
mercados de opciones:

Compradores de Call (inversores posicionados en largo respecto
de un Call).

Compradores de Put (inversores posicionados en largo respecto
de un Put).

Vendedores de Call (inversores posicionados en corto respecto de
un Call).

Vendedores de Put (inversores posicionados en corto respecto de
un Put).

1.2.2. Opciones Americanas i Eurpeas

Cuando obtenemos una opcion, ya sea de compra o venta, respecto
de un determinado subyacente, determinamos la cantidad de activo
que obtendremos, el precio que pagaremos por ello y por ultimo la
fecha de expiracién en la que ejecutaremos el contrato.

Dependiendo de si podemos ejercer el derecho de compra o venta antes
de la fecha de expiracién, podemos diferenciar dos tipos de opciones
financieras:



Definicién 1.4. Definimos como opcion Europea, la opcion financiera
que solo puede ejecutarse en la fecha de expiracion estipulada en el
contrato.

Definicién 1.5. Definimos opcion Americana, la opcion financiera
que puede ejecutarse en cualquier momento desde la obtencion de la
opcion hasta la fecha de expiracion.

En la actualidad, en los mercados financieros la gran mayoria de
las opciones financieras que se negocian son opciones Americanas, no
obstante, los investigadores acaban realizando primero un estudio del
caso de opciones europeas y llevandolo luego al campo de las opciones
americanas puesto que es mucho mas sencillo trabajar con estas.



2. Conceptos Matematicos necesarios
2.1. Proceso Estocasticos en tiempo continuo

En matematicas contamos con una potente herramienta que nos

permite modelar aquellos sistemas cuyo comportamiento se define de
manera aleatoria. Esta herramienta es lo que conocemos como céalculo
estocastico.
El calculo estocastico esta centrado en la modelizacion de sistemas me-
diante los denominados procesos estocasticos, los cuales nos permiten
modelar desde las senales de Telecomunicaciones, hasta los indices de
la bolsa de valores segundo a segundo.

Definicién 2.1. Sea (2, F ,P) un espacio de probabilidad, T = [0, c0)
y (X )ter una familia de variables aleatorias indexadas por T . Defi-
nimos el proceso estocdstico ® como una funcion medible:

¢ ((Q,T),F®B(T) — (R,B(R))
(w,t)—= X (w)

Podemos observar que la definicion de proceso estocastico es un
caso particular, en el que se considera el espacio medible de llegada
de las funciones como (R, B (R)), no obstante dicha definicion podria
generalizarse para cualquier espacio medible (M, A).

Definicién 2.2. Sea (2, F ,P) un espacio de probabilidad y sea (A; )iem—[0,00)
una sucesion de o -algebras tal que

.AsgAt;th S;
-.AtQ.A,VtE T.

Entonces definimos (A: )ieT como una filtracion asociada al espacio
de probabilidad. En particular diremos que el espacio de probabilidad
es un espacto filtrado.

Este concepto viene estrechamente relacionado con el concepto de
proceso estocastico, pues diremos que un proceso estocastico ® es
adaptado a una filtracién (A; )i, si se tiene que Vi € T, &yes A; —



medible . En particular podemos afirmar que todo proceso estocastico
es adaptado a su filtraciéon natural, dicha filtracion es la de las o-
algebras que generarian las propias variables del proceso. Asi pues,
conociendo estos conceptos, podemos definir una Martingala de la
siguiente manera:

Definicién 2.3. Sea (2, F , A,P) un espacio de probabilidad filtrado,
definimos una martingala respecto de (A¢)iet, donde T = [0,00)
como un proceso estocdstico (My )¢ adaptado a la filtracion, con
todas sus vartables integrables y que verifica

EM; —Ms|As)=0,Vs<t,Vs<t.

2.1.1. Proceso de Wiener

Uno de los procesos estocasticos mas trascendentes, el cual, consti-
tuye uno de los principales pilares de los estudios de Black y Scholes
en el 1973, es el conocido como Proceso de Wiener.

Este tipo de proceso estocastico, también es conocido como movi-
miento Browniano en honor a Robert Brown (1773-1858). Un botanico
escocés quien en 1827, documentd que las particulas de polen suspen-
didas sobre el agua seguian un movimiento completamente erratico.
A pesar que Robert Brown simplemente se limité a documentarlo, ya
que no pudo dar un modelo que describiera el movimiento que seguian
las particulas de polen, Brown dejo constancia de lo que maéas tarde
se conoceria como movimiento Browniano. No fue hasta 1900 cuando
L. Bachelier (1870-1946), mientras realizaba los estudios pertinentes
para la realizacion de su tesis "Teoria de la especulacion”, se topa
con el movimiento Browniano, y se aventura a dar un modelo de es-
te. No obstante, dicho modelo no fue demasiado riguroso, de manera
que no fue hasta la década de los veinte cuando el matematico norte
americano Norbert Wiener (1894-1964) estableciera las bases del mo-
vimiento Browniano adoptando este suceso el nombre de proceso de
Wiener.



Definicién 2.4. Sea (2, F ,IP) un espacio de probabilidad y sea T =
[0,00) el conjunto de los instantes de tiempo. Definimos VW como un
proceso de Wiener estandar si:

W ((9,T), F © B(T)) ——— (R, B(R))

es un proceso estocdstico con trayectorias continuas y se verifica que:

= Wy =0
= W, —W; se comporta como N (0,7 —s) Vr,s € T tal quer > s

mparaty < to < ... < t, dondet; € T ,Vi e N, las variables
Wi, — W, Wy, — Wh son independientes.

Lema 2.5. Sea (W,);>0 un proceso de Wiener estandar cuya filtracion
natural es (B:):, entonces se tiene que (Wi)>o es una martingala
respecto de dicha filtracion

n_1 9"

Demostracion. En primer lugar consideramos s,t,k € T de mane-
ra que 0 < s < t. Es trivial ver que W, es adaptado ya que todo
proceso es adaptado a su filtracién natural. Por otro lado, por defi-
nicién tenemos que W; — Wy ~ N(0,t — s), en particular podemos
expresar Wy, = W, — Wy ~ N(0,t). De esta manera se obtiene que
E(|W;|) < oo para todo t € T. Por tltimo, debido a la independen-
cia de los incrementos, se tiene que (W; — W) es independiente de la
o-algebra By de manera que se obtiene:

E(W, — W,|B,)
—E(W,-W,) =0

de esta manera se deduce que todo proceso de Wiener estandar es una
martingala. [

A partir de este punto, nos referiremos a los procesos de Wiener
estandar como procesos de Wiener. Los procesos de Wiener, en el
marco de los procesos estocasticos se encuentran estrechamente rela-
cionados con otros dos procesos muy conocidos: Procesos Gaussianos
y los Procesos de Markov.



Definicién 2.6. Un proceso estocastico

G :((Q,T),F®B(T)) W(R,B(R))

se conoce como proceso Gaussiano si considerandot; < to < ... < t,
donde t; € T,Vi e N, el vector A = (G, —Gn-1,...,G:, — Gy, ) €s un
vector aleatorio gaussiano es decir A ~ N (y,%)

Proposicion 2.7. Si G un proceso estocastico Gaussiano tal que
E(G;, ) es constante Vi y Cov(Gy, , G, ) = min(t;, t;), entonces G tiene
incrementos independientes.

Demostracion. En primer lugar, se tiene que al ser G un proceso es-

tocdstico gaussiano, el vector aleatorio A = (A, , ..., Aj)

= (Gn, —Gn-1,--,G1, — Gy, ) se trata de un vector aleatorio Gausiano.
Ahora bien se tiene que A ~ N (v,X), donde v = (71,...,7), y 2
se trata de la matriz de covariancia, definida como ¥ = (0y))ij<n

donde 0;; = E((A; —7;)(Aj —~;)) . Asi pues, se puede observar que si
la matriz de covariancia es diagonal, se tiene que (A;);<, son indepen-
dientes, mostrando asi que los incrementos de § son independientes.
Para ver esto, es suficiente comprobar que los elementos de debajo de
la diagonal son cero.

Considerando ¢ < 7, y utilizando que bajo gaussianidad, la covarianza
nula implica independencia, obtenemos que

E((gtz - gtiq )(gtj - gtjq ))
= E(G, Gi,) —E(G, Gt,.. ) — E(Gr.., Gr,) + E(Gr., G, )

Ahora sabemos que la esperanza es constante por hipdtesis y ademas
sabemos que Cov(Gy,,G,) = E(G;, G, ) — E(G, ) E(Gy, ) para todo
1,7 € N asi pues considerando que la esperanza es constante e igual
a v,y que la covariancia es igual al minimo, tenemos que:

E((gtz _gti—l )(gtj _gtjfl )) - tz_’YQ _tl+’}/2 _t]—i_")/Q +t]—”)/2 = O)

de manera que presenta incrementos independientes. [



Ademas es facil comprobar que con esas condiciones también tendriamos

que Var(Gy, — Gy, ) =t; —t; parat; < t;

De manera que podriamos definir un proceso de Wiener estandar como

un proceso estocastico Gaussiano con trayectorias continuas, esperan-

zas constantes, que todas las trayectorias comenzaran en el 0 y por
altimo C'ov(Gy, , Gy, ) = min(t;, t;). Otra manera alternativa de definir

los procesos de Wiener seria como un caso particular de los procesos

de Markov.

Definicién 2.8. Un proceso estocastico

¢ ((2,T),F @ B(T)) m (R,B(R))

es un proceso de Markov si verifica la propiedad de Markov, es decir,
st para toda funcion acotada f : R — R y para todo t,s € T tal
que s < t, el proceso By -adaptado (®y)s, verifica que:

E(f(®)Bs) = E(f(®:)|s)).
Donde (B:)i>0 es una filtracion del espacio.

Debido a que los procesos de Wiener presentan incrementos inde-
pendientes, es facil comprobar que verifican la propiedad de Markov
de manera que los procesos de Wiener constituyen un caso particular
de dichos procesos.
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2.2. Calculo de Ito

El célculo de It6 es sin duda alguna, uno de los avances mas sig-
nificativos en el campo de estudio de los procesos estocdsticos, pues
el calculo de Ito, denominado asi en honor al matematico Japonés
Kiyoshi It6 (1915-2008), nos proporciona una herramienta clave como
es la integral estocastica, también conocida como integral de Ito, que
nos permite adentrarnos y elaborar el conocido calculo diferencial es-
tocastico. Cabe destacar que de aqui en adelante T = [0,7] serd un
espacio de tiempo continuo donde T serd un instante de tiempo fini-
to y conocido, y trabajaremos siempre en el espacio de probabilidad

filtrado (2, F,A,P).

2.2.1. Integral de Ito

La integral estocastica, constituye uno de los pilares sobre el que
reposa el calculo diferencial estocastico o calculo de Ito.
Este concepto nace de la necesidad de dar sentido a una expresion del
tipo

[(U), = [o W, dW,

donde (W;)ieT es un proceso estocastico adaptado a la filtracion
(At )teT v donde (Wy)ieT es un proceso de Wiener. No obstante an-
tes de poder llegar a obtener la definicién mas general de integral
estocastica, debemos primero ver el caso particular para los denomi-
nados procesos simples, ya que esto nos permitird poder generalizar
el concepto a cualquier proceso estocastico adaptado.

Definicion 2.9. Sea

v((,T),F® B(T)) — (R,B(R))

(w,t) =V (w)

Un proceso estocdstico, diremos que W es un proceso simple si siendo
0=ty <ty <.... <t, =T entonces ¥ wverifica que

Wy(w) =30 Dimq (), () + Po(w) 1y (t)

donde ®; es acotada y Ay, -medible.

11



Asi pues, considerando la integral como la suma de areas de rectangu-
los, y considerando t € (t,,t,+1], es facil e intuitivo que para el caso
de los procesos simples podemos definir la integral como:

[(\II )t - f()t Ve dW, = Z?:l iy <Wtz - Wti—l) + @, (Wt - th) :

Proposicién 2.10. Sea U un proceso simple entonces (I(WV )¢)ieT €S
una transformada de la martingala (W)t

Demostracion. Consideramos 0 =ty < t; < ... < t, < ... < t, =1T.
Ahora bien consideramos el proceso

M, = [} W, dW,

en este caso es facil ver que al ser ¥ un proceso adaptado y al tratarse
de la integral de un proceso adaptado se puede expresar M como
M, =", P (W, —W,,_,) donde tal y como hemos visto de la
definicién de proceso simple ®; es acotada y Ay, -medible y (W;) un
proceso de Wiener. Al ser (W;) un proceso de Wiener se tiene que
es A;-medible y en particular A;-martingala. Asi pues, se tiene por
definicion que M,, es una transformada de dicha martingala. ]

Proposicion 2.11. Dado ¥ un proceso simple entonces el proceso
(I(V)¢)ieT , es una martingala.

Demostracion. La demostracién de esta proposicion se obtiene de ma-
nera trivial e inmediata de la proposicion anterior, pues toda trans-
formada de martingala es en si misma una martingala. [

Asi pues, no solo se tiene la integral para procesos simples o bien
esta expresada como un proceso sino que ademas se tiene que dicho
proceso es una Martingala.

Proposicion 2.12. Sea ¥ un proceso simple se tiene que su integral
verifica que:

= B((fy U, dW,)?) = E([; 92ds).

2
o E(supe o7 ‘ Jiweaw, ) < 4E([F w2 ds)
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Demostracion. Tal y como hemos visto en la proposiciéon 2.10, el pro-
ceso M,, se trata de una martingala.

Observamos pues, que E(M?2) = E((O], @i (Wh, — Wi, ) )?)

= D i 2 B(®q @y (Wh, — Wi, )(Wi, — Wi, _,)) . Se puede ob-
servar que empleando que W; es una martingala se tiene que sii < j
o bien 7 < ¢ se tiene que:

E((Di—l (I)j—l(Wti - Wtifl)(Wtj - Wtjfl))
- E((I)i—l ij—l(Wti - Wti—l))E((Wtj - Wtj—l)’Atj—l) =0

Asi pues, tnicamente cabe estudiar los casos en los que ¢ = j. En
estos casos se tiene que:

E(®; 1 @; 1 (Wi, = Wi )Wy, — Wi, )
= E(7 (W, = Wi,_,)?) = B(QF,(ti — ti-1))
Por ultimo, debido a esta ultima observacién, se tiene que
(M) = E(fy ¥ids)

La demostracion del punto dos de esta proposicion se puede encontrar
en el punto [5] de la bibliografia, Capitulo 3. O

De esta manera, queda determinada la integral estocastica cuando
los procesos son simples, no obstante tal y como hemos hablado en la
introduccién de este capitulo, nos interesa generalizar este concepto
para cualquier proceso adaptado, ya que esto nos permitiria dar un
gran paso al frente en el estudio de los procesos estocasticos, es por
ello que consideramos el siguiente conjunto

R = { (Uy )ie procesos A — adaptados tal que fot Ulds < oo }
Considerando dicho conjunto y M como el espacio de todas las mar-

tingalas continuas con respecto de la filtracion, podemos generalizar
el concepto de integral estocéastica como:
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Proposicién 2.13. (Integral de It6) Fxiste una unica aplicacion
J R— M

tal que
» Si W e R es un proceso simple, Vte€ T, J(V ), =1(V),.
=Vt < T entonces E(J(V)?) = E(f(f U2ds).

2
. E(sup‘fot U, dWs| ) < 4E(f0T UZds)

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en el punto [5],
seccion 3, de la bibliografia [

A esta aplicacion J es lo que se le conoce como la integral es-
tocastica o integral de Ito.
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2.2.2. Férmula de It6 y Lema de It6

Tal y como se ha indicado en el apartado anterior, la integral es-

tocastica nos permite establecer las bases del conocido como calculo
diferencial estocastico o calculo de Ito.
No obstante, a pesar de ser un concepto fundamental dentro del calcu-
lo diferencial estocastico, la integral comparte protagonismo con la
formula y el teorema de [to. Cabe destacar que para poder comprender
plenamente estos conceptos, primero debemos introducir los procesos
para los cuales estan definidos.

Definicién 2.14. Sean (Wy)ie, (Ki)ier y (Hi)ieT procesos estocdsti-
cos tal que (Wy)er es un proceso de Wiener, (K¢)ier y (Hi)eT Son
procesos Ay -adaptados que verifican que

. fOT\KS\dS < 00,

. fOT\HS|2dS < 00.

Entonces definimos el proceso estocdstico (Py)ieT como un proceso de
Ito si se verifica que Vt € T

O, — 0y = [ Kyds + [3 HydW,.

Donde &y es Ay -medible.

Proposicion 2.15. Considerando (9 )ier un proceso de Ito y f una
funcién de clase C*> entonces

£(®,)— = [V [1(0,)Kyds+ [ f/(®y)Hy dW, +1 [ (D, )H2ds

Demostracion. La demostracion de esta proposicion puede encontrar-
se en el capitulo 3 del punto [5] de la bibliografia. O

Esta expresion es lo que se conoce como Formula de Ito, la cual se
trata de una herramienta fundamental puesto que nos permite obtener
soluciones de problemas de Cauchy como

{(I)() :Qb(),dq)t :(I)t(’Ydt—i—O'th)}
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En particular, este problema sera muy importante en modelos como el
de Black-Scholes. No obstante, es interesante buscar las denominadas
difusiones, es decir, las soluciones a las ecuaciones diferenciales de la
forma

o, = Z+ fot b(s, ®s)ds + fota(s,(I)S)dWS

donde Z es una variable aleatoria Ag-medible.

Definicion 2.16. Sea (®; )i un proceso estocdstico adaptado y con-
tinuo y secana :RT@ R— R y B :R"® R — R, dos funciones
tal que fota(s,fbs)ds Y fotﬁ(s,CDS)dWs existen, entonces, (P )ieT €8
una difusion si:

O = Z+ [[b(s,®,)ds + [5 o(s, By )dWy, V> 0

No obstante, ahora se nos presentaria la siguiente pregunta, ;Tiene
esta ecuacion, siempre una solucion?. Es decir, ;Vamos a poder, en
cualquier caso, encontrar una difusiéon?. Aqui es donde entraria el
siguiente resultado trascendente del calculo de Ito, el lema de Ito. Este
lema nos brinda una serie de propiedades que deben cumplir o, 3 ¥y
7, para poder afirmar no tnicamente la existencia de soluciones, sino
que también la unicidad de éstas.

Lema 2.17. (Lema de It6) Sean o, B funciones continuas, Z una va-
riable aleatoria Ay -medible, x,y € R yt € [0,T]. Entonces, si existe
una constante k tal que:

= [alt,z) — alt,y) || +1 8 2) — Bt.y) | < klz—y
= [falt,z) || + | B(t2) || < k(1 +[z])
= E(Z2) < 00

entonces VI > 0 existe una unica difusion en el intervalo [0,T].

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en el capitulo 3
del punto [5] de la bibliografia O
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2.3. Modelo de Black-Scholes

En la década de los 70, los matematicos Fisher Black, Myron Scho-
les y Robert Merton, llevaron a cabo una serie de estudios que mar-
caron un antes y un después en la manera en que los inversores de
derivados financieros enfocarian sus inversiones. Su trascendencia e
importancia fue de tal envergadura que supusieron un fuerte empujéon
para el desarrollo de lo que hoy conocemos como ingenieria financiera.
En 1997, Scholes y Merton, fueron galardonados con el premio Nobel.
Dicho reconocimiento también se le hubiera otorgado a Black de no
haber fallecido en 1995. En este apartado introduciremos el modelo
de Black-Scholes, desde la determinaciéon del proceso que modela el
comportamiento del precio de los activos, hasta la deduccién de la
denominada férmula de Black-Scholes.

Para ello, en primer lugar consideramos una cartera con dos activos
financieros, un activo libre de riesgo al que llamaremos © de manera
que Q; hace referencia al precio de Q en el instante de tiempo t y un
activo con riesgo al que conoceremos como § de manera que de forma
analoga haremos referencia al precio de S en el instante t como S; . Al
ser @ un activo libre de riesgo, es trivial ver que los precios de dicho
activo evolucionan respecto del tiempo como dQ; = rQ;dt donde r
es una constante positiva, denominada tasa de interés instantanea, y
marcando el precio en el instante inicial como Oy = 1 se tiene que
los precios del activo libre de riesgo podemos modelarlos a través del
modelo Q; = exp{rt}, vVt > 0.

Por lo que respecta al activo con riesgo, se asume que dicho activo
se comporta como

S =xp + fOtSs(vds + o dWy)

es decir, expresandolo como un problema de Cauchy tenemos que &
se comporta como

{dS; = Si(vdt + cdWy), Sp =0 }.
Reescribiendo esto obtenemos que

S =z + [ Syyds + [} Sso dW,.
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Podemos observar que esta expresion se asemeja a la dada para los
denominados procesos de Ito, asi pues, lo que haremos, es suponer
que (S;): es un proceso de Ito, solucién de la ecuacién del proble-
ma de Cauchy presentado anteriormente de manera que &;v = K;
y Sto = H;. Asi pues considerando dicha suposiciéon y la funcion
f = Log(x) se obtiene que:

2 Q2
Log(S;) = Log(xy) + fot % —3 JUS—‘S}CZS

= Log(S;) = Log(xg) + fgdS—‘i'S —1 OtO'QdS

Ahora bien, utilizando el enunciado del problema de Cauchy que nos
dice que dS; = Si(ydt + o dW;), tenemos que:

Log(S) = Log(xo) + [, a8 — L0 ods
= Log(S;) = Log(xg) + fot(fy ds +odWy) — %fot o?ds
t 52 t
= Log(S;) = Log(xo) + [, (v — % )ds + [, o dW,
= Log(8) = Log(xo) + (v — 3)t + oW,

= Log(3) = (y =5t + o W,

= 8§ = xoemp{('y —%Q)t + JWt}.

Una vez llegados a este punto, y empleando la féormula de Ito, es facil
comprobar que S; es una solucion de la ecuacion diferencial de manera
que

S = :z:oexp{ (v — %Q)t + O'Wt}
donde W; es un proceso de Wiener.

Observacion 2.18. El proceso estocastico S; = xg exp{ (v — %Q)t + o Wt}

es el proceso que se encarga de modelar el comportamiento de los pre-
cios en el modelo de Black-Scholes.
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Por 1ltimo, vamos a deducir la férmula de Black-Scholes, es por ello
que consideraremos el valor descontado del activo, al cual definimos
como &; y que consideramos que verifica la siguiente ecuacion

St = G_TtSt

Una vez definido el valor descontado del activo, con el fin de poder de-
ducir la férmula de Black-Scholes debemos encontrar una probabilidad
P* que sea equivalente a la probabilidad P del espacio de probabili-
dad de manera que respecto de dicha probabilidad P* el proceso S,
sea una P*-Martingala. Una vez hayamos encontrado dicha probabi-
lidad, podremos definir una estrategia autofinanciada replicando las
opciones.

Lema 2.19. (Teorema de Girsanov) Sea (W); un movimiento Brow-
niano, ()¢ un proceso adaptado que verifica que fOT Y2ds < oo y
sea el proceso (M), definido por

M; = exp(— fot s dWs — %fot Y2 ds)

una martingala, entonces bajo la funcidn de probabilidad PW™) | con
densidad My respecto de la funcion de probabilidad del espacio, el
proceso definido por By = W, + fg Ysds es un proceso de Wiener
respecto de la filtracion.

Demostracion. La demostracion detallada del lema se puede consultar
en el punto [5] de la bibliograffa. O

Ahora bien, tal y como hemos supuesto por hipdtesis, tenemos que
los precios descontados de los activos se comportan como:

St = e_”St

Por tanto, podemos observar que derivando a un lado y al otro de la
igualdad se obtiene que:

dS; = d(e™"'S,)
= dS;, = —re S dt + e tdS,

= dS; = —re "Sidt + e Sy (ydt + o dWy))
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= dS, = S (v —r)dt + o dW,)

Una vez llegados a este punto, si consideramos el proceso (By); defi-
nido como By = W; + (v ) Y substltuyendo en la expresion que
acabamos de obtener, se obtiene que dSt = Sta dB; .

Considerando ahora el proceso adaptado (1 ); definido como

Yy = @ es trivial ver que se verifica que:

By = W, + [ sds

Es trivial también ver que fOT Y?ds < oo y por lo tanto se obtiene que
se verifican las hipdtesis del teorema de Girsanov, asi pues, obtenemos
que B; es un proceso de Wiener respecto de la filtracion y respecto
de la probabilidad PM. A PM la denominaremos P*. Por tltimo, se
obtiene de esta observacion que respecto de P* el proceso (St)t es una
martingala.

Definicién 2.20. Se define como estrategia de inversion, a la sucesion
de vectores aleatorios

= {(¥),...,0") e R™! ne T}.

Ademds, dichos vectores son previsibles. Por otro lado, diremos que
la estrategia de tnversion es autofinanciada si verifica que

\IjnSn - \Dn+18n

Definicion 2.21. Sea ¥ una estrategia autofinanciada, diremos que
se trata de una estrategia admisible si existe una constante K tal que el
valor descontado en el instante t, sea mayor o igual a -K,Vt. Ademds,
st C'es una opcion financiera con payoff h, diremos que dicha opcion
C' es una opcion financiera replicable si h es igual al valor final de una
estrategia admaisible.

Lema 2.22. Sea C' una opcion europea, en el modelo de Black-Scholes
tal que h es su payoff y h > 0, ademds de medible respecto de la
filtracion y de cuadrado integrable respecto de P*. Entonces C' es
replicable y Cy = EP*(e*T(T*t)h]E) es su valor en el instante t.

Demostracién. En primer lugar, tenemos que M; = Ep-(e"Th|F)
es una P* -Martingala de cuadrado integrable de manera que tenemos
que existe un unico proceso (Y;); adaptado tal que se verifique que:
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= My, = My + [y YedW,.
o B ([] Y2ds) < oo
Una vez llegados a este punto, pasamos a definir ¥} de manera que:
1. Y
Uy = - 5

De esta manera, obtenemos que:
M, = My + [ 01dS, = Cy(T)
= Gy = Cy + [y W}dS,
= C; = Ep-(e7TDn|F)

Y siendo ¥e " = C; + Ui S; se tiene que la estrategia (U9, ¥}) es
autofinanciada y replica h. Ademés h > 0 y que Cy > 0 y por tanto
la estrategia es también admisible. [

Proposicion 2.23. Sea h el payoff de una opcion europea C replica-
ble en el modelo de Black-Scholes tal que f(S;) = h > 0 donde f(S;)
es una funcion de cuadrado integrable. Sea g(t,S;) = Ep:(h|F;) €
CY2 . Entonces su valor en el instante t es:

C(t,St) = E]}D*(eir(Tit)h‘E)
y su estrategia que réplica es (VY , W1 donde:
v = C(t,S)— VS,

1 S ao(t78t)
v, = 25

Demostracion. La demostracién de esta proposicion se puede consul-
tar en la secciéon 2.5 del punto [5] de la bibliografia. O]

Considerando su payoff como h = (Sp — K), se obtiene que:

C(t,S) = Ep (e T(Sp — K)4 | F)

_ GT(Tt)StEP*(%l{SSI;>I§})$:St — Ke™ r(T— tEIP( {ST>K})33 St
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Ahora bien, debido a que ST = elr=30")(T—t) +oWr—, podemos calcular
eI t)Ep*(s {sT>K})x s, asi como EP*(l{%{>§})x:5ﬂ de manera
que:

| ] EP*( {ST>K})$ St
- ]P)*(‘?S‘_f > %)l’:St

= P*(Log¥ > Log%).—s,

I Log® —(r—30°)(T—t)
=P (\/ZIT’—t > ovVT—t )x

Log%+(r—50°)(T—t
— N( 9K+(£\/T t)( ))szt

:St

LogSt+ r—% ) (Tt
= N(d_) donde d_ = gKJ(\/T t)( )

{ST>K})$ S,

— e_T(T_t)EJP’* (6(7‘—50 (T=t)+o WT_t) 1{0 WT7t>L09%_(r_%U2)(T_t)}

_ ]E]P* (e(_%UQ)(T—t) +o WTft) ]_{0 WT_t>LOg%7(7”7%O'2)(T*t)}

Log&+(r—40%)(T—1)
— 1 f oV1T—t
V2 J 70

1.2
e —30%(T—t)—oV/T—ts—3s ds

Log%+(r—%n2)(T—t)

- \/LQTT./‘—OO VI 6_%a2d& dOIlde a = 0‘@4_8

St 2\ (-
= N(d.) donde d, =)0,

Asi pues, para finalizar, podemos expresar C; como:
C(t,St) = St./\/‘(d+) — Ke_”./\/'(df)

donde A sigue una distribucién normal. Esta expresién es lo que se
conoce como la ecuacion de Black-Scholes.
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3. Modelos con saltos
3.1. Ley de Poisson

Simeon-Denis Poisson (1781-1840) fue un matematico francés, es-
tudiante de ”"L’Ecole Polythecnique”de Paris, quien por sus grandes
contribuciones en diversos campos como son la Teoria de la electrici-
dad o bien la teoria de la probabilidad, entre otros, pasé a formar parte
de la prestigiosa academia de ciencias francesas a sus 30 anos de edad.

Por lo referente a nuestro estudio, cabe destacar los avances reali-
zados por Simeon-Denis Poisson en el campo de la teoria de la proba-
bilidad, donde descubrié la forma limite de la distribucién Binomial,
cuando la probabilidad de éxito depende de n, y np(n), donde p(n)
es la probabilidad de éxito, tiende a A > 0.

Este resultado se definié como una nueva funcién de distribucion la
cual adoptoé el nombre de distribuciéon de Poisson en su honor.

Definicién 3.1. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y sea X
una variable aleatoria de dicho espacio. Dado x definida en{0,1,2,...,n},
n € N, y sea p la probabilidad de éxito tal que p € [0,1], dire-
mos que X sigue una distribucion binomial, y lo denotaremos por
X ~ B(n,p), si se verifica que:

PX=2z) = (")px qv®

donde g=1—1p

Definicién 3.2. Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad, y sea X
una variable aleatoria en dicho espacio de probabilidad. Sea k € R
diremos que X sigue una distribucion de Poisson de pardametro A €
[0,00) si se verifica que:

En este caso diremos que su funcion de distribucion Fy queda deter-
minada por:

Fu(k) = Y5 e
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Proposicion 3.3. Sea X una variable aleatoria que sigue la distri-
bucion de Poisson, entonces la funcion generadora de momentos de
dicha variable aleatoria X queda determinada por:

My(w) = e},
donde w > 0

Demostracion. En primer lugar, para dicha demostracion debemos

. . o0 n
recordar que e” se puede aproximar con la serie )~ % . Por otro

lado, sabemos que la funciéon generadora de momentos de una variable
aleatoria verifica que

My (w) = E(e®?).
Debido a esto, tenemos que:

My (w) = 30" 5™

= My(w) = ey,

x!

Asi pues, utilizando ahora la aproximacion de e* recordada al inicio
de la demostraciéon obtenemos que:

My(w) = e’
tal y como queriamos demostrar. l

Lema 3.4. (Limite de Poisson) Sean X{, ..., X}, ¥n € N v.a.i.i.d,
que siguen una distribucion binomial B(1,p,). Sea SI = Y ", X",
entonces, si el limite de np, tiende a A > 0, se tiene que S;' tiende
a una distribucion de Poisson de pardmetro A

Demostracion. Utilizando la funcion generadora de momentos de la
variable aleatoria S se tiene que:

Msn(t) = E(e!Xim )
debido a la independencia de las variables aleatorias X" se tiene que:
= B([[i, ™) =TI B(e™)
= TIiL, Man(t) = (pue’ +1—p,)", Vit €R.
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aplicando ahora que el limite de np,, es A se deduce que el limite de
pp es cero de manera que se tiene que el limite de Mgn(t) es de la
forma 1°°. Asf pues, resolviendo esto se obtiene que Mgn(t) tiende a:

g(t) = M

Podemos observar que g(t) se trata de la funcién generadora de mo-
mentos de una variable aleatoria que sigue una distribuciéon de Pois-
son, de manera que aplicando el teorema de continuidad de las funcio-

nes generadoras de momentos, se deduce el resultado que se buscaba.
O]

Lema 3.5. Sea X una variable aleatoria que sigue la distribucion de
Poisson de pardametro X, es decir, X ~ Po()\), entonces se verifican
las dos propiedades siguientes

n E(X) = Var(X) = A

m 51 ) es una vartable aleatoria independiente de X tal que Y ~
Po(y) entonces

(X + YY) ~ Po(A + 7)

Demostracion. En primer lugar, demostraremos la primera propie-
dad. Por definicion de la esperanza de una variable aleatoria discreta
tenemos que:

E(X) = X2 0P(X = 1)

debido a que la variable aleatoria X ~ Po(\) obtenemos que:
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Asi pues, se obtiene que E(X) = A Una vez se tiene esto, recordamos
que Var(X) = E(X?) — E(X)?.

Por lo tanto, debemos calcular que vale E(X?), para ello utilizamos
la funcién generatriz de momentos ya que se verifica que:

M (w) = E(X?) siw— 0

Considerando la funcién generatriz de momentos de una variable alea-
toria que sigue la distribucién de Poisson, tenemos que:

n My(w) = \eteAe’=1)

» MY (w) = (M) = )\e“’e/\(ew*”(l + Xe¥)

Llegados a este punto, resulta trivial comprobar que si w — 0 se
obtiene que M”(w) tiende a A + A\2.

Por 1ltimo, substituyendo en la férmula de la varianza, los resultados
obtenidos obtenemos que:

Var(X) = E(X?) —EX)2 = A+ 22 = )2 = )\

Para la demostracion de la segunda propiedad consideramos una
variable aleatoria X y una variable aleatoria ) independiente de la
anterior, de manera que la variable aleatoria X’ sigue una distribucién
de Poisson de parametro A, mientras que la variable aleatoria ) sigue
una distribucion de Poisson de parametro « . Por iltimo, consideramos
la variable aleatoria Z definida tal que Z = (X + ).
Consideremos ahora n € N de manera que, tal y como hemos definido
Z , tenemos que:

= P(Z=n)=>_ PX=n—-1i,Y=1)

Ahora bien, por hipdtesi tenemos que las variables aleatorias X y )
son independientes de manera que

P(X=a,Y=0b) = P(X =a)P(Y =b)

26



para todo a,b € N.
Por lo tanto, recuperando la expresién de P(Z = n) observamos que:

P(Z=n)=>_ PX=n—-1i,Y=1)

= P(Z=n) = Y1 Aidne O

i=0 n—)li]

> P(2 =n) = S YL, B

n! 1=0 (n—i)li!

De esta manera se observa que lo que se obtiene en el sumatorio se
trata de un binomio de Newton obteniendo que

P(Z =n) = A+9)" o —(A+)

n!
verificando asi que Z ~ Po(A + ) tal y como se queria probar. [
Definicion 3.6. Sea (2, F ,P) un espacio de probabilidad, y sea X
una variable aleatoria en dicho espacio de probabilidad. Sea k,q €

R yq < k diremos que X sigue una distribucion Exponencial de
pardmetro X > 0 si se verifica que:

Plg< X < k) = [ Aeda

En este caso diremos que su funcion de distribucion Fy queda deter-
minada por:

Fy(z) = 1 —e % para todo x> 0.

Proposicién 3.7. Sea (®;);>1 una secuencia de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas siguiendo la distribucion
exponencial de pardmetro \. Sea N una variable aleatoria tal que
para todo t > 0 se define como:

Ne=inf{n>1:3",® >t}
entonces N sigue una distribucidn de Poisson de pardmetro At .

Demostracion. En primer lugar se tiene que ®; sigue una distribucion
exponencial de pardmetro A para todo i > 1 de manera que Y . ; ®;
sigue una distribucion Gamma de parametros n i A de manera que:

n Az Ax)rt
PO @ <y) = [ re™? (F()n) dx
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Podemos observar que al ser n € N se tiene que I'(n) = (n —1)!.
Asi pues, volviendo ahora a la variable aleatoria N/ tenemos que po-
demos expresar P(N' = n) como:

PN =n) = P00 @ < t) P, & < 1)

Considerando esto y la distribucion Gamma que sigue el sumatorio al
desarrollar se obtiene que N’ ~ Po(\t) O
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3.2. Proceso de Poisson

Como consecuencia de los avances realizados en la teoria de la pro-
babilidad por Simeon-Denis Poisson, respecto del descubrimiento de
la distribucion de Poisson como forma limite de la distribucién bino-
mial, se abri6 la puerta en el campo de la teoria de la probabilidad, a
la apariciéon de un nuevo conjunto de procesos que pasarian a llamarse
procesos de Poisson, debido a la estrecha relacion que guardan con la
distribucién de Poisson.

En el siglo XVIII podemos encontrar entre los estudios de Michell,
los primeros estudios matematicos que contemplaban los procesos de
Poisson. No obstante, no es hasta principios del siglo XX, cuando se
materializé la formulacion matematica de los procesos de Poisson de
la forma que los conocemos actualmente. Dicha formulacion se llevé a
cabo a raiz de la aparicion de los procesos de Poisson en los estudios
de Erlang referentes a la teoria de colas, en el analisi de las particulas
alfa realizado por Rutherford y Eiger asi como en la aparicién en el
estudio de Campbell referente al ruido arménico.

Los procesos de Poisson, al igual que los procesos de Wiener, cons-
tituyen un tipo de proceso de Levy. No obstante, a diferencia de los
procesos de Wiener, los procesos de Poisson presentan trayectorias
puramente discontinuas.

Los procesos de Poisson constituyen un pilar fundamental para la
construccién de procesos con saltos.

Definicién 3.8. Sea (2, F ,P) un espacio de probabilidad, y sea (7; )i>1
una secuencia de variables aleatorias con distribucion exponencial de
pardmetro A y independientes entre sty sea T el espacio de los instan-
tes de tiempo. Definimos el proceso estocdstico de Poisson de pardme-
tro A como la funcion medible

N (2,T),F @ B(T)) > (R,B(R))

(w,t)—=N; (w):Z1§ nlon<t

donde ¢, = Y1y,
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Observacion 3.9. Podemos observar de la definiciéon que Vi > 1
tenemos que la secuencia (7; );>1 es una secuencia de variables alea-
torias con distribucion exponencial de parametro A de manera que
recordando la proposicién 3.7 tenemos que podemos afirmar que:

N; ~ Po(At)
Asf pues como consecuencia directa tenemos que:

E(N;) = Var(N;) = \t, para todo t.

Proposicién 3.10. Sea (N;); un proceso de Poisson de pardmetro
A, entonces (Ny); presenta incrementos independientes.

Demostracion. Para la demostracion de esta proposicion utilizaremos
el siguiente lema:

Lema 3.11. Sean s,t > 0 , entonces Ni.s — N, es independiente de
N, .

Demostracion. Para demostrar que son independientes, queremos ver
que

P(Nips = N, = a, Ny = b) = P(N, = ))P(Nie — Ny = a) |
donde a,b € R, para ello utilizamos que:
]P)(N;H-S_MS =a, N, = b)
= P(Nyps = a+b, Ny = D).

Aplicando la propiedad de no memoria de las variables aleatorias ex-
ponenciales se obtiene que:

PNips =Ny = a, Ny = b) = PN, =b)P(N; = a)

Ahora bien, se tiene que N, — N, presenta la misma distribucién
que N; de manera que substituyendo, se obtiene el resultado buscado.

]
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Asi pues, considerando ahora una particion t; < ty < ... < t,, < 0
y repitiendo de manera inductiva el lema demostrado anteriormente,
se tiene que los incrementos del proceso de Poisson, son independientes
(Consultar punto [1] de la bibliografia, seccién The poisson process,
para una demostracién mas detallada). 0

Proposicién 3.12. Sea (N;); un proceso de Poisson, entonces (Ny)y
verifica la propiedad de Markov, siendo (N3); un proceso Markoviano.

Demostracion. Debido a la proposiciéon anterior, tenemos que el pro-
ceso de Poisson (N;); presenta incrementos independientes de manera
que como consecuencia directa a esta propiedad se obtiene que verifica
la propiedad de Markov, siendo un proceso Markoviano. l

Lema 3.13. Sea (N;); un proceso de Poisson tal que Ny ~ Po(\t)
para todo t y sea (Pp); un proceso de Poisson tal que Py ~ Po(vyt)
para todo t, entonces, (Z;); = (Ny + Py)¢ es un proceso de Poisson
tal que para todo t se verifica que Zy ~ Po((A + ¥)t).

Demostracion. La demostracion de este lema es una consecuencia di-
recta del lema 3.5 L]

Por tltimo, cabe destacar que si (N;); es un proceso de Poisson de
manera que (®;);>1 es el conjunto de los eventos de este, es decir, los
saltos que presenta el proceso.Se podria plantear el escenario en el que
con probabilidad p o bien (1 — p) eliminamos un evento de manera
independiente del resto de eventos.

Una vez realizado esto, aquellos eventos que hayan sobrevivido a es-
ta criba que acabamos de realizar, se renombraréan como @7, @5, ..., ®/ .
Se tiene pues, que al realizar esto y al volver a formular el proceso de
Poisson pero empleando inicamente los eventos que han sobrevivido a
la criba, el proceso resultante continua siendo un proceso de Poisson.
Esta propiedad de los procesos de Poisson se conoce como ”Thining
Property”.

Llegados a este punto, tenemos determinados los procesos de Pois-
son, asi como una serie de propiedades que nos permitiran poder tra-
bajar con ellos, no obstante, a partir de la definicién de proceso de
Poisson, podemos definir el proceso de Poisson compensado.
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Introducir el proceso de Poisson compensado nos permitird introducir
una nueva serie de propiedades interesantes acerca de los procesos de
Poisson.

Definicién 3.14. Sea (N;); un proceso de Poisson, definimos el pro-
ceso de Poisson compensado de (N3, al proceso (Ny): definido de
manera que:

N, =N, — \t.

De la definicién de proceso de Poisson sabemos que N; sigue una
distribucién de Poisson de manera que es trivial observar que N; sigue
una distribucién de Poisson, debido a que

PN = ) = P(V; = z+ At) ~ Po(\t)

paracadate T.
No obstante, a diferencia del proceso de Poisson, el proceso de Poisson
compensado presenta una particularidad.

Proposicion 3.15. El proceso de Poisson compensado es una mar-
tingala respecto de su filtracion natural.

Demostracion. En primer lugar, por definicién, cualquier proceso es
adaptado a su filtracion natural.
Por otro lado, N; verifica:

E(N;) =0 < oo, para todo t.

Por tltimo se tiene que E(N;|F_1) = BN, — M t|Fi_1).
Ahora bien, como hemos visto antes, al ser un proceso de Poisson N
presenta incrementos independientes de manera que

E(WN; — Mt|Fio1) = EWN; — Moy + Ny — At Foq)
= EWN; — N1 Fim1) + EWNo| Fimr) — At
=X+ N — M= Ny

Asi pues, observamos que el proceso de Poisson compensado es una
Martingala. [
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Ahora bien, mas alld de la propiedad que acabamos de ver, el pro-
ceso de Poisson compensado presenta una particularidad que nos per-
mite relacionar el proceso de Poisson con el de Wiener.

Lema 3.16. Sea (N;); un proceso de Poisson, y sea (N}); el proceso
de Poisson compensado asociado a (Ny);. Entonces el proceso

Zt:J\Tft

tiende en distribucion a un proceso de Wiener en tender la intensidad
de sus saltos a oo .

Demostracion. Este resultado es una consecuencia del principio de
invariancia de Donsker. Dicho principio podra encontrarse en [4] de
la bibliografia, teorema 14.9. 0
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3.2.1. Proceso de Conteo

De manera intuitiva, podemos entender los procesos estocasticos
de conteo, como procesos estocasticos cuya labor es contar las veces
que ocurre un determinado evento en un espacio de tiempo [0,¢] con
te T.

Definicién 3.17. Sea (2, F ,P) un espacio de probabilidad y sea
(Tn)n>1 una secuencia creciente de momentos aleatorios de mane-
ra que P(T, — oo) = 1. Entonces definimos un proceso de conteo
como un proceso estocastico (Xy); de manera que para todo t:

Xi =D s LT, -

Es intuitivo pensar que si consideramos una secuencia de variables
aleatorias independientes idénticamente distribuidas siguiendo la dis-
tribucién exponencial de parametro \, de manera que construimos
¢, = > " 47 ,donde 7; es una v.a.i.i.d de la secuencia considerada
anteriormente, V¢ . Podemos observar que en este caso obtenemos que
(X}): es un proceso estocastico de Poisson.

Asi pues, podemos entender de manera intuitiva el proceso de Pois-
son como un proceso de conteo que se encarga de contar cuantas veces
ocurre un salto en un espacio de tiempo [0, ] para todot e T.

Lema 3.18. Sea (X}); un proceso de conteo, si (X;); presenta in-
crementos independientes y estacionarios entonces es un proceso de
Poisson.

Demostracion. La demostracion de este lema se puede encontrar en
el punto [1] de la bibliografia en la seccion Counting Processes. [
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3.3. Proceso de Poisson Compuesto

Para construir un proceso de Poisson compuesto, consideramos
(W,), variables aleatorias i.i.d. Consideramos también un proceso de
Poisson (N;)¢, siendo el proceso de Poisson independiente de las varia-
bles aleatorias. Asi pues, con el fin de construir el proceso de Poisson
compuesto se le asocia a cada proceso de Poisson (N;);, una sucesion
de variables aleatorias (¥;).

Definicion 3.19. Sea (N;); un proceso de Poisson de pardmetro X, y
sean V;, donde 1 > 1, v.a.1.1.d e independientes del proceso de Pois-
son. Entonces, definimos el proceso de Poisson compuesto asociado a
(M) como el proceso de tiempo continuo (X;); definido por:

Xy = ZJXQ 2

Una de las principales diferencias que podemos observar entre el
proceso de Poisson y el proceso de Poisson compuesto, se daria al
comparar la longitud de sus saltos.

Si bien es cierto que el proceso de Poisson presentaba saltos unitarios,
esta caracteristica, se ve alterada al fijarnos en el proceso de Poisson
compuesto, puesto que en este, la longitud de cada salto vendra de-
terminada por la variable aleatoria ¥, , Vi > 1.
Por contra es intuitivo pensar que si ¥; = 1, Vi > 1, en este caso
se recuperaria el proceso de Poisson, puesto que:

thzgil\lfn: U +..+Ty =1+...+1=N\,
Ny

Observacion 3.20. Debido al hecho que &} = Zﬁil ¥, se tiene que
Xo = 0 yaque & = Zgzlllln = 0.

Otra gran diferencia con respecto del proceso de Poisson, es que tal y
como hemos visto, V; ~ Po(\t), no obstante, en el caso del proceso
de Poisson compuesto, la distribucién de X; vendra determinada por
la distribucion de las variables aleatorias W; .

Como consecuencia, se tiene que no es tan facil poder determinar
aspectos como la esperanza o bien la varianza de una manera tan
sencilla y directa.
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Lema 3.21. (Identidad de Wald) Sea X una variable aleatoria tal que
X toma valores enteros y positivos. Dada una sucesion de variables
aleatorias (Y;)ien i.i.d, con esperanza finita e independientes de X |
Vi e N, entonces si E(X) < 0o, se verifica que:

E(Y,Y) = E(V)E(X)

Demostracion. En primer lugar cabe destacar que Zjil Y, = Zil Yilixysay,
de esta manera, podemos reescribir E(Zjil Y;) comoE(Y 07, Yiliys ) -
Llegados a este punto, se tiene que

EQ L Yiliasiy) = >0 E(Yiljaz )
= YL EV)E(1 (=)
Debido a que las variables aleatorias Y; son i.i.d se tiene que
E(Zj{:IYZ) = E(Yl)zzilE(l{XZi})
— E(Y) Y, B > i)

Ahora bien, se tiene que

De esta manera, reescribiendo esta expresion, obtenemos que:

EX)=PX>1)+PX>2)+...+PX>n)+.. =
S P(X > ).

Asi pues, aplicando esto y lo obtenido anteriormente, se obtiene que:

E(} %, Vi) = E(V)E(X).
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Proposicién 3.22. Sea (N;); un proceso de Poisson, y sea

X, = > L W, el proceso de Poisson compuesto asociado a (N),
de manera que se verifica que las variables aleatorias W, presentan
esperanza finita ¥V n , entonces se tiene que:

E(X) = E(N)E(Y) = E(¥)EA.

Demostracion. Siendo (&X;); un proceso de Poisson compuesto, se ve-
rifica que:

X = Zﬁfil 2

donde (V¥,,),en es una sucesion de v.a.i.i.d e independientes del pro-
ceso de Poisson (N;); . Ademads, el proceso de Poisson N; toma valores
enteros positivos y presenta esperanza finita e igual a \t.

Asi pues podemos observar que se verifican todas las hipotesis de la
identidad de Wald, de esta manera, podemos afirmar que se cumple
la igualdad

E(X) = EWN)E(Y) = E(P)LA.
0

Proposicién 3.23. Sea (&X;); un proceso de Poisson compuesto, en-
tonces, (X)) presenta incrementos independientes.

Demostracion. Por definicién se tiene que &; = > ", U, , mientras
N ,
que X1 = > 5" U, . Asi pues, observamos que:

Xo— Xy =N w, - Mg, =
= (\Iﬁ + ...+ \I/j\/t) — (\Ifl + ...+ \Ifj\/t_l) = \I/j\[t

Repitiendo este mismo argumento para X; 1 — A} o se obtiene que
Xt—l - Xt_g - \I/_/\[t_l.

Asi pues, por induccién, repitiendo este argumento y teniendo por
hipotesis que las variables aleatorias W; son independientes entre si
Vi, se obtiene que el proceso de Poisson compuesto (X;); presenta
incrementos independientes. l

Lema 3.24. Sea (X;); un proceso de Poisson compuesto, entonces
(X;): es un proceso de Markov.
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Demostracion. La demostracion de este lema es una consecuencia di-
recta de la proposiciéon anterior. Il
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3.4. Modelos de Difusién con Saltos

En el modelo de Black-Scholes, estudiamos el comportamiento del
precio de los activos. No obstante, no se tienen en cuenta los posibles
cambios bruscos que se pueden dar en el precio de estos, alejando asi
el modelo de la realidad, puesto que si nuestro activo presenta una
extrema volatilidad, la cual repercute en el precio elevandolo o bien
desplomandolo en espacios de tiempo relativamente breve, nuestro
modelo no podra ajustar bien el comportamiento del precio.

Cabe destacar que si nuestro activo no goza de una gran volatilidad,
pero nos encontramos en espacios de tiempo de gran incertidumbre,
ya sea debido a una catastrofe como es el caso de la covid-19 o en una
época de crisis como la vivida en 2008, el modelo tampoco se ajus-
taria a la realidad. Esto se debe a que esta serie de acontecimientos
acaban viéndose reflejados en los precios, tanto en positivo como en
negativo, experimentando variaciones significativas de estos en perio-

dos de tiempo relativamente cortos que escaparian a las predicciones
del modelo de Black-Scholes.

Con el fin de paliar estos problemas, y otorgarle a los inversores un

modelo que contemplase, tanto los espacios de tiempo en los que los
activos se comportan de manera estable , asi como aquellos periodos
en los que los activos experimentan saltos significativos en sus precios,
nace en 1976 de la mano de Robert. C. Merton los modelos de difusién
con saltos.
Este tipo de modelos se entienden de manera intuitiva como un mo-
delo cuya finalidad es modelizar el comportamiento del precio de un
activo donde dicho precio experimenta una serie de saltos significati-
vos en instantes de tiempo determinados, pero que por contra, dicho
comportamiento sigue un modelo de Black-Scholes en el periodo de
tiempo que transcurre entre un salto y el siguiente.

Para introducir el modelo de difusion con salto, consideraremos un
mercado financiero compuesto de dos activos. Uno de dichos activos
sera libre de riesgo al que denominaremos @, de manera que el precio
de Q en el instante de tiempo t lo denotaremos por Q;. Es trivial
ver, que al tratarse de un activo libre de riesgo, Q; = exp {rt}, donde
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r > 0 es la tasa de interés instantaneo.

Por otro lado consideraremos un activo con riesgo al que denominare-
mos S y de manera analoga al anterior consideraremos que el precio
de S en el instante de tiempo t es S; .

En el caso del activo & tenemos que sus precios irdn experimentan-
do saltos en instantes de tiempo determinados. Para ellos denotare-
mos por 7i,Ts,...,T, a los instantes de tiempo donde el precio ex-
perimenta el salto, expresando el salto con la variable aleatoria U,
Vie{1,2,...,n}.

A continuacion, se procedera a estudiar como se comporta el precio
del activo en los espacios de tiempo [0, 71) ... [T—1, 7,) . Por definicién,
se tiene que en el espacio de tiempo comprendido entre dos saltos, el
precio sigue el modelo de Black-Scholes. Por lo tanto se obtiene que
en los espacios de tiempo (0,71) ... (7,1, 7,) €l precio se comportara
tal y como se expone en el modelo de Black-Scholes.

Para deducir la expresion que seguira S;, primero debemos estu-
diar el primer intervalo [0,77). Tal y como hemos visto anteriormen-
te sabemos que para cualquier t € (0,77), S; seguird el modelo de

Black-Scholes, de manera que &; = &y e(V_L;)thUWt donde W; es
un proceso de Wiener. Llegados a este punto y con el fin de ame-
nizar la densidad de las expresiones que vayamos obteniendo, des-
de aqui en adelante denotaremos a A = (v — %2)75 + oW, y a
O, = (v — %2)(25 —7;) + oWy, parai > 1.

Podemos observar que si estudiamos que pasa en el instante de tiempo
donde se produce el salto, se tiene que S;, = S, — §- = S-Ui.
Asi pues se deduce que:

57’1 - Srl_(l —|—Z/[1)

De esta manera tenemos que los precios a lo largo del intervalo se
comportan como:

St = SoeA , Vte [0,’7’1) ,
871 = 50(1 +U1)6A

Una vez tenemos determinado como se comportan los precios hasta
el primer salto, podemos centrarnos en periodo de tiempo posterior a
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este, asi como en su comportamiento cuando alcance el segundo salto.
Podemos observar que para todo t € [11,72) se tiene que el compor-
tamiento de los precios se puede modelar como:

S = 8ne™ =S (1+U)e™ = S(1+U)e?

Por tanto, de manera analoga a como se ha llevado a cabo en el caso
de &;, se tiene que:

S,

2

= 80(1 + Z/{l)(l + UQ>€A

Por 1ltimo, repitiendo este argumento para cada 7; se acaba obte-
niendo que el comportamiento de los precios puede ser modelado bajo
la expresién:

S = So([Tj= (1 +Uj))er

Podemos observar que reescribiendo esta expresion podemos expre-
sar S; como:

S =8 + [y Silvds +odW,) + X35 S, U,

= fgi =~dt +odW, + dZ;,

donde por definicién se tiene que Z = Z?ill/{j es un proceso de
Poisson compuesto donde la distribucion de cada una de sus variables
irda determinando la intensidad de los saltos que experimentan los
precios.

Esto es lo que se conoce como modelo de difusion con saltos, siendo
el mas conocido y pionero el modelo de Merton, donde las variables
aleatorias del proceso de Poisson compuesto siguen una distribucion
normal.

3.4.1. Martingalas en un proceso de salto difusion

Antes de presentar el modelo de Merton, presentaremos una serie de
propiedades de los procesos de difusion con salto que nos permitaran
presentar estrategias de pricing, asi como de hedging asociadas a estos
modelos.
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Proposiciéon 3.25. Sea (2,58 ,P) un espacio de probabilidad y sea
(F1)¢ una filtracion de dicho espacio, W un proceso de Wiener y N;
un proceso de Poisson. Sea Ay la o -algebra generada por las variables
aleatorias Wiys — W, News — Ny, Un+jVj > 1, entonces, As y F
son independientes.

Demostracion. La demostracion de esta proposicion, se podra encon-
trar en el punto [5] de la bibliografia en la pagina 177. O

Ahora bien, siendo S; el precio descontado del activo S en el ins-
tante t , se tiene la siguiente proposicion, que nos otorga una condicién
suficiente para poder determinar que el proceso (St)t , s una martin-
gala.

Lema 3.26. Sea (St)t el proceso que modela el comportamiento de
los precios descontados del activo, entonces siendo E(U;) < oo se

tiene que el proceso es una martingala si y solo si se verifica que
v =1r—AEU).

Demostracion. En primer lugar utilizando la proposicion anterior, se
obtiene que

B(SIF) = SB(el =)W [T (14 Uy 1)
Ahora bien, utilizando que (Uy.,+j);>1 tiene la misma distribucién
que (U;);>1 entonces es facil ver que:

3 S —r)(t—s N
E(Si|Fs) = S, )E(Hj:/\/s+1(1 +U;))
= S, e )(t=s)+A(—s)E(h)

Por tanto, con esta expresion es facil ver que se tratara de una mar-
tingala si y solo si v = r — AE(Y;) tal y como se queria probar.
O

Por 1ltimo, con el fin de poder presentar las estrategias de hedging,
ya sea en el modelo de Merton, asi como en cualquier otro modelo de
difusion con salto, debemos introducir dos lemas adicionales. Debido
a que nuestro objetivo es presentar las estrategias, omitiremos las de-
mostraciones, no obstante podréan encontrarse en el punto [5] de la
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bibliografia (pagina 179.).
Lema 3.27. Definiendo v como la ley de probabilidad que siguen las
variables aleatorias U; , y sea

T RIx R— SR
(,2) =Y (y,2)

una funcion medible tal que fijando z se tiene que la funcion

a(y) = Y(y,z) es continua en R?. Sea también (H;)i<o un proceso
continuo por la la izquierda tal que H; € R? YVt y adaptado a la
filtracion del espacio de probabilidad, asi como:

]E(fgdsf v(dz)Y%(H,, 2)) < oo
Entonces, el proceso My definido como:
M, = SN Y(H,, Uy) — A fy ds [ o(dz)Y(Hy, 2))
es una martingala de cuadrado integrable. Ademads se verifica que:
M} — X [ ds [ v(dz)Y?(H,, 2))

es una martingala.

Lema 3.28. Sea (J;)i>0 un proceso adaptado tal que se verifica
E(fot J2ds) < oo, sea Ly = fot Js dWy ,entonces se tiene que:

(Lt Mt)tz 0

es una martingala.
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3.5. Modelo de Merton (1976)

Como habiamos comentado, al inicio de la década de los 70, con la
aparicién en 1973 del modelo de Black-Scholes, se produjo una serie
de grandes avances en la teoria de opciones, suponiendo gran parte
de dichos avances, la semilla de lo que mas tarde conoceriamos como
ingenieria financiera. No obstante, en 1976, de la mano del matemati-
co norte-americano Robert. C. Merton, se presenté un nuevo avance
significativo, al introducirse un nuevo proceso que se encargaba de
modelar los precios de los activos, el proceso de difusién con saltos.

Robert Merton presento los proceso de difusion con saltos de la
mano de lo que hoy conocemos como el modelo de Merton. Dicho mo-
delo naci6 de la necesidad de generalizar los estudios de Black-Scholes,
asi como de la necesidad de poder adaptar mas a la realidad el modelo
presentado en 1973.

En la etapa anterior a 1973, poder determinar el precio o valor de
una opcién sobre una accién era una dura tarea que no siempre podia
llevarse a cabo con éxito, es por ello, que el modelo de Black-Scholes,
asi como la formula de Black-Scholes arrojaron luz a los inversores,
los cuales fueron dotados de una herramienta que les permitia calcu-
lar el valor de una opcion sobre una accion basandose basicamente en
valores observables.

Por contra, no todo fueron buenas noticias, puesto que el modelo de
Black-Scholes, se alejaba de la realidad a la hora de hacer predicciones
sobre el comportamiento de los precios de los activos, durante etapas
de gran incertidumbre, asi como a la hora de modelar dichos precios,
al tratarse de activos extremadamente volatiles. Esto es debido a que
dicho modelo no contemplaba el escenario en el que los precios de
los activos, experimentaran variaciones significativas en periodos de
tiempo relativamente cortos.

Asi pues, pese a ser uno de los avances mas significativos en matemati-
cas financieras de la historia, el modelo de Black-Scholes presentaba
limitaciones.

Frente a este escenario, en 1976, Robert. C. Merton publica su mo-
delo como una generalizacion de los estudios de Fisher Black y Myron
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Scholes.

Dicho modelo, consiste en un proceso de difusién con saltos, a diferen-
cia del modelo de Black-Scholes. Asi pues se tiene que si consideramos
un mercado financiero compuesto de un activo libre de riesgo O y un
activo con riesgo S el modelo de Merton se basa en un proceso (S);
que modela los precios del activo con riesgo como:

fg—f_t = ~dt +odW, + dZ,

donde se tiene que Z = Zj\il U; es un proceso de Poisson compuesto
donde V£ se tiene U}, ~ N (a,b?), indicando que la intensidad de los
saltos que experimentan los precios siguen una distribucién normal.
En particular, también se tiene que W; es un proceso de Wiener y
que N; es un proceso de Poisson. Por tltimo, cabe destacar que las
variables aleatorias del proceso de Poisson compuesto, son indepen-
dientes del proceso de Poisson como del de Wiener.

De manera andloga a como se llevé a cabo por Fisher Black y
Myron Scholes en 1973, Robert Merton, de la mano de su modelo,
también presenté una estrategia de pricing asi como de hedging. Estas
estrategias como generalizaciones de las presentadas en el modelo de
Black-Scholes, permitieron que los estudios llevados a cabo en teoria
de opciones pudieran abrirse a otros campos de las finanzas.

3.5.1. Pricing en el modelo de Merton

Haciendo honor al economista norte-americano Kent Monroe, re-
mitiéndonos a sus palabras, podemos entender el pricing como:

~ El arte y la ciencia de comprender cuanto un cliente estaria
dispuesto a pagar por un producto o servicio, y obtener el maximo
beneficio posible de este~ .

En finanzas, una estrategia de pricing, consiste en una estrategia
que nos permita conocer el precio que puede alcanzar un activo en
un tiempo futuro de manera que podamos anticiparnos, y obtener la
mayor rentabilidad de este.

La férmula de Black-Scholes, constituye uno de los ejemplos mas sig-
nificativos de estrategia de pricing.
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Observacion 3.29. Recordamos que la funcién de Black-Scholes es
F(t,S) = SN(dy) — keT""N(d_) que se obtiene de desarrollar

Fo(t, ) = E(e T f (a0 5)T-0to(Wr0)y)

Debido a que el modelo de Merton consiste en un modelo de difu-
sién con saltos, y por consecuencia, sigue un modelo de Black-Scholes
en el espacio de tiempo comprendido entre dos saltos, la férmula de
Black-Scholes jugara un papel principal en la estrategia de pricing de
este.

Para determinar la estrategia de pricing asociada al modelo, consi-
deraremos una opcién europea con payoff h la cual sera F; -medible y
de cuadrado integrable. Ademds dicha opcion vencerd en el instante
de tiempo T a precio de ejercicio K. Podemos denotar el precio de la
opcién en el instante de tiempo t, como V; . Debido al hecho de que la
estrategia de pricing como la de hedging se trata de estrategias cuyo
objetivo es reducir al maximo el riesgo tenemos que:

« Vo = E(e"Th)

Vi = E(e 0N F)

Ahora bien, definiendo la funcién f(z) = (r — K). , se tiene que
podemos reescribir h como f(Sr) de manera que se deduce que en el
instante ¢ > 0 se tiene que:

Vi = E(e "0 f(Sr)|F)

0'

= V; = E(e "D f(Sielr= 7 T-0+eWr Hk “nir (1 U))|F)

por ser (S;); un proceso de difusion con saltos.

Ahora bien, se tiene que:
Vi = E(e "0 f(Sr)|F) = F(t,S)
donde la funcién F(t,z) la definimos como:
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F(t,z) = E(e—r(T—t)(xe(v—%)(T t)+o(Wr_y) HNT (14U;))

2

= F(t,a) = E(e T (zelrXB0)-5)T—0+0(Wr-) [N (1 1 345))

Donde las variables U; presentan una distribucion normal por tratarse
del modelo de Merton.

Recordando la funcién Fy(¢,z) del modelo de Black-Scholes es tri-
vial ver que podemos expresar F'(t,z) como:

F(t,x) = E(Fo(t, e @00 T (1 1 1))

Por dltimo, como Np_; es independiente de las variables U, y
presenta distribuciéon de Poisson con parametro A\(T — t) tenemos
que:

F1(t7 :U) — ZZOZO E(FO (t) me—)\E(Ul)(T—t) H;”LZI(I + u])) e*A(Tft)/\n(T_t)n

n!

En particular cabe destacar que esta formula seria 1til para deter-
minar la estrategia de pricing asociada a cualquier modelo de difusién
con saltos presentando como unica diferencia, con respecto a la que
acabamos de obtener para el modelo de Merton, la distribucién que
presentarian las variables aleatorias U; .

3.5.2. Hedging en el modelo de Merton

En el marco de las operaciones bursatiles, se entiende por estrategia
de hedging, una estrategia de cobertura que nos permita reducir o bien
eliminar, las pérdidas que se podrian ocasionar al realizar una mala
operacion.

Para la deduccién de la estrategia de hedging asociada al modelo
de Merton, consideraremos una opcioén europea C', con payoff h, con
precio de ejercicio K y que vence en el instante de tiempo T.
Anélogamente a como hemos hecho en la estrategia de pricing, se tiene
que h = f(Sr), y debido a que se trata de una estrategia admisible
cuya finalidad es minimizar el riesgo, se tiene que el valor de C', en el
instante inicial, viene determinado por:

Vo = E(e"Th)
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Proposicion 3.30. Sea h el payoff de una opcion europea C' que
vence en el instante de tiempo T y con precio de ejercicio K, Sea r
la tasa de interés y sea Vi el valor descontado de la opcion en el ins-
tante t, entonces, el riesgo cuadratico en el momento de vencimiento
denotado por R wverifica que:

Rl = E(e7h —V})?

Demostracion. La demostracién se puede encontrar en [5], seccién 7.
]

Asi pues, se tiene que R§ = E(e "™ (f(Sr)—V;))?, por ser h = f(Sr)
y ‘/t — efrt‘/t )

Proposicién 3.31. Sea (HY, Hy)o<:i<T una estrategia admisible que
presenta valor Vi en el instante t. Considerando el valor inicial co-
mo Vo = E(e7"Th) entonces el riesgo cuadrdtico en el vencimiento
verifica:

= [E( fo 5 ( S,) — H,)?S20%ds +

IS du(z 2TS(F(,55(1+Z)) F(s,8,) — HyzS,)2ds) .

Demostracion. La demostracion se puede encontrar en [5], seccién 7.

]

A raiz de esta proposicién, podemos observar que para minimizar
el riesgo es suficiente ver cuando H, verifica la expresion:

0 = (8£(5,8,) — H)S20%ds + X [ dv(z)(F(s,8,(1 + z)) —

F(s,8,) — Hy28,)2S,

Ahora bien, debido a que H; debe de ser continuo por la izquierda,
basta con minimizar los términos respecto de ds obteniendo que:

H, = @ (s,8,)
Donde la funcion ® es de la forma:

O(s,z) = é( Q(g_F(S z) + A [ do(z e (SI(HZ))*F(S@)))

T
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Donde o = o2 + A [ dv(z)z?. Esta expresién, nos muestra la
estrategia de hedging asociada al modelo de Merton. Podemos obser-
var que si A tiende a cero, obtendriamos la estrategia de hedging del
modelo de Black-Scholes. Cabe destacar también que esta estrategia
de hedging, seria adaptable a cualquier otro modelo que siguiera un
proceso de difusién con saltos, inicamente substituyendo la funcién
de pricing de Merton por la asociada al modelo del que queramos
obtener la estrategia.

3.5.3. Modelo de Kou 2002 y pricing de opciones barrera

Tras la apariciéon en 1973 del modelo de Black-Scholes, asi como la
presentaciéon de los modelos de difusién con saltos en 1976 por Robert
Merton, ha habido un gran nimero de modelos que han ido surgiendo
como generalizaciones de estos o bien como estudios complementarios
a estos que permitian poder plantear un nuevo enfoque a la teoria
de opciones. Este es el caso del modelo planteado por el matematico
norte-americano Steven Kou en el ano 2002.

S. Kou, con el fin de presentar una alternativa al modelo de Black-
Scholes, publica en el ano 2002 un modelo centrado en un proceso de
difusién con saltos, donde la amplitud de los saltos sigue una distribu-
cion doble exponencial, también conocida como distribucién Laplace.
Al tratarse de un proceso de difusion con saltos con amplitudes de los
saltos doble exponencial, tenemos que si consideramos un mercado
financiero con dos activos, uno sin riesgo denominado @ y un activo
con riesgo denominado S, en el modelo de Kou, el proceso que se en-
cargard de modelar los precios del activo con riesgo serd (S;); definido
como:

jgi =~dt +odW, + dZ

donde W; es un proceso de Wiener, N; un proceso de Poisson y
Z = Zﬁo U;, un proceso de Poisson compuesto cuyas variables alea-
torias U , presentan distribucién doble exponencial.

Llegados a este punto, podemos considerar que el modelo de Kou
consiste en un modelo mas de difusion con saltos, no obstante dicho
modelo presenta una particularidad con respecto del modelo de Mer-
ton, puesto que el modelo de Kou nos permite extender las estrategias
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de pricing introducidas por Merton en 1976.

Esto es debido a que el modelo de Kou, nos permite llevar a ca-
bo estrategias de pricing, en el caso de estar invirtiendo en opciones
Path-Dependent.

Las Path-Dependent Options, consisten en un tipo de opciones
exoticas, cuyo valor no solo viene determinado por el precio del ac-
tivo subyacente, sino que también estéd determinado por el path que
el activo lleva a cabo a lo largo de toda la vida de la opcién o bien
en parte de ella. Entre este tipo de opciones financieras destacan la
opciones Lookback asi como las opciones Barrera.

En el caso de las opciones Lookback, asi como sucede en el caso de
las opciones Barrera, para realizar un correcto estudio para desarrollar
una estrategia de pricing es necesario hacer un estudio del compor-
tamiento del precio desde el primer instante de tiempo ¢, hasta un
instante de tiempo 7 en el que sucede un salto, actuando dicho ins-
tante, como un limite. Una vez se llega a este limite pueden suceder
dos acontecimientos:

= El precio rebasa el limite por completo.

= El precio golpea exactamente en el limite.

En el caso en el que el precio rebasa el limite por completo, nos en-
contrariamos en la dificultad de conocer la distribucién exacta que
presenta este rebasamiento, asi como la estructura dependiente entre
el rebasamiento y el primer tramo de tiempo.

Aqui es donde el modelo de Kou coge ventaja con respecto al modelo
de Merton, puesto que conocer la distribucién exacta de dicho rebasa-
miento, asi como conocer la estructura dependiente, es posible gracias
a la propiedad de No-Memoria que presenta la distribucién exponen-
cial que por contra no presenta la distribucién normal. De este modo,
esto nos permite con el modelo de Kou, poder llevar a cabo una estra-
tegia de pricing en el caso de tratarse de opciones Path-Dependent,
cosa que seria muy complicado de realizar con el modelo de Merton.
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Definicién 3.32. Se define como opcion barrera, o simplemente ba-
rrera, a las opciones exoticas, de naturaleza path-dependent, las cuales
solo se pueden ejecutar, st durante la vida de la opcion, el activo sub-
yacente rebasa un precio estipulado, conocido como precio barrera.

Debido a la naturaleza de este activo, el poder estipular el precio
barrera nos permite poder tener un mayor control sobre el riesgo,
asi como sobre el apalancamiento. A pesar de que existen ocho tipos
diferentes de opciones barrera, a partir de este punto, hablaremos
de opciones barrera de tipo up-and-in call. Todos los resultados que
se obtengan con respecto de este tipo de opcion barrera se podran
obtener de manera analoga para los siete tipos de opciones barrera
restantes.

En primer lugar, consideramos una opcién barrera (UIC) denotada
por C, con vencimiento en T y con precio de ejercicio K, de manera
que su payoff h > 0 lo podemos expresar como

h = f(ST) = (St - K)—i—l{maxogthStZH}

donde H > §(0) es el precio barrera estipulado. Asi pues, de manera
analoga a como lo hemos hecho en el modelo de Merton, tenemos que
el valor de C' en el instante t viene dado por

Cy = E* (e f(Sr))

Lema 3.33. (Opciones barrera Kou-Wang 2004)Sea C una opcion
barrera (UIC), entonces

C, = S — ke " TA
donde

n [ = p(ST 2 K s maxOStSTSt S H)
s A = IP)*(ST Z K s mamogthSt Z H)

sitendo P una funcion de probabilidad tal que:

dP

]P)*

_ ,—rTS$
t:T_eTS_Z;
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Demostracion. En primer lugar retomamos la expresion de C; como
C; = E*(e™ ' f(8r)) de manera que se tiene que se puede expresar
C}; como

Cry = E*(e™™ f(Sr))
= E*(e7"'Srlis,> k. mavos e vz HY) —E (€T K118, K masee 1< 18> H})
= E*(e_TTSTl{STZK S mazos e 1 Si= HY) — e " TKA
Asi pues, inicamente queda determinar E* (e*T’TSTl{STZ K ,mazoc < 751> H})

Para ello definimos una nueva funcién de probabilidad P definida

tal y como se expone en el enunciado del lema. Podemos observar

que E*(e"“T‘;—z) = 1 de manera que se tiene que la probabilidad

P estd bien definida. Ademds, debido al teorema de Girsanov para
procesos con saltos, se obtiene que el nuevo proceso g—é es un proceso
de difusion con saltos, donde la intensidad de los saltos sigue una
distribucién doble exponencial. Asi pues se deduce que:

E*(e " 'Srl(s;5 K ,masos e v,z H})
— SOE*(G_TT%l{STZK ,MATo< t< 7SE> H}>
= SOIP’(ST > K, maxo<i<7S: < H)

= S
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3.6. Conclusiones

Desarrollar este trabajo me ha permitido contemplar de primera

mano la ventaja que supone el modelo de difusiéon con saltos con res-
pecto del modelo de Black-Scholes si nos encontramos operando en
el mercado de valores en la actualidad. También me ha permitido co-
nocer nuevos modelos, no tan populares como el modelo de Merton,
como es el caso del modelo presentado por Kou en el ano 2002, el
cual nos permite realizar predicciones mas precisas, asi como abrir la
puerta al pricing de las opciones barrera.
Este trabajo me ha brindado la posibilidad de introducirme en el
mundo de los derivados financieros, estudiando y comprendiendo las
matematicas que se esconden detras de las estrategias de cobertura,
asi como del pricing de opciones y ampliar los conocimientos adquiri-
dos a lo largo de la carrera, ddndome las herramientas necesarias para
poder seguir formandome entorno a esta rama de las matematicas.
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