UNIVERSITATo:

i+ BARCELONA

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRAU DE MATEMATIQUES
Treball final de grau

Control optim estocastic

Autor: Armak Karimi Gonzalez

Director: Dr. Josep Vives i Santa-Eulalia

Realitzat a: Departament de Matematiques i Informatica

Barcelona, 24 de gener de 2021



Abstract

The main goal of this project is to study the relationship between two classic methods
that are used in solving optimal control problems: Pontryagin’s maximum principle and
Bellman’s dynamic programming. Throughout the project, two different cases are always
laid out at the same time: the deterministic case and the stochastic case. Beginning with
a stochastic calculus introduction and an exhaustive description of the optimal control
problem, the two solving methods are studied separately in order to conclude with a
comparison between both of them.

Resum

L’objectiu principal d’aquest treball és estudiar la relacié entre els dos metodes classics
de resolucié6 d’un problema de control optim: el principi del maxim de Pontryagin i
el principi de la programacié dinamica de Bellman. Al llarg de tot el treball, sempre
s’exposen paral-lelament dos casos: el cas determinista i el cas estocastic. Comencgant
amb una introduccié del calcul estocastic i una descripcié exhaustiva del problema de
control optim, s’estudien separadament els dos camins de resolucié per acabar fent una
comparacié entre ambdods metodes.
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1 INTRODUCCIO

1 Introduccio

1.1 Motivacid

Des dels inicis dels meus estudis universitaris el 2015, potser influit pel fet d’estudiar el
doble grau Matematiques-Fisica, sempre he tingut més afinitat amb aquelles assignatures
del grau de Matematiques més inclinades cap a la vessant aplicada. Es per aquest motiu
que assignatures com Probabilitats, Estadistica o Equacions Diferencials han sigut les que
més he gaudit al llarg del grau.

En un primer esbos mental per pensar el tema del present treball i després d’haver
realitzat el Treball Final de Grau de Fisica sobre Teoria Quantica de Jocs, vaig voler
encarar el meu Treball Final de Grau de Matematiques sobre la base matematica de
la Teoria de Jocs. Llegint i documentant-me, els Jocs Diferencials em van cridar molt
I’atencid, ja que, com diu el nom, sén jocs regits per equacions diferencials; és a dir, per
una de les branques de les matematiques que més havia gaudit al llarg dels meus estudis.
Finalment, investigant sobre aquest tipus de jocs, vaig descobrir que es resolien per mitja
de la teoria del control optim. Especificament, en els casos més interessants, aquests jocs
no sén purament deterministes, siné que vénen definits per variables aleatories (processos
estocastics) i, per tant, es resolen amb el control optim estocastic, teoria que déna nom
al titol del treball.

Aquesta teoria era completament desconeguda per a mi i, per si sola, ja era el suficient-
ment extensa i complexa com per esdevenir el tema del present treball. Va ser just aqui
quan va néixer la meva motivacié per realitzar el Treball Final de Grau de Matematiques
sobre el control optim estocastic.

1.2 Control optim

Molts dels processos fisics que es desenvolupen en el mén tecnologic que ens envolta sén,
en general, controlables; és a dir, es poden realitzar (o controlar) d’'una manera o d’una
altra segons quina sigui la voluntat expressa que hi ha al darrere. En aquest context, és
logic qliestionar-se quina ha de ser la millor manera de dur a terme un procés determinat
per tal d’obtenir o assolir un cert objectiu o, millor dit, quina ha de ser la millor manera
de controlar aquest procés. Per tant, dit amb paraules que ens familiaritzaran més amb
aquest treball, és logic preguntar-se quin ha de ser el control optim d’un proces.

Quan es parla de control optim d’un procés, hom fa referencia a esbrinar quina és
la manera optima d’assolir I'objectiu desitjat realitzant aquest procés. Aquest objectiu,
per exemple, pot anar relacionat amb una minimitzacié del temps de produccié o amb
una maximitzacié de la quantitat produida, entre d’altres opcions. Aixi doncs, seguint
amb aquests exemples, la pregunta logica que pot sorgir darrere d’un procés d’aquest
tipus és la de descobrir com es pot optimitzar (és a dir, quin control s’ha d’utilitzar per
a optimitzar) el temps o la quantitat de produccié d’un procés.

Matematicament parlant, aquesta explicacié ens pot recordar el calcul variacional, ja
que estem demanant trobar una funcié (un control d’un procés) que n’optimitzi una altra
(per exemple, el temps o la quantitat de produccié). Si bé aquesta idea matematica del
calcul de variacions no s’allunya gaire de la realitat, en aquest treball s’intentara estudiar
i desenvolupar la teoria del control optim, una generalitzacié del calcul variacional.
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1.3 Objectiu del treball

Aprofundint una mica en aquesta nova teoria, hi ha dues maneres classiques d’abordar un
problema de control optim. Per una banda, es troba el principi del maxim de Pontryagin i,
per altra banda, el principi de programacié dinamica de Bellman. Aixi doncs, just després
d’enunciar aix0, és també molt logic qiiestionar-se quina és la relacié que s’estableix entre
els dos metodes que pretenen resoldre el mateix problema, i justament és aquesta la idea
que constitueix el nucli d’aquest treball.

Tal i com veurem desenvolupat en els seglients capitols, és molt important tenir present
els dos camins congruents que conduiran aquest treball, i que coincideixen amb els dos
metodes classics de resolucié del problema de control optim. Dins de cadascun d’aquests
dos camins, hi ha dos vessants que fan referencia a la distincié determinista-estocastic
que es duu a terme en el treball.

D’aquesta manera, prenent el primer cami, quan s’estudii el principi del maxim de
Pontryagin, apareixera una equacié adjunta. Aquesta equacio, en el cas determinista, es
tractara d’'una EDO (equacié diferencial ordinaria) i, en el cas estocastic, es tractara d’una
EDE (equacié diferencial estocastica). El sistema format per aquesta equacié adjunta,
I'equacié original d’estat del procés i una condicié de maximalitat (tal i com veurem en
capitols posteriors) és el que anomenarem sistema Hamiltonia estes. No obstant, agafant
I’altre cami, quan s’estudii el principi de programacié dinamica de Bellman, apareixera una
EDP (equacié diferencial en derivades parcials o, més comunament, equaci6 en derivades
parcials), que sera de primer ordre en el cas determinista i de segon ordre en el cas
estocastic. Aquesta equacié és el que coneixerem com equacié Hamilton-Jacobi-Bellman
(HJIB).

Aquesta petita explicacié permet reformular la pregunta que ens hem fet abans i que és
la idea que constitueix el nucli del present treball, de manera que qiiestionar-se la relacid
entre els dos metodes és totalment equivalent a preguntar-se quina és la relacié entre el
sistema Hamiltonia estes i les equacions HJB o, de manera més general, quina és la relacio
que hi ha entre una EDO/EDE i una EDP. Efectivament, intentarem donar respostes a
totes aquestes preguntes al llarg del treball.

1.4 Estructura del treball

El meu desig com autor és que el present treball pugui ser entes per qualsevol estudiant
que estigui finalitzant el Grau de Matematiques, inclis en el cas que no hagi cursat cap
assignatura optativa relacionada amb el calcul estocastic (com era el meu cas), aixi que
es pretén presentar el treball seguint una estructura totalment ordenada i progressiva en
quant a nivell de conceptes, de manera que s’explicaran totes aquelles eines necessaries a
la bestreta.

Per poder assolir ’objectiu del treball i poder respondre les preguntes que s’han citat
anteriorment, s’ha estructurat la resta del treball de la segiient manera:

En el Capitol 2 es realitza una introduccié al calcul estocastic, part de la matematica
molt utilitzada en aquest treball i que, possiblement, un estudiant lector no I’hagi vist
mai durant el grau. La idea és que aquest capitol serveixi tant per presentar i definir certs
conceptes que es mencionaran al llarg del treball com per assentar les bases necessaries
per poder seguir-hi el fil conductor. Tanmateix, com es tracta d’'un capitol purament
introductori i no és el nucli del treball, es prescindira de la majoria de les demostracions,
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bé perque augmentaria I'extensio i la dificultat del capitol o bé perque el nivell d’aquest
treball no permet realitzar-les.

Seguidament, en el Capitol 3, es fa una introduccié del marc d’estudi general de la
formulacié dels dos tipus de problemes de control optim a que ens enfrontarem al llarg
del treball: el problema de control optim determinista i el problema de control optim
estocastic. La idea de no passar directament al cas estocastic i, en el seu defecte, comencar
introduint la versié determinista rau en el fet que, per si sol, el cas determinista ja té
resultats interessants i perque una primera lectura d’aquest cas pot ajudar a entendre
millor el cas estocastic, gracies a les relacions i similituds que es poden establir entre
ambdos casos.

En el Capitol 4 i en el Capitol 5 s’explica, respectivament, cadascun dels dos metodes
classics per resoldre un problema de control optim: el principi del maxim de Pontryagin
i el principi de la programacié dinamica de Bellman. L’estructura d’ambdds capitols es
basa en una primera part on s’aborda el cas determinista i en una segona part dedicada
al cas estocastic. Un fet important a comentar és que els dos metodes estan explicats des
del mateix punt de vista i partint des del mateix lloc, fet que déna peu a desenvolupar
una bona comparacié entre els dos metodes; és a dir, fet que déna peu al segiient capitol.

En el Capitol 6 es comparen els dos metodes estudiats, tant a nivell estocastic com a
nivell determinista, i s’arriba a veure que, sota unes bones condicions donades, el principi
del maxim de Pontryagin es pot derivar directament del principi de programacié dinamica
de Bellman, sobretot en el cas determinista.

Finalment, i abans d’introduir les referéncies de la bibliografia, es presenten les Con-
clusions del treball, on es resumeix tot el que s’ha obtingut.

1.5 Referencies utilitzades

A Tapartat Referéncies es troba tota la bibliografia emprada per a la realitzacié del
present treball. No obstant, a continuacié, detallarem quines referencies hem utilitzat a
cada capitol.

En primer lloc, per escollir 'estructura del treball s’ha seguit [6]. Aixd ha permes
desenvolupar el treball tal com s’ha explicat a la subseccié anterior. Nogensmenys, la difi-
cultat d’aquest llibre era prou elevada i, per aquesta rad, cadascun dels segiients apartats
s’ha hagut d’anar complementant amb altres referencies.

En la introduccié matematica del calcul estocastic, realitzada en el Capitol 2, s’ha
consultat, principalment, els dos primers capitols de [3].

En el Capitol 3, per descriure els dos problemes que ens perseguiran al llarg del treball
(determinista i estocastic), ens hem basat en [6], concretament, en el segon capitol.

Tot seguit, en el primer meétode de resolucié d’un problema de control optim (Capitol
4), s’ha de distingir entre les referéncies emprades en el cas determinista i les consultades
en el cas estocastic. En el primer cas, el llibre de referéncia ha sigut [4], i concretament,
els dos primers capitols, juntament amb el tercer capitol de [6] i el segon capitol de [5].
En canvi, en el segon cas, hem agafat informacié tant del tercer capitol de [6] com del
quart capitol de [1].

Referent al segon metode de resolucié (Capitol 5), s’ha optat, en el cas determinista,
pel segon i quart capitol de [2]. Pel que fa al cas estocastic, s’ha seguit tant el quart
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capitol de [6] com el tercer capitol de [1].

Finalment, en el Capitol 6, per dur a terme la comparativa entre els dos metodes
hem usat totes les referéncies emprades en cadascun dels dos metodes per separat, pero
cal destacar les pagines 99-103 de [2] en el cas determinista i el cinque capitol de [6] en el
cas estocastic.
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2 Introduccio al calcul estocastic

Es necessari introduir uns conceptes basics de processos estocastics, que ens ajudaran
a entendre molt millor tota la part estocastica; és a dir, les segones subseccions dels
segiients tres capitols. Per fer-ho, és gairebé obligatori parlar de probabilitats, aixi que
comencarem definint unes nocions basiques.

Definicié 2.1. Un espai de probabilitat és una terna (2, A, P), on

(1) Q és lespai mostral: és el conjunt de possibles resultats.

(2) A és una familia de parts de Q; és a dir, A C P(Q)!, i presenta una estructura de
o-algebra; és a dir:
(i) Q€ A.
(ii)) Ac A = A =Q\ Ac A.
(1)) {Aptn>1 €A = U A4, € A (la mateiza condicio es pot escriure equiva-

n=1
lentment amb la interseccid numerable).

La dupla (2, A) s’anomena espai mesurable.

(8) P és una aplicaciéo P : A — [0,1], anomenada probabilitat, tal que:
(i) P(Q) =1.
(i1) P és o-additiva; és a dir, donats {Ay}n>1 C A disjunts dos a dos, es compleizx

que P(nfjjl An) - nil P(A).

Definicié 2.2. Donat un espai mesurable (2, A), una variable aleatoria X és una apli-
cacio mesurable X : Q — R™, on m és la dimensid de l’espai on pren valors la variable

aleatoria.

Definicié 2.3. Sigui T un conjunt no buit d’indexs i (2, A, P) un espai de probabilitat.
S’anomena procés estocastic a una familia de variables aleatories {X (t) :t € T} que van
de (2, A, P) a R™.

Observacié 1. Un procés estocastic també es pot escriure com {X (t,w) : t € T}, amb
w € Q, per fer incis en el fet que també depén d’una segona variable w € €. De fet, per
qualsevol w € Q, Iaplicaci6 t — X (t,w), que representa els possibles resultats del procés
estocastic per un w € () determinat, s’anomena trajectoria.

Observacié 2. D’ara endavant, prendrem el conjunt 7 o bé com 7 = [0,7], amb T' > 0, o
bé com T = [0,00). A més, usarem indistingiblament les notacions segiients per designar
un procés estocastic: {X(¢) :t € T}, X(+), X.

A continuacié, introduim el concepte de filtracié, que ens sera molt 1til per desenvo-
lupar els espais de probabilitat filtrats.

'Donat un conjunt qualsevol C, la notacié P(C) indica el conjunt de les parts de C; és a dir, el conjunt
de tots els subconjunts de C.
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Definicié 2.4. Donat un espai mesurable (€2, A), direm que {At}+>0 €s una filtracio de A
si és una familia creizent®de sub-o-dalgebres Ay C A, amb t € [0,T).

Definicié 2.5. Un espai de probabilitat filtrat és una quaterna (2, A, {A¢}e>0, P), on la
terna (2, A, P) és un espai de probabilitat i {A;}1>0 €s una filtracié de A.

Definicié 2.6. Sigui (2, A, {At}+>0, P) un espai de probabilitat filtrat i sigui X (-) un
procés estocastic. Es diu que X (-) és un procés estocastic {As}i>o0-adaptat si ¥t € [0,T],
Vaplicacio w — X (t,w) és Ay-mesurable.

Un cop definits els espais de probabilitat filtrats i els processos estocastics adaptats
a una filtracié de la o-algebra de l'espai, és hora d’introduir el concepte de moviment
Brownia.

Definicié 2.7. Sigui (Q, A, {A¢}i>0, P) un espai de probabilitat filtrat ¢ X (-) un procés
estocastic { A }1>0-adaptat. Es diu que X (-) és un { A }i>0-moviment Brownia estandard
sobre [0,00) de dimensié m (recordem que la variable aleatoria X (t) pren valors en R™)
8i:

(i) P(X(0)=0)=1.
(ii) L’aplicacio t — X (t) és quasi sequrament (q.s.)* continua.

(i) VO < s < t,X(t) — X(s) és independent de As i sequeix una distribucié normal
multivariant amb mitjana 0 i covariancia (t — s)l,; és a dir, es satisfa que X (t) —
X(s) ~N(0,(t — s)Ly,), on L, és la matriu identitat d’ordre m.

Observacié 3. Exceptuant els casos en qué pugui haver confusid, simplement par-
larem d’un moviment Brownia m-dimensional en lloc d'un {A;};>p-moviment Brownia
estandard sobre [0,00) de dimensié m. A més a més, generalment, designarem el movi-
ment Brownia per W(-).

Tot seguit, després de presentar els processos estocastics en un interval [0, 7] per un
cert T > 0 i definir el moviment Brownia, determinarem integrals del tipus

T
/0 f(&)dW (), (2.1)

on f(-) és un procés estocastic definit en [0, 7] per un cert 7> 0 i W (-) és un moviment
Brownia.

Observacié 4. Observem que, per tal que la integral anterior estigui ben definida, cal
que es satisfaci una certa relacié entre les dimensions del procés estocastic f(-) i les
dimensions del moviment Brownia W(-). D’aquesta manera, si volem, per exemple, que
la integral sigui de dimensi6 n, aleshores cal que el procés estocastic f(+) sigui de la forma
f:]0,T] x Q@ — R™™ i cal que el moviment Brownia W (-) sigui m-dimensional; és a dir,
W :[0,T] x Q — R™, per a qualsevol valor de m > 1.

2Parlem de familia creixent per referir-nos al fet que donades dues sub-o-algebres Az, , A:, C A, es
satisfa que A, C Ay, VO <t <ta <T.

3Es diu que un esdeveniment es satisfy quasi segurament (abreujat com q.s.) si el seu complementari
estd contingut en un conjunt de mesura (o de probabilitat) nul-la. Aquesta nocié de “quasi segurament”
estd fortament lligada a la probabilitat P d’un espai de probabilitat (€2, .4, P).
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En un primer cop d’ull, podriem pensar, incorrectament, que aquesta integral (2.1)
es pot arribar a entendre en el sentit d’una integral de Lebesgue, prenent sempre w com
un parametre; i aixo és el que es podria fer si, Vw € Q, Paplicacié t — W (t,w) tingués
variacié acotada. No obstant, com aix0 no és cert, hem de trobar una nova manera de
definir aquesta integral. Aixo és el que farem per mitja de la integral d’Ito.

Definicié 2.8. Sigui (2, A, {A¢}+>0, P) un espai de probabilitat filtrat i W (-) un moviment
brownia unidimensional definit sobre aquest espai. Considerem T > 0 i sigui f(-) un
procés estocastic { As }1>0-adaptat qualsevol, definit també sobre el mateiz espai, de manera

. E{ /OT f(t,w)th} < o0, (2.2)

on E denota 'esperancga (o valor esperat) respecte de la probabilitat P. A més a més,
sigut Lo la funcid indicador d’un cert conjunt C, definida com

1, sizeC,

Tol) = {0 siz ¢ C. (2:3)

Finalment, suposem també que el procés f(-,w) es pot expressar com

ft,w) = fo(w)Zy—py(t +Zfz Titits0)(t), VE€[0,T], (2.4)

>0

on 0=ty ion, Vi >0, es compleix que t; < tit1, que t; < T i que fi(w) és Ai-mesurable

amb sup sup | fi(w)| < oo.
1 we

Aleshores, podem definir la integral de Ité6 V't € [0,T] com
t

/ f(s)dW(s) =1 =Y filw)[W(min(t, tip1),w) — W(min(t,t;),w)].  (2.5)
0 i>0

Observacié 5. De manera més general podem definir la integral d'Tt6 V0 < s <t < T
com

/ FAW () = E(f)(t,w) — T(F)(5,). (2.6)

Una vegada definida la integral d’It6, que ens acompanyara molt al llarg d’aquest
treball, mencionarem les dues propietats més importants d’aquestes integrals.

Proposicié 2.9. Donades dues integrals d’Ité amb el mateix moviment Brownid unidi-
mensional W (-) i amb dos processos estocastics f(-) i g(-) (tot adient segons la Definici6
2.8 i I’Observaci6 4), es satisfa que:

(i) E{ /Stf(r)dW(r)} —0, YO<s<t<T.

(ii) E{ [/t f(r)dW(r)} [/:g(r)dW(r)} } - E{ :f(r)g(r)dr}, VO<s<t<T.
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Demostracié. Una demostracié completa es pot trobar a [3], a les pagines 49-51. O

A continuacio, tractarem la regla de la cadena, anomenada també Lema d’Itd quan es
tracta del cas estocastic. Tanmateix, en primer lloc, recordarem la regla de la cadena pel
cas determinista. Abans de seguir, pero, cal introduir una notacié que farem servir sovint
en les segiients pagines.

Observacié 6. Donada una funcié f : R™ — R™, per a certs n,m > 1, que depén de les
variables z1,xo, ..., x,, definim

0
fo, =

=g Yie{h2. o} (2.7)

Es important no confondre aquesta nova notacié amb un subindex, pero pel context i la
lletra emprada es pot deduir. No obstant, en cas de dubte ho aclarirem.

Després d’aquesta petita observacié per tal d’introduir una nova notacid, prosseguim
amb la regla de la cadena pel cas determinista. Suposem que tenim una funcié =z : R — R"
tal que z(t) es pot expressar com

z(t) = x(0) + /Ot b(s)ds, Vtel[0,T]CR, (2.8)

onb: [0,7] — R™ és una funcié integrable. Aleshores, per a qualsevol aplicaci6 continuament
diferenciable F' : [0,T] x R™ — R tal que F € C*([0,T] x R") es satisfa que

F(t,z(t)) = F(0,2(0)) —l—/o {Ft(s,x(s)) + <Fx(s,$(s)),b(s)>}ds, vt € [0,T]. (2.9)

Després d’aquest petit recordatori de la regla de la cadena pel cas determinista, pas-
sarem a formular-la pel cas estocastic. Abans, pero, definirem un procés d’Ito.

Definicié 2.10. Sigui (Q, A, {At}t>0, P) un espai de probabilitat filtrat i sigui X (-) un
procés estocastic { A bi>0-adaptat format per una familia de variables aleatories que van de
(Q,A, P) a R". Direm que X (-) és un procés d’Ité (de dimensié n) si el podem expressar
com

X(t)=X(0)+ /Ot b(s)ds + /Ot o(s)dW(s), Vte[0,T], (2.10)

T
on b(-) és un procés estocastic de la forma b : [0,T]xQ — R™ tal que E{ / |b(t,w)|dt} <
0

00, i on la segona integral és una integral d’Ité i, per tant, el procés estocastic o(-), que és
de la forma o : [0,T] x Q — R"™™ ¢ el moviment brownia m-dimensional W (-) satisfan
tot el necessari segons la Definicié 2.8.

Observacié 7. En al definicié anterior (Definicié 2.10), hem definit un procés d’Itd de
la manera més general. No obstant, nosaltres ens restringirem al cas en que b i o sén
variables deterministes i no pas processos aleatoris. D’aquesta manera, tindrem funcions
de la forma b: [0,7] — R™ i o : [0,T] — R™™ respectivament.
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Observacié 8. Tal com hem definit el procés d’It6 en la definicié anterior (Definicié 2.10),
observem que es tracta d’un procés continu; és a dir, que té trajectories continues. Aixo
es deu al fet que la integral d’una funcié integrable (encara que no sigui necessariament
continua) és continua. Per tant, observant (2.10), com la suma de funcions continues és
una funcié continua, aleshores podem dir que el procés d’Itd X (-) és un procés continu.

Ara ja podem introduir la regla de la cadena pel cas estocastic, també anomenada
Lema d’Tto.

Lema 2.11. (Lema d’Ité). Sigui (2, A, {Ai}i>0,P) un espai de probabilitat filtrat i
X (-) un procés d’Ité. Sigui F(t,z):[0,T] x R® — R una aplicacié de classe C' respecte t
i de classe C? respecte x, de manera que les parcials Fy, Fy, Fyy son continues. Aleshores

F(t,X(t)) =F(0,X(0)) +/ {FS(S,X(S)) + (Fy(s,X(s)),b(s))
0 (2.11)

1I'O'S—l— S S))oS S t S S oS S
# 50(06) Faals X)o(0)) fas + [ (P (X)) 06w (s),

on, donats dos vectors vi,ve, la nomenclatura (vi,ve) denota el producte escalar euclidia
convencional entre aquests dos vectors i on, donada una matriv A, la nomenclatura AT
denota la matriu transposada.

Demostracio. La demostracié general d’aquest teorema s’escapa del nivell d’aquest
treball, degut a I’extensio i complexitat de la mateixa. Aquesta demostracié completa es
pot trobar a [3], a les pagines 66-73. O

Observacié 9. Tal com hem explicat a I’observacié anterior (Observacié 8), com el procés
d’'Ttd X (-) té trajectories continues, aleshores podem dir que X (s,w) esta fitat en I'interval
[0, t] per un cert ¢ > 0 fixat i per un cert w € ) també fixat. Per aquest motiu, la primera
integral existeix, ja que cadascun dels tres sumands estan fitats. Per altra banda, la
segona integral es defineix tal com s’ha exposat en la Definici6 2.8.

Corol-lari 2.12. Sigui (Q, A, {A:}i>0, P) un espai de probabilitat filtrat i siguin Z i Z
processos continus que prenen valors en R™ tals que

Z(t) :Z(0)+/O b(s)ds+/0 o(s)dW(s), Vte[0,T),

A

t t
2(t) = Z(0) + /0 b(s)ds + /0 5(s)dW (s), Vte [0,T],

(2.12)

onb:[0,T] = R"b:[0,T] - R o :[0,T] — R" 6 : [0,T] — R" sén processos
mesurables { At }+>0-adaptats que prenen valors en R™, i on W (t) és un moviment Brownia
unidimensional. Aleshores,

(Z(t), Z(t)) =(Z(0), Z(0)) +/ {(Z(s), b(s)) + (b(s), Z(s)) + <o—(s),a(s)>}ds
0 (2.13)

+ [ (o602 + (2650 Jaw o)

Demostracid. La demostracié del corol-lari és immediata després d’aplicar el Lema
2.11 amb F(z,y) = (z,y), per un (z,y) € R™ x R", identificant = amb x = Z(¢) i y amb
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y = Z(t). També s’ha de fer servir que, donades dues funcions diferenciables a(t) i b(t),
la derivada del producte escalar entre ambdues funcions satisfa que

Z{Wt%b(t»] = <a(t)a jtb(t)> + <jta(t),b(t)>. (2.14)

10
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3 Problemes de control optim

De la mateixa manera que hem realitzat una introduccié del calcul estocastic, ara ja és
hora d’entrar en materia i comencarem presentant el marc d’estudi general de la formu-
lacié dels problemes de control optim a que ens enfrontarem. En les segiients subseccions
presentarem, respectivament, ’entorn de treball d’un problema de control optim deter-
minista i estocastic.

3.1 Cas determinista

Tal com hem explicat a la seccié 1.2 Control optim, molts processos fisics es poden con-
trolar, i la idea d’'un problema de control opim és trobar, valgui la redundancia, quin és el
control optim d’un procés per tal d’assolir un determinat objectiu (d’ara en endavant, I’'ob-
jectiu consistira en la minimitzacié? d’una quantitat). Per tant, molt esquematicament,
en un problema de control optim hi podem distingir tres elements principals: el procés
en qiiestié (que, com es pot controlar, dependra del control), el propi control i la funcié
a minimitzar, que rep el nom de funcional de cost.

Els processos deterministes que estudiarem vénen caracteritzats per una variable (de-
terminista) n-dimensional que depén del temps, de manera que és possible definir I'estat
del procés a cada instant de temps t € R. Aquesta variable, representada per = : R — R",
s’anomena variable d’estat del procés. A més a més, és usual limitar el temps dels pos-
sibles estats d’aquests processos a un interval tancat. Per altra banda, i tal com hem
mencionat, el procés també depen del control, una funcié que viu en un espai metric
separable qualsevol.

Aix{ doncs, sigui T' € (0, 00) un valor donat, i sigui U un espai metric separable donat
amb una funcié distancia d associada. Sigui z : [0,7] — R" la variable d’estat que
caracteritza un procés, sigui g € R™ un valor donat i sigui u : [0,7] — U el control
del procés. Suposem que la dinamica d’aquest procés (i la de tots els processos que
estudiarem) ve regida per la segiient equacié diferencial®:

{;‘C(t) =b(t,z(t),u(t)), Vte0,T], (3.1)
= X0,

onb:[0,7] x R" x U — R" és una funcié donada.

Aquesta darrera equacié (3.1) s’anomena sistema de control i els elements que hi
control (o funcié de control) del sistema u(-) : [0,7] — U. La variable d’estat z(-) és
també la solucié del sistema (3.1) sota aquest control concret u(-) i, per aixo, també rep
el nom de trajectoria d’estat corresponent al control u(-).

Observaci6 10. Al llarg del treball, en qualsevol equacié diferencial, prendrem el temps
inicial com ty = 0. Es tracta d’una eleccié que podem fer sense perdua de generalitat, ja
que sempre podriem fer una translacié de I’eix temporal que preservés totes les propietats.

4En tot el treball perseguirem ’objectiu de minimitzar una funcié, perd si desitgéssim maximitzar-la,
es faria de manera completament equivalent pensant en la mateixa funcié canviada de signe. I tota la
teoria que desenvoluparem seguiria sent igualment valida.

®Donada una aplicacié diferencial k, que depén d’una variable temporal, la notacié k representa la

dk

derivada total respecte la variable temps; és a dir, k= T

11
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El segiient pas és suposar també que, per cada xy donat i per cada control u(-), existeix
una unica solucié z(-) := x(-;u(-)) del sistema anterior (3.1).

Finalment, després de parlar sobre dos dels elements principals d’un problema de
control optim, presentem el funcional de cost; és a dir, la funcié que volem minimitzar
per assolir un objectiu. Efectivament, el funcional de cost depeén del control que emprem,
ja que, precisament, el que volem és trobar el control Optim que minimitza aquesta funcio.
Per tant, el funcional de cost no és res més que una mesura quantitativa del paper que
ha jugat el control durant el procés. El funcional de cost dels processos que estudiarem
ve donat per

T
J(U('))Z/O ft,a(t), u(t))dt + h(z(T)), (3.2)

on les funcions f: [0,7] x R® x U — R i h : R" — R sén funcions donades.

Només ens falta definir el seglient conjunt per poder postular completament el nostre
problema de control optim pel cas determinista.

Sigui U[0,T] == {w : [0,T] — Ulu(-) és mesurable}. El problema fonamental de control
optim en el cas determinista consisteix en trobar un control optim u(-) € U[0,T] tal que

J@() = inf (). (3.3)

Tal com hem dit, tots els controls u(-) € U[0,T] que satisfan ’equacié (3.3) sén controls
optims i, conseqiientment, les trajectories corresponents Z(-) = z(-;u(-)) s’anomenen
trajectories optimes.

12
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3.2 Cas estocastic

Seguint amb la filosofia del que s’ha presentat en la seccié anterior 3.1 Cas determinista,
el cas estocastic es pot explicar de manera analoga al primer, perdo amb la principal
diferencia que la variable d’estat del procés ja no és determinista, siné que es tracta
d’una variable aleatoria i, per tant, porta associada una incertesa. Comparant-ho amb
el cas determinista, en un problema de control optim estocastic hi trobem els mateixos
tres elements principals: el procés en qiiestié (que, com es pot controlar, dependra del
control), el propi control i la funcié a minimitzar, que, igual que abans, rep el nom de
funcional de cost.

Els processos estocastics que estudiarem vénen caracteritzats per una variable aleatoria
n-dimensional que depén del temps, ’anomenada variable d’estat del procés.

Aix{ doncs, seguint el mateix esquema explicatiu que abans, sigui 7' € (0, c0) un valor
donat i sigui U un espai metric separable donat amb una funcié distancia d associada.
Com a novetat, sigui (2, A, {A¢}+>0, P) un espai de probabilitat filtrat i sigui W (-) un
moviment Brownia de dimensié m. Seguint com abans, pero vigilant que la variable
d’estat ara és aleatoria, sigui z(-) : [0,7] x @ — R" la variable d’estat aleatoria que
caracteritza un procés, sigui zop € R™ el valor inicial donat i sigui u(-) : [0,7] x Q2 — U el
control (o funci6 de control aleatoria) d’aquest procés. Observem que tant z(-) com u(-)
sén processos {A;}i>o-adaptats. Finalment, suposem que la dinamica d’aquest procés
(i la de tots els processos estocastics que estudiarem) ve regida per la segiient equacié
diferencial estocastica:

{dx(t) — b(t, 2 (t), u(t))dt + o (t, 2(t), u(t))dW (1), Wt e [0,T], 3.4

z(0) = o,
onb:[0,T] xR*"xU = R" o:[0,T] x R" x U — R™" "™ sén funcions donades.

Observacié 11. En el cas més general, en un sistema de control (procés d’Itd) com el de
Pequaci6 (3.4), les funcions b i o podrien ser aleatories; és a dir, podriem estar parlant de
funcions b : [0, 7] xR" x U xQ = R"10:[0,T] x R" x U x  — R"*™. No obstant, tal
com ja vam dir en I’Observacié 7, sempre que treballem en el cas estocastic, ens limitarem
al cas en que b i o s6n funcions deterministes. A més a més, sempre considerarem que la
condicié inicial xg és una constant.

Una gran diferéncia que val la pena comentar és que, abans, el control u(-) era una
funcié que depenia tnicament del temps t € [0,7], doncs si s’arribava a coneixer la
funcié control, hom era capag d’esbrinar quin era el valor d’aquest control a cada instant
de temps. Ara, en canvi, només es pot saber la informacié del control fins a un moment
determinat; és a dir, donat un moment concret, no es pot predir quina sera la funcié control
per a valors temporals posteriors a aquest moment, degut a la incertesa del sistema, ja
que ara u(-) és un procés adaptat que depen de w € Q. Per tant, com a conseqiiencia
d’aquest fet, per a un valor de temps ¢ donat, hom no pot escollir quin és el control wu(t)
fins que s’assoleix aquest temps t.

Abans de continuar explicant el problema de control optim estocastic, cal fer una
observacié per aclarir una notacié que apareixera molt en el desenvolupament d’aquest
cas.

13
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Observacié 12. D’ara en endavant, les funcions b i o definides anteriorment les enten-
drem de la segilient manera:

b(t,z,u) = (b (t,z,u),..., 0"t z,u))’,
O-(t7 x? u) = (0-1 (t’ x’ u)? et O-m(t7 x’ u))’ (3'5)
ol(t,z,u) = (oY (t,z,u),..., 0™ (t,z,u)", V1<j<m;

és a dir, b'(t,x,u) és la coordenada i-éssima del vector columna b(t,z,u), V1 < i < n,
ol (t,z,u) és la columna j-essima de la matriu o(t,z,u), V1 < j < m, i o’ (t,x,u) és
Pelement ij de la matriu o (¢, x, u).

Finalment, falta definir, pel cas estocastic, el tercer element principal d’un problema
de control optim: el funcional de cost. Com ara treballem amb variables aleatories, per
definir-lo cal que fem ts del valor esperat (respecte de la probabilitat P). D’aquesta
manera, definirem el funcional de cost com

T
J<u<->>:E{ / f(t,x<t>,u<t>>dt+h(x(T))}, (3.6)

on les funcions f: [0,7] x R" x U — R i h : R — R sén funcions donades.

Igual que en la seccié anterior, només ens falta definir el mateix conjunt que abans,
pero ara pel cas estocastic, com a pas previ abans de postular completament el nostre
problema de control optim estocastic.

Sigui U[0,T] :== {u : [0,T] x Q@ — Ulu(-) és mesurable i és {A;};>0-adaptat}. El pro-
blema fonamental de control Optim en el cas estocastic consisteix en trobar un control
optim u(-) € U[0,T] tal que

J@() = inf (). (3.7)

Ja per acabar, comentar que tota la nomenclatura que hem introduit pel cas deter-
minista aplica perfectament en el cas estocastic, només amb les diferencies que ja hem
assenyalat.

14
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4 Principi del maxim de Pontryagin

Un cop ja hem explicat a la seccié anterior el marc matematic sobre el que treballarem,
ara ja podem anar directament a estudiar aquest primer metode de resolucié del problema
de control optim. Aixi doncs, amb la intencié de no dificultar la lectura del treball, no
tornarem a definir les funcions, siné que les presentarem directament.

4.1 Cas determinista

Seguint el formalisme de la secci6 3.1 Cas determinista, considerem el segiient sistema

de control
{x’(t) =b(t,z(t),ult)), Vte[0,T]

o0 — ot (4.1)

amb el respectiu funcional de cost

T
J(u()) = /0 F(t2(t), u(®))dt + h(a(T)). (4.2)

Recordem que el nostre objectiu és resoldre el problema fonamental de control optim
determinista, que ve donat per I'equacié (3.3). No obstant, abans d’atacar-lo, farem unes
suposicions que facilitaran la feina (els suposits els indicarem amb una lletra majiscula
D, per fer referencia que es tracta del cas determinista). Aixi doncs, dins d’aquest primer
metode per a resoldre el problema en qiiestio, suposem que:

(D1) Les funcions b : [0,T] x R" x U — R", f : [0,T] xR*"xU - Rih:R" - R
sén funcions mesurables, i existeix una constant L > 0 i un modul de continuitat®
w : [0,00) — [0,00) tal que per una funcié ¢(t,z,u) € {b(t,z,u), f(t,z,u), h(z)} es
satisfa que:

]qﬁ(t,x,u) - (ﬁ(t,.@
|¢(t,0,u)| < L,

on d és la funcié distancia associada a 1’espai metric separable U i on T = [0,T] x
R"xR*" x U x U.

)| < Lz — 2| + w(d(u,w)), VY(t,z,&,u,a) €T,

& (4.3)
V(t,u) € [0,T] x U,

(D2) Les funcions b, f, h compleixen que b, f, h € C! respecte x, i existeix un modul de con-
tinuitat w : [0, 00) — [0, 00) tal que per una funcié ¢(t, z,u) € {b(t, z,w), f(t,z,u), h(z)}
es satisfa que:

>

|pe(t, 2, u) — ¢p(t, 2,4)| <@(|lx — 2| +d(u, @), Y(t,x,&,u,a)cT. (4.4)

Sota aquestes suposits, ja podem abordar el problema descrit per I'equacié (3.3); és a
dir, el problema fonamental de control optim determinista. En primer lloc, observem que,

5Un modul de continuitat és una funcié @ : [0,00) — [0,00) que s’utilitza per a mesurar quantita-
tivament la continuitat uniforme de funcions, de manera que, donat un interval I qualsevol, una funcié
f: I — R admet @ com a mddul de continuitat si, i només si, |f(z) — f(y)| <@z —y|), V(z,y) e I. A
més, un modul de continuitat té la propietat que es fa infinitesimal a mesura que ens apropem a zero; és
a dir, w(e€) — 0 quan ¢ — 0. Finalment, com a comentari afegit, es pot demostrar que una funcié és
uniformement continua si, i només si, admet un modul de continuitat.
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només suposant (D1), per cada xy donat i per cada control u(-) € U[0,T], existeix una
unica soluci6 z(-) = z(-;u(-)) del sistema anterior (4.1), gracies al teorema d’existéncia
i unicitat de solucions d’una equaci6 diferencial [veure pagines 52-54 de [6] per a més
detalls]. A més a més, gracies a aquesta unicitat de la solucié z(-), el funcional de cost
(4.2) esta ben definit.

Tot seguit, amb la idea de resoldre el problema descrit per ’equacié (3.3), postu-
larem el principi del maxim de Pontryagin, teorema que déna nom a aquesta seccié i
que proporcionara condicions necessaries de primer ordre per trobar controls optims i,
conseqiientment, trajectories optimes.

Teorema 4.1. Suposem que es satisfa (D1) i (D2). Sigui u(-) un control optim i sigui
Z(-) la corresponent trajectoria optima. Aleshores, existeix una funcié p(-) : [0,T] — R"
tal que:

{p(t) = —ba(t, (1), (1)) Tp(t) + fu(t, T(t), W), Vi€ [0,T], (45)
p(T) = —ha(T(T)),
1 que:
H(t,z(t),u(t),p(t)) = Teal}(H(t Z(t),u,p(t)), ¥tel0,T], (4.6)
on la funcid H : [0,T] x R x U x R™ — R es defineiz com:
H(t,z,u,p) = (p,b(t,z,u)) — f(t,z,u). (4.7)

La funci6é p(-) s’anomena funcié adjunta i lequacié (4.5) és l'equacié adjunta. En
ambdues definicions hauriem d’afegir “corresponent al control optim u(+) i a la trajectoria
optima Z(-)”, pero ho obviem per no carregar massa les frases. Per altra banda, la funcié
H s’anomena Hamiltonia.

Fent s d’aquesta nova funcié H, podem reescriure 'equaci6é d’estat (4.1), la corres-
ponent equacié adjunta (4.5) i la condicié de maximalitat (4.6) com

i(t) = (, (t),u(t), p(t)), Vte€[0,T],
o(t) (ﬂst),U() (t)), vt € [0, 71,
(z(T

);

(t,w(t,u(t),p(t)) IgeagH( z(t), u,p(t)), Vte[0,T],

)
( (4.8)

El sistema anterior (4.8) és 'anomenat sistema Hamiltonia estes.

A continuacid, demostrarem el Teorema 4.1. Per fer-ho, haurem de tenir present, per
una banda, el desenvolupament en Taylor de la trajectoria d’estat i del funcional de cost
(respecte d’una pertorbacié en la variable de control), i per altra banda, la dualitat, per
mitja de la funcié H, entre I'equacié diferencial d’estat (4.1) i 'equacié adjunta (4.5).

Aix{ doncs, comencem tractant la pertorbacié en el control. Sigui %(-) un control
optim donat i Z(-) la corresponent trajectoria optima. Prenem e > 0 i sigui E. C [0, 7]
un conjunt mesurable amb mesura de Lebesgue |E,| = €. Sigui u(-) € U[0,T] un control
qualsevol i definim

() {u(t), sit€[0,7]\ E. 19)

~\ult), siteE.
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.1 Cas determinista

Aquesta nova funcié uf(-) representa una petita variacié (o pertorbacié) del control u(-)
i, obviament, satisfa que u(t) € U[0, T.
No obstant, abans de demostrar el Teorema 4.1, és necessari fer s d’un lema previ

que ens sera de molta utilitat.

Lema 4.2. Suposem que es satisfa (D1) i (D2). Definim la funcid x°(-) com z¢(-) =
x(;us()); és a dir, com la solucié del sistema (4.1) sota el control uc(-). A més, sigui
y°(+) la solucié de l’equacid diferencial segiient’ :

{?f(t) = ba (£, 7(1), u(t))y* (t) + {b(t, 7(2), u(t)) — b(t, Z(t), u(t))} Ze. (), Vte[0,T],
y¢(0) = 0.

(4.10)
Aleshores, es satisfa:

max [2(t) — Z(t)| = O(e),

o (4.11)
nax ly“ ()] = O(e),
nax [z€(t) — T(t) — y*(t)] = o(e), (4.12)
T
I ) = ) =)y ) + [ { (7 0.30).0)

0 (4.13)

+{f (&), ut)) — £(t,7(t),u(t)) } e, (t)}dt +o(e).

Per demostrar aquest lema es necessita fer is d’un lema molt conegut en la teoria de
les equacions diferencials, el lema de Gronwall. Aquest lema només el postularem, ja que
la seva demostracié no té relacié amb el fil conductor d’aquest treball.

Lema 4.3. Sigui z : I — R una funcio continua i no negativa en un interval qualsevol I,
i sigut to € I. Suposem que, ¥Vt € I, es té que

t
z(t) < A+ / Lz(s)ds|, (4.14)
to
on A i L son constants no negatives. Aleshores, Vt € I, es satisfa que
2(t) < Aellt=tol, (4.15)

Ara ja podem seguir amb la demostracié del lema que haviem postulat anteriorment,
el Lema 4.2.

Demostracié del Lema 4.2. Com sabem que es satisfa (D1), podem fixar-nos en la
primera desigualtat de (4.3) pel cas en que ¢(t, z,u) = b(t, z,u) quan z = z(t), u = u(t),
z=7(t)ia=m1u(t). Es a dir,

[b(t, 2 (t), u (1)) — b(t, 2(t), u(t))| < Llz*(t) — 2(t)| + w(d(u (1), u(t))). (4.16)

"En P’equaci6 diferencial (4.10) i en demostracions posteriors, apareix la funcié indicador, que ja 1’hem
definida amb anterioritat dins de la Definicié 2.8, concretament en (2.3).
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Recordant la relacié (4.1), si integrem a banda i banda la desigualtat anterior (4.16),
obtenim que

|x6(t)—x(t)|</0 L|xf(s)—x(s)|ds+/0 D(d(s(s),7(s)))ds, Ve [0,T].  (4.17)

Sigui 2¢(t) = z(t) — T(t). Tenint en ment que un modul de continuitat es fa infinite-
simal quan ens apropem a zero (doncs el podem acotar per €) i usant la definicié de z¢(t),
podem reescriure 1’equacié (4.17) com:

|26(t)] < /OtL|ze(s)|ds + Ke, Vte|0,T], (4.18)

on K > 0 és una constant generica.
Tot seguit, si apliquem la desigualtat de Gronwall (Lema 4.3), obtindrem que
|2¢(t)| < Kee™, vt € [0,T]. (4.19)
Per tant, com a minim, sabem que

max |2¢(t)] < Kee!T = Ke, (4.20)
te[0,7

on K = Ke!™ > 0 és una nova constant. Aix{ doncs, es conclou que

ma [24(1)| = O(0) (4.21)

i queda demostrada la primera igualtat de ’equacié (4.11). La segona igualtat de ’equacié
(4.11) es demostra de manera similar.

Tot seguit, definim we(t) = 2¢(t) — y“(t) = z°(t) — T(t) — y(t). Aleshores w*(t) =
#¢(t) — T(t) — y°(t). Usant les equacions (4.1) i (4.10), escriurem que

W (t) =b(t, xeit),ue(t)) = b(t,z( (4.22)

— {o(
Per altra banda, observem que, de manera molt abreujada, podem escriure que

b(t, z°(t), u (1)) =b(t, (t), u(t)) — {b(t, Z(t), u(t)) — b(t,Z(t), u(t)) } e, (¢)
1
= [ ba(t,T(t) + 025(t), u(t))dO - 2°(2). (4.23)

[e=]

Per tant, combinant les relacions anteriors (4.22) i (4.23), tenim que

1
we(t) :/ by (8, T(t) + 02°(t), u(t))dl - 2°(t) — by (t, T(t), w(t))y (t)

0
= |:/01 {bx(t,f(t) + Hzf(t),ue(t)) — bﬂC(t?T(t),Ue(t))}dH Ze(t) (4.24)

+ 0o (8, 2(8), u(t))w () + {ba (¢, (1), u(t)) — b (t, T(2), u(t)) }2° (1) L. (1),

on en la segona igualtat s’ha emprat que y(¢) = 2°(t) — w*(t) i s’han reordenat termes.
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.1 Cas determinista

Arribats a aquest punt, com sabem que es satisfa (D2), podem fixar-nos en I'equacié
(4.4) pel cas ¢(t, z,u) = b(t, z,u) (de manera similar al que hem fet a les equacions (4.16),
(4.17) i (4.18)). A més a més, usant els resultats ja demostrats de (4.11), podem escriure
que

t T
e (2)] g/ L\we(s)]ds—i—Ke/ D(5(s))ds + K2, ¥t € [0,T]. (4.95)
0 0
Igual que abans, apliquem el lema de Gronwall, perdo amb la diferéncia que ara hi ha

una contribucié quadratica d’e. Per tant, en dividir per €, segueix quedant un terme
proporcional a € que tendeix a zero. Aixi doncs, hem demostrat, tal com voliem, que

‘()] = . 4.26
a1 (6)] = o(o) (4.26)
De manera similar, es pot demostrar I'equacié (4.13). O

Ara, gracies al lema anterior, ja estem capacitats per demostrar el Teorema 4.1.

Demostracié del Teorema 4.1. Sigui p(-) la solucié del sistema (4.5). Aplicant la regla
de la cadena a (p(t), y(t)), obtenim la segiient relaci6 de dualitat (és la relacié de dualitat
entre y°(t) de 'equaci6 variacional (4.10) i p(-) de I'equacié adjunta (4.5)):

T
—(ha(@(T)), y(T)) = (p(T),y*(T")) — (p(0),y°(0)) = /O {(fx(m(t)w(t)),ye(t)>
(4.27)

T {p(t), b(t, 7(8), ut)) — b(t.T(1), W) I, <t>}dt.

A continuacié, fixem un temps ¢ € [0,7) i un control v € U. Sigui u(t) = u i prenem
E. = [t,t+¢€] amb € > 0 suficientment petit per tal que E. C [0,7]. Finalment, combinant
I’equacié anterior (4.27) amb I'equacié (4.13) i tenint present que @(-) és un control optim,
obtenim que

T
0<J(u() = J(@()) = (ha(®(T)), y*(T)) +/0 {<fx(t7m(t)vu(t))vye(t)>
+{f(&2(t), ut)) — f(t,T(t),ut)) } . (t)}dt +o(e) (4.28)

t+e
—— [ {00000 - #1030 500 bt + o0

Partint d’aquesta darrera equacié (4.28), si observem que

t+e
0=<- /t {H (t, (1), u(t),p(t)) — H(t,z(t),u(t), p(t))}dt + o(e), (4.29)

aleshores podem deduir, juntament amb la condicié de separabilitat de I’espai metric U,
que
H(3(0),7(1), p(t) > H(t, 3 (), u(t),p(t)), Vu € U: (4.30)

és a dir, podem deduir la condicié6 de maximalitat (4.6), tal com voliem demostrar. [

Aixi doncs, per resumir, acabem de demostrar el principi del maxim de Pontryagin, que
ens déna una condici6 necessaria d’optimalitat. Ho hem fet a partir d’'un desenvolupament
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.1 Cas determinista

en serie de Taylor i per mitja de la relacié de dualitat entre ’equacié variacional i ’equacié
adjunta. Concretament, com U[0,7] no presenta, en general, una estructura lineal, el
desenvolupament en serie de Taylor s’ha hagut de fer d’una manera especial (equacié
(4.13)), de manera que hem obtingut la condici6 necessaria d’optimalitat en termes de la
soluci6 de 'equacié variacional y°(-) (que, a la vegada, depeén de l'elecci6 de u(-) € U0, T1).
Aquesta dependeéncia amb y¢(+) fa que aquesta condicié necessaria implicita (4.13) no sigui
facil de manipular. Es per aquest motiu que, gracies a la relacié de dualitat donada per
Pequaci6 (4.27), ens podem desfer de y¢(+) i presentar el resultat tal com desitgem (equacié
(4.30)).

Fins ara el que hem fet ha sigut donar condicions necessaries per un control optim.
Nogensmenys, encara no sabem si, donat un control que satisfa aquestes condicions ne-
cessaries, aquest control és, en realitat, optim o no. Amb 'objectiu d’estudiar aixo; és a
dir, de trobar les condicions suficients d’optimalitat, suposarem que:

(D3) La regi6 de control U és convexa amb l'interior no buit, i les aplicacions b i f sén
localment Lipschitz respecte wu.

Amb aquest suposit en joc, podem postular el segiient teorema, que proporciona condici-
ons suficients d’optimalitat.

Teorema 4.4. Suposem que es satisfa (D1), (D2) i (D3). Siguiu(-) un control qualsevol i
sigui T(+) la corresponent trajectoria. Sigui p(-) la corresponent variable adjunta. Suposem
que H(t,-,-,p(t)) és concava® ¥t € [0,T] i que h(-) és convera. Aleshores u(-) i T(-) son
optims si

H(t,% (), (1), p(t)) = max H(t, (), u,p(t)), ¥t € 0,7 (4.31)

Demostracid. Tal com ens diu el peu de pagina, per la concavitat de H(t,-, -, p(t)),
tenim que, Yu(-) € U[0,T],

T T
/ {H(t,x<t>,u<t>,p<t>>—H<t,m<t>,u<t>,p<t>>}dts / (L (1, 2(1), (t), p(t)), 2(t)—(0) dt,
0 0

(4.32)
on z(-) és la trajectoria corresponent al control u(-).
Sigui z(t) = x(t) — Z(t) tal que
{z(t) = b, (t,Z(t),u(t))z(t) + a(t), Vtel0,T], (4.33)
z(0) =0,
a(t) = —by(t,T(t),u(t))z(t) + b(t, z(t), u(t)) — b(t,z(t), u(t)). (4.34)

Per la relacié de dualitat entre el sistema variacional (4.33) i el sistema adjunt (4.5),

8Es diu que una funcié f d’una variable és concava en un interval donat Z si, per tot punt d’aquest
interval, la recta tangent a f que passa per aquest punt esta sempre per sobre de la grafica. Si, a més a
més, f és diferenciable, aleshores es satisfa que f(y) — f(z) < f'(z)(y —x) Vx,y € Z. Una funcié convexa
és el contrari d’una funcié concava.
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.1 Cas determinista

tenim que
T
(ha(T(T)), 2(T)) = —(p(T), 2(T)) + (p(0), 2(0)) = —/0 {{(fa(t, (1), u(t)), (1)) + (p(t), (1)) } ot

T T
— /0 (Lo (1, 2(2), 1(t), p(t)), 2(0))dt — /0 (p(t), b(t, (1), u(t)) — b(t,7(t), u(t)) .
(4.35)

Unint I'equacié anterior (4.35) amb 1'equacié (4.32) de la concavitat de H(t,-, -, p(t)),
tenim que

T T
(he(T(T)), 2(T)) :/0 <Hx(t,ff(t),U(t),p(t)),Z(t)>dt—/O (p(t), b(t, x(t), u(t)) — b(t, T(t),u(t)))dt
T T
>/ {H(t (1), u(t),p(t))—H(tw(t),U(t),p(t))}dt—/o (p(t), b(t, z(t), u(t)) — b(t, z(t),u(t)))dt

= [ 0.0 - 50,70, 70
(4.36)
Per altra banda, la convexitat de la funcié h(-), ens diu que
hz(T)) = h(@(T)) = (ha(T(T)), 2(T) = Z(T)) = (ha(T(T)), 2(T)).- (4.37)

Aixi doncs, ja per acabar, combinant I’equaci6 (4.36) amb 'equaci6 (4.37), obtenim

T
—/0 {7t (t), u(t) = f(t,z(t), u(t) ydt < (ha(T(T)), 2(T)) < h(ax(T))—h(z(T)). (4.38)

Reagrupant els termes dels extrems, obtenim que

/ft:n ))dt + h(z /ft:v £))dt + h(z(T)):
(4.39)
és a dir, hem obtingut que, Yu(-) € U,
J(@(-)) < J(u(:)). (4.40)
Per tant, concloem que %(-) és optim, tal com voliem demostrar. O
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4.2 Cas estocastic

Seguint el formalisme de la seccié 3.2 Cas estocastic, considerem el segiient sistema de
control
dz(t) = b(t,z(t),u(t))dt + o(t,x(t),u(t))dW (t), Vte [0,T]

#(0) = 0 (4.41)

amb el respectiu funcional de cost
T
J(u() = E{ /0 £t a(t), u(t))dt + h(m(T))}. (4.42)

Recordem que el nostre objectiu és resoldre el problema fonamental de control optim
estocastic, que ve donat per l’equacié (3.7). No obstant, abans d’atacar-lo, farem unes
suposicions que facilitaran la feina (els suposits els indicarem amb una lletra majiscua E
per fer referéncia que es tracta del cas estocastic). Per tant, suposem que:

(E1) Les funcions b : [0,7] x R" x U — R", ¢ : [0,T] x R* x U — R™™  f:[0,T] x
R"x U — Rih:R"™ — R sén funcions mesurables, i existeix una constant L > 0
i un modul de continuitat @ : [0,00) — [0,00) tal que per una funcié ¢(t,z,u) €
{b(t,x,u),o(t,z,u), f(t,x,u), h(x)} es satisfa que:

(4.43)

|¢(t,a:,u) - ¢(tai7a>‘ < L|$ - i‘| +w(d(u7ﬂ))’ V(t,x,:%,u, a) € T?
lp(t,0,u)| < L, VY(t,u) € [0,T] x U,

on d és la funcié distancia associada a I’espai metric separable U i on T = [0,7] x
R"xR" xU xU.

(E2) Les funcions b, o, f, h compleixen que b, o, f, h € C? respecte . A més, existeix una
constant L > 0 i un modul de continuitat @ : [0,00) — [0, 00) tal que per una funcié
o(t,z,u) € {b(t,z,u),o(t,x,u), f(t,z,u),h(x)} es satisfa que:

4.44
|paz(t, T, u) — Gpu(t, &,0)| < W(|lx — 2| + d(u, ), Y(t,z,z,u,a) €T (4.44)

{qﬁx(t,x, ) — bu(t,#,0)| < Lz — & + w(d(u,a)), Y(t,z,2u,a) €T,
Sota aquestes suposits, ja podem abordar el problema descrit per I'equacié (3.7); és a
dir, el problema fonamental de control optim estocastic. En primer lloc, observem que,
només suposant (E1), per cada zp donat i per cada control u(-) € U[0,T], existeix una
unica soluci6 z(-) = x(-;u(-)) del sistema anterior (4.41), gracies al teorema d’existéncia i
unicitat de solucions d’una equacié diferencial estocastica [veure Teorema 2.3 de la pagina
173 i Teorema 3.1 de la pagina 178 de [3] per a més detalls sobre l'existéncia i la unicitat,
respectivament]. A més a més, gracies a aquesta unicitat de la solucié z(-), el funcional
de cost (4.42) esta ben definit.

Hem vist que, en el cas determinista, la variable adjunta p(-) jugava un rol molt impor-
tant en la formulacié del principi del maxim de Pontryagin. Aquesta variable adjunta es
regeix per l'equacié adjunta (4.5), que es tracta d’una equacié diferencial ordinaria amb
una condicié6 final®.

9El fet que 'equacié diferencial ordinaria presenti una condicié final no és gens rellevant en el cas
determinista, ja que, invertint el temps, podem convertir la condicié final en condicié inicial. No obstant,
en el cas estocastic, aix0d no és possible, ja que violariem el fet de no poder anticipar-se a una solucié
donada degut a la incertesa del sistema.
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En el cas estocastic també hi ha una variable adjunta amb la seva equacié adjunta,
tot i que és lleugerament diferent. Aixi doncs, la funcié adjunta estocastica p(-) ve regida
pel seglient problema de valors finals amb la segiient equacié diferencial estocastica:

dp(t) = {bx(t,fc(t)w(t))Tp(t) + ol m(),u(t) g (t)
j=1
— fx(t,x(t),u(t))}dt +q(t)dw(t), Vtel0,T],
(P(T) = —ha(2(T)).

(4.45)

Aqui les incognites sén els dos processos {A;}i>o-adaptats p(-) i ¢(-). Es tracta d’una
equacié diferencial estocastica que es resol “cap enrere”, ja que, en lloc de presentar una
condicié inicial, el que es déna és una condicié final. No obstant, pero, es demanara que
la solucié (p(-), q(+)) sigui {As}+>0-adaptada.

Observem que, suposant (E1) i (E2), per a cada control optim %(-) donat i cada
trajectoria optima corresponent Z(-), que siguin solucié del sistema (4.41), el sistema
(4.45) admet una unica solucié adaptada (p(-),q(+)) [veure Teorema 2.2 de la pagina 349
de [6] per a més detalls].

A diferéncia del cas determinista, en el cas estocastic cal introduir una nova variable
(a part de la funcié adjunta) per reflectir la incertesa del sistema. Aquesta nova variable
P(-) s’anomena funcié adjunta addicional i el sistema que la regeix és I’equacié adjunta
adicional:

+ Ha (8, (t), T(t), (1), q<t>>}dt + ) QiMdWI(t), vt eo,T],
j=1

(P(T) = —hea(2(T)),
(4.46)
on p(-) i q(-) sén solucié del sistema anterior (4.45) i on la funcié H : [0,T] x R” x U x

R™ x R™™ — R es defineix, en aquest cas estocastic, com
H(ta z,u,p, q) = <p> b(t7 z, U)> +tr (qTU(ta xz, U)) - f(ta xz, U) (447)

De nou, en el sistema (4.46) les incognites sén els dos processos {A; }+>o-adaptats P(-)
i Q().

Quant a nomenclatura, el sistema (4.45) s’anomena equacié adjunta de primer ordre
i la variable p(-) és la funcié adjunta de primer ordre. Paral-lelament, el sistema (4.46)
és 'equaci6 adjunta de segon ordre (o equaci6 adjunta addicional) i la variable P(-) és la
funcié adjunta de segon ordre (o funcié adjunta addicional). Per altra banda, la funcié
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H s’anomena Hamiltonia estocastic.

Per seguir desenvolupant aquesta teoria, és necessari definir un Hamiltonia generalit-
zat. Abans, pero, necessitem donar nom al conjunt de les matrius simétriques de dimensié
n; és a dir, definirem el conjunt S” com S™ = {4 € R™*"|AT = A}.

Ara ja si, definim el Hamiltonia generalitzat G : [0,7] x R” x U x R" x 8" — R com

G(t,x,u,p, P) = %tr (Pa(t,w,u)a(t,:c,u)T> + (p,b(t,z,u)) — f(t,x,u). (4.48)

Fent un abis de notaci6'®, podem comparar el Hamiltonia estocastic H(t,z,u,p,q)
definit a (4.47) amb el Hamiltonia determinista H (¢, x, u, p) definit a (4.7). Observem que,
clarament, el Hamiltonia estocastic coincideix amb el determinista quan o (¢, z,u) = 0. Per
altra banda, podem observar la definicié (4.48) del Hamiltonia generalitzat G (¢, x, u, p, P)
i comparar-la amb les definicions (4.47) i (4.7) que acabem de mencionar, de manera que

{G(t,m,u,p, P) = H(t,x,u.p) + 3tr (o(t,2,u) Po(t,z,u)) (4.49)

H(t7x7uvp7 Q) = H(t,.’L‘, U,p) +tr (qTU(t,$7U)) .

Finalment, abans de postular el principi del maxim de Pontryagin en el cas estocastic,
cal definir una nova funcié H de la forma H : [0,7] x R" x U — R tal que:

Mt 2,u) = H(t, o, p(0), (1)) — str (o0, 7(0), 7)) P1)o(t, 7(1), (1) )

+ %tr ([a(t, z,u) —o(t,Z(t),at)] P)[(o(t, z,u) — a(t,f(t),a(t))]) (4.50)

= G(t,@,u,p(t), P() + tr (o(t,2,w) T [a(t) — P()o(t,7(0),7(1))])

Després d’introduir tots aquests nous conceptes ja podem postular el principi del
maxim de Pontryagin en el cas estocastic, teorema que déna nom a aquesta seccié i
que proporcionara condicions necessaries per trobar controls optims i, conseqiientment,
trajectories optimes.

Teorema 4.5. Suposem que es satisfa (E1) i (E2). Siguiu(-) un control optim i sigui T(-)
la corresponent trajectoria optima d’un problema fonamental de control optim estocastic.
Aleshores existeizen processos p(-) € R™ i q(-) € R™™ que satisfan 'equacid adjunta de
primer ordre (4.45) i processos P(-) € 8™ i Q(-) € S™*™ que satisfan Uequacid adjunta
de segon ordre (4.46) tals que, Yu € U, es satisfa que

H(t,z(t),u(t), p(t), q(t)) — H(t,Z(t), u, p(t), q(t))
tr ([a(t,f(t),u(t)) — o(t,7(t), w)] T P()[o(t, F(), a(t) — o (t, T(t), u)}) . Ve 0,1,
(4.51)

10 Aquest abis de notacié consisteix en designar amb la mateixa variable el Hamiltonia estocastic i el
Hamiltonia determinista. No obstant, aquest paragraf és I'inic lloc del treball on coexisteixen ambdues
definicions juntes i, per aquest motiu, no hem considerat necessari haver d’introduir una nova variable.
En qualsevol cas, podem distingir I’'un de 'altre perqué el Hamiltonia estocastic depén de cinc variables
(t,z,u,p,q) 1 el determinista només en depen de quatre (¢, z,u, p).
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o0, equivalentment, es satisfa que

H(t,z(t),u(t)) = ma&cﬂ(t,f(t),u), vt € [0,T]. (4.52)

ue
Demostracio. La demostracio del teorema del maxim de Pontryagin pel cas estocastic
s’escapa del nivell d’aquest treball degut a la seva extensid, pero, sobretot, degut a la seva

complexitat. No obstant, es pot trobar una demostracié completa del mateix a [6], a les
pagines 123-137. O

Aix{ doncs, la condicié de maximalitat en el cas estocastic és I'equacié (4.52). Hi ha
dos casos especials que val la pena comentar.

El primer cas és quan el coeficient de difusié no depen de la variable de control; és a
dir,
o(t,x,u) =o(t,z), V(t,z,u)€[0,T] xR" xU. (4.53)

Aleshores, en aquest cas, la condicié de maximalitat (4.52) es pot reescriure com

H (&, 7(6), 7(t), p(t), (1)) = mavx H (¢, 7(0), w,p(0),a(t)), ¥t € [0,7], (4.54)

condicié que és exactament equivalent a la condicié de maximalitat (4.6) del cas deter-
minista. En aquest cas, doncs, no es necessita ’equacié (4.46) per P(-) ni Q(-) i, per
tant, no cal que les funcions b, o, f i h siguin de classe C? respecte z, siné que poden ser,
simplement, de classe C'.

El segon cas és quan la regié de control U és convexa i totes les funcions sén de classe
C! respecte u. Aleshores, en aquest cas, la condicié (4.51) implica,

(H,(t,7(8),a(t), p(t), q(t)), u — T(t)) <0, V(t,u) € [0,T] x U. (4.55)

Aquesta equaci6 (4.55) és la forma local del principi de maximalitat (en contraposicié a
la forma global donada per les equacions (4.51) o (4.52)). Observem que aquesta forma
local no involucra la funci6 adjunta de segon ordre P(-).

Un cop analitzats aquests dos casos particulars, prosseguim amb el desenvolupament
del cas estocastic en aquest primer metode de resolucié d’un problema de control optim.
De manera completament analoga al cas determinista, fent s de la definicié (4.47) del
Hamiltonia estocastic H, podem reescriure 1’equacié d’estat (4.41) amb la corresponent
equaci6 adjunta de primer ordre (4.45) com

da(t) = Hp(t, x(t), u(t), p(t), q(t))dt + Hq(t, x(t), u(t), p(t), q(t))dW (t), vVt € [0,T],
dp(t) = —Hy(t,2(t), u(t), p(t), q(t))dt + q(t)dW(t), Ve [0,T],
2(0) = o, p(T) = —ha(x(T)).

(4.56)
Comparant-ho amb el cas anterior, on ja haviem definit el sistema Hamiltonia estes

n (4.8), ara anomenarem sistema Hamiltonia estocastic estées a la combinacié de les
equacions (4.56),(4.46) i (4.51) (o (4.52)).

Seguint el mateix plantejament que en el cas determinista, fins ara el que hem fet ha
sigut donar condicions necessaries per un control optim. Nogensmenys, per trobar unes
condicions de suficiencia cal que afegim un altre suposit. Aixi doncs, suposem que
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.2 Cas estocastic

(E3) La regi6 de control U és convexa amb 'interior no buit, i les aplicacions b, o i f sén
localment Lipschitz respecte u, i les parcials respecte = sén continues en (x, u).

Amb aquest suposit en joc, podem postular el segiient teorema, que proporciona con-
dicions suficients d’optimalitat.

Teorema 4.6. Suposem que es satisfa (E1), (E2) i (E3). Siguiu(-) un control qualsevol
i sigui T(-) la corresponent trajectoria. Siguin p(-) i P(-) les corresponents variables
adjuntes de primer i segon ordre, respectivament, i siguin q(-) 1 Q(-) els processos { A }1>0-
adaptats corresponents. Suposem que H(t,-,-,p(t),q(t)) és concava Vt € [0,T] i que h(-)
és convexa. Aleshores u(-) i T(-) son optims si

H(tT(2), 0(t) = max H(tZ(t),w), Vit € (0,7 (4.57)

Demostracid. Per la concavitat de H(t,-, -, p(t),q(t)), tenim que, Yu(-) € U[0,T],

T (4.58)
< [ {0010, 1), a(0).2(0) 70,
0
on z(-) és la trajectoria corresponent al control u(-).
Sigui z(t) = x(t) — T(t) tal que
{bx(t, )z(t) + a(t)}dt
i { a(t)z(t) + 5 (t)}de (t), Vtelo,T], (4.59)
7j=1
z(0) =0,

Bi(t) = —od(t,Z(t), u(t)z(t) + o (t, x(t), u(t)) — oI (t,Z(t),u(t)), V1<j<m.
(4.60)

Per la relacié de dualitat entre el sistema variacional (4.59) i el sistema adjunt (4.45),
tenim que

{a(t> = —=be (8, 7(t), u(t))2(t) + b(t, (), u(t)) — b(t, 2(t),u(t)),

E{<hm<x<T>>,z<T>>} - —E{<p<T>,z<T>>} n E{<p<o>,z<o>>}
T m )

_ —E{ [ 70,0200 + 000, 0(0) + ;@j(t),ﬁj(t»}dt}
T T

- { | 70,360,000, z(t»dt} - E{ | 000060, ) = 700, w0
0 0

©3 (g5, 09 (8, 2(0), u(t)) — 09 (1, (t), @ }dt}

j=1

(4.61)
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4 PRINCIPI DEL MAXIM DE PONTRYAGIN 4.2 Cas estocastic

Unint aquesta darrera equacié (4.61) amb I'equacié (4.58) de la concavitat de H(t, -, -, p(t), q(t)),
tenim que

>E{/ (H (1), u(t), p(t), q(t) — H(t, 2(t),a(t), plt) }dt}
—E{/{ ) — b(t,Z(t +J§;qj ), 0l (t,T(t), u(t)) — o’ (t,Z(t), T }dt}

= —E{/O {1t 2(t), ult)) - f(t,x(t),U(t))}dt}-

Per altra banda, la convexitat de la funcié h(-), ens diu que

(4.62)

B{a(r)) -t} = B{ o), )0 } = B{ hatar), 7 | (109

Aix{ doncs, ja per acabar, combinant I'equaci6 (4.62) amb 'equaci6 (4.63), obtenim
que

—E{%f{ﬂmx@%uuw—fww@%uﬁﬁhﬁ}ELE{wAwHU%dT»}

(4.64)
< E{h(az(T)) - h(x(T))}.

Reagrupant els termes dels extrems i recordant que l’esperanca és un operador lineal,

obtenim que
{/ft:c dt+h(())}

(4.65)
)= [ stt.s0.u0an-+ nar
és a dir, hem obtingut que, Yu(-) € U,
J(@()) < J(u()). (4.66)
Per tant, concloem que %(-) és optim, tal com voliem demostrar. O
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN

5 Principi de programacié dinamica Bellman

Tot seguit, presentarem el segon metode de resolucié d’un problema de control optim, el
principi de la programacié dinamica de Bellman.

5.1 Cas determinista

Seguint el formalisme de la secci6 3.1 Cas determinista, considerem el segiient sistema

de control .
{x(t) = b(t,x(t), u(t)), Vte[0,T) (5.1)
113(0) = X9,

amb el respectiu funcional de cost
T
J(u(-)) = /0 St x(t),u(t))dt + h(z(T)). (5.2)

Observem que, tant en aquest cas com en tota la seccié 4.1 Cas determinista, el
temps inicial (¢ = 0) i I’estat inicial (x(0) = x¢) han sigut valors fixats a priori. Ara, en
canvi, la idea basica del principi de la programacié dinamica de Bellman és considerar una
familia de problemes de control optim amb diferents condicions inicials, amb 'objectiu
d’establir relacions entre elles i, en acabat, resoldre-les totes.

......

inicial) qualsevol. Ara considerem un sistema de control analeg al (5.1):
z(t) = b(t,x(t),u(t)), Vte[sT]
z(s) =y,

amb el funcional de cost associat

(5.3)

T
J(s,y3u(-)) =/ f(tx(t), u(t))dt + h(x(T)). (5-4)

El nostre problema fonamental de control optim determinista és el que haviem definit
a l'equaci6 (3.3). No obstant, ara en podem definir un altre de més general, que inclogui
el primer.

Sigui ara U[s,T] = {u : [s,T] — Ulu(-) és mesurable}. Per valors donats (s,y) €
[0,T) x R™, el problema general de control optim en el cas determinista consisteix en
trobar, sota els lligams de I'equacié (5.3), un control optim u(-) € U[s, T] tal que

J(s,y;u()) = u(_)iegl{ﬁm J(s,y5u(-)). (5.5)

Observem que aquesta formulacié general del problema es tracta, realment, d’una
familia de problemes de control optim parametritzada per (s,y) € [0,7) x R", de manera
que el problema fonamental descrit per ’equaci6 (3.3) n’és un cas concret quan s = 0 i
y = xo. Aix{ doncs, variant les condicions inicials (s,y) en [0, ) x R™, obtenim informacié
“dinamica”de la familia de problemes de control optim descrita per I’equacié (5.5).

Fent-ho aixi, ara el nostre objectiu ha canviat una mica i consisteix en resoldre el
problema general de control optim determinista, que ve donat per 'equacié (5.5); en
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.1 Cas determinista

contraposicié al problema fonamental de control optim determinista, que ve donat per
Pequaci6 (3.3).
Igual que en capitols anteriors, abans d’atacar el problema, farem unes suposicions

que facilitaran la feina. Per tant, dins d’aquest segon metode de resolucié d’un problema
de control optim, suposem que:

(D1)" Les aplicacions b : [0,T] x R" x U — R™, f: [0,T] x R"xU - Rih:R*" - R
sén uniformement continues, i existeix una constant L > 0 tal que per una funcié
o(t,z,u) € {b(t,z,u), f(t,x,u), h(x)} es satisfa que:

{(ZS(t,LL‘,U)—Qb(t,j,U”§L|l’—li‘, V(t,x,i,u)é[O,T]XR"XR"XU, (5 6)

lp(t,0,u)] < L, V(t,u) €[0,T] x U.

Sota aquest suposit, ja podem abordar el problema descrit per l'equacié (5.5); és a dir,
el problema general de control optim determinista. En primer lloc, observem que, sota
aquesta suposicio, per cada (s,y) € [0,7) x R™ i per cada control u(-) € U[s,T], existeix
una tunica solucié z(-) = z(-;s,y,u(-)) del sistema anterior (5.3), gracies al teorema
d’existencia i unicitat de solucions d’una equacié diferencial [veure pagines 52-54 de [6]

per a més detalls]. A més a més, gracies a aquesta unicitat de la solucié z(-), el funcional
de cost (5.4) esta ben definit. En segon lloc, definim la segiient funci:
Vis,y) = inf  J(s,y;u()), V(s,y) €[0,T)xR",
()= inf Jsgu(). V) € 0.7) .
V(T,y) =h(y), VyeR"™

Aquesta funcié V (-, ) s’anomena funcié valor del problema fonamental de control optim
determinista.

Tot seguit, amb la idea de resoldre el problema descrit per I'equacié (5.5), podem
postular el principi d’optimalitat de Bellman o principi de la programacié dinamica de
Bellman, teorema que déna nom a aquesta seccié i que ens ajudara a trobar controls
optims i, conseqlientment, trajectories optimes.

Teorema 5.1. Suposem que es satisfa (D1). Aleshores, per qualsevol (s,y) € [0,T) xR™,

Vis,y) = 1nfST]{/ flt,x(t;s,y,u ()),u(t))dt+V(§,x(§;s,y,u(-)))}, V0<s<3<T.
(5.8)

Demostracid. Sigui V (s, y) la part dreta de la igualtat de 'equacié (5.8); és a dir,

V(s,y)= inf {/ ft,x(t;s,y,u ()),u(t))dt+V(§,$(§;s,y,u(-)))}. (5.9)

() eU(s,T]

Per la definicié (5.7) de la funcié V(-,-), podem dir que

V)= inf ) < T,y = [ 5000t + nie(T)
:/?( ﬁ+/ftx (£))dt + h(z(T)) (5.10)
- /sf(t 2(t),u(V)dt + I, 23 u(),  Vu() € Uls,T].
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.1 Cas determinista

Per tant, tenim una desigualtat que és valida Vu(-) € U[s,T]. Prenent I'infim sobre
u(-) € U[s, T] a I'iltima igualtat de Pequaci6 (5.10) i recordant la definicié (5.9) de V (s, y),
obtenim que

Vi(s,y) < V(s,y). (5.11)

En canvi, si prenem un € > 0 qualsevol, podem dir que existeix un control uc(-) €
U[s, T], amb una corresponent trajectoria z¢(-) = z(-; s,y, u(-)), de manera que

Vs,y)+€> J(s,y;ue()). (5.12)

A més a més, emprant la definicié de J(s,y;u(-)) de 'equacié (5.4) i la definicié de
V(s,y) de 'equacié (5.7), podem dir que

J(s,y;ue(+)) = J(8, ze(8); / f(t, ze(t), uc(t))dt >/ flt,xe(t), uc(t))dt+V (8, zc(8)).
(5.13)
Finalment, usant la definicié de V (s, y) de I'equacié (5.9), podem dir que

/s flt,ze(t),uc(t))dt + V(8,2:(8)) > V(s,y). (5.14)

Aix{ doncs, unint les equacions (5.12), (5.13) i (5.14), obtenim que, per un valor € > 0
qualsevol, es satisfa la segiient relacié:

V(s,y) +€=V(s,y). (5.15)
Fent € tan petit com es vulgui, s’obté que
V(s,y) > V(s,y). (5.16)

Per tant, observant les equacions (5.11) i (5.16), s’obté que V (s,y) = V(s,y); és a dir,
s’obté, tal com voliem demostrar, la igualtat (5.8). O

A continuacid, farem una observacié molt interessant sobre aquest teorema. En aquesta
observacié, usarem, principalment, les definicions (5.4) i (5.7) i el concepte de control i
trajectoria optims.

Observacié 13. Suposem que, donat un problema de control optim determinista, tenim
un control optim %(-) i la corresponent trajectoria optima z(-). Sigui § € (s,T") un valor
qualsevol. Aleshores,

Vis) = it J(su() = Ty /ftx ()dt + J (5, 7(3); ()

EU[s,T]

/f (O)dt + V(5,7()) > V(s y),
(5.17)

on la darrera desigualtat es deu a ’equaci6 (5.8). Per tant, tota I'equacié (5.17) ha de
consistir en igualtats encadenades i, en particular, sobté que

V(5 3(3) = J (3,7 / FLTW),T(@))dE+ hET)), Vs € (5,T).  (5.18)
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Aixo significa que si hi ha optimalitat global, aleshores hi ha optimalitat local, ja que hem
vist que si tenim un control @(-) optim en [s,7] (amb condicié inicial (s,y)), aleshores
(+) és un control optim en [§,T] (amb condicié inicial (8, %(5))).

El Teorema 5.1 és el principi de la programacié dinamica de Bellman, i ’equacié (5.8)
d’aquest teorema es coneix amb el nom d’equacié de la programacié dinamica, donant nom
al titol d’aquesta secci6 i, per tant, a la segona manera classica de resoldre un problema
de control optim. Aquest teorema proporciona, per mitja de la funcié valor, una relacié
entre la familia de problemes de control optim donats per ’equacié (5.5). No obstant
aixo, es tracta d’una equacié molt complicada, perque les operacions que hi ha a la part
dreta de la igualtat (V(s,y)) sén dificils. Per aquesta rad, el nostre objectiu d’ara és
trobar una equacié per V (s, y) que sigui més senzilla.

Per dur a terme aquest nou objectiu, sigui C*([0,7] x R") :== {v : [0,7T] x R* —
R|v és una funcié continua i amb derivada continua}.
Proposicié 5.2. Suposem que es satisfa i (D1). Suposem que la funcid valor V (definida

a lequacid (5.7)) satisfa que V € CL([0,T] x R™). Aleshores V és una solucidé del segiient
problema de valors finals d’una equacio en derivades parcials:

—vy 4+ sup H(t,z,u,—v,) =0, (t,z)€[0,T)xR",
uelU (519)
V|g=r = h(z), =R,

on la funcic H : [0,T] x R x U x R™ — R es defineiz com:
H(t,x,u,p) = <p7 b(ta IE,U)> - f(t,l',’LL) (520)

L’equacié (5.19) és la famosa equacié Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associada al
problema fonamental de control optim determinista. La funcié H definida a I'equacid
(5.20) s’anomena Hamiltonia i és la mateixa que la definida en el capitol anterior en (4.7).

Demostracié. En primer lloc, fixem-nos que la segona relacié de 'equacié (5.19) és
immediata si utilitzem la segona relacié de la definicié (5.7). Aixi doncs, només hem de
demostrar la primera relacié de l'equacié (5.19). Fixem u € U i sigui z(-) la trajectoria
d’estat corresponent al control u(t) = u.

A continuaci6, farem tendir § a s (sempre conservant que §—s > 0, i ho representarem
per § | s). Gracies a (5.8), es pot dir que, Yu € U,

V(s,y)= inf {/ftx wydt + V (3, z(3 } /ftx w)dt + V (3, 2(3)).

(-)eUls,T]
(5.21)
Observant la 1ltima inequacio i recordant que § — s > 0, podem escriure que, Vu € U,
V(3,2(3) -V I
0> _V5:2() =Visy) / F(t,z(t), w)dt. (5.22)
§—s §—1sJ,

Observem que quan § | s, aleshores x(5) — x(s) = y; és a dir, que quan § | s, la primera
fraccié de la part dreta de la inequacié (5.22) representa la derivada total temporal de la
funcié V(s,y). Per tant, Yu € U i quan § | s, podem dir que

_V(5.2(3) = V(s.) / Pt () u)dt — SV (s,9) — 7t 2(0),0). (5.23)

s§— S
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Usant la definicié de derivada total, Vu € U i quan § | s, tenim que

0> L x(é))_ ) s—s/ F(t 2 (t), wdt — =Vi(s,y)—(Va(s,9), b(s,y,w)) = F (5,9, ).
(5.24)

Fixem-nos que si emprem la definicié (5.20) del Hamiltonia, aleshores, Vu € U i quan
§ ] s, es satisfa que

0> VI(5:2() — V(s / £t 2(t),u)dt — —Vi(s,y) + H(s,y,u, —Va(s,9)).
(5.25)

Per acabar, com el resultat anterior és valid Vu € U, en particular deduim que

0> —Vi(s,y) +sup H(s,y,u, —Vi(s,y)). (5.26)
ueU

Per altra banda, de manera similar al que vam fer a l'equacié (5.12), si prenem un
€ > 0 qualsevol i un § qualsevol tal que 0 < s < § < T amb § — s > 0 suficientment petit,
podem dir que existeix un control u(-) == u. 3(-) € U[s, T tal que

Vis,y) + €6 — s) > / F(t (1), u(®))dt + V (3, 2(3)). (5.27)

Reordenant la inequacié, podem escriure que

< VG ())_ (5,9) s_s/f” (5.28)

Com € és arbitrari, el podem fer tan petit com desitgem, i al final obtindrem que

0<— (s:c(é)) Vis.y) S_S/ft:n (5.29)

és a dir, obtindrem una equacié molt similar a (5.22), pero amb la desigualtat girada.
Aixi doncs, seguint els mateixos passos que els que hem fet des de 1’equacié (5.22) fins
lequacié (5.25), ara arribarem a veure que

0 < _‘/t(sv y) + H(Sv Y, u, _Vx(sa y)) < _‘/15(87 y) =+ sup H(Sa Y, u, _VZ(Sv y)) (530)
uelU

Finalment, combinant les equacions (5.26) i (5.30), obtenim, tal com voliem demostrar,
que
0= —Vi(s,y) +sup H(s,y,u, = Vy(s,y))- (5.31)
uelU

O

Tot seguit, explicarem quina és la relacié entre les solucions de 'equacié HJB i 'ob-
tencié d’un control optim (que segueix sent el nostre objectiu). Sigui V' € C'([0,7] x R?)
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la funcié valor obtinguda com a solucié del sistema (5.19) després de resoldre’l. Addici-
onalment, suposem que el suprem de l'equacié (5.19) s’assoleix per u = u(t, z); és a dir,
que

H(t,z,u(t,x), —Vy(t,x)) = sup H(t,z,u, —Vy(t,x)), V(t,z)€[0,T] xR".  (5.32)
uelU

També, suposem que, V(s,y) € [0,T) x R", existeix una soluci6 Z(-) del segiient sistema:

z(t)

z(s)

A continuacié, comprovarem que aquesta solucié Z(-) es tracta, realment, d’una tra-
jectoria optima, i que aix0 ens permet concloure el nostre problema. Per fer-ho, comencem

definint el control u(t) com w(t) = u(t,x(t)). Tot seguit, apliquem la regla de la cadena
fixant-nos en el sistema anterior i observant I’equacié (5.18), de manera que

b(t, T(t), 6(t, T(t)), Vte[s,T]
.

(5.33)

%V(taf(t)) = Vi(t,z(t)) + (Va(t, (1)), b(¢, 2(t), u(t)) = —f(t, z(t),u(t)),  (5.34)

expressié que si I'integrem des de s fins a T', obtenim que

T
V(T,%(T)) — V(s,7(s)) = — / F(&, (1), a(t))dt. (5.35)

Finalment, reagrupant i recordant les segones relacions de les equacions (5.7) i (5.33),
obtenim que

T
V(s,y) = h(z(T)) +/ f@z(t), u(t))dt = J(s,y;u(-)); (5.36)

és a dir, obtenim que el control u(t) és, en realitat, un control optim, i queda comprovat,
efectivament, que la corresponent trajectoria Z(t) és una trajectoria optima. Per tant,
hem resolt el problema general de control optim determinista i, en particular, hem assolit
el nostre objectiu inicial, ja que també hem resolt el problema fonamental de control optim
determinista (prenent com a condicions inicials (s,y) = (0,z¢) en el sistema (5.33)).

Aixi doncs, per resumir, els passos que s’han seguit en aquesta segona tecnica de
resolucié del problema de control optim en el cas determinista sén:

1. Introduir el problema general de control optim determinista, a partir del problema
fonamental de control optim determinista.

2. Definir la funcié valor V (s, y).

3. Definir el principi d’optimalitat de Bellman o principi de la programacié dinamica
de Bellman (Teorema 5.1).

4. Derivar les equacions HJB (Proposicié 5.2).
5. Resoldre 'equacié HIB (equacié (5.19)) per trobar la funcié valor V (¢, z).

6. Trobar (¢, z) a partir de I'equacié (5.32).
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7. Resoldre el sistema (5.33) (amb condicions inicials (s,y) = (0,z0)) per obtenir,
primer, la trajectoria optima Z(-) i, en segon lloc, el control optim %(-) a partir de

a(-) =u(-,z(-).

I aixi és com es resol el problema fonamental de control optim en el cas determinista
segons el principi de programacié dinamica de Bellman.
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5.2 Cas estocastic

Seguint el formalisme de la seccié 3.2 Cas estocastic, considerem el segiient sistema de
control
dz(t) = b(t,z(t),u(t))dt + o(t,x(t),u(t))dW (t), Vte[0,T],

#(0) = 2, (5.37)

amb el respectiu funcional de cost

T
J(u() = E{/O £t 2(8), ut))dt + h(m(T))}. (5.38)

Tal com ho hem explicat en 3.2 Cas estocastic, en el nostre marc de treball teniem fi-
xats un espai de probabilitat filtrat (€2, A, { At }+>0, P) 1 un moviment Brownia m-dimensional
W (-). Ara, en canvi, per l'estudi del principi de la programacié dinamica de Bellman en
el cas estocastic, cal considerar una formulacié diferent: és necessari variar tant ’espai de
probabilitat filtrat com el moviment brownia, i considerar-los parts del control.

Emfatitzem que aquest nova formulacié és una construccié auxiliar matematica molt
efectiva per solucionar problemes formulats amb el primer marc de treball. La principal
rad per la qual aquest canvi de formulacié ens serveix és perque el nostre objectiu és mi-
nimitzar el valor esperat d’una certa variable aleatoria, que només depen de la distribucié
del procés en qiiestié. Per tant, si les solucions del sistema (5.37) en diferents espais de
probabilitat tenen la mateixa distribucié de probabilitat, aleshores hom té més llibertat
per escollir quin és ’espai de probabilitat més adequat amb que treballar-hi. No obstant,
aquesta formulacié falla si les funcions b, o, f 0 h sén també aleatories, ja que, en tal cas,
es necessita un espai de probabilitat definit a priori (recordem que a I’Observacié 11 ja
vam descartar 1'opcié que aquestes funcions fossin aleatories).

Més enlla d’aquest canvi en el marc de treball, per resoldre el principi de la progra-
macié dinamica de Bellman en el cas estocastic cal comengar com ho hem fet en el cas
determinista; és a dir, considerant una familia de problemes de control optim.

Previament, comencarem recordant que, en la primera formulacid, el nostre problema
consistia en trobar un control optim u(-) € U[0,T] tal que

J(u() = u(~)ieIZ}1f[0,T] J(u(-), (5.39)

on U[0,T] == {u:[0,T] x Q@ — Ulu(-) és mesurable i és {A;};>o-adaptat}.

Ara ja si, igual que hem fet en el cas determinista, sigui (s,y) € [0,7) x R™ una condici6
inicial qualsevol. Considerem la familia de problemes de control optim parametritzada
per (s,y) € [0,T) x R™; és a dir,

{dg:(t) = b(t, x(t), u(t))dt + o (t, x(t),u(t))dW (), Vi€ [s,T], (5.40)

z(s) =y,

amb el funcional de cost associat
T
J(s,y;u(-)) = E{ / flt,x(t),u(t))dt + h(x(T))} (5.41)
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Per altra banda, quant a la nova formulacid, cal coneixer en quin entorn matematic tre-
ballarem. Per tant, fixant s € [0,7), sigui'[s, T el conjunt dels quinterns (2, A, P, W (-),
que satisfan que:

(i) La terna (€2,.A, P) és un espai de probabilitat.

(ii) {W(t)}+>s és un moviment Brownia estandard de dimensié m definit en (2, A4, P)
sobre I'interval [s,T] (amb P(W(s) = 0) = 1 [recordem Definici6 2.7]). A més, sigui
A =c{W(r):s<r <t}

(iii) w: [s,T] x Q@ — U és un procés { A }+>s-adaptat en (2, A, P).

(iv) Per cada control u(-) € U i per cada y € R", I'equacié (5.40) admet una unica
solucié6 z(+) sobre (2, A, {A; }1>s, P).

(v) Les funcions f(-,x(:),u(-)) i h(z(T')) tenen esperanca finita. Aqui, I'esperanga es
defineix sobre l'espai de probabilitat filtrat (€2, A, { A7 }+>s, P) (associat amb el quin-
tern donat).

Observacié 14. Sempre que I’espai de probabilitat (£2,.4, P) i el moviment brownia W (-)
estiguin clars i no presentin confusions, simplement escriurem u(-) € U'[s,T] en lloc de

QA P,W(),u(-)) e U's,T].

Per tant, per valors donats (s,y) € [0,7) x R™, el problema general de control optim
en el cas estocastic consisteix en trobar un quintern u(-) = (£2, .A P, W(),u(-)) ed']s,T]
tal que

Teyu() = inb I yu(). (542

Tal com hem fet en capitols anteriors, abans d’atacar el problema, farem unes suposi-
cions que facilitaran la feina. Aixi doncs, suposem que:

(E1) Les aplicacions b : [0,T] x R® x U — R", ¢ : [0,T] x R x U — R™™ f
[0, T|xR"xU — Rih:R"™ — R s6n uniformement continues, i existeix una constant
L > 0 tal que per una funcié ¢(t,z,u) € {b(t,z,u),o(t,x,u), f(t,z,u), h(x)} es
satisfa que:

{|¢(t w) — ¢(t,2,u)| < Lz — 2|, V(t z,4,u) € [0,T] x R* x R x U,
|6(t,0,u)| < L, V(t u) €[0,T) x U.
(5.43)

Sota aquest suposit, ja podem abordar el problema descrit per I'equacié (5.42); és
a dir, el problema general de control optim estocastic. En primer lloc, observem que,
sota aquesta suposicidé, per cada (s,y) € [0,7) x R™ i per cada control u(-) € U'[s, T],
existeix una tnica solucié z(-) = z(-;s,y,u(-)) del sistema anterior (5.40), gracies al
teorema d’existéncia i unicitat de solucions d’una equacié diferencial estocastica [veure
Teorema 2.3 de la pagina 173 i Teorema 3.1 de la pagina 178 de [3] per a més detalls sobre
Pexisténcia i la unicitat, respectivament]. A més a més, gracies a aquesta unicitat de la
solucié z(-), el funcional de cost (5.41) esta ben definit.
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Analogament al cas determinista, podem definir la funcié valor V'(-,-) del problema
fonamental de control optim estocastic de la segilient manera:

Visy) = inf Jpu(), Yisw) € 0.T) <R i
V(T,y) =h(y), VyeR"™

A continuacié, postularem la versié estocastica del principi d’optimalitat de Bellman
o principi de la programacié dinamica de Bellman (teorema analeg al Teorema 5.1 del cas
determinista).

Teorema 5.3. Suposem que es satisfa (E1). Aleshores, per qualsevol (s,y) € [0,T) x R™,

V(s,y) :u(.)eiglf[&T]E{/s f(t,a;(t;s,y,u(-)),u(t))dt+V(§,a:(§;s,y,u(~)))}, V0<s<3$
(5.45)

Demostracié. Sigui V (s,y) la part dreta de la igualtat de I'equacié (5.45); és a dir,

V(s,y) = inf E{ /8 ft,x(t; s,y,u(-)), u(t))dt + V(é,x(é; s,y,u(-)))}. (5.46)

u(-)eU’[s,T]

Per la definicié (5.44) de la funcié V (-, ), podem dir que

Visy)= inf J(s,u()) < J(s sl {/ftx (et -+ bia(r)}

u(-)eU'[s,T]

_E{/ftx dt+/ftx )dt+h(())}

{/ £t (), u(®))dt + I (3, 2(3); u(-))}, vu() € U[s,T].
(5.47)

Per tant, tenim una desigualtat que és valida Vu(-) € U'[s,T]. Prenent I'infim sobre
u(-) € U'[s,T] a Iiltima igualtat de I'equaci6 (5.47) i recordant la definicié (5.46) de
V(s,y), obtenim que

Vs, y) < V(s,y). (5.48)

En canvi, si prenem un € > 0 qualsevol, podem dir que existeix un control (2, .4, P, W (-),

U'[s, T, de manera que
V(s,y)+e> J(s,y;u(-)). (5.49)

A més a més, emprant la definici6 (5.41) de J(s,y;u()), podem dir que

J(s,y;u {/ flt,x(t;s,y,u ()),u(t))dt—|—h(w(T;s,y,u(-)))}. (5.50)
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Separant la integral anterior, i usant que l’esperanca és un operador lineal, escrivim
que

E{ /STf(tﬂf(t;8,y7U(‘)),U(t))dt+h(l’(T;s,ym(-)))} ZE{ [f(tyﬂf(t;s,y,U(‘)LU(t))dt}

T
+E{ / f(t,w;s,y,u(.»,u(t))mh@(T;S,y,u(.m}.
(5.51)

Podem canviar la condicié inicial i tornar a usar la definici6 (5.41) per dir que

T
E{ / f<t,a:<t;s,y,u<->>,u<t>>dt+h(w(T;s,y7u<->>>}

- ) 38, 2(8), u(- N (5.52)
- E{ /S flta(t; 8,2(8), u(-), u(t))dt + h(z(T; 5, 2(3), u( )))}

= J(8,2(8;s,y,u(-));u(")).

Aix{, unint 'equacié (5.52) amb les equacions (5.50) i (5.51), escrivim que
5]
J(s,y5u() = E{/ f(t,ﬂf(t;s,y,U(-)),U(t))dt} +J(8,2(5 8,y,u(-);ul).  (5.53)

Finalment, usant la definici6é de V (s,y) de 'equacié (5.44), juntament amb l’equacié
anterior (5.53), podem dir que

S = B{ [ f(tatts.pu) a4 Vs atispatn b 650
Si observem la definicié de V (s,y), veiem que
J(s,y5u() > E{ /Sf(t,f'?(t;s,yw('))aU(t))dt+V(§,93(§;S,y,U(')))} > V(s,y). (5.55)

Per tant, unint les equacions (5.49) i (5.55), obtenim que, per un valor € > 0 qualsevol,
es satisfa la segiient relacio: B
Vi(s,y) +e=V(s,y). (5.56)

Fent € tan petit com es vulgui, s’obté que
V(s,y) > V(s,y). (5.57)

Aixi doncs, observant les equacions (5.48) i (5.57), s’obté que V (s,y) = V(s,9); és a
dir, s’obté, tal com voliem demostrar, la igualtat (5.45). O

De la mateixa manera que en el cas determinista, a continuacid, farem una observacio
(analoga a 1’Observaci6 13) molt interessant sobre aquest teorema, on usarem, principal-
ment, les definicions (5.41) i (5.44) i el concepte de control i trajectoria optims.
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Observacié 15. Suposem que, donat un problema de control optim estocastic, tenim
un control optim w(-) i la corresponent trajectoria optima Z(-). Sigui § € (s,T") un valor
qualsevol. Aleshores,

Visy)= il J(sysu() = J(s g5 {/ftx »ﬁ+ﬂ§<LMﬁ}

u(-)eU’[s,T|

>E{/ftx »ﬁ+V@m@ﬁszw,
(5.58)

on la darrera desigualtat es deu a 'equaci6 (5.45). Per tant, tota ’equacié (5.58) ha de
consistir en igualtats encadenades i, en particular, sobté que

V(5,3(5)) = J(3,3(3): (- {/ F(LT(), 1)) dt + h(E(T ))}, Vi€ (s,T). (5.59)

El Teorema 5.3 és el principi de la programacié dinamica de Bellman pel cas estocastic.
Aquest teorema ens ha proporcionat, per mitja de la funcié valor, una relacié entre la
familia de problemes de control optim donats per I'equacié (5.42). No obstant aixo, es
tracta d’una equacié molt complicada, perque les operacions que hi ha a la part dreta de
la igualtat (V(s,y)) sén dificils. Per aquesta raé, el nostre objectiu d’ara és trobar una
equacié més senzilla per V (s, y).

Per dur a terme aquest nou objectiu, sigui C?([0,T] x R") := {v : [0,T] x R"* —
R|v és una funci6 continua i v, vy i vz, s6n continues en (¢, x)}; és a dir, el conjunt de
les funcions continues amb primera derivada temporal continua i amb primera i segona
derivada espacials continues.

Proposicié 5.4. Suposem que es satisfa (E1). Suposem que la funcié valor V (definida a
Uequacio (5.44)) satisfa que V € CH2([0,T] x R™). Aleshores V' és una solucid del segiient
problema de valors finals d’una equacid en derivades parcials de segon ordre (possiblement
degenerada):

—vp + sup G(t, x, u, —vz, —Vy) =0,  (t,x) € [0,T) x R™,
uel (5.60)
vg=r = h(z), x€R",

on la funcid G : [0, T] x R" x U x R" x 8™ — R es defineix com:

G(t,x,u,p, P) = %tr (Pa(t,m,u)a(t,x,u)T> + (p,b(t,z,u)) — f(t,x,u). (5.61)

L’equacié (5.60) és la famosa equacié Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) associada al
problema fonamental de control optim estocastic. La funcié G definida a 'equacié (5.61)
és el Hamiltonia generalitzat i és la mateixa funcié que la definida en el capitol anterior

n (4.48).

Observacié 16. Comparant ’equacié (5.60) amb 'equacié (5.19), veiem que el problema
(5.60) és de segon ordre, permetent, aixi, una possible degeneracié. A més, (5.60) és una
clara generalitzacié de (5.19), ja que en el cas o(t,z,u) = 0 'equaci6 (5.60) es redueix a
lequacié (5.19).
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Demostracio de la Proposicié 5.4. En primer lloc, fixem-nos que la segona relacié de
lequacié (5.60) és immediata si utilitzem la segona relacié de la definicié (5.44). Aix{
doncs, només hem de demostrar la primera relacié de I'equacié (5.60). Fixem (s,y) €
[0,7)xR™ iwu € U. Sigui z(+) la trajectoria d’estat corresponent al control u(-) € U'[s, T
pel problema general de control optim estocastic amb u(t) = w.

A continuacid, farem tendir § a s (sempre conservant que §—s > 0, i ho representarem
per § | s). Per la definici6 de I'equacié (5.45), es pot dir que, Vu € U,

Visy)= it B {/ £t 2(8), w)d+V (3, 2(5) }<E{/ F(t, 2(t), w)dt+V (3, ())}.
(5.62)

Observant "iltima desigualtat, recordant el Lema d’It0, tenint en ment que ’esperanga
és un operador lineal i considerant el cas en que § | s, podem escriure que, Yu € U,

N s

$—s
1 s (5.63)
= sE { = Vit z(t) + G(t,z(t), u(t), = Va(t, z(t), —Vaa(t, z(t))) }dt
— —V%(S, y) =+ G(Sa Y, u, —Vx(S, y)7 —an;(s, y))7
on hem emprat la definicié (5.61) del Hamiltonia generalitzat.
Per acabar, com el resultat anterior és valid Vu € U, en particular deduim que
0 Z —%(8, y) + sup G(S, Y, u, _Vw(37 y)v _Vrm(sa y)) (564)

uelU

Per altra banda, de manera similar al que vam fer a l'equaci6 (5.49), si prenem un
€ > 0 qualsevol i un § qualsevol tal que 0 < s < § <T amb § — s > 0 suficientment petit,
podem dir que existeix un control u(-) = u. 3(-) € U'[s, T] tal que

Vis,y) +€e(s—s) > E{ /S flt,x(t),u(t))dt + V(§,x(§))} (5.65)

Reordenant la desigualtat i recordant que ’esperanca és un operador lineal, podem
escriure que

e E{V(3,z é))—V(s y)} {/ P )dt}

{ ‘/t t 1‘( )) + G(t,a:(t),u(t), _Vx(tvx(t))7 —sz(t,l'(t)))}dt}

8—8

(t,z(t)) + sup G(t, z(t), u, = Vi (t, (1)), —Vau (¢, x(t )}dt}

uelU

— Vt Jrsqu(S Y, U, V(S,y)ﬁVm(S,y))-
uelU

(5.66)

Com € és arbitrari, el podem fer tan petit com desitgem, i al final obtindrem que

0 S _VYt(Sa y) + sup G(S’ Yy, u, —Vx(S, y)7 _sz(sa y)) (567)
uelU
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5 PRINCIPI DE PROGRAMACIO DINAMICA BELLMAN 5.2 Cas estocastic

Finalment, combinant les equacions (5.64) i (5.67), obtenim, tal com voliem demostrar,
que
0 = _%(87 y) + Sup G(SJ y7 'LL, _VZ‘(‘s? y)? _VJXC(SJ y)) (568)
uelU

O
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6 COMPARACIO ENTRE ELS DOS METODES

6 Comparacio entre els dos metodes

Un cop hem estudiat en profunditat el principi del maxim de Pontryagin i el principi de
la programacié dinamica de Bellman, prosseguim a fer una comparativa entre ambdos
metodes.

6.1 Cas determinista

Comengarem parlant de les diferencies que es veuen a simple vista entre els dos metodes.

En primer lloc, la primera diferencia que salta a la vista és que, mentres en el prin-
cipi del maxim de Pontryagin només es treballa amb el problema fonamental de control
optim, en el principi de la programacié dinamica de Bellman s’introdueix el que hem
anomenat com el problema general de control optim; és a dir, una familia de problemes
parametritzada per unes condicions inicials (s,y) € [0,7] x R™.

En segon lloc, és molt important el fet que la programacié dinamica de Bellman ens
proporciona els passos que calen seguir per obtenir un control optim. En canvi, el principi
del maxim de Pontryagin només ens déna les condicions que satisfan un cert control optim;
és a dir, condicions necessaries. En cap cas es pot saber si un control és optim o no, i ni
tan sols hi ha un receptari per trobar aquest control optim. No és fins el moment en que
afegim un tercer suposit que podem comencar a parlar de condicions suficients.

Ara que ja hem parlat dels suposits, arriba la tercera diferéncia que s’aprecia a simple
vista. En el principi del maxim de Pontryagin, sense comptar el tercer suposit que cal
afegir per poder saber si un control és optim o no (condicié de suficiencia), es fan dues
suposicions: (D1) i (D2). En canvi, en el principi de la programacié dinamica de Bellman
només se’'n fa una: (D1)’. No obstant, observem que (D1)" és més forta que (D1), ja que
exigeix la continuitat de les funcions respecte (¢, x,u), mentres que (D1) no demana res
sobre t. [Veure pagines 14 i 28]

Un cop comentades les diferencies més basiques, veurem quina similitud hi ha entre
els dos métodes. Per fer-ho, partirem del formalisme del principi de la programacié de
Bellman. Aixi doncs, partim del segiient sistema de control:

{@(t) = b(t,2(t),ult)), Vte[s,T] 61)
x(s) =y,
amb el funcional de cost associat
T
Hspsu() = [ F(ta(0).ut)d + h(a(T)), (6.2

on (s,y) € [0,7) x R™ representen les condicions inicials de temps i d’estat.

Recordem que el nostre objectiu d’ara és resoldre el problema general de control optim
en el cas determinista, que consisteix en trobar, sota els lligams de 'equaci6 (6.1), un
control optim u(-) € U[s, T] tal que

T, ysu()) = ik Jsy5u(), (6-3)
onU[s,T] :={u:[s,T] — Ulu(-) és mesurable}.
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6 COMPARACIO ENTRE ELS DOS METODES 6.1 Cas determinista

Prosseguint de la mateixa manera que sempre, toca fer les suposicions que ens facili-
taran la feina. Tal com hem fet quan hem estudiat la programacié dinamica de Bellman,
suposarem i (D1)" [veure pagina 28]. No obstant, com a novetat, afegirem ara el segiient
suposit:

(D2)" Les funcions b, f, h compleixen que b, f, h € C! respecte z, i existeix un modul de con-
tinuitat @ : [0,00) — [0, 00) tal que per una funcié ¢(t, x,u) € {b(t, z,u), f(t,x,u), h(x)}
es satisfa que:

o (t, x,u) — ¢p(t, &, u)| <wW(|lz —2&|), V(t,2,2,u) €[0,T] xR" xR" x U. (6.4)

Aquest suposit (D2)" és menys restrictiu que el suposit (D2) del principi del maxim de
Pontryagin, ja que en el primer no es demana continuitat respecte u.

A continuacié, saltarem al formalisme del principi del maxim de Pontryagin, pero
sense oblidar que tenim una familia de problemes parametritzada per (s,y) € [0,7) x R™.
D’aquesta manera, podem reescriure el sistema de control (6.1), ’'equacié adjunta (amb la
funci6 adjunta p(-)) i la condicié de maximalitat [veure pagina 15] de la segiient manera:

x(t) = Hp(tax(t)vu(t)vp(t))v vt e [S,T],
p(t) = —Hx(t,x(t),u(t),p(t)), vt e [SvT}, (6 5)
CC(S) =Y, p(T) = _hx(aj T))? ‘
(1, 2(0), u(t) p(0) = mias (1 2(1) w,p(t)), V1€ [s, T,
on el Hamiltonia H : [0,7] x R" x U x R™ — R es defineix com:
H(t,x,u,p) = (p,b(t,x,u)) — f(t,z,u). (6.6)

Tornant de nou al principi de la programacié dinamica de Bellman, recordem que la
funcié valor V' (-, ) es defineix com:

= inf (. T) x R"
Vis,y) = b J(spiul), Vis,y) €[0,T) xR, 67

V(T,y) = h(y), VyecR"

Finalment, segons la Proposicié 5.2, sabem que si la funcié valor V € C'([0,T] x R"),
aleshores és solucié de ’equacié HJB; és a dir, és solucié del segilient sistema en derivades
parcials:

—v(t, ) + sup H(t, z,u, —v,(t,x)) =0, (t,z) €[0,T) x R",
uclU (68)
V|g=r = h(z), =z €R™

Amb tot aix0, i després d’aquest petit repas, podem postular el segiient resultat que ens
estableix una relacié entre els dos metodes emprats: el principi del maxim de Pontryagin
i el principi de la programacié dinamica de Bellman.

43
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Teorema 6.1. Suposem que es satisfa (D1) i (D2). Sigui (s,y) € [0,T) x R™ condici-
ons inicials fizades de temps i d’estat. Sigui U(-) un control optim, T(-) la corresponent
trajectoria optima i p(-) la corresponent funcid adjunta d’un problema general de control
optim determinista. Suposem, també, que la funcié valor V€ C*([0,T] x R™). Aleshores,

Vi(t,Z(t)) = H(t,z(t),u(t), — Vi (¢, Z(t)))

= max H (£ 7(t), u, Vi (£ 7()), VE€ [s,T). (6.9)
ue
A més a més, si V € C12([0,T] x R") i Vi, és continua, aleshores
—Vu(t,Z(t)) = p(t), Vtels,T). (6.10)

Demostracié. Com u(-) i Z(-) sén optims, podem dir que
T
V(t,z(t)) = J(t,z(t);u()) = /t f(r,z(r),u(r))dr + h(z(T)), VYte[s,T]. (6.11)

Derivant respecte el temps a banda i banda de I’equacié anterior (6.11), obtenim que

%V(t’f(t)) = Vi(t,z(1)) + (Vo (£, 2(1)), b(t, 7(1),u(t)) = — (¢, z(t), u(t)).  (6.12)

Usant la definicié (6.6) del Hamiltonia, podem reescriure I'equacié anterior (6.12) com
Vilt,2(1)) = H (8, 7(0), 0(t), ~Va(t, 7(1)), VE € [5,T); (6.13)

és a dir, queda demostrada, tal com voliem, la primera igualtat de ’equaci6 (6.9).

Per altra banda, com la funcié valor V € C([0,T] x R"), gracies a la Proposici6 5.2,
sabem que V' satisfa 'equacié HJB (6.8); és a dir, queda demostrada, tal com voliem, la
segona igualtat de 1’equacié (6.9).

Tot seguit, si combinem ’equacié (6.13) amb ’equacié HIB (6.8), veiem que, Yz € R™,
0= H(t,z(t),u(t), —Vu(t,z(t))) — Vi(t,Z(t)) > H(t,z,u(t), —Vi(t,x)) — Vi(t,z). (6.14)

A més a més, si suposem que V € CH2([0,T] x R™) i que Vj, és també continua, podem
derivar la igualtat de (6.14) i dir que

0= (%{H(t, 2, a(t), Vit ) — Vi(t, )} . (6.15)

=z (t)

Observem que podem trobar una manera alternativa d’escriure ’equacié anterior si
partim de lequaci6é (6.12) i la derivem (parcialment) respecte x a banda i banda, de
manera que obtenim que

Via (t, (1)) + (Ve (8, T(2)),0(8, T(2), u(t))) + (Va(t, T(1)), b (¢, 2(2), 1))

— — fa(t(0). a(t). (010
Finalment, reordenant termes, podem escriure
fo(t,2(0), u(t)) + (Va(t, Z(1)), b (8, 2(8), u(t)))
d (6.17)

:—Q@@mm+a%mﬂmmmumwm0=—ﬁ%wﬂm.
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Per tant,
d _ N — _ N —
— 5 Va(t.T(t)) = fo(t, (1), u(t)) + (Vo (t, T(2)), ba(t, Z(2), T(2))) (6.18)
= _Hm (t,f(t),ﬂ(t), _Vm(tf(t)))‘
A més a més, observant ’equaci6 (6.11), és obvi que
V(1,3 (T)) = —ha (3(T)). (6.19)

Aix{ doncs, la funcié —V,(t,Z(t)) satisfa tant 'equacié (6.18) com 'equaci6 (6.19); és
a dir, satisfa 'equaci6 adjunta (6.5). Per tant, com sabem que, donat un control optim i
la seva corresponent trajectoria optima, hi ha unicitat en la solucié de ’equacié adjunta,
aleshores arribem a la conclusié que

—Vi(t,z(t)) = p(t), Vtels, T, (6.20)

tal com voliem demostrar. O

Es molt interessant observar que la segona igualtat de (6.9) (combinada amb (6.10)) és
exactament la condicié de maximalitat que trobem en el principi del maxim de Pontryagin.
Per tant, acabem de demostrar que, sota uns certs suposits, el principi del maxim de
Pontryagin es pot deduir de manera directa del principi de programacié dinamica de
Bellman.
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6.2 Cas estocastic

Tgual que en la seccié anterior, podem mencionar les diferencies que es poden apreciar a
simple vista entre els dos metodes en el cas estocastic. Concretament, les dues primeres
dissimilituds que hem tractat en el cas determinista també les tenim en aquest cas: la
relacio entre el problema fonamental i el problema general de control optim, i la relacié
entre les condicions necessaries i les suficients.

Per altra banda, en relacié als suposits, en el principi del maxim de Pontryagin se’'n
fan dos: (E1) i (E2); mentres que en el principi de la programacié dinamica de Bellman
només se’'n fa un: (E1)". Igual que en el cas determinista, observem que (E1)’ és més fort
que (E1), ja que exigeix la continuitat de les funcions respecte (¢, x,u), mentres que (E1)
no demana res sobre t. [Veure pagines 21 i 35.]

Tot seguit, seguint el mateix esquema que abans, veurem quina similitud hi ha entre els
dos metodes. Per fer-ho, partirem del formalisme del principi de la programacié dinamica
de Bellman. Aixi doncs, partim del segiient sistema de control:

{dm(t) = b(t,z(t), u(t))dt + o (t,z(t),u(t))dW (1), Vte [s,T], (6.21)

z(s) =y,

amb el respectiu funcional de cost

T
J(s,y;u(-)) = E{ / flt,x(t),u(t))dt + h(x(T))}, (6.22)

on (s,y) € [0,7) x R™ representen les condicions inicials de temps i d’estat.

Recordem que, amb la nova formulacié introduida, el nostre objectiu d’ara és resoldre
el problema general de control optim en el cas estocastic, que consisteix en trobar un
quintern u(-) :== (Q, A, P,W(-),u(-)) € U'[s, T] tal que

J(s,y;u(r)) = inf  J(s,y;u(-)), 6.23
() = ot (s gsu) (623

on U'[s,T] ho hem definit a la pagina 35.

En relacié a les suposicions que cal fer, només suposarem (E1)" [veure pagina 35].

A continuacid, saltarem al formalisme del principi del maxim de Pontryagin, pero sense
oblidar que tenim una familia de problemes parametritzada per (s,y) € [0,7) x R™. Per
tant, tal com hem vist a les pagines 22 i 23, sabem que existeixen processos de primer
ordre p(-) € R™ i ¢(-) € R™™ ™ que satisfan

dp(t) = — {bx(tv (), u(t) "p(t) + Y od(t,2(t),u(t)) g (t)
j=1

(6.24)
- fx(t,:n(t),u(t))}dt +q(t)dW (t), Vte s, T),
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i processos de segon ordre P(-) € S" i Q(-) € S™™ que satisfan
4P(0) = ~{ (e, 0, 0) " PLO) + POt 5(0). 1)
+ Y od(t.2(t),u(t) " P(t)od (¢, 2(t), u(t))

j=1
+ > {30, 70) Q1) + Q1) (1), a(®)) }
j=1
T Hao (6, 7(8),7(0), p(t), (1) }dt 3 Qawi(), Ve s, T,

J=1

P(T) = —he((T)), 625
6.25

on p(-) i q(-) sén solucié del sistema anterior (6.24) i on el Hamiltonia estocastic H :
[0,T] x R" x U x R™ x R"™™ — R es defineix com

H(t,z,u,p,q) = (p,b(t, z,u)) + tr (qTa(t,x,u)) — ft, ). (6.26)

Aix{ doncs, tornant de nou al principi de la programacié dinamica de Bellman, recor-
dem que la funci6 valor V(-,-) es defineix com:

Visy) = iof Jsyu(), ¥y €,T) <R, 627
V(T,y) = h(y), VyeR"

Finalment, segons la Proposicié 5.4, sabem que si la funcié valor V € C12([0,T] x R™),
aleshores és solucié de 'equacié HJB pel cas estocastic; és a dir, és solucid del segiient
sistema en derivades parcials de segon ordre:

—vi(t, z) + sup G(t, x,u, —v,(t,x), —vgz(t,z)) =0, (¢t,x) €[0,T) x R",
uelU (628)
’U’t:T = h(.’E), T € Rna

on el Hamiltonia generalitzat G : [0, 7] x R” x U x R" x 8" — R es defineix com:

G(t,z,u,p, P) = %tr <Pa(t,:z:,u)a(t,:1:,u)T) + (p,b(t,z,u)) — f(t,x,u). (6.29)

Amb tot aix0, i després d’aquest petit repas, podem postular el segiient resultat que
ens estableix una relacié entre els dos metodes emprats pel cas estocastic. Per tant, es
tracta d’un resultat completament analeg al Teorema 6.1, pero en versié estocastica.

Teorema 6.2. Suposem que es satisfa (E1). Siguin (s,y) € [0,T)xR™ condicions inicials
fizades de temps i d’estat. Sigui u(-) un control optim, T(-) la corresponent trajectoria
optima i p(+) i q(-) les corresponents solucions adaptades de ’equacid (6.24) d’un problema
general de control optim estocastic. Suposem, també, que la funcié valor V € C2([0,T] x
R™). Aleshores,

Vi(t, (1)) = G(t,z(t), u(t), =Va(t,2(t)), = Vaa (£, (1))

= IlrLleaggG(t (t)’u’ _Vx( ’ ( ))a _V;ﬁft(taqj(t)))’ vt e [S’T]'

(6.30)
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A més a més, si V € CL3([0,T] x R") i Vi, és continua, aleshores
_Vx(taf(t)) = p(t), vt e [S,T], (6 31)

Demostracid. No donarem una demostracié completa d’aquest teorema. Com a idea
general, la demostracié segueix una estructura molt similar a la del Teorema 6.1, pero
amb certs tecnicismes que l’eleven a un nivell de dificultat superior al del treball. No
obstant, una demostracié completa es pot trobar a [6], a les pagines 251-253. O

Establint analogies amb el cas determinista, hauriem de relacionar la segona igualtat
de l'equacié (6.30) (combinada amb (6.31)) amb el principi del maxim de Pontryagin pel
cas estocastic. No obstant, observem que és totalment diferent del principi del maxim de
Pontryagin que nosaltres hem donat en l’equacié (4.52), ja que, a diferéncia d’aqui, no
s’involucraven les derivades de la funcié valor.
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7 Conclusions

Tal com hem definit a la seccié 1.3 Objectiu del treball, la intencié d’aquest projecte
era estudiar quina relacié hi ha entre els dos metodes classics de resolucié d’un problema de
control optim: el metode del maxim de Pontryagin i el metode de la programacié dinamica
de Bellman; o de manera equivalent, veure quina és la relacié que s’estableix (en el cas
determinista/estocastic) entre la condicié de maximalitat de Pontryagin (EDO/EDE) i
les equacions HJB de la programacié dinamica de Bellman (EDP de primer/segon ordre).

Després de comencgar amb una introduccié del calcul estocastic, en el tercer capitol hem
explicat en que consisteix el problema de control optim, tant en el cas determinista com
en el cas estocastic. Amb la idea d’arribar a fer una comparacio entre els dos metodes de
resolucié, hem partit d’una formulacié general; és a dir, hem presentat el mateix problema
dins del mateix marc de treball, per després abordar-lo per dos camins diferents.

Tal com hem vist en el quart capitol, el principi del maxim de Pontryagin només ens
proporciona condicions necessaries; és a dir, les condicions que satisfan un cert control
optim. No és fins el moment en que afegim un tercer suposit que podem comencar a
parlar de condicions suficients.

En canvi, tal com hem vist en el cinque capitol, el principi de la programacié dinamica
de Bellman, a diferencia del metode anterior, si que déna condicions suficients, i inclis
un receptari per poder trobar el control optim.

Finalment, en el darrer capitol, hem realitzat la comparacié entre ambdds metodes,
i és quan hem pogut donar resposta a les preguntes plantejades a la introduccié. Tal
com hem vist en el Teorema 6.1, sota uns certs suposits i en el cas determinista, veiem
que el principi del maxim de Pontryagin es pot deduir directament del principi de la
programacié dinamica de Bellman. Per tant, dit amb altres paraules, veiem que podem
deduir la condicié de maximalitat (EDO) partint de les equacions HJB (EDP de primer
ordre). No obstant, en canvi, en el cas estocastic, partint del principi de la programacié
dinamica de Bellman, no es pot arribar exactament al principi del maxim de Pontryagin,
ja que apareixen involucrades derivades de la funcié valor que no s’haurien de manifestar.
Tot i aixi, tal com mostra el Teorema 6.2, si que es pot donar una condicié de maximalitat
semblant.

Per tant, com a resum i conclusié final, podem dir que, després d’explicar el problema
de control optim juntament amb els seus dos metodes de resolucid, hem vist que, en el
cas determinista, el principi de la programacié dinamica de Bellman és més potent, ja
que no només presenta condicions suficients siné que també permet deduir, sota uns certs
suposits, altre metode de resolucié a partir d’ell. En canvi, en el cas estocastic, aquesta
relacio no es pot establir i és 1til tenir en ment els dos metodes, segons convingui estudiar
condicions necessaries o suficients.
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