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Resumen

Comenzamos con un breve desarrollo tensorial en variedades semi-riemannianas. Expondremos
objetos de naturaleza matemdatica como son el tensor de Ricci, el de curvatura o la propia
conexién de Levi-Civita, hasta llegar a presentar la naturaleza del tensor de Einstein. Acto
seguido, por medio de la fundamentacién teérica del Principio Cosmolégico - asi como la
hipétesis del fluido perfecto - deduciremos las ecuaciones de campo de Einstein.

Resolveremos las ecuaciones de Einstein, centrandonos en tres modelos complementarios
que nos describiran forma y dindmica del tejido espacio-temporal: solucién de Schwarzschild,
solucién de Kerr y soluciones de Friedmann. Con ésta tltima analizaremos los diferentes modelos
del Universo segin las densidades cosmolégicas a efectos de exponer destino y final de los
diferentes universos: un anélisis de la dindmica.

Por ultimo, se expondra de forma abreviada y resumida, la naturaleza de la Teoria de la
Causalidad. El estudio sobre las variedades Lorentz nos permitira conocer de primera mano los
teoremas de existencia de singularidades espacio-temporales: una de las principales contribu-
ciones del célebre matematico-fisico Penrose, y el motivo por el que en este ano 2019 se le ha
otorgado el Premio Nobel de Fisica. |
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Abstract

We begin with a brief tensor development in semi-Riemannian geometry. We will expose math-
ematical objects such as the Ricci tensor, the curvature tensor or the Levi-Civita connection,
that will serve us for the nature presentation of Einstein’s tensor. Immediately, due to the
theoretical foundation of Cosmological Principle, as well as the hypothesis of the perfect fluid,
we will deduce Einstein’s field equations.

We will solve the Einstein equations, focusing on three complementary models that de-
scribe the shape and dynamics of the space-time structure: Schwarzschild’s solution, Kerr’s
solution and Friedmann’s solutions. We will highlight Friedmann’s solutions analyzing different
models of the Universe according to the cosmological densities in order to expose the destination
and the end of the different universes: an analysis on dynamics.

Finally, the nature of the Theory of Causality is exposed in an abbreviated and sum-
marized way. The study of Lorentz geometry will allow us to know in first-hand the the-
orems of existence of space-time singularities: one of the main contributions of the famous
mathematician-physicist Penrose, and the reason why in this year 2019 he has been awarded
the Nobel Prize in Physics.

2010 Mathematics Subject Classification. 83-00, 83-02, 83Fxx, 83Dxx

iii



- ;Estamos solos en el Universo? - preguntd ella.
- ST - dijo el Ordculo.

- Entonces, jno hay otra vida ahi fuera?

- La hay. FEllos también estdn solos.

James Miller, A small fiction

”Puede que el Universo no sea unicamente mdas extrano de lo que imaginamos; puede que sea
mas extrano de lo que podemos llegar a imaginar” J.B.S. Haldane

A la memoria de mi hermano: ti me has hecho ser quien soy.
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Prefacio

. Quiénes somos?; Por qué existimos?; Cudl es el motivo de nuestra vida? La Fisica no es una
ciencia exacta, ni tan siquiera se acerca a englobar modelos que describan a la perfeccién la
realidad que percibimos, que sentimos o que experimentamos. Como individuos de una especie
de hominidos no extraordinaria, la naturaleza, y cémo no la evolucién, nos ha dotado de la
capacidad de poder realizarnos preguntas més complejas de lo que podamos llegar a entender.
La curiosidad, nuestro afan por entender, contemplar o experimentar, han moldeado a nuestra
especie guiandola en su evolucion a lo largo de milenios. Hoy tenemos la suerte de poder llegar
a acercarnos a esas respuestas.

La Fisica es una ciencia que, basandose en un experimento y unos resultados, es capaz
de dar respuestas a conceptos y preguntas inimaginablemente complejas. Elaboramos modelos,
marcos tedricos que nos ayudan a comprender una serie de cuestiones que nos son naturales y
que ni siquiera podemos llegar a entender del todo, otorgandonos una especie de tranquilidad
existencial. De este mismo concepto parte la Cosmologia.

Me gusta definir la Cosmologia como la parte de la Fisica que trata sobre el origen, la
evolucién y el final de todos y cada uno de los distintos fenémenos que acontecen, en gran escala,
en nuestro Universo; incluido éste mismo. Es, por ello, una de las partes de la Fisica que mayor
se nutre de las ansias existenciales y filoséficas humanas. Es la unién de una vertiente filoséfica,
del modelaje fisico, y la de la mas pura y bella naturaleza matemética. Es muy importante que
se tenga en cuenta que se trata de una ciencia experimental; por lo que todos y cada uno de los
modelajes cosmoldgicos no son Unicos, ni estaticos sino que obedecen a sistemas dindmicos que
van cambiando con la evolucién del tiempo; y es que el conjunto de variables que utilizamos
para poder describirlos tienen una dependencia temporal, suponiendo la actualizacién de estas
nuevas variables se cambia la interpretacién cosmoldgica de los mismos. También es de destacar
que existe una dependencia en estos sistemas con el desarrollo tecnolégico que es medible por
nuestra especie.

Sobre la naturaleza, dindmica, geometria y singularidades de nuestro Universo. Esto es
un tratado sobre una brevisima historia que vale la pena poder contar.

”La raza humana necesita un desafio intelectual. Debe ser aburrido temer que ser Dios y no
tener nada que descubrir” S. Hawking
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Capitulo 1

Introduccion al tensor de Einstein

En este capitulo se expondrd un desarrollo tensorial que nos servira en la introduccién de las
ecuaciones de campo de Einstein. Comenzamos desde la Derivada Covariante, introduciremos
los principales tensores de la geometria riemanniana y pseudoriemanniana, hasta generalizar
la construccion del denominado Tensor de Einstein. Los tratamientos tensoriales, andlisis
diferencial, y la construccién matematica estan recogidas en el anexo de geometria diferencial.
Este anexo se ha desarrollado como un resumen complementario al tratamiento expuesto en
este capitulo.

1.1 Derivada Covariante

La derivada covariante surge como una generalizacion del concepto de derivada parcial
que permite extender el calculo diferencial sobre R™ con coordenadas cartesianas al caso de
coordenadas curvilineas en R™ | y también al caso mas general de variedades diferenciables.

Definicién 1 Sea M una variedad diferenciable, X (M) el conjunto de campos vectoriales difer-
enciables sobre M, y designamos a F(M) como el conjunto de las funciones diferenciables. Una
conexion sobre M, u operador de derivacion covariante, es una aplicacion bilineal:

X(M) x X(M) - X (M)
(X,Y) - VxY
que satisface las siguientes propiedades:
o VxY es lineal con respecto F(M) en X
o VxY es lineal con respecto a R en'Y.
e Vx(fY)=X(f)Y + fVxY

Veamos el siguiente caso particular para R™. Sean X e Y dos campos vectoriales difer-
enciables en un abierto U C R". Definimos la derivada del campo Y respecto al campo
X como el campo que asigna a cada punto p € U la derivada direccional de Y en la direccion
de X,. Lo denotaremos como: VxY. Sea t — z(t) una curva tal que z(0) = p y que tenga X,
como vector tangente en el punto p (2/(0) = X,). Entonces se cumple:

(VxY)p = SV (@l (t), ..., a™(1))mo = S0 (25), X

Nota 1 Sea M wuna variedad diferenciable, p € M. Si 0 € T,M es el vector tangente al punto
p, Y es un campo de vectores definido en un entorno del punto p, se empleard por notacion:
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VoY := (VxY)(p) donde X (p) =0

Proposicién 1 (Propiedades de la derivada covariante) Sea V una conexion definida
sobre M, p € M. Dados a,b € R,u,v € T,M; X,Y € X(M), f,g € F(M); entonces se cumple:

o Vy(aX +bY) =aV,X +bV,Y
o VaurwX = aVyX + bV, X

o VofX =0(f)X,+ f(P)VoX

® ViuggX = fVu X + gV, X

Como consecuencia de la construccién del operador de derivacién covariante encontramos
el Principio de localizacién de conexiones en el que, si cuatro campos vectoriales (X, X', Y, Y”),
se identifican dos a dos en el mismo abierto (X = X' e Y = Y’ sobre U C M), entonces
VxY = Vx'Y’' sobre U. Es decir, sobre toda conexién V de M se induce una conexién Vi
sobre cada abierto U. De tal forma que si X,Y son campos sobre U, sean X’, Y’ campos sobre
M que coinciden sobre U con X, e Y respectivamente. Entonces se cumple que: (Vy)xY es la
restriccién en U de Vx/ Y'.

A partir de ahora omitiremos U y escribiremos solamente V para designar tanto la

conexién sobre M como la que induce sobre cada abierto U. Si eq,...,e, son campos vec-

toriales diferenciables sobre un abierto U que en cada punto constituyen una base del espacio
’ . .z . . k

tangente, en cada punto Ve e; serd combinacion lineal de ey, ..., e,. Designamos por I'} j los

coeficientes de esta combinacién lineal:
1k

Los coeficientes Ff’ i€k se denominan coficientes de Christoffel relativos a la base eq,...,e,.
Conocer estos simbolos supone conocer la conexién sobre U. Este hecho lo podemos comprobar
de la siguiente forma. Sean X,Y dos campos vectoriales sobre U. Escribiendo Y = Y7 €j,
tenemos:

VxY =Vx(Yej) = X(YV)e; +YIVxe; = X(Y7)ej + YIX'TY ey
Es decir, VxY = (X(Y*) + YinFﬁj)ek

1.2 Conexion de Levi-Civita

En una variedad diferenciable M, ;podemos garantizar existencia y unicidad de la conexién
sobre toda la variedad? ;Siempre estd definida? Es una pregunta muy interesante desde el
punto de vista matema&tico. Procedemos a observar como, a través de ciertas hipdtesis, no solo
podemos garantizar su existencia, sino también su unicidad.

Definicion 2 Sea V' un campo vectorial real de dimension finita, y sea g una forma bilineal
definida en V' (es decir, un elemento del tipo L(V,V;R). Decimos que g es producto escalar
st Vv, w € V se satisfacen las siguientes condiciones:

e g es simétrica: g(u,w) = g(w,v)
e g es no degenerada: g(v,w) =0,YVw #0=v=0
Un espacio vectorial V' con un producto escalar g se denomina espacio de producto escalar.

Definicién 3 Sea (V,g) espacio de producto escalar. Decimos que el producto escalar g tiene
indice i, si i es el entero mazximal correspondiente de la dimension del subespacio W C V' para
el cual g es definida negativa.
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Lema 1 Sea (V,g) un espacio de producto escalar. Luego, existe un entero d < n :=dim(V) y
una base {e;}, i =1,..n de V tal que:

o gleie) =0 sii# ]
o glei,e))=—-1sii<d
o glei,e;)=1sii>d

Si{e;} es una base que satisface las propiedades anteriores para un cierto entero d < n, entonces
d es igual al indice de g.

Definicion 4 Un producto escalar con indice 0 se denomina producto escalar de Riemann
y un espacio vectorial con un producto escalar de Riemann se denomina espacio de producto
escalar de Riemann. Un producto escalar con indice 1 se denomina producto escalar de
Lorentz, y un espacio vectorial con un producto escalar de Lorentz se denomina espacio de
producto escalar de Lorentz.

Definicion 5 Sea M wuna variedad diferenciable, y g un tensor 2-covariante definido en M.
Denotamos g por métrica o tensor métrico de M si se cumple las siguientes condiciones:

e g induce un producto escalar en T,M Np € M.
e ¢l indice i del producto escalar inducido en T,M es independiente del punto p.
El indice constante © se denomina indice de la métrica g.

Definicién 6 Una variedad semi-riemanniana es un par (M, g) donde M es una variedad
diferenciable y g es un tensor métrico. De la propia definicion anterior se deduce que una
variedad semi-riemanniana (o pseudoriemanniana) estard caracterizada por un tensor métrico
(0,2)-diferenciable, simétrico,y no degenerado en cada punto de la variedad.

Definicién 7 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana. Si el indice de g es 0, la métrica se
denomina Riemanniana, y la pareja (M, g) se denomina variedad de Riemann. Si el indice
es igual a 1, la métrica se denomina de Lorentz y la pareja (M, g) se denomina variedad de
Lorentz.

Como vemos si (M, g) es una variedad semi-Riemanniana, U C M un abierto, y (U, z!,...,2")
una carta local en M las componentes de la métrica g las podemos escribir como:

gij = g(axi’ azﬂ)
y la métrica g la podemos obtener como:
g = gijdz’ ® da’

Veamos el siguiente ejemplo de R™. Sea (2°), i = 1,...,n coordenadas estandar de R™.
La métrica euclidiana gr en R", se define como sigue. Sea (v!,... v"), (w!,...,w") € R,y
respectivamente: v = vi%|p € T,R",w = w' 8‘; lp € T,R™; entonces tenemos que: gp(v,w) =
Yo v'w'.. De forma equivalente con este ejemplo, se puede ver que en una variedad de
Riemann definida por medio del triplete (M, ¢4, g) donde (M, ¢, ) es una variedad diferenciable
con el conjunto de cartas locales asociado ¢n; y g es una aplicacién bilineal definida positiva
dada por g : TM x TM — R; en particular la defincién de esta métrica nos permite definir en

cada espacio tangente una norma ||.|| mediante la relacion : || X|| =1/g(X, X).

Introducidas estas definiciones béasicas, procedemos a enunciar uno de los resultados fun-
damentales dentro de la geometria riemanniana: la conexién Levi-Civita. De hecho es un
resultado que nos sirve tanto para una variedad semi-riemanniana como para una riemanniana.



CAPITULO 1. INTRODUCCION AL TENSOR DE EINSTEIN 4

Definicién 8 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana. Una conexion V sobre M se dice
que es compatible con la métrica g si cumple la siguiente propiedad:

XY, 2)) =9(VxY,Z)+g(Y,VxZ)

para cualquier X,Y,Z campo vectorial. En este caso es de remarcar que g(Y,Z) es la funcion
que a cada x le ha corresponder g, (Y, Zy). Por consiguiente, X (g(Y, Z)) nos expresa la funcion
que a cada = vale X, (g(Y, 2)).

Llegados a este punto establecemos un abuso de notacién. Definimos (,) como: (X,Y) =
9(X,Y) y la emplearemos tanto para campo de vectores como para vectores individuales. Con
la notacion definida, la condicién de ser una conexién compatible con la métrica la podemos
reescribir como:

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)

De hecho, una conexién que tunicamente satisface la compatibilidad con la métrica no nos
garantiza su unicidad; pero si a ésta condicién le acompana que sea libre de torsién, si. A éste
tipo de conexién se le denomina de Levi-Civita.

Definicién 9 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana. Decimos que una conexion afin V
es una conexion de Levi-Civita si satisface las siguientes condiciones:

e Preserva la métrica: VX,Y,Z € X(M) se cumple: Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ)
donde Xg(Y,Z) denota la derivada de la funcion g(Y,Z) a lo largo del campo vectorial
X.

e Es libre de torsion: VX,Y € X(M) se cumple VxY — VyX = [X,Y] - donde [X,Y]
es el corchete de Lie de los campos vectoriales X e Y.

Teorema 1 Teorema Fundamental de la geometria de Riemann. Sea (M,g) una var-
iedad semi-riemanniana. Entonces existe una unica conexion V de Levi-Civita en (M,g), y
vendra caracterizada por la formula de Koszul

(VxY,Z) = {X (Y, 2) + Y (Z,X) = Z(X,Y) — (X, [V, Z]) = (Y.[X, Z]) — (Z,[Y,X])}
Demostracion.

X(Y,Z) = (VxY,Z) + (Y,VxZ)
Y(Z,X) = (VyZ, X) + (Z,VyX)
Z(X,Y) = (VzX,Y) + (X,VY)

Sumando las dos primeras igualdades y restando la tercera, y mediante el hecho de que g
es simétrica, tenemos que:

XY, Z2)+Y{(Z X)—-Z(X,Y)=(VxY, Z)+ (Vv X, Z) + (Y, [ X, Z]) + (X, Y, Z])
Sumando y restando (N xY, Z) en el sequndo término de la ecuacion nos acaba quedando:
XY, Z2)+Y{(Z X)-Z(X,)Y)=2(VxY,Z)+ (Z,[Y, X]) + (Y, [X, Z]) + (X, ]Y, Z])
rescribiendo la igualdad como:
(VxY,Z) = {X(Y.Z) + Y(Z,X) - Z(X,Y) — (X, [V, Z]) - (Y.[X, Z]) — (Z,[Y,X])}

Esta igualdad determina VxY en cada punto p de manera unica. Fsto determina la unicidad
de la conexion que cumple las propiedades exigidas en el teorema. Para la existencia basta
probar que el campo VxY determinado en todo punto por la formula anterior cumple todas las
propiedades de una conezion (esta demostracion no se hard aqui). [

Proposicion 2 Si f es una funcion, entonces se cumple:
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(X, Y](f) = XY () = Y (X([))

Demostracion.
0 0 0
X(Y( )) Zl J Xl ox? (Yj f ) Z XZ 8};3 axfﬂ + Zl 2J XlYJ 8#8&:9
0
X(Y(f) = Y(X(f) = 2, (X107 — yidXi) ol

Dada (M, g) una variedad semi-riemanniana, y V el operador de Levi-Civita asociado.
Definida (U, z',...,2") una carta local en M, trataremos de expresar V respecto a las coorde-
nadas locales (z'). Para ello introducimos la notacién Fk como: Vy,0; = =Tk Ok Expresamos
los simbolos de Christoffel relativos a la base %, cee 8:2" de la conexién. Sea g;; = g(%, %).
Partiendo del resultado anteriormente demostrado, hemos podido comprobar la conexién de

Levi-Civita viene expresada por medio de la férmula de Koszul:
(VXY Z) = MX(Y.Z) + Y(Z.X) - Z{X,Y) - (X, [V, Z]) - (Y,[X, Z]) — (Z.[V, X])}
tomando
X = Y =

x’L ) 81-] )

Zfi

observamos que los corchetes de dos de los campos son nulos, ya que:
o) o) g 0 o 0
[@7w](f) = Ww(f) - W@(f) =0
Por consiguiente la relaciéon desde la que partiamos nos queda como:
o) o) o)
T7igrk = 5452 (95%) + 507 (9ks) — 58 (9i5)}
Si denotamos por (g*/) la matriz inversa de (g;;) tendremos entonces:

donde hemos abreviado notacién: 0; = axi' Deducida la expresion de los simbolos de Christoffel
en ésta base, podemos empatar con un analisis idéntico al establecido en la pagina 2,y con una
argumentacion idéntica, poder ver que si X = X'0; e Y = Y"0; son campos vectoriales, podemos
obtener:

VxY = [X(YF) + T} X770,

1.3 Geodésica

i Tiene sentido hablar de una geodésica en una variedad semi-riemanniana? ;Existe alguna
implicacién directa con la pseudométrica? Si solamente expusiéramos resultados de la geometria
Riemanniana, como un caso particular de una variedad semi-riemanniana, en éste apartado
sencillamente hablariamos de una curva que podemos parametrizar en términos de la lonlitud
de arco, y lo podriamos relacionar con un andlisis energético a partir del Lagrangiano y las
ecuaciones de Euler-Lagrange deducirlo sin pérdida de generalidad la ecuacién diferencial de
la geodésica. Pero, jcudnto de ésto se sigue cumpliendo en el caso genérico de la variedad
semi-riemanniana?

Proposicién 3 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana, I C R un intervalo abierto y sea
v : I — M una curva. Luego, eriste una inica funcion tomando X € X(y) y X' = % e X(v)
tal que satisface las siguientes propiedades:

° (CLXl —+ bXQ)/ = CLX{ + bXé
o (JX) = /X 4 [X
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o (Y)(t)=V,p)Y

donde se ha considerado X;, X € X(v), a,b € R, y f € C>(I). De hecho, esta variedad tiene
por propiedad: £(X1, Xa) = (X1, Xo) + (X1, X}).

Demostracion. Sea X € X(v). Escribimos X como X(t) = X'(t)0i|). Asumiendo que el
operador derivativo cumple la primera y sequnda propiedad, y sustituyendo en la tercera, vemos
que es directo comprobar:

X'(t) = B0,y + X )@i)(6) = B (0Bl + X () V()0

Dado que el lado derecho de la igualdad solamente depende de la conexion Levi-Civita, es directa
su unicidad. Para probar su ezistencia, definimos X'(t) dada por la anterior expresion para un
t € X Yr~Y(U)], donde estamos empleando U un abierto en el cual las coordenadas (z*) de
la carta local estin definidas, y la proyeccion: w : T(M) — M es la projeccion en la cual
tomamos un vector tangente y lo enviamos a su punto base. Quede asi demostrado existencia y
unicidad. [

Es interesante escrbir una férmula para X’ en las coordenadas locales. Dado (z°) coordenadas
locales, 7' = 2" 0 v; y sea X' definido por medio de la relacién: X (t) = X*(t)dj|(). Entonces,

podemos escribir: 7/(t) = ﬁ( )05l (1), de donde se termina deduciendo:

X'(£) = G ]y + X OG- OTE 0Okl = (S (1) + X1 G OTE V(0] rl 0

Llegados a este punto del desarrollo de este apartado podemos exponer la nocién de traslacién
paralela.

Definicién 10 Sea (M, g) una variedad semi-riemanniana, I C R un abierto, v : I — M una
curva. Decimos que X € X(v) es paralelo a lo largo de la curva v < X' = 0.

Ahora si, podemos hablar de la geodésica. Se trata de un concepto de especial importancia
en geometria riemanniana y de Lorentz. En geometria riemanniana, las geodésicas son curvas
minimales. En el caso Lorentziano, las geodésicas se relacionan con las trayectorias de particulas
en caida libre, asi como de trayectorias de luz.

Definicién 11 Sea (M, g)una variedad semi-riemanniana, I C R un abierto, y seay : I — M

curva. Luego, decimos que la curva v es una geodésica <= dt2( ) = 0. FEs decir, siv'(t) €
X(v) es paralela.

Escribiendo la geodésica en términos de las coordenadas locales (z'), se satisface la ecuacién
siguiente:

P (T o)y =0
d2

donde se esta empleando la notacién: 7 = z' oy, 4% = dt ,&'

1.3.1 Geometria de Lorentz

En una variedad de Lorentz, la dimensién del mayor subespacio para el cual ¢ es definido
negativo es 1. Este hecho es equivalente a que para cualquier base ortonormal {eq,...,e,} de
T, M siendo p € M se cumpla: (e1,e1) < 0y (e;,e;) > 0 para todo i > 2. De hecho, es directo
ver que T),M se constituye como un espacio vectorial en una variedad de Lorentz.

Definicién 12 Sea (V,(,)) un espacio vectorial de Lorentz. Consideraremosv € V.

o Si (v,v) <0 decimos que v es un vector temporal.
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e Si(v,v) >0 0ov=0 decimos que v es un vector espacial.
e Si(v,v) =0 yv+#0 se dice que v es un vector luminoso o vector nulo.
e Siv es un vector temporal o un vector luminoso, decimos que v es un vector causal.

A efectos de ello, se puede considerar una particion del conjunto V' en dos componentes conezas
denominadas conos temporales. A su vez, el conjunto de los vectores luminosos también estd
constituido por dos componentes conexas las cuales denominaremos conos de luz. De forma
equivalente tenemos con los vectores causales, originando la particion de los conos causales
de V. Un vector serd causal si es temporal o nulo.

Definicion 13 Decimos que dos vectores temporales v,w € V estdn en el mismo cono temporal
st se cumple (v, w) < 0

Proposicion 4 Sean v,w € V dos vectores temporales en un espacio vectorial de Lorentz.
Entonces se da la desigualdad de Cauchy-Schwarz en sentido opuesto: |(v,w)| > |v||w| (y se da
la igualdad si se cumple: v,w son colineales).

Demostracién. FEscribimos w = a + @ donde w € v*3. Como w es temporal (w,w) < 0.
Por ello, (w,w) = {a + @,a + @) = a*(v,v) + (W, W) < 0. Como se cumple que: (v, w)? =
(v,a + )2 = a®(v,v)? = ((w,w) — (6, w)){v,v) > (w,w)(v,v) = |[v]*|w|]?. Por lo que vemos
[{(v,w)| > |v||w| y se dard la igualdad si y solo si (W, W) =0, es decir, equivale: w = av. [

Definiciéon 14 Una orientacion temporal en V es una eleccion de uno de los dos conos
temporales que constituyen la particion conexa de V. Se denotard como T, y se define como
cono futuro, de forma equivalente —T denotado como el cono pasado.

Definicién 15 Una aplicacion p — T, para cada p € M asigna a un cono temporal en T, M es
diferenciable si para todo p € M,3U entorno dep y X € X(U) campo de vectores tal que X, € Ty
para todo q € U. Una aplicacion de esta naturaleza se le denomina orientacion temporal de
M. Por ello, decimos que M es orientable temporalmente si admite una orientacion temporal

de M.

Proposicion 5 Una variedad de Lorentz M es orientable temporalmente si y solo si existe un
campo de vectores temporales X € X (M)

Definicién 16 Una curva diferenciable a trozos o : I — M se dice que es temporal (nula o
causal) si su velocidad o/(t) es un vector temporal (nulo o causal) en los puntos que no son
vértices, y en los vértices o/ (t;) y o/ (t]) son vectores temporales (nulos o causales) en el mismo
cono temporal.

Definicion 17 Sea M una variedad de Lorentz orientada temporalmente por T . Decimos que
el vector causal v € T,M apunta hacia el futuro si v € T,M. De forma equivalente decimos
que v apunta hacia el pasado si v € =T,M. Una curva o : I — M apunta hacia el futuro
si & (t) apunta hacia el futuro para todo t € I. De manera similar o apunta al pasado si o (t)
apunta al pasado para todo t € I.

1.3.2 Matematizacién del Espacio-Tiempo

Una pregunta natural en el estudio de las variedades de Lorentz, como un caso especifico de las
semi-riemannianas, es ver qué propiedades matematicas podemos disponer si queremos matem-
atizar el espacio-tiempo. ;Qué flexibilidad nos otorga la matematizacion?

Definicién 18 Decimos que el par (M, g) es un espacio-tiempo si M es una variedad diferen-
ciable real 4 -dimensional, C*°, Hausdorff, orientada temporalmente, con una métrica lorentziana
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definida g. FEn este caso, la conexion afin es la de Levi-Civita; resulta que es paracompacto; y
a cada punto del espacio-tiempo se le denomina evento.

Como consecuencia del uso de la conexién de Levi-Civita, se puede probar que las particulas
gravitantes se mueven a lo largo de geodésicas temporales de la métrica y que la luz se mueve a
lo largo de geodésicas nulas, en concordancia con lo que sucede en Relatividad Especial - se le
conoce como Principio de Equivalencia Débil. M4ds adelante expondremos con detenimiento
estos planteamientos.

Definicion 19 Una particula material en un espacio-tiempo M es una curva o : I — M
parametrizada por el arco, temporal y apuntando hacia el futuro. El pardmetro T se demomina
tiempo propio de la particula y representa el tiempo que mide un observador que se mueve
stguiente la trayectoria c.

Definicion 20 A raiz de esta nueva definicion surge una redefinicion conceptual equivalente
enunciados:

e Una particula material estda en caida libre si es una geodésica.
e Una particula luminosa es una geodésica nula apuntando hacia el futuro.

e Un observador es simplemente una particula material con ese roll. Puede estar en caida
libre.

e Un observador instantdneo de M es un par (p,u) donde p € M es un evento yu € T, M
es un vector temporal y unitario (apunta hacia el futuro).

Por lo tanto, un observador w : I — M es un conjunto de observadores instantaneos e indexados
por un tiempo propio {(w(7),w'(7)}renm-

Se ha querido presentar estos conceptos en el apartado de la geodésica, y retomaremos
todos ellos una vez llegados a la Teoria de la Causalidad (tultimo capitulo) en el que tra-
bajaremos en profundidad las geodésicas en variedades de Lorentz; y la propia existencia de
singularidades espacio-temporales.

1.4 Tensor de Curvatura

. Tiene sentido definir una curvatura en una variedad semi-riemanniana , o por lo menos en una
seccién determinada de la misma? Planteémonos el siguiente caso.

Sea M C 32 superficie. La métrica euclidiana induce una métrica g en M que la convierte
en una variedad de Riemann (M, g). Fijado un € M, sea {e1, e2} base ortonormal cualquiera
en T, (M), podemos definir la curvatura de Gauss de la superficie en un punto x: k,. Luego, si
somos capaces de poder trabajar en términos de curvatura para casos particulares de variedades
semi-riemannianas, jexiste su generalizacién para variedades semi-riemannianas arbitrariamente
grandes? ;jEsa construccién serd independiente de la métrica euclidiana?

Esto es exactamente el tensor de curvatura de Riemann, y representa una medida
de la separacién de la métrica de la variedad respecto de la métrica euclidea.

Definicién 21 Sea (M,g) una variedad semi-riemanniana, y V su conexion de Levi-Civita
asociada. Se define el tensor de curvatura de una variedad semi-riemanniana como la
aplicacion:

X (M) x X(M) x X(M) = X(M)
(X,Y,Z) = RxyZ = R(X,Y)Z
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donde RxyZ = R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —V|xy]Z. Es una aplicacion C**(M) lineal
y constituye un campo tensorial.

Lo interesante llegados a este punto es poder expresar el tensor de curvatura de una
variedad semi-riemanniana en funcién de las coordenadas recogidas mediante una carta local
en la variedad.

Sea (U,z!,...,2") una carta local. Como hemos podido ver, la conexién Levi-Civita

V se puede localizar sobre U, de tal forma que R(X,Y)Z se induce sobre U. En este caso,
R(a%k, %)% es un campo plenamente definido en U, combinacién lineal de %, R %.

Reescribimos

0 0 0 _ i o
R(557> 507 ) 507 = Bjir g

donde R; i S0n los coeficientes de esta combinacién lineal. Se les denominard componentes del

tensor curvatura en la base %, cee 8%.

ver que a raiz de la identidad recogida en:

0 o) o _
R(5ek> 50m)p0r = V 2.V

Analizando brevemente la nueva relacién podemos

o)
W - V 9
T s oxk

0
o V290

podemos facilmente terminar teniendo la expresion de los coeficientes del tensor de curvatura
en la base analizada:

R;’kr = akr:’] - arrécj + (Fi]lvcs - FZJIW’;’S)

Del mismo modo, si X,Y, Z campos definidos en U, podemos encontrar que:

R(X,Y)Z = R(X*0k,Y"0,)290; = XkY" ZIR(0, 0,)0; = X*YT ZIR:

]krai

por lo que el valor de R(X,Y)Z en cualquier punto p € U solo dependerd de los valores de los
campos X,Y, Z en el propio punto.

1.4.1 Propiedades del tensor de curvatura

Proposicién 6 Primera identidad de Bianchi Se cumple siempre la identidad R(X,Y)Z +
R(YY,Z)X + R(Z,X)Y = 0. Se escribe de manera abreviada como: CR(X,Y)Z = 0.
Demostracion.

CR(X,Y)Z = CVxVyZ —CVyVxZ — CVixy)Z = CVxVyZ - C(VyVzX + Vy[X,Z]) -
C(VZ[X,Y]+[[X,Y],Z]) = CVxVyZ — CVyVzX) + (CVy[Z, X] - CV4[X,Y]) + C[[X, Y], Z]

los términos agrupados en paréntesis se anulan, y el ultimo término se anula por la identidad
de Jacobi. [

Proposicion 7 FEl tensor de curvatura cumple la siguiente condicion:
Demostracion. (R(X,Y)Z,W) = ((VxVy — VyVx — Vixy))Z,W). Analizando el primer
término:

(VxVyZ, W) =XY(Z W) - X{(ZNyW) =Y(ZVxW)+(Z,VyVxW)

Haciendo el mismo desarrollo en los otros términos nos queda la expresion como: (R(X,Y)Z, W) =
XY{(Z W)=Y X(ZW)=X(Z,NyW)+Y(Z,NxW)=Y(Z,VxW)+X(Z NVyW)+(Z,VyVxW)—
<Z7 VvaW> - [X7 Y]<Zv W> + <Za V[X,Y]I/V> = _<Z7 R(X7 Y)W> L]

Propiedades de simetria: Analizando la versién completamente covariante del tensor
de curvatura, vemos que nos vendrd descrita por un tensor del tipo (0,4) dado por: Rgpeq =
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Jae Rf,4, definido por medio de la conexién de Levi-Civita. En un sistema arbitrario de coorde-
nadas, las componentes del tensor vienen descritas por:

Raped = 5(040agbe — 0a0pgac + 0cObgad — 0c0agba) — 9 (Teael fod — Teadl foc)

Considerando un sistema coordenado geodésico sobre un punto P (en el cual I'} (P) = 0 ), las
componentes covariantes del tensor de curvatura en P vendran dadas por:

(Rabed) P = 3(8a0agbc — 0a0bgac + 0cObgad — OcOagbd) P

Es directo ver que el tensor posee las siguientes simetrias:

Rabcd = _Rbacd
Rabcd = _Rabdc
Rabcd = Rcdab

Es decir la suma de la perturbacion es ciclica:
Rabcd + Racdb + Radbc =0

Dado que trabajamos con relaciones tensoriales, estas propiedades de simetria definidas para
este sistema de coordenadas concreto, las podemos generalizar para cualquier sistema de coor-
denadas. A su vez, dado que trabajamos en este caso con un tensor de rango 4, el tensor de

curvatura definirfa un total de N* componentes, sin embargo, las simetrias reducen este nimero

a N2(N2-1)
12

métrico.

, es decir, tendriamos un total de 20 componentes independientes para nuestro tensor

1.4.2 Derivacién de un campo tensorial

Sea ZT (M) el espacio de campos tensoriales diferenciables sobre M, r veces contravariante y
s veces covariante. Sea Z(M) la suma directa de todos los Z! para todo r,s € {0,1,2,...}
(denotaremos por Z§(M) = F(M)). Una derivacién D de Z(M) serd una aplicacién:

D:Z(M)—Z(M)
es R-lineal, y cumple las siguientes propiedades:
e D aplica Z] (M) en Z] (M) (se conserva el tipo de tensor)
e D(A® B)=DA® B+ A® DB

e D conmuta con cualquier contraccién tensorial (si C' es una contraccién y K es un campo

tensorial: D(CK) = C(DK))

Aprovechamos este apartado para exponer una operacién tensorial que emplearemos a lo
largo del desarrollo de los resultados de éste trabajo.

Ley de subir o bajar indices. En una variedad semi-riemanniana (M, g), podemos
construir isomorfismos entre espacios de tensores covariantes y contravariantes, por medio del
cual, utilizando el tensor métrico y su inverso (¢¥), podemos subir y bajar indices en el tensor.
Es decir, ésta operacion se puede ver como una contraccién del producto tensorial del tensor
métrico g;; o el cotensor métrico g% con otro tensor arbitrario. A este isomorfismo se le de-
nomina: isomorfismo musical y se da entre el espacio tangente 7,M y el espacio cotangente
T, M - siendo p € M.
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¢g : TpM — 7;*M
(pg(v))i = gijv?

El isomorfismo inverso requiere el uso de las componentes del cotensor métrico:

by TpM — Ty M
(651(0)) = g'18; , dy* =

1.5 El Tensor de Ricci y curvatura escalar

Sea R el tensor de curvatura. R € I%. Se define el tensor de Ricci y lo designaremos
como Ric, al tensor recogido mediante la relacién: Ric = C}(R) € Z9(M). Designando R;; las
componentes del tensor de Ricci en una carta local:

Ric = R,’jdxi ® da?

Vemos que la expresién del tensor de curvatura recogida para una carta local la podemos
encontrar como:

R=aly, 2% ®d) @ de* @ da”

Podemos relacionar los elemntos a;-kh con los elementos R;-kh haciendo uso de los siguientes
resultados de analisis tensorial, donde solo demostraremos el caso que nos interesa.

Proposicion 8 Sea E un espacio vectorial, E* su dual.

e Identificacion de E ® E* con el espacio de L(E, E) - espacio de las aplicaciones lineales
de E en FE.
Demostracion. Seat: ExE* — L(E, E) aplicacion definida como: 7(x,y')(z) = y'(2)x
(es bilineal y nos permite identificar E ® E* con L(E, E), y respectivamente el producto
tensorial x ® y' con la apicacion lineal z — y'(2)x (estamos utilizando implicitamente un
resultado de unicidad en construcciones del tipo (E® F,T), siendoT: (EXF) — (EQF).
O

o [dentificacion de E* @ E* con el espacio L(E,E;R) (donde L(E, E;R) es el espacio de
las aplicaciones bilineales de E x E en )

e Identificacion de E @ (2FE*) con el espacio L(E,*), E; E)
Demostracion. Sea L(E, (k),E, E) el espacio de las aplicaciones multilineales de E X
®) xE enE. Seat:Ex E*x ¥ x B* - L(E, *)E; E) la aplicacion definida como:

(@, Y,y (21 zk) = Y1 (21) -y (k)T
Es facil ver que 7 es bilineal; y que como en el apartado anterior, nos permite identificar
E®(®FE*) con L(E, %), E; E) y respectivamente x @1 ®y,. con la aplicacion multilineal
(2’1 e Zk) — y’l (21) . y,;(zk)x ]
A raiz de ello, por la identificacién de T (M )@ (®3T, (M)*) con L(Ty (M), T(M), Ty (M ); To.(M))
tenemos que:

0 0 o _ i 0
R(527 357 ) 32 = Tkn 7

Pero tal y como hemos podido ver:

R(5,

[

0 _ pi O
xk)W - thk Oxt

Q
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Son los mismos coeficientes: Ry = ajy, Luego si tratamos de compactificarlo en una unica
expresién nos queda como:

Ox’
Ric = C}{(R) = R}, da* ® da"

R =R} 7% ®d @ de* @ da”

Es decir, Ry, = R},

Proposicion 9 FEl tensor de Ricci es simétrico.

Demostracion. Dada una carta local. Hemos de probar que se cumple la siguiente igualdad:
R;j = Rj;. Por la identidad de Bianchi sabemos que: szk + R;kh + R};hj = 0. Haciendo i = j:
R}Lik+R§kh+R}€hi = 0. Como se cumple que: Ry, = —R}m.h‘: _R":”P; reescribimos la identidad
anterior, Ry + R, — Ryp = 0. Es directo ver ahora que: Ry, = g% g5 Ry (mirar apartado
divergencia de un campo tensorial) donde por la definicion de métrica tenemos en este
caso: gijgjr = §;r, en otras palabras Rﬁkh =0. 0

Vemos que se trata en definitiva de un tensor de rango 2 no nulo, cuyas componentes

covariantes son de forma explicita: R, = R;;,

Rab = 8CFZb - abrgc + FZngd - cmzdrgc

1.5.1 Diferencial covariante de un campo tensorial

Seak € II (M), v € T,(M), E; = @"Ty(M) ® (®°Ty(M)*).La aplicacién dada por:

T.(M) — E,
v — VoK

es lineal. Identificando £(T,(M), E;) con (E;®T,(M)*) la aplicacién lineal anterior se configura
como un tnico elemento de ®" T, (M) ® (®T1T,(M)) denominada como: (VK)(z). El campo
tensorial asociado (VK)(x) para cada x € M sera designado por VK, diferencial covariante de
K. Por definiciéon: VK serd en este caso de Z] | (M). La expresién de VK en una carta local
(U,zt,...,2") se describe como:

— . hetr _0 9 j B 2
VK =V,K"" 55 ® ® 5 ®da? @ -+ @ da?* @ da*

donde VlKﬁ;: son las componentes de VK. Aprovechando la identificacién de E, @ T (M)*
con L(T,(M), E,) las componentes V; K" de VK seréan la matriz de la aplicacién v — V, K

J1---Js
de T, (M) a E, en las bases de {25} de T,(M) y {:2-® - ® a:?ir ®dr @ - ®@dals} de By

Oz’ Ozl

1.5.2 Divergencia de un campo tensorial

Sea K € Z7 (M) y suponemos que r > 0. Se define la divergencia de K por:
div(K) = Cs1+1(VK)

donde C},, indica la contraccién tensorial. En particular vemos que: (VK), es un elemento de:
To(M)® D @Ty(M)QTy(M)*@EHDQT,(M)*, en este caso C!l,, indica que el primer T, (M) se
contrae con el tltimo T, (M)*. Luego la: (div(K)) € Zt~1(M). Si escribimos las componentes

de div(K) en una carta local las podemos recoger como: (dzv(K))ﬁ;’; = VZK;?JZST

Definimos la divergencia de un K € Z0(M) para el caso s # 0. La métrica de Riemann
para cada punto x, da un isomorfismo canénico definido como: b : T,(M) — T,(M)* tal que
b(X)(Y) =g(X,Y). Se tiene entonces que:
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0 i_)
oz’ OxJ

3 .

b(5.7) = gizdz’ donde gi; = g(
El isomorfismo inverso, lo denominamos # y viene recogido por la relaciéon: #(dzt) = g% %.
Tenemos que aclarar aqui que esta relaciéon da lugar a un isomorfismo de campos definida
mediante la relacién:

# IY(M) = I, 4 (M)

De tal forma que si K € Z9(M) con s # 0 entonces: div(K) = div(#K).Con que #K €
Tl | (M),div(#K) estd bien definida. El isomorfismo # origina un isomorfismo algebraico, el
cual en cada punto,da lugar a el isomorfismo de campos descrito arriba; si bien no entraremos
en detalle en su estudio ya se ha querido introducir un apartado sobre divergencia de un campo
tensorial, para poder exponer en detalle la curvatura escalar relacionada con el tensor de Ricci.
Pero no deja de ser un resultado elegantemente bello.

Llegados a este punto, ahora si, podemos definir con detalle la curvatura escalar y la
divergencia del tensor de Ricci. La idea del escalar de curvatura es la siguiente: la contraccién
del tensor de Ricci con el tensor métrico nos da una cantidad escalar definida en cada punto de
la variedad de Riemann. A este escalar lo denominamos: escalar de curvatura.

1.5.3 Curvatura escalar y divergencia del tensor de Ricci

Definicién 22 Definimos la curvatura escalar como la funcion R dada por: R = C(#Ric)
donde C es la contraccion. Dado que hemos podido ver # : IS(M) — Ill(M), pPOT CONSIGU-
iente #Ric € Ii(M). La contraccion C determinardn un escalar. Definiendo una carta local
(U, zt,...,2") tendriamos:

Ric = Rijdwi ® dx?
#Ric = gikRij% ® da’
R = C(#Ric) = ¢""R;, = R

Observamos ahora una propiedad muy importante del tensor de Riemann cuando existe
una conexion de Levi-Civita. Para ello, trabajaremos mediante las derivadas covariantes del
tensor de Ricci y por medio de la curvatura escalar (o escalar de curvatura). Partiendo de
la igualdad de Bianchi para el tensor de Riemann, subiendo el indice a en la identidad y
contrayéndolo con d se obtiene:

VeRpe + VR, + VR, =0
(aplicando simetria en el segundo término)

VeRpe — VeRpe + Vo Ry, =0

(subiéndo ahora el indice b y contraemos con e encontramos)
VRl —V.R+V,R® =0
(aplicando propiedades de antisimetria, se desarrolla el tercer término como)
VoR¥® =V,R% = V,R* = V,R?
Términa por salir la relacién:
2V,RY — V.R = V,(2R% — 6°R) = 0

(subiéndo ahora el indice c)

Vo (R — §9"°R) =0
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Nota 2 En relacion al resultado anterior, si hubieramos querido ser um poco mds Tigurosos
desde el punto de vista matemdtico podemos dar una demostracion identica pero con mayor
formalismo. Para la demostacion utilizaremos el siguiente lema:

e (Lema)Se cumple que: gjkViR;-kh = —¢"V,RF,

e (Proposicion) La div(Ric) = %dR - donde dR significa la diferencial exterior de la curva
escalar (consideraremos todos los cdlculos en una carta local)

Demostracion. Aplicando la gegunda ident?dad de Bianchi VTR§kh+VhR§rk —|—VkR§.hT =
: como se cumple que (ViR = —ViR ,); haciendo i = r la identidad anterior
0 ; ple que (ViR ViR:,.,); haciendo i la identidad anterior y
sumando con rgspectq 1 tendAremosAque:VAiR;khj—Vth-ik —ka;‘ih =0 ; (donde deducimos
en este paso) ngViR;-kh—i—g]thR}i,?—g]kaR}ih': 0. Tmnsformando el primer miembro
de acuerdo al lema —g”"Vinfkh —|— g]thR;ik - g]kka;‘ikA: 0. Es decir, reescribiendo la
ultima igualdad vemos que: —g"" V;R.p + ngVhRjk - ngVkth = 0. Llegados a este
punto, el primer y dltimo término son iguales. Teniendo ahora en cuenta que V;g" = 0,
podemos reescribir la igualdad anterior como: —2(div(Ric)),+V R = 0. Ahora bien como

R es una funcion, ViR = (,‘)97}2; la igualdad anterior implicaria que: 2div(Ric) = dR. [

1.5.4 Tensor de Einstein

Expuesto todo éste desarrollo introductorio, es conveniente definir un nuevo tensor que aproveche
esta identidad. El tensor de Einstein nos describird como la materia y la energia deforman la
curvatura del espacio-tiempo para originar la fuerza gravitatoria (campo gravitatorio), funda-
mentando asi la gravedad, como una de las fuerzas fundamentales que rigen el cosmos.

Definicién 23 (Tensor de Einstein). Se define el tensor de Einstein como el tensor: G =
R — %gabR. Se trata de un tensor simétrico que posee una sola divergencia independiente
VaG® y que desaparece por construccion.

Lema 2 El Tensor de Einstein es el unico tensor simétrico de rango 2 que cumple las siguientes
propiedades:

e Se puede construir con las componentes de gij, gij ks Gij ki
e Sus componentes son lineales en g;; 1

o Tiene divergencia nula

e Se anula si el espacio es plano

., Qué importancia tiene este tensor matematico? El tensor de Einstein es la base
de toda la Cosmologia contemporanea. El resultado recogido por medio de éste tensor
fundamenta toda una teoria que describe dindmica, forma (desde el punto de vista topoldgico)
y geometria (desde el punto de vista analitico) de todo El Universo. Nos introducimos ahora
en el bello mundo del analisis de las ecuaciones de Campo de Einstein.



Capitulo 2

Principio de Equivalencia y
Ecuaciones de Einstein

2.1 El espacio-tiempo de Minkowski

Comenzamos éste capitulo con una de las herramientas mas fundamentales de la Relatividad
Especial: las transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz constituyen un con-
junto de relaciones que nos definen como se relacionan las medidas de una magnitud obtenidas
por dos observadores diferentes; y es una de las piedras angulares de buena parte de los resul-
tados obtenidos en campos de la Fisica.

2.1.1 Las Transformaciones de Lorentz

Sean S’ y S dos sistemas de referencia inerciales definidos en un espacio de dimensién 4. Nos
situaremos en 3 coordenadas espaciales y 1 temporal. Los dos sistemas de coordenadas estarian
sincronizados (tendrén un tiempo coordenado equivalente). Cualquier acontecimiento observado
por un observador inmévil respecto a S, quedard determinado por las coordenadas (z!, 22, x3)
del punto del espacio donde se ha producido (respecto a los tres ejes de S) y del tiempo ¢ (de dos
relojes sincronizados en S y S’ respectivamente). A cada acontecimiento contemplado desde S
le correspondera un punto (z!,22,23,t) de #*. Al mismo acontecimiento contemplado por un
observador desde el sistema coordenado S’ le correspondra un punto (z'*, 22, 23, ') de ®*. Por
consiguiente, entre dos sistemas de referencia inerciales S y S’ podemos definir una aplicacién
f: Rt = R* que nos senalara una correspondencia coordenada del mismo acontecimiento visto
en S, en relacién a las coordenadas del descrito desde S’. A esta aplicacién se la denomina

transformacién de Lorentz.

Nota 3 Por la definicion que hemos construido de f, se adminte una bijeccion entre sistemas
coordenados inerciales.

A partir de ahora iremos maés al grano, pues no nos interesa definir un marco matematico por
el que se exponga la naturaleza de esta bijeccién, sino més bien, nos interesa focalizarnos en lo
que esta bijeccién nos viene a aportar en el campo de la Relatividad. Demostraremos pues, dos
teoremas de especial importancia en relacion a las transformaciones de Lorentz.

Nota 4 A partir de ahora, asumiremos los siguientes dos lemas, que no demostraremos, y que
serdn empleados para la construccion de las demostraciones de estos teoremas.

15
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e (Lema 1)f transforma rectas de R* no contenidas en un hiperplano de la forma t =
constante, en rectas de R* no contenidas en un hiperplano t’ = constante.

e (Lema 2)f transforma hiperplanos que no sean de la forma t=constante, en hiperplanos
que no son de la forma t’=constante.

Teorema 2 La bijeccion f es una afinidad, es decir una aplicacion de la forma: f(Z) = a(f)—kl_;,
con T = (ml,mQ,x3,t),5: (b, 62,63, b%) y a una transformacion lineal de R*

Demostracion. Dado que una recta es la interseccion de 3 hiperplanos no horizontales, al
actuar f, habria de poder transformar rectas en rectas. Visto de otra forma, f conserva el
paralelismo. Sean r yr' dos rectas paralelas, definidas en el plano H (el plano que las contiene).
Es directo ver que las rectas, f(r) y f(r') estardn contenidas en f(H) (un plano). Si f(r) y
f(r") no fueran paralelas (por el hecho de ser coplanarias), A tal que f(r)N f(r') = A. Como
f es de hecho una bijeccion, f~1(A) seria un punto de r y ', lo que contradice el hecho de que
r y 1’ sean paralelas. Por geometria lineal, f es de hecho la definicion de una afinidad. [

Este resultado nos da pie a poder definir la forma explicita de las transformaciones de Lorentz,
la cual, la podemos determinar por el siguiente resultado. El procedimiento de obtencién del
mismo no es representativo; se basa en ir jugando con la afinidad. Le imponemos el Principio
de Relatividad, asi como el Principio de Invariancia de la velocidad de la luz, y terminamos
deduciendo el siguiente resultado. Esta serie de Principios seran introducidos mas adelante.

Teorema 3 Sean S, S’ dos sistemas inerciales. Podemos realizar cambios ortogonales entre
los ejes de S y S’ respectivamente (cambios que conserven distancias y dngulos), asi como un
cambio en el origen del tiempo de los dos sistema, de manera que el cambio entre los dos nuevos
sistemas viene definido por la relacion:

1 _ 1 1 v
= \/I—UQ/CQ:E \/I—UQ/CQt
33,2 — x2
'3 = 3
r_ v 1 1
r= 02\/17v2/c2x + \/17112/0275
En el origen del sistema S'(z'* = 0,2? = 0,2 = 0) la relacion entre el tiempo t y el
tiempo t' viene definida por medio de: t = ————t'. En el origen del sistema S’ serd visto

\/1-v2/c?
ﬁt’,0,0). Por tanto, existe un movimiento rectilineo uniforme el
—v (&

origen de ambos sistemas de referencia, y viene definido por el vector: v = (v,0,0).

desde S en el punto: (

2.1.2 El espacio-tiempo de Minkowski

Las transformaciones de Lorentz que transforman el origen en el origen, conservan la forma
cuadratica de R4 (21)% + (22)2 + (23)? — %2 Definimos en R* el producto escalar g como:
X=X, X2 X3 XY, Y =(YLY2Yy3vd

g(X,Y) = XY+ X224 X3Y3 — 22X4y4

Nota 5 Las transformaciones de Lorentz que transforman el origen en el origen, conservan el
producto escalar anterior. Es decir, si f es una transformacion de Lorentz que transforma el
origen en el origen, entonces se cumple: g(X,Y) = g(f(X), f(Y))

Si ahora consideramos el cono C' C R* formado por los vectores X = (x!, 22 23,t) tales que
g9(X,X) < 0, encontramos que C es un espacio topolégico dotado de la topologia usual que
tiene dos componentes conexas, C* y C~. Denotaremos a C" la componente contenida en el
semiespacio t > 0.
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Definicién 24 Denominamos base orto-c-normal positiva {e1, e, e3,e4} a toda base de R que
cumple las siguientes relaciones:

g(ei,e;) =1,Vie1,2,3
gles, e4) = =2
glei,ej) = 0,Vi # j

eq € CT

Definicion 25 Se denomina espacio de Minkowskt a el espacio que resulta de ortorgar en
R una base orto-c-normal positiva, junto a la métrica g y la eleccion de la componente conexa

Ct de C.

Vemos que todos los fendmenos de la cinematica de relatividad especial no son otra cosa
que problemas geométricos del espacio-tiempo de Minkowski. Esta es la importancia de la
matematizacion que estamos dando.

Nota 6 Una definicion mds formal del espacio-tiempo de Minkowski, la podriamos encontrar en
el sigutente enunciado: el espacio-tiempo de Minkowski es una variedad lorentziana de curvatura
nula e isomorfa a Mo = (R*,v) donde el tensor métrico puede llegar a escribirse en un sistema
de coordenadas cartesianas como;

v=—dz® ® da® + dz! @ dz! + dz? @ da? + d2® ® dz?

-1 0 0 O

‘ . . . 0 1 00

(nos fijamos en su equivalencia dada en forma matricial o5 = 0 01 0
0 0 0 1

(x07x1’x27x3) % (Ct7x? y? Z)
v=—cldt®@dt +dx®dr+dy @ dy + dz @ dz

es tensor métrico se suele recoger tan y como exponemos en la relacion anterior.

2.2 Principio Cosmolégico

i Podemos trabajar de una forma mas eficiente en términos de la matematizaciéon expuesta?
Esto lo responder el Principio Cosmolégico. El modelo del Big Bang (y otros modelos) se
basan en el Principio Cosmoldgico, segun el cual, el Universo a gran escala es: isétropo (todas
las direcciones son equivalentes; el Universo es innavariante bajo rotaciones), y por otro lado
homogeneo (todos los puntos del espacio son homogeneos; el universo es innavariante bajo
traslaciones). Su enunciado es el siguiente: ”Existe un conjunto de observadores tales que ven
el Universo homogeno e isotropo”.

Nota 7 Es necesario puntualizar que la condicion de isotropia implica necesariamente homo-
geneidad (el inverso no se cumple)

Definicion 26 Introducimos las siguientes nociones basicas en Cosmologia:

e Fluido Perfecto. Fluido para el cual no hay transporte de momento ni energia entre
las particulas que lo componen. Este fendmeno se da cuando las particulas del fluido
colicionan, y en el transcurso de su colision no se escapan de un elemento de volumen
determinado.

e Horizonte de particulas cosmoldégico. Dado que la luz tiene velocidad finita - ¢, si
el Universo tiene una edad finita, la luz no habrd podido recoger mds alld de una cierta
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distancia finita desde el Big-Bang. Por ello, se acunia el término de horizonte a la region
del espacio a partir de la cual mds alld de la direccion de propagacion de la luz, no habrd
llegado ésta, en un tiempo determinado.

e Tiempo Cosmoldgico: tiempo propio de los observadores que ven el Universo isdétropo
y homogeneo y que es comiun a todos ellos.

El Principio Cosmolégico no se puede demostrar, por ello se toma como un principio
- una hipétesis inherente a la naturaleza del espacio-tiempo. Este hecho obedece a una natu-
raleza observacional que nos permite ejercer una serie de simplificaciones sin precedentes que
acontinuaciéon procedemos a exponer.

e Isotropia: Esta propiedad se observa por todos lados (si no fuera por las pequenas
anisotropias). La podemos apreciar en:

- La distribucién de las galaxias y de sus propiedades (edad, morfologias, color, met-
alicidad, ...)

- La velocidad de las galaxias debida a la expansién de El Universo (ley de Hubble), y
su dispersion en un entorno del observador (existe una pequena ”anisotropia dipolar” - es
decir, se observa un vector privilegiado en la distribucién angular de las velocidades - se
interpreta como debida al movimiento de la Galaxia (Via Lactea) con respecto el fluido de
galaxias a gran escala, atraida por otros sistemas galdcticos que producen inhomogenei-
dades a pequenia escala)

- La temperatura de la radiacion CMB. A pesar de que se detecta una pequena
anisotropia en relacién a la temperatura (anisotropia dipolar) % = 103 (esta anisotropia
dipolar es provocada por nuestro movimiento respecto al fluido de galaxias en expansién

o de fotones CMB)

e Homogeneidad: Esta propiedad de El Universo no se puede comprobar directamente, ya
que a pesar de que podemos medir en todas las direcciones, tan solo lo podemos realizar
desde un tunico punto. Dado que existe isotropia hay dos opciones: o nos encontramos en el
centro de una distribucion esférica o bien hay isotropia en cada punto del espacio porque
evidentemente existe homogeneidad. Pero aplicando el Principio Copernicano (PC), el
cuél establece que no ocupamos el centro de El Universo (o el Principio de la Mediocridad
(PM): no somos ningin observador especial), necesariamente por nuestra l6gica humana,
asumimos como cierto el segundo postulado.

Una pregunta muy natural seria plantearnos, ;jes cierto que un principio de esta magnitud sea
aplicable a todo El Universo? Y la respuesta es que si. Nuestras observaciones se limitan
necesariamente a la zona interior del horizonte de particulas, o mejor incluso a una zona maés
pequena denominada: superficie de ultima dispersién de luz, producida en el instante de la
recombinaciéon. Hasta el entorno donde podemos llegar a medir, se cumplen estas propiedades;
pero mas alla de esta region podrian dejar de cumplirse: las anisotropias e inhomogeneidades
podrian comenzar a ser significativas. Por consiguiente no es descabellado suponer que este tipo
de propiedades se cumpliran a lo largo y ancho de El Universo, a fin de cuentas, las soluciones
"locales” que damos en el entorno en el que nuestra civilizaciéon se desarrollan, tienen amplio
significado y sentido para nuestra realidad: mas alld de esto poca tranquilidad emocional y
espiritual encontraremos los humanos que no la abarque la metafisica. Como bien expusimos
en el Prefacio de esta obra, todo el modelaje cosmolégico tiene una componente filoséfica muy
marcada.

El Principio Cosmolégico tiene una consecuencia muy importante: el unico
movimiento posible de la materia es un movimiento de dilatacién (positiva, neg-
ativa o nula). Cualquier otro movimiento (de rotacién o de cizalla) definirfa un vector que
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contradeciria la isotropia del espacio.

2.3 Meétrica de Robertson-Walker

i Se moldea la métrica a este Principio? La respuesta es que si. Las matematicas con las que tra-
bajamos nos permiten moldear nuestra concepcién de El Universo - que ni si quiera podemos
asegurar que sea unica - con una flexibilidad a los datos observacionales asombrosa.

Definicion 27 Un espacio de Minkowski se denomina de Robertson-Walker si estd dotado
de una métrica que expande el espacio, y cuya expresion estd recogida en esféricas.

En éste tipo de espacios se pueden escoger un sistema de coordenadas tales que la métrica
colapsa a la siguiente expresién:

ds® = —dt* + S%(t)do?

donde do? es la métrica de un espacio tridimensional de curvatura constante e independiente del
tiempo.La geometria de estos espacios tridimensionales es cualitativamente diferente de acuerdo
a la constante de la curvatura se tome postiva, negativa o nula. En cuanto a la funcién S(t),
se puede normalizar la curvatura K para que adquiera valores de +1 o -1. En estos casos la
métrica do? puede ser reescrita como:

do? = dx? f*(x)(d6? + sin®(0)d¢?)

sin(y) & K = +1
donde: f(x) =< x& K =0
sinh(x) & K = —1

El dominio de la coordenada x € [0,00] < K € {0,—1} y en el caso de que K = 1,
vemos que el dominio se correspondra con: x € [0,27]. Vemos que cuando K € {0,—1}, los
espacios tridimensionales son difeomorfos a R3 (por lo que son infinitos), pero si K = 1 el
espacio tridimensional es difeomorfo a una esfera de S3 C %2 (por lo que son compactos).

Es decir, se demuestra (Weinberg, 1972) que la métrica mas general que describe un
espacio cuatro dimensional, tres espaciales y una temporal, cuyo subespacio tridimensional
espacial es simétrico y de curvatura arbitraria, tiene, en coordenadas esféricas la forma:

ds? = —dt* + a*(t) 1Ly + r2de?]

y se denomina métrica de Robertson-Walker. En este caso ¢ = 1, t-tiempo cosmoldgico,la
funcién a = a(t) se denomina factor de escala, el término e es el signo de la curvatura tomédndo
esta € € {0,1,—1} (segun la curvatura sea nula, positiva o negativa), la coordenada r esta
normalizada al radio de curvatura comévil y por tanto no tiene dimensiones (sus dimensiones
las ha asumido el factor de escala); y finalmente la funcién d¢ definida por medio de la siguiente
relacién: (utilizando la formulacién de relatividad especial; ds? = —c2dt? + da? + dy? + dz? =
—c2dt? + dr? + r2(d6? + sen?(0)d¢?) = —c2dt? + dr? + r?d®?

Nota 8 El factor de escala. FEl factor de escala es una constante de proporcionalidad con
dependencia temporal adaptada en Cosmologia tras haber determinado la evolucion de la métrica
de acuerdo con las observaciones astronomicas. Es decir, encontramos una variacion de la
propia medida de la distancia en funcion del tiempo. Asumir esta condicion da lugar a que
las distancias radiales D que nos separan de los objetos del universo (denominadas distancias
propias) vienen recogidas por:

D = a(t)r.
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donde a = a(t) es el factor de escala, una funcion del tiempo, y r es una coordenada radial que
llamaremos conmduil.

El hecho que las hipersuperficies generadas son espacios homogeneos hace que el escalar
de curvatura (y el radio de curvatura) sea constante sobre ellos (solo variarfa a lo largo del
tiempo). Esta métrica nos permite definir una serie de pardmetros que utilizaremos para el
estudio de nuestro Universo, entre ellos uno muy importante: la distancia propia.

Definicion 28 La distancia propia - l es la distancia entre dos objetos medida sobre la
hipersuperficie espacial generada de densidad uniforme a un tiempo césmico determinado. En
la métrica de Robertson-Walker, nos permite escribirlo como:

dl = a(t)\/ Tl + (2 + sen?(6)dg?)

En un tiempo t fijado, vemos que las longitudes propias de algunas curvas espaciales con
seperacion finita las podemos englobar en:

Curva con las coordenadas x,¢ fijas:
1 =2 [ a(t)xdd = 2ma(t)x
Curva con las coordenadas x,0 fijas:
l= OQW a(t)xsen(f)do = 2mwa(t)rsen(0)
Curva con las coordenadas ¢,0 fijas, = € [z1,x2]:

la(t)Karsin(z/K)]3? < K-2>0
x a(t)dx B
L= [} e = el ] & K =0
la(t)Karcsinh(z/K)|3? < K2<0

2.4 Tensor Energia-Momento

i Pero de verdad podemos cuantificar distribuciones de energia en términos de curvatura espa-
cial? Toda la construccién matematica con la que tratamos, nos permite definir la construccién
de un tensor de energia, que define su distribucién temporal, con unas propiedades cualitativas
y cuantitativas elegantemente simples.

Nota 9 Recordemos que estamos trabajando en el espacio-tiempo de Minkowski, y que por
consiguiente, tomaremos: ¢ =1, n°? = (=1,1,1,1).

Consideramos una distribucion S de particulas dependiente del tiempo. Si denotamos a
mo la masa en reposo de cada una de ellas, y asumimos la no interaccion entre ellas. Con-
sideramos ahora S’ otra distribucién idéntica a la anterior, pero con una velocidad v’ respecto
a la distribucién S. Definimos un punto p € SV §’, se puede dar una caracterizacién de
cada distribuciéon por medio de la densidad de materia p y la velocidad v. De esta forma, si
v = 0 la densidad de S viene determinada por: p = mgng - ng es el nimero de particulas por
unidad de volumen. Anélogamente a S’, el volumen experimentard una contraccién de Lorentz
en la direccién del movimiento, por lo que el ntimero de particulas por unidad de volumen

serd: n' = yng (recordemos que vy = ﬁ) De forma equivalente tenemos la masa de
—ve/cC

cada particula en S’: m’ = mgy. Vemos que la densidad de materia en S’ vendrd dada por:
o' = ¥?rho. Luego, las componentes de los tensores de orden (1,0), se transforman como sigue:

i
' _ 8z P
e = oxh T
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donde en el contexto de las transformaciones de Lorentz: %OET; =

Es decir, nos damos cuenta que el espacio-tiempo de Minkowski podemos definir un tensor
de energia-momento - tensor del tipo (2,0) - que nos dara de forma intuitiva informacién sobre
la densidad y el flujo de energia electromagnética y los esfuerzos que produce la propagacién

del campo electromagnético. Este viene recogido por la forma:
]}l;: = ﬁ[ﬁ“aFaxF’\” + %FaﬂFaﬁ]
donde FY% = —F! Fi = —¢JkBk _ siendo F - campo eléctrico y B - campo magnético. Es
decir, el tensor energia-momento se puede escribir en forma matricial como:
Too To1 Toz Tos
Tyo T The Tis

Tog To1 oo Thas
Tzo 131 T32 T33

[T] =

(donde: Ty es la densidad de enerfa; T, es el flujo de momento; Tj; es la presién isétropa; Tj;
es la presién anisétropa)

2.4.1 Tensor Energia-Momento para un fluido perfecto

Incluso las hipétesis del P.Cosmolégico coordinan de forma bella con la descripcién de este
tensor.

e Si el Universo es isétropo, las componentes espaciales no diagonales del tensor energi-
momento T son nulas, dado que no existird presién anisotrépica: Tj; = 0Vi # j. Si
ademas los movimientos peculiares de las galaxias y cimulos de galaxias son despreciables
frente al flujo de Hubble, lo cual es cierto a distancias suficientemente grandes, el flujo del
momento es cero: Tp; = 0Vi.

e Si el Universo es homogéneo, la densidad de energia p, y la presién p no dependeran
de la posicién sino solamente del tiempo cosmico. Entonces, tendremos: Tpg = p, v la
presién p sera un escalar: Tj; = pgy;.

Es decir, por las propiedades de homogeneidad e isotropia que nos enuncia el Principio Cos-
moldgico, el tensor de energia-moment adoptara la forma de un fluido perfecto:

Top = (p+ p)uats + Pgas

donde u,, es el cuatrivector velocidad, que en ausencia de movimientos peculiares, tiene compo-
nentes (1,0,0,0). Por lo tanto: 7Y = —p; T} = pg};Tg = OVa # (. Este hecho nos conducira a
poder encontrar las ecuaciones del campo de Einstein a tavés del propio tensor de Einstein.

2.5 Principios y Postulados de la Relatividad General

A la hora de estudiar la dindmica de El Universo (a gran escala) lo que empleamos es un estudio
de la gravitacién. Esto se debe al papel que juegan las otras tres fuerzas de la naturaleza, y es
que, la fuerza nuclear (fuerte y débil) solo tiene un rango de aplicacién a distancias inferiores
al radio atémico; la electromagnética, aunque presenta un rango de acciéon hasta el infinito,
los objetos en el Universo tienden hacer electricamente neutros, por lo que se produce un
apantallamiento a gran escala que hace que la fuerza eléctrica tienda a ser inexistente a gran
escala; en cambio la gravedad es la tnica cuya interaccion prevalece a lo largo y basto del
espacio-tiempo, y con la cual no se produce este fenémeno de apantallamiento. Comenzamos
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aqui nuestro estudio de la gravedad. Hablar de la fuerza gravitatoria implica necesariamente
hablar de los limites de la gravitacion universal de Newton. Tenemos que entender que la
Relatividad General (RG) se constituye como una extensién natural de la Gravitacién Universal
(GU); y es que bajo ciertas condiciones, la RG es equivalente a utilizar la GU; fuera de estos
limites es necesario utilizar la RG. Es necesario emplear la RG cuando se dan alguna de las
siguientes situaciones:

° ;% = 1 donde ® denota el potencial gravitatorio newtoniano (es decir, con la aparicién de
campos gravitatorios muy intensos)

e 2 = 1 donde v es la velocidad newtoniana (es decir, con la aparicién de velocidades
proximas a la de la luz)

A efectos del estudio cosmoldgico, estas condiciones son equivalentes a los dos escenarios que
preceden:

e Escalas muy grandes : Aplicando el Teorema de Gauss (que no es otra cosa que el
Teorema de la Divergencia) se nos expone que el flujo de campos vectoriales a través
de una superficie cerrada es propocional a la magnitud de las fuentes de dicho campo
encerradas en el interior de la propia superficie. Aplicandolo al caso de un campo gravitario
generado por una distribucion de masa finita, nos damos que cuenta que en una regién lo
suficientemente grande, el propio campo gravitatorio con el que trabajamos solo dependera
de la masa interior de una esfera de radio r-arbitrariamente grande (superficie mas cémoda
con la que poder trabajar a efectos de simetria radial de la fuerza gravitatoria). Por ello,
el campo gravitatorio sera lo suficientemente intenso como para que se cumpla la primera
condicion.

e Escalas temporales que se encuentran en un entorno del Big-Bang (la cudl
sencillamente dejaremos indicada)

Llegados a este punto, vemos que existe una equivalencia en emplear la GU de Newton para
estudiar la evolucién dindmica de El Universo, si nos limitamos a volimenes pequetios (o escalas
espaciales pequenas comparadas con el radio de curvatura de el Universo), y tiempo grandes
(comparadas con la edad actual de el Universo - fechada en 13.800 millones de afnios aproxi-
madamente)

Expuesto estos puntos podemos introducir los Principios de la Relatividad General.
La teoria de la RG se basa en tres principios fundamentales:

e Principio de Covariancia: Las leyes de la Fisica se han de poder formular con objetos
matematicos (escalares, tensores, vectores) que no dependan del SR (solamente pueden
tener una dependencia de sus componentes). La descripcion de las leyes de la Fisica no
pueden tener una dependencia de SRI - Sistemas de Referencia Inerciales.

e Principio de Relatividad Espacial (o restringida): Con la teorfa electromagnética
desarrollada por Maxwell, la velocidad de la luz en el vacio pasa a ser una constante
universal invariante respecto a cambios en el SR. Se postula como principio una serie de
transformaciones que garantizan este hecho (es una modificacién de las transformaciones
de galileo de SR). Las transformaciones que garantizarén el principio de relatividad son
las conocidas como transformaciones de Lorentz.

e Principio de Equivalencia: Dice asi:

”En un punto del espacio-tiempo en un campo gravitatorio arbitrario, siempre existe un
sistema de coordenadas localmente inercial en el cual los efectos de la gravitacion se
anulan”
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O dicho de otra forma, la masa gravitacional (encargada de generar el campo gravitatorio)
y la masa inercial (es la masa que responde a una fuerza resistiéndose al movimiento) son
iguales. Y lo que se nos viene a exponer con este famoso principio es que localmente no
podemos distinguir entre una caida libre en un campo gravitatorio y un movimiento libre
en ausencia de gravedad.

Expuestos estos tres principios, se nos traducen en una serie de diferencias bastante marcadas
en relacién a la descripcién de El Universo que teniamos por Newton; entre otras, el espacio
plano (euclidiano) de Newton pasard a estar curvado, por lo que si antes podiamos situar un SR,
en un punto dado, y cualquier otro punto quedar determinado por un vector posicién; con la
nueva descripcion, al pasar a un espacio-tiempo curvado, no existen vectores de posicién entre
dos eventos. Llegados a este punto podemos deducir las ecuaciones de campo de Einstein.

2.6 Deduccion de las Ecuaciones de Einstein

Para la deduccién de las ecuaciones de Einstein, nos situamos en el marco tedrico de un medio
continuo, en el cual la materia que contiene viene descrita por una densidad dada p. Esta
crea un campo gravitatorio, definido por un potencial ® de forma que obedece la ecuacién de
Poisson:

Ad = V2d = 41Gp

en este contexto G es la constante de gravitacién universal. Dado que la gravedad es una
manifestacion de la curvatura del espacio-tiempo, bajo la condicién de campo gravitatorio débil,
constituido por una masa concentrada en una regiéon acotada, la métrica se proyecta sobre la
métrica de Minkowski; es decir, podemos encontrar un sistema de coordenadas (z!, 22, 23, 2%) en
las cuales la métrica g se puede expresar como: ¢, = nyu,+hy, con |hy,| < 1; es decir, la métrica
colapso sobre una métrica estatica (lim,—,4o0 hij(z) = 0 - la accién del campo gravitatorio
desaparece en el infinito, pues la masa que origina la dilatacion espacial se encuentra en una

regién acotada). A efectos de que la métrica viene a ser estética, se cumple:
_ 24
goo = (1 + )
Como se puedo analizar, la forma de describir la materia (energia-momento) la podemos encon-
trar por un tensor enegia-momento diagonalizado bajo la hipétesis de fluido perfecto; en nuestro
sistema de reposo instantaneo tendremos:

Too = pc?

Como estamos en un campo gravitatorio débil y estatico en régimen de baja velocidad tendremos
en particular:

2 87G
V<g00 = 2 Too

Vemos que en el régimen de campo gravitatorio débil, ® colapso sobre ggg, por lo que bajo
un marco de hipétesis similar, las ecuaciones del campo gravitatorio deberian estar descritos
por medio de derivadas segundas en relacién a los coeficientes de la métrica g,,. Como se
deberfa cumplir ademéds que tienen que ser del tipo tensorial (P. de Covariancia), las ecuaciones
de campo gravitatorio deberian adoptar la descripcién:

K,, = kT,

en este caso K, habria de ser un tensor de rango 2 relacionado con la curvatura del

espacio-tiempo, y kK = 8:—46". Como a su vez, la curvatura del espacio-tiempo la expresamos en
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términos del tensor de curvatura R,,q), €l efecto que tiene en el tensor K, es que necesaria-
mente tiene que estar construido a partir de R,,,, y el tensor métrico g,,. Aplicando ahora
que el tensor K,,, cumple:

e En el limite Newtoniano, K, debe contener términos que son lineales en las derivadas
segundas de los coeficientes de la métrica.

e T, es un tensor simétrico por definicién = K, también debe serlo.

Como Ry,5, es lineal con las derivadas segundas de la métrica, la forma mds genérica que
podemos dar de K, es la combinacién lineal de todas sus componentes:

K,, =aR,, +bRgu + g

donde R, es el tensor métrico de Ricci, R es la curvatura escalar, y a,b, A son constantes.
Si queremos que todos los miembros sean lineales en términos de la derivada segunda de g,
entonces se tiene que concluir que A = 0. Por lo que:

KMV = CLRMV + bRguV

Para encontrar los coeficientes a,b podemos basarnos en la relacién dada por: V, T = 0. De
acuerdo con esta relacién:

V. K* =V, (aR" + bRg") =0
y dada la relacién encontrada para el tensor de Einstein:
Vu(R™ — 39" R) =0
y teniendo en cuenta que: V,g"" = 0, obtenemos por relacién que:
V. K" = (2a+b)g"'V,R=0

Aqui hay que realizar varios comentarios: por un lado, V,R serd no nula en una regién del
espacio-tiempo a menos que sea plano, y por lo tanto no exista campo gravitatorio. Encontramos
pues, que b = —a/2, por lo que las ecuaciones de Einstein nos quedan expresadas como:

a(Ry, — %gm,R) = KT

y finalmente podemos fijar el valor de a si realizamos una comparacion a efectos de que en el
limite de campo gravitatorio débil, estas ecuaciones tienen que relacionarse con con la ecuaciéon
de Poisson en la gravedad Newtoniana; por lo que llevado de consistencia con la propia teoria
de Newton, debemos exigir que el valor del pardmetro a = —1.

Definicion 29 Se denominan ecuaciones de campo de FEinstein sin constante cos-
molégica al conjunto de 10 ecuaciones independientes entre si, definidas de forma tensorial
por medio de la relacion:

8rG

Ry, — %guuR = _CTT;W

(donde estamos tomando la notacion expuesta hasta este momento)

2.6.1 Efectos de estudio de campo débil en las ecuaciones de Einstein

Al trabajar con un campo gravitacional débil, los efectos de curvatura pasan a ser poco con-
siderables. Esto nos permite poder trabajar con una expresién alternativa de las ecuaciones de
Einstein, pues colapsan sobre las componentes 00.

Roo = —k(Too — 3Tg00)
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Situdndonos en un marco tedrico similar al expuesto, un espacio tiempo débilmente curvado,
encontramos un sistema de coordenadas que nos permite ggo = 1. Exponiéndolo desde la
definicién del tensor de Ricci encontramos que:

Roo = 90T, — 0160 + T, 10 =TT v

Como los efectos de curvatura son practicamente nulos,los términos I'¢, tienden al cero, por
lo que en nuestra aproximaciéon seran considerados efectos perturbativos despreciables. Im-
poniendo una métrica estacionaria: Ry = —&Téo, y mediante una aproximacion a primer
orden en f,,: Ff)() = %5’7 Ojhoo; y por lo tanto acabamos recogiendolo en la expresién Ry =
—%(W Ojhoo.

Al aplicar las deducciones en la ecuacién de campo y asumiendo que la distribucién de
materia se corresponde con: p/c? < p - aproximacién que nos permite simplificar la expresién del
%(Wajhog = k(Too — %T)

5 considerando

Ty = puyu, = 1T = pc
ademas que las particulas del fluido tienen velocidades pequenas comparadas con los fotones
que componenla luz; éste hecho nos permite dar pie a aproximar v = 1 = ug = ¢. La ecuacién
nos quedara definida como %5’7 0;0;hoo = %K,pCQ - donde reescribimos 6% 0;0; = V2. Asumiendo

tensor de momento-energia, llegamos a la relacién: {

que goo = (1 + 26—621)) nos queda finalmente que hgy = i—ff y que por lo tanto, de manera natural,
volvemos a reformular la ecuacién de Poisson de la teoria de la gravitacion de Newton:
V2® = 47Gp

Los efectos aproximados para un campo gravitatorio débil en el que se han asumido efectos
despreciables de curvatura como correcciones a 6rdenes de magnitud mayores, nos describen un
espacio-tiempo practicamente plano.

2.6.2 La famosa constante cosmolégica (A)

Situémonos en el contexto historico que toca.

Einstein introduce un parametro denominado constante cosmoldgica ya que su ambicién
era la construccién matematica de un modelo del Universo que fuera innutable y estatico. Es-
tamos a mediados de 1916, momento en el que todo el Universo conocido era la Via Lactea
(nuestra galaxia), y se interpretaba que se constituia como una distribucién uniforme de estrel-
las fijas. La introduccién, veremos ahora ”forzada” de esta pardmetro, nos lleva a la existencia
de un Universo estatico (entraremos en detalle por medio de las ecuaciones de Friedmann en
posteriores capitulos). No es hasta 1929, cuando Hubble el padre de la astronomia moderna,
descubre la expansién de El Universo midiendo distancias y desplazamientos al rojo en galaxias
cercanas. Se prueba entonces que El Universo estd en expansion y la necesidad de un término
cosmologico desaparece. Hasta que entorno a 1998, con las observaciones de un senor llamado
Turner, descubrimos que existe algo denominado ”energia oscura”, y se ve que el valor de esta
constante no es cero, pero si préximo a él: A < 10747 (km=2)

Las ecuaciones de Einstein son:

1 871G
R[,I,V - §guuR = - 7CT4 T,u,l/

En las derivaciones se propuso que el término: K, fuera lineal dependiendo de un conjunto de
pardmetros (a,b, A). Se asumié que solo contenia términos lineales en las segundas derivadas
de g, lo que nos condujo a afirmar: A = 0. Dado que la relacién: V,T" = 0, impli-
caba que V, K" = 0. Ademds se cumple que: V,g"” = 0. Asi pues, se puede asumir que
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anadiendo cualquier constante que multiplicara a g,, en el lado izquierdo de la relacién se
seguiria cumpliendo la construcciéon axiomatica generada.

Definicion 30 Se denomina ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmoldgica
o simplemente ecuaciones de campo de Einstein al conjunto de 10 ecuaciones indepen-
dientes entre si, definidas de forma tensorial por medio de la relacion:

Ry — %QWR + Agpw = _%TTGTW

(donde estamos tomando la notacion expuesta hasta este momento) y en este caso el parametro
A es una constante universal de la naturaleza conocida como constante cosmoldgica.

Esta relacién es la ecuacién fundamental de la Relatividad General, la cual relaciona la métrica
(geometria del espacio-tiempo) con el tensor energia momento. Realizando un anélogo al tensor
de Einstein expuesto en el primer capitulo, en fisica se suele referir a esta relacién como el tensor
de Einstein (con constante cosmolégica):

Guw =R, — %gWR + Agu

(es un tensor simétrico y covariante de orden dos). A partir de ahora nos referiremos al tensor
de Einstein como el tensor de Einstein (con constante cosmoldgica).

Nota 10 Se puede desmostrar que en el lijmite de un campo débil,la ecuacion de campo de la
gravedad newtoniana que se deduce de las ecuaciones de Einstein es: V?® = 4nGp — Ac?



Capitulo 3

Analisis de posibles universos por
existir

Una vez deducidas las ecuaciones de Einstein que describen la naturaleza del espacio-tiempo,
ipodemos dar una solucién analitica? A pesar de tener garantizada la existencia y unicidad
de las soluciones - en términos de las condiciones de frontera de Cauchy - Einstein solamente
fue capaz de dar una tinica soluciéon que representa el caso mas simétrico posible: distribucién
homogénea e isotrépica de materia y energia a lo largo del espacio. A dia de hoy solamente
conocemos un par de soluciones: la solucién de Schwarzschild (simetria esférica), la solucién de
Kerr, la solucién de Friedman (Friedmann), y unas pocas més muchisimo menos realistas.

3.1 Solucién de Schwarzschild

La simetria esférica moldea gran parte de nuestra realidad observable de lo que es El Universo
(planetas, estrellas, agujeros negros,...). Si bien, exponer el concepto de la simetria esférica a un
espacio tiempo, es aplicar el grupo de simetrias SO(3), y de cuyas érbitas - conjunto de puntos
que resultan de la accién de un grupo sobre un punto base determinado, el de la rotacién en
este caso - constituye el conjunto de esferas de radios arbitrarios (positivos - con cota inferior
- de acuerdo a las leyes de la fisica), cuyo representante podemos establecer como S? C R3
por eleccion. Es por ello, propiedad universal, establecer que: ”El Universo es esféricamente
simétrico”.

e Hipoétesis isotrépica. El espacio-tiempo se constituye como un ”tejido” de simetria
esférica.

e La existencia de masa estatica = la existencia de un campo gravitatorio
estatico. Este hecho tiene por consecuencias: (1) la independencia de las componentes
de la métrica respecto al tiempo - el tiempo pasa igual en todos los puntos situados en la
misma esfera; (2) la innvariancia de la métrica bajo cambios del tipo: ¢ — —t; el sentido
del movimiento es inexistente.

e Ausencia de materia en el exterior de la masa: T;; = 0. Podemos considerar
ecuaciones de campo en el vacio.

El hecho de que el espacio-tiempo sea simétrico es equivalente a que su métrica sea invari-
ante respecto a un cierto tipo de transformaciones, o lo que es lo mismo, de la existencia de un

27
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conjunto de Killing asociados a estas transformaciones. En nuestro caso, las transformaciones
correspondientes hacen que la métrica sea invariante bajo las rotaciones.

Establecemos S? C R3 como una subvariedad de simetria maximal (@ = 3 Killings -

n = 2) - obtenida al imponer una restriccién a la métrica euclidea de r,t = constante - métrica
sobre una érbita). Por consiguiente:

d82”inducida = f2 (R, T) (d92 + sen2(9)dq§2)
0y es de Killing (¢ no deberfa aparecer en la métrica) ya que se corresponde a una rotacion.

Aplicando el siguiente resultado - cuya demostracion podemos encontrar con todo lujo de detalle
en el Weinberg - se establece el siguiente teorema:

Teorema 4 Si una variead contiene una subvariedad mazimalmente simétrica, siempre pode-
mos encontrar unas coordenadas R, T ortogonales tales que la métrica de la variedad se pueda
escribir como:

ds® = goo(R, T)dT? + 2gor(R, T)dRAT + grr(R,T)dR? + f*(R,T)(d6? + sen?(0)d¢p*)

Es decir, gr9 = gro = 974 = gre = 0. La nueva métrica mds general que podemos escribir en
simetria esférica toma la forma de Schwarzschild:

ds? = —e2®tn) @12 4 24 dr2 4 12(d6? + sen?(0)de?)
En este caso, las coordenadas de Schwarzschild r,t se definen como:

r=f(R,T) = dR = frdR + frdT, e®dt = bdT + adr

3.1.1 Significado fisico de la métrica

Se puede demostrar que tomando un vector de Killing 5 = 0; (un espacio-tiempo estacionario)
en la métrica de Schwarschild (un sistema con simetria esférica) nos determina un espacio-
tiempo estdtico. Tomando un espacio-tiempo estatico con la métrica de Schwarzschild, y un
vector temporal tipo killing tal que: 5 = 0y, trataremos de encontrar el significado fisico de
r, ¢, A.

Significado fisico de la variable r. Imponemos a la métrica r,t = constantes. Re-
tomamos asf la métrica 2-esfera: ds? = r%(df? + sen®(0)d¢?). Integrando para todo 6, ¢ obten-
emos el area de esta 2-esfera. Es decir, podemos definir el paratro r mediante la relacién:

2 A

— = 4 2 _
r° = 1~ - (A = drea S* con r=const)

Con esta definicién, el parametro r se establece como la distancia.

Nota 11 Podemos emplear el uso de definiciones apoyadas en el drea, ya que es una magnitud
bien definida en RG - la podemos calcular localmente - mientras que la distancia al centro no
se puede definir - ya que la existencia de un centro no se nos garantiza.

Imponemos un espacio-tiempo asintéticamente plano, es decir, lejos de la distribucién de
masa y energia que provoca la distorsién del tegido espacio-temporal, podamos retomar a la
métrica de Minkowski:

lim, 00 ¢(r) = 0, lim, 00 A(1) =0

Siguiendo con nuestro estudio, el significado fisico que adquiere A serfa el de un parametro
con el que medir distancias radiales. Finalmente para obtener el sentido fisico de ® podemos
proceder con el siguiente experimento. Enviando un fotén desde r; a ro, éstos, han de cumplir:
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a que por un lado (1) son particulas de luz; 2) son geodésicas. De
(@Qhov i =g E e (1) son p y (2) son g

hecho, es facil ver que si E es de Killing, entonces se cumple: gaggo‘kﬁ es constante a lo largo
de la trajectoria de un fotén:

kVa (K Cg) = (k°VokP)( 4+ k*kPV ac, =0

{(1)%1& =0

De esta forma, aplicando los resultados con un Killing 5 = 0, de componentes (¢ = J§ tal
que (¢ = goo, podemos definir el 4-vector velocidad para un observador estacionario como:

ut = T De tal forma, que como vemos este analisis nos permite desarrollar un estudio
—Sp
de las frecuencias de los fotones medidas por observadores estacionarios en ry y ra:

wy _ 9a8C K 9apCkPlr V=CClry _ v/ —g00(r2) _ o ®(r2)—®(r1)
w2 gaﬁcakﬁhz gaﬁC"‘kB\rg V_Cg‘rl —goo(r1)

Es decir, el factor ® estd relacionado con el redshift gravitacional (o corrimiento al rojo).
Nota 12 Aplicando Minkowski con k* = (hv, hwvii) (donde @i es normalizada), y u® = (1,0),
obtenemos —nagkauﬁ = hv. Esto nos da el energia medida por un observador con velocidad u®

de un foton.

3.1.2 Solucién en el vacio

Resolvemos ahora las ecuaciones de Einstein en simetria esférica en el caso del vacio. Trabajando
con todo lo establecido, el tensor energia-impulso ante la ausencia de distribuciones de masa y
energia es cero: T,g = 0, y en particular 7' = T, = 0. Tenemos que las ecuaciones de Eintein
vienen determinadas por:

G,U'V = R,u,y - %gp,VR < R}U/ = K/(TMV - %gMVT)

(donde estamos tomando la versién sin constante cosmoldgica a efectos de facilitar los célculos;
asi mismo es equivalente la relacién descrita con k = SZTG). En este caso, R, = 0= R = 0.
Si efectuamos una serie de cédlculos largos, se pueden los simbolos de Christoffel a efectos de
encontrar la forma implicita de la ecuacidon que estamos describiendo, obteniendo los siguientes
resultados:
T =A;Tly=A; T =—re 24,1}, =N/
_ 1 1
I, = —rsen?(0)e 24T, =i ['3; = —sen(f)cos(6); F%g =
33 = cot(6); Ty = 422, T = @/, 0 = &

empleando la notacién siguiente: f' = 9, f, f = 0, f. Calculamos directamente, las componentes
de Ricci:

Rop = 2@ V(" + (¢')? — &' A + 2% ) — A — (A)? + A
Rip = —0" — (/)2 — &' A + 24 4 2P A+ A2 — A
Ry = 2%; Roy = —672/1[1 + T((I)/ — /1/)] +1; Rg3 = sen2(9)R22
Aplicando ahora que: R,g = 0, llegamos a:
R10:0:>A:0:>A:A(T)
Ryp=0=9 =d'(r) = & =d(r) + g(t)

donde la funcién g¢(t) siempre la podemos eliminar escogiendo un sistema de coordenadas tem-
porales adecuadas:

efZ(q)(r,t))dtQ — 672¢(r)e2g(t)dt2 = 672<I>(r)dt/2
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Enviamos a 0 a toda la funcién de g(¢). Y dado que ninguna de estas funciones muestra
dependencia temporal (asi como en la métrica) podemos concluir que 9; es de Killing; y que
por lo tanto, la solucién obtenida es estatica segin Birkhoff (Teorema de Birkoff: ”"Toda
solucién en el vacio con simetria esférica es estatica”). Aplicando ahora que es estatica, podemos
encontrar finalmente la solucién de la métrica como:

P NVRy + Ry =0= (A + @)L =0= &' = -4

Resultando: ®(r) = —A(r) (con una constante de integraciéon que negligiremos a efectos de
poder ser eliminada con un origen de tiempo adecuado). Volviendo a efectuar Rgoo = 0 y
aplicando ahora que ®' = —A':
l=e 1 —2r/] = L[e )= e =14+ &

Sabiendo que se cumple la relacién: A(r) = —®(r), se termina deduciendoq que: €2® =1 — %

Para deducir el valor de la constante K procedemos de la siguiente forma. Si K = 0
obtenemos las ecuaciones de Minkowski en coordenadas polares: el valor de K lo podemos
relacionar con la masa. Si ahora lo que hacemos en considerar no una ausencia total de masa,
sino que por el contrario, supondremos una concentracién lejana (r — 00) con la métrica en
cartesianas. En el limite, la métrica es la de Minkowski con una pequena perturbacion hag,

K

concretamente sera el coeficiente temporal hog = <. Imponiendo que éste coincida con el limite

newtoniano que habiamos deducido, es facil obtener la relacién:

—2® _ 2GM
- c2r

donde ® es el potencial newtoniano - no la componente de la métrica - que cumple que: V2 =
dnGpy @ = _GTM Igualando los dos términos e imponiendo ahora si unidades geométricas:
G = ¢ = 1; obtenemos que K = 2M.

Nota 13 Podemos deducir las ecuaciones de Einstein para la simetria esférica por medio del La-
grangiano de un espacio-tiempo con simetria eférica: L = 62/1(%)2+T2(%)2+T256n2(9)(%)2 —
62(1)(%)2; al que se le imponen las ecuaciones de Euler-Lagrange %[8(31&)] — % =0.

[N
Definicién 31 Dada un M = R x (R* — {0}), con las coordenadas (t,7,0,¢). Se denomina
métrica de Schwarzschild o solucion de Schwarzschild a la solucion mds general para
la métrica en el vacio que adquiere simetria esférica recogida por la ecuacion:

ds? = (1 — 20)dt* 4+ (1 — 22)~Ldr? + r2(db? + sen?(6)d¢?)

Observar que cuando M = 0, adquirimos la métrica de Minkowski en esféricas.

Con esta métrica observaremos como la distorciéon del espacio-tiempo vendrd determinada por
distribuciones locales de masa y energia que efectuardn el fenémeno de la curvatura a escala
local. Tenemos la existencia de dos singularidades: » = 0 y r = ry. La tdltima aparece cuando
una estrella colapsa haciendo su radio menor a rg, dando lugar a un agujero negro. La esfera
r = rg es conocida como horizonte de sucesos. Podemos evitar esta singularidad (singularidad
matemaética) considerando un r > rg (campo gravitatorio externo a una estrella) y efectuando
un cambio de la carta en la propia variedad (extendiendo la variedad a r > 0). Procediendo
como: dQ? = df? + sen?()dp?, podemos reescribir la métrica de Schwarzschild como:

ds? = (1= ")[di? - ¥gss] - r2dQ2?

Denotamos dr, = 15—’{;0. Integrando obtenemos: Tf = r+roln(r—rp). Definiendo ahora v = t+r,

y considerando el cambio (t,r) — (v,r) se tiene finalmente que la métrica de Schwarzschild en
las coordenadas (v, 1,0, ¢) es:
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ds? = (1 — %O)dvz — 2dvdr — r2d)?

donde en este caso: —oco < v < 00,0 < r < 00,0 < 6 < 7,0 < ¢ < 2m. Son las llamadas
coordenadas de Eddington-Finkelstein. Este tipo de cartografias las trabajamos en el
anexo de Cosmologfia.

3.2 Modelos Cosmolégicos

i Tiene sentido hablar de un modelo global que obedezca y describa la dinamica celeste? Y
si es asi, jcomo podriamos trabajar con él7 Nos remontamos a 1929, cuando el astrénomo
Hubble da a conocer al mundo su modelo de expansién de El Universo. Afios anteriores a las
observaciones de Hubble, los astrénomos habian observado un corrimiento al rojo en el especto
electromagnético de la luz obtenida al observar objetos més lejanos que nuestra galaxia. Hubble
descubrié una correlacion lineal entre la distancia de estos objetos y el desplazamiento al rojo.
A esta correlacion y su posterior interpretacion se le conoce como Ley de Hubble.

Nota 14 FEl flujo de Hubble es el movimientoo de las galaxias a lo largo de El Universo
debido exclusivamente al ejercicio de expansion de éste.

Ley de Hubble. En un entorno local a un observador, el espacio-tiempo se proyecta en
el espacio tangente, y el tiempo césmico como el tiempo propio de los objetos en movimiento

solidarios al fluido césmico. En este contexto, tiene sentido hablar de wvelocidad relativa entre
dos puntos en resposo respecto al fluido de las galaxias a distancia: [(t): v(t) = %(f). Si bien,
la tnica dependencia temporal de [(t) viene dada por el factor de escala a(t), de tal forma que
I(t) = a(;%i(tt))
0)

. La velocidad relativa la podemos describir por medio de la relacién:

o(t) = = () = {0

es decir, es la velocidad resultante a la distancia entre los dos puntos. Identificando este
movimiento de la materia con las observaciones hechas, se ha obtenido una constante de
propocionalidad (con dependencia temporal) denominada constante de Hubble, H(t), y

que en el presente viene determinada por el valor: Hy = Zgg;

La interpretacién del redshift (o corrimiento al rojo de la longitud de onda de la
luz recogida de las galaxias lejanas) es el efecto fisico producido por la velocidad relativa de
las galaxias con respecto al observador. Este solo tiene sentido en un entorno proximo al
observador, de manera que el espacio-tiempo es practicamente una proyeccién al espacio de
Minkowski. Para distancias cosmolégicas grandes, el efecto cambia. Los fotones (particulas
que componen la luz) viajan hacia nosotros recorriendo geodésicas (satisfaciendo la relacién:
c2dt? = di?). Si consideramos el Universo como homogéneo (P.Cosmolégico), la luz viaja hacia
nosotros - situados en el origen de coordenadas - siguiendo trayectorias con 0, ¢ fijas. Por tanto:
d¢ = df = 0. Imponiéndolo a la métrica de Walker, obtenemos la relacién:

2
cdt? = di? = a%t)% — cdt = ia(t)iﬁjfz/f(2
Asumiendo como criterio de signos + correspondiéndose al cono de luz que viene hacia el futuro;
y — al cono de luz que proviene del pasado. Tomando como signo negativo (cuando dt aumenta
y cuando dx disminuye), e integrando (¢; tiempo de emision, ¢y tiempo de recepcién, Ty, y T1
tiempo de retardo de la emisién y el retardo respectivamente):

to ¢ _ ) 1
Joag ==L i
to+To ¢ dt — — [o 1 dx

t1+711 a(t) - 1\ [1—22/K?
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Como la integral en x es la misma, las dos integrales en t han de ser iguales:

totdo_c_ gy — dt

t1+11 a( ) t1 a( )

donde trabajando un poco la relacién nos termina quedando la expresion:

ti+T1 ¢ to+To c
Jis atry M = an
cly cTO
a(t1) — af(to)
Es decir, nos termina quedando que: 28‘3 = g‘l) = i? con: /\0‘)_\1’\1 =01 <= 14z= )\1 = Zgi’g

(con a(tp) = 1). El redshift cosmoldgico no es otra cosa que la expansmn de el Universo. Existe
entonces un fenémeno similar al efecto Doppler debido a las velocidades de alejamiento de las
galaxias mas préximas pero sin que intervengan velocidades. Asi mismo observamos que en un
Universo en expansién el redshift es positivo (corrimiento al rojo), mientras que para otro en
contraccion la radiacion se cerca al azul (blueshift).

Si desarrollamos en serie el inverso del factor de escala alrededor de t = tg, y lo cortamos
en segundo orden se obtiene la serie de Taylor dada por:

2= —1x D — 1) 4+ [(2)2 - FD](tg — t)* = Ho(to — t) + H[1 + 5q0] (fo — t)?

2 ag

donde el pardmetro gg se denomina parametro de desaceleracién y es el valor actual de la

funcién del tiempo: g = -2 ?12

3.2.1 Deduccién de las ecuaciones de Friedmann

Retomando a la métrica de Robertson-Walker, la cual nos describe un universo homogéneo e
isétropo, con un tensor energia-momento de un fluido perfecto, la ecuacién de Einstein nos
permite obtener dos ecuaciones diferenciales de segundo orden, no lineales, denominadas de
Friedmann. Calculamos los simbolos de Christoffel a partir de la relacién

L5y = 39 (e + Gorn — Gure)
junto con la métrica conocida de Robertson-Walker

ds? = —dt? + a®(t)[ %5 + r2d®?]

1—er?

y a partir de estos, el tensor de Ricci y el escalar de Ricci.Se obtiene el siguiente sistema de
ecuaciones:

R) =34

a2 42¢
Rl RQ—R?’—% (2 Q‘Q"Q)
RS :OVQ#B

R=6(4 + @49

Fundamentandonos en un tensor energia-momento para un fluido perfecto: T,,3 = (p+p)uqug+
PYas; vy aplicando el conjunto a la descripcién del tensor de Einstein G, (con constante cos-
molégica) se obtiene el nuevo sistema de ecuaciones:

a%+e
{P: 8%[3((17;).2—/1]
D= g@a + 9 — 4]

a2
Dado que a = a(t), es directo ver que: p = p(t), p = p(t). Hemos deducido entonces una ecuacién
estado del tipo p = p(p) cuya representacién paramétrica definida por p = p(t), p = p(t) vendra
recogida por la expresion anterior. Arreglando la primera relacién y sumando la primera con la
segunda, se obtienen las ecuaciones de Friedmann.
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G=—3m(p+3p) + 3
(&2 =%p-5+4

a a?
Las podemos reescribir en funcién del parametro de desaceleracién y de la constante de Hubble

comao:

Podemos deducir también derivando con respecto al tiempo, y sumando las relaciones expuestas:
p=-=3(p+p)g

Las ecuaciones de Friedmann nos relacionan tres variables entre si (a(t), p(t),p(t)), in-
cluyen 3 incognitas y 2 pardametros libres: la curvatura y la constante cosmolégica. Para resolver
el sistema y obtener la evolucién de los posibles universos - la evolucién del factor de escala
para cada curvautra - es necesario aplicar una tercera ecuacién: se conoce como ecuacién de
estado p = p(p).

La ecuacién de estado - por lo general - admite una factorizacién del tipo p = wp - donde
aparecera una constante de proporcionalidad que dependeréd del constituyente de materia o
energia con el que se trabaje. La designamos como w’ y cumple que: —1 < w® < 1. Analizando
esta tltima relacién es directo, pasado de una integracién, que la evolucién del pardmetro a(t)
estard relacionada con la densidad como:

{,0: —3(P+p)% - p:po(c%o)3(l+w)

p=wp
(el subindice 0 indica el instante actual, y el subindice ¢ un tiempo t > ty) Este resultado -
que no es mas que la evolucién de la densidad en funcién del factor de escala - nos permite
darle una nueva interpretaciéon a las variables A y la curvatura e, como densidades de energias
correspondientes.

e Caso constante cosmolégica. Se interpreta como una densidad de energia constante
pA = %, con w = —1. Es decir, la energia de la constante cosmolégica se relaciona con la
energia del vacio, ya que se interpreta que en cualquier instante de un universo, voliimenes
propios iguales tendran la misma energia de constante cosmolégica.

e Caso energia de curvatura. Se define una densidad de energia asociada a la curvatura:
Pe = —Si’ﬁ; nula si la curvatura es nula.

Esto nos permite reescribir las ecuaciones de Friedmann en funciéon de estas densidades de
energia como:

{g.: —37l(p+ pa) +3(p + pa)]
(9)2=8(p+ pa+ pe)

Tenemos que tener en cuenta que estamos suponiendo que en el fluido césmico existen interac-
ciones entre distintos constituyentes; resultado de aplicar las leyes de Dalton (”la presién total
vendréd dada por la suma de las presiones parciales p; de cada uno de las componentes interac-
cionadas”). Deducimos que la relacién anterior muestra de forma implicita: p = >, p; = w'p;,

p=2pi
En una descripcién todavia mas genérica de la dindmica de los posibles universos, las
relaciones nos quedan como:
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w p(a) Forma de la densidad de energia
+1 p~a® Campos escalares sin masa, estado estacionario
+1/3 p~a? Materia relativista y radiaciéon
0 p~a Materia no relativista (pulverulenta)
-1/3 p~a? Energia de curvatura - cuerdas césmicas
-2/3 p~at Paredes de dominios
—-1/3>w> -1 p ~ a30+w) Quintaescencia
-1 p~a’ Constante cosmoldgica o energia de vacio
< -1 p~a*t,n>0

Energia fantasma

Table 3.1: Dependencia de la densidad de energia para diferentes ecuaciones de estado

& = —gnXipi+ 3wipi]

(2)* = (X pi)

p==30pi+wpi)g

En el caso de que uno de los constituyentes domine energéticamente sobre los demas, la

contribucién de los demas se desprecia, y el factor de escala seguira la evolucién que proporcione
las relaciones expuestas, con la ecuacion de estado del constituyente energéticamente dominante.
Esta es la aproximacion usual que se adopta en Cosmologia y generalmente es una aproximacion
que nos permite describir la mayor parte de los 13.700 millones de anos aproximados de nuestro
universo. Las ecuaciones de Friedmann nos indican que El Universo no es estatico; de hecho
las soluciones que nos permiten obtener un Universo estatico son generalmente
inestables: salvo en el caso en el que A =0, con w = —1/3 (cualquier pequena perturbacién
provocaria la pérdida del equilibrio con la subsiguiente expansién o contraccion - se les denomina
Universos Holgazanes). De hecho la expansion de el Universo no es constante: o bien se
estd acelerando (@ > 0) o bien decelerando (d¢ < 0). Es interesante introducir los siguientes
parametros que definiremos a continuacién.

Dado que estamos en un sistema que evoluciona con el tiempo, y en el que el ritmo
de expansién dependerd de las proporciones de energia que consideremos, asi como que estas
mismas densidades de energias disminuirdn con la propia expansion; seria interesante ver como
evolucionard la curvatura con la densidad de sustancias consideraras. De la relacion:

S SIVE:
3H2

La curvatura es nula, si y solo si, la densidad es igual a la densidad criica: p. := %—~. En
general, serd funcién del tiempo, ya que: H = H(t), y nos permetird definir las densidades
adimensionales de energia como:

donde  es una densidad adimensional total de energia (salvo la de curvatura). Por lo general,
estas densidades de energia son pardmetros que evolucionardn con el tiempo: Q = Q(t),; =
Q;(t) puesto que p; = pi(t), pc = pc(t) (esto incluye la constante cosmoldgica, ya que aunque
pA sea constante; 24 en general dependera del tiempo y la dependencia de la densidad critica
con H, salvo que domine la constante cosmoldgica).

€

Se puede deducir en base a lo expuesto que: -5 = (2 — )H? < Q = =3 + 1, lo que nos
permite deducir que para cualquier instante de tiempo se cumplira la relacion:
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e=0Q=1<p=np.
e=+10Q>1&p>p,

En consecuencia, en un universo plano (euclideo) la densidad adimensional no depende del
tiempo, sino que es siempre igual a la unidad, y por lo tanto, la densidad de energia del universo
varia linealmente como la densidad critica. En un universo con curvatura positiva, la densidad
de energia es mayor que la densidad critica aunque puede tomar valor préximos a un entorno
de ésta. Por iltimo en un Universo con curvatura negativa, la densidad de energia es menor
que la densidad critica, y la densidad adimensional es siempre menor que la unidad, pudiéndo
adoptar valores tan proximos como se quiera al cero.

Nota 15 FEl valor de la densidad adimensional en el momento actual se denomina parametro
de densidad (nos referiremos a ella tanto a la densidad total 2y, como a la correspondiente a
cada ecuacion de estado ;). Serdn valores constantes.

Nota 16 Combinando las ecuaciones anteriores, se puede deducir el denominado densidad
e=+1=Q., <0

nos permite deducir ¢ e = 0= Q. =0
e=—-1=0Q.>0

el cual nos da pie a que por medio de las relaciones anteriores, podamos reescribir:

Q=32 =1

adimensional de energia de curvatura: ). = ﬁ,

igqualdad que es valida para cada instante del tiempo cosmoldgico siempre que las densidades
adimensionales de energia incluyan la energia de curvatura.

De forma equivalente, combinando esta nueva relacién con las anteriores, es directo encontrar:

H = H, \/ > Qio(1 + 2)3(+w") | Es una relacién que siempre nos serd vélida, siempre y cuando,
se incluiya la curvatura como una densidad de energia, y nos permitird una facil integracion
numérica para obtener edades y distintas medidas de distancia en el Universo en funcién del
desplazamiento al rojo.

El parametro de desaceleracion lo podemos reescribir en funcién de las densidades y
vendrd recogido por la siguiente expresién: ¢ = %(Zl Q; + 3w'(Y)

Podemos obtener una mejor aproximacién en el cdlculo de la edad de El Universo si
procedemos de la siguiente forma. Combinando las relaciones expuestas, se encuentra, por
medio de las ecuaciones de Friedmann: ()2 = H2 37, Q;,(%)30+%)" " Integrando por varibles
seraradas entre t = 0, cuando a = 0 y un tiempo ¢:

t a da
t= | dt = v
Jo Jo Hoay[S, Qio(%0)301+u)

Despreciamos contribucién de la curvatura (estamos suponiendo que el universo es de
curvatura nula, donde domina energéticamente una unica ecuacién de estado) la integracién es
directa. En el instante de tiempo actual o edad del universo tg para el cual a = a9 = ty =

2 Si bien, no es valida para el caso de un universo euclideo dominado por constante

3(1+w)H0 :
A ‘ € ‘ Puwo ‘ w ‘ Comentario
0 +1 &r% -1/3 | Universos dominados por cuerdas césmicas
A3 | 1oaa2
#0 | +1 3=Ady | 1749h |15 densidad de energia equilibra la constante cosmoldgica.

87ra(2) Aa%—S

Table 3.2: Valores para obtener un Universo estatico
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cosmoldgica; la razén es que al integrar el factor de escala no puede anularse, por lo que tomara

. , . , . l
un valor finito a; en el origen del tiempo césmico, dando lugar a: to ~ n(a+5a1)

Finalmente, la evolucién de un universo euclideo (e = 0) dominado por una tnica ecuacién
de estado viene determinada por:

2

Llegados a este punto, vamos hallar las soluciones de las ecuaciones de Friedmann para varios
casos, que nos originaran diferentes modelos cosmolégicos (”cosmologias™) los cuales se distin-
guiran por el valor de la constante de Hubble Hy y el de los pardmetros de densidad €2, para
cada ecuacién de estado existente en el Universo. Las soluciones que damos no son las
unicas. El Universo en el que vivimos no es mas que un caso particular de esta
familia de soluciones; si bien, la hip6tesis de unicidad (en el sentido de saber si las
leyes de la fisica son tinicas de nuestro universo) no la podemos jugar, pues a menos
de que seamos ”Dios” una pregunta de este calibre carece de sentido pleno a nuestro
plano légico-existencial: es hacer de las matematicas filosofia, cosa que trataremos
en lo menor de lo posible hacer. Hacemos una exposicion resumida de cada universo,
haciendo siempre referencia a las ecuaciones de Friedmann (son con las que trabajamos).

3.2.2 Universo de Einstein y Universo De Sitter

e Universo de Einstein. Einstein parte de un universo compuesto por materia no rela-
tivista y sin constante cosmoldgica. En estas circunstancias no existe una solucion estatica,
y la inica forma de conseguirlo es introduiciendo una constante cosmoldgica. Si bien, estos
Universos holgazanes no son soluciones estables.

e Universo de De-Sitter. Esun Universo sin materia y de curvatura nula en expansién. Si
a las ecuaciones de Friedmann le imponemos que la densidad de energia a otras ecuaciones
de estado sean nula, y que la curvatura, sea nula, obtenemos: A = 3H? con ¢ = —1
(expansién acelerada). H # H(t) = a = ajexp(Hot). El modelo de expansién resultante
es exponencial, y el origen de los tiempos en el factor de escala es finito a;. La edad de

este universo serd: to = l"(‘;% a) — l"('zlﬁ]‘f) 1 (23 - méximo corrimiento al rojo detectado)

3.2.3 Universos euclideos con una unica ecuacion de estado

Imponiendo € = 0 en la segunda ecuacién de estado de Friedmann, asi como asumiendo una

. 1+w) Hot \ 51007
ecuacién de estado con w > —1 (constante), obtenemos: a = ao(%)wwt Para un

tiempo t = ty = ty = m Esto nos permite reescribir la relacion anterior como:
a = ao(%)3(l+“’); por la relacion al desplazamiento al rojo: ¢t = m
deduciéndose por ultimo: p = ,00(%0)2 (donde estamos tomando que al ser curvatura nula

po = peo = 3HG /(8m)

(1 + z)—3(1+w)/2.

)

w Densidad de Energia q
+1/3 Radiacién Q,
0 Pulverulenta QO /2
-1/3 Cuerdas Césmicas 0
-2/3 Paredes —Q,/2
-1 Constante Cosmoldgica —Qy

Table 3.3: Valores de la desaceleracion en los que domina una tnica ecuacién de estado



CAPITULO 3. ANALISIS DE POSIBLES UNIVERSOS POR EXISTIR

Table 3.4: Edad de un universo eculideo dominado por una tinica ecuacion de estado

w Edad H,'!
+1/3 1/2

0 2/3
-1/3 1

-2/3 2

-1 In(ag/ay)

37

Estos comportamientos asintéticos son validos para una w = const, siempre y cuando

w # —1, que corresponde con el modelo De Sitter.

3.2.4 Universos dominados por la masa en reposo

Se considera nula la constante cosmoldgica, y la densidad de energia es debida tinicamente a
la materia no relativista: p = pmo = Qo = Qo = qo = Qo/2. Estos modelos presentan una
singularidad en el origen de los tiempos cosmoldgicos, por los que el factor de escala llegara a
un valor bastante reducido como para que la materia pase de no relativista a relativista (la cual

corresponde a otra ecuacién de estado). En este caso, las ecuaciones no seran validas.

e Curvatura nula (Universo de Einstein-Sitter): Constituye una aproximacién de nue-

stro universo actual para pequenos desplazamientos al rojo. Con curvatura nula, la densi-
— o (1)2/3
a = ap( to)
dad resulta ser la critica, y Q2,0 = 1= qo = 1/2. Parael casow =0: { 1+ 2z = (%0)2/3
_ 2
t() — m
Este universo presenta una singularidad material y de curvatura en el origen. Su expansién
es ilimitada; y tiende a una densidad de energia nula en el infinito.

Curvatura positiva: La ecuacién de Friedmann para el caso de materia no relativista
se reduce a a® = ¢ — € donde estamos tomando o = ZFppmeay = o[ o1 > 0.
Cuando la curvatura es positiva, el factor de escala no puede crecer indefinidamente dado
que la primera derivada del factor de escala toma valores imaginarios. El maximo valor
que puede adoptar es « (con a = 0). Introduciremos una funcién acotada como solucién.
Si realizamos el cambio a = asen?(Q/2) nos permite realizar la integracién de la ecuacién
de Friedmann, en funcién de la nueva variable ). Se nos permite obtener entonces:
t = §(Q — sen(Q)). El maximo valor a,axr = o tendrd lugar para Q = 7, con t = aF,
y el factor de escala volverd anularse con () = 27 correspondiente a t = ma. Ademés que
cuando 7 < Q < 2m = an/2 <t < am a <0 (ya que @ = §sen(Q)Q). Por consiguiente,
el universo se expande hasta llegar a un maximo, y luego se contrae hasta llegar a otra
singularidad que representa el fin del universo. El fin del universo tendra lugar en un
i : = = 7o = T mo .3 :

tiempo: 1y = ar = o (eI = THo (g 1772 junto con una edad del universo de
- 2\/Qmo—l] (

Q'mO

— QmO
to = $2Ho (Qmo—1)3/2 [

cual a = ap, y realizando una sustitucién - la cual no la daremos de forma explicita).
Finalmente, podemos también obtener la densidad de energia en funcién del factor de

. _ (QmO_l)3
escala como: p,, = 8pcom

Curvatura negativa: Procederemos de forma totalmente analoga al caso anterior, pero
esta vez, introduciendo el cambio: a = asenhz(%) = t = §(senh(Q) — Q). Obten-

Qo [2(1*97710)1/2 _
2H0(lme0)3/2 QmO

se obtiene hallando el valor Q¢ para el

arccos( 25?”?0 )

emos la edad del universo de forma totalmente andloga: tg =

(2(179,”0)1/2
Q'mO

In + 2;29’510)] En este caso eliminamos el signo & ya que en un universo con
m
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un Big-Bang inicial siempre Hy > 0. Finalmente, para la densidad de energia en funcién

_ 3
del factor de escala, vendra determinado por: p,, = 8p00%
mite observar que la densidad disminuye al aumentar el factor de escala, y que existe una

singularidad material al origen de los tiempos cosmoldgicos.

lo que nos per-

3.2.5 Universos dominados por radiacion

En estos modelos la constante cosmolégica es nula, y la densidad de energia dominante es la
de radiaciéon y materia relativista: p = py0 = Qo = Qo = qo = Q. Estos modelos presentan
una singularidad inicial en el origen de los tiempos cosmolégicos, y son representativos de las
primeras etapas de El Universo. Para valores suficientemente grandes del tiempo cosmoldgico
la densidad de energia de la materia no relativista terminard dominando sobre la radiacién;
y por lo tanto las deducciones que realizaremos perderan su validez, siendo sustituidas por
las del apartado anterior. Para valores reducidos del tiempo cosmoldgico, el factor de escala
es suficientemente pequeno como para que la distancia caracteristica de las zonas en contacto
causal en el universo sean del orden de la longitud de onda Compton, momento en el que los
efectos cudnticos serdn representativos y la descripcién matemaética para la radiacién dejard de
ser valida, en este tipo de valores préximos a la singularidad.

e Curvatura nula: Dado que la curvatura es nula: €2, = 1 = gg = 1. Para el caso con
_ t\1/2
a= Go(g) /
w = 1/3 se deduce facilmente: ¢ 1+ 2 = (%0)1/ 2 | Este universo no est4 acotado, la ex-
_ 1
t() - m
pansién es ilimitada, tendiendo a una densidad de energia nula y presenta una singularidad
material y de curvatura en el origen.

e Curvatura positiva: Directamente con la integracién de la segunda ecuacion de Fried-

mann, nos proporciona: a = [(‘32”%)1/ 262t — t?]1/2. En este caso tenemos dos ceros:
_ 2 _ . oL .

t =0yt =a5\/32mpr0/3 = ty. Un universo de curvatura positiva dominado por ra-

diacién también tiene un origen, y un final en un tiempo ¢ = ¢y. Para ambos instantes

encontraremos singularidades de densidad de energia y de curvatura. Reescribimos el

3 — 2+/ Qro — 24/ Qro 3 » g »
tiempo ty = THo(Gro—1) = THo[(Cro—T) (en este caso los signos + corresonde a ”+” una

99

a una fase de contraccién con Hy < 0). La edad

Vo1
[Hol($2r0—1)

sponde a las soluciones con el mismo |Hp|: cuando el universo se contrae (+), y cuando

el universo se expande (-)). Finalmente la densidad se obtiene cuando w = 1/3 y equiv-
. J— 3Qr0

ale a: p, = S VO | Bol (D] En este caso, el factor de escala no puede crecer

indefinidamente y el universo tiene un principio y un final en un tiempo finito.

fase de expansion con Hy > 0y

del universo se obtiene cuando t = tyg = tg = (en este caso el signo corre-

e Curvatura negativa: En este caso obtenemos los siguientes resultados:

a = [t2 + (3275Pr0)1/2a%t]1/2
_ 42 2/, 1/2

a =16+ my "

o — 1=V

0= Ho(1—0)
La expansién no estd limitada, y el doble signo de Hy se ha omitido puesto que ahora en
un universo con un Big-Bang inicial siempre se tiene que Hy > 0.

397‘0

871'[2\/ Qrot-i-Ho(l—Qro)tQP ’
La densidad varfa como ¢~2 para los instantes iniciales y como t~* para tiempos mayores.

Finalmente encontramos la evoluciéon de la densidad como: p, =
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Podemos concluir, que en un universo dominado por radiacién , a ~ /2 en los primeros
instantes, luego (1 + z) ~ (to/t)*/? y respectivamente p ~ t=2.

3.2.6 Universos dominados por constante cosmolégica

En este tipo de universos la densidad de energia asociada a la masa no relativista o a la radiacion
es nula o despreciable, ya sea porque inicialmente era asi, o bien porque la expansién estd sufi-
cientemente avanzada como para que sea as’i. La densidad de energia asociada a la constante
cosmoldgica es constante, por lo tanto, debido a la expansién del universo, cualquier otra densi-
dad de energia con el tiempo llegara a ser despreciable frente a la constante cosmoldgica. Luego,
todos los modelos que contengan constante cosmoldgica y de expansiéon ilimitada terminarian
dominados por la densidad de energia de la constante cosmoldgica. La densidad de energia es
constante, y se verifica: ¢ = —Q4 = —3%. FEl caso de curvatura nula constituye el modelo de
De-Sitter. Acontinuacién analizaremos los dos restantes:
e Curvatura positiva: Tanto en el caso de la curvatura nula como en éste, no puede
existir singularidad inicial, ya que el factor de escala no puede anularse. El minimo valor
a = a; que corresponde al origen de los tiempos cosmolégico ¢ = 0 es el que anula la
primera derivada del factor de escala. Luego, en estos modelos, en el origen de tiempos
cosmolégicos la velocidad de expansién es nula:

a1 =./3 = —1
! A ™ Hov/Qao
_ cosh(Hov/Qaot)

Hov Q40
142= cosh(Hov/Qao0to)

cosh(Hov/Qppt)
Al contrario que en el caso de la radiacién y el polvo, la expansiéon no estd limitada

arccosh( M)

- . Q0-1
auqnue la curvatura sea positiva. Obtenemos el instante t = ¢ty = to =
d Post , 0= 0 Hov/Qa0
que muestra que para una misma Hy cuando el pardmetro de densidad aumenta, la edad

se reduce.

e Curvatura negativa: En este caso el factor de escala si puede anularse, por lo que existira
un Big-Bang cosmolégico. La descripcion de un universo de este tipo vendra determinada

_ senh(Hov/Q a0t)
por: HovSlag La expansion es ilimitada y acelerada, ya que g < 0, pero
' 1 4= Senh(HO\/QAoto) ’ ?
senh(Hov/Qa0t)
existe una singularidad inicial que en este caso es tnicamente de curvatura, dado que la
arcsenh( 15_2{]‘910)
densidad es constante. La edad la obtenemos cuanto t =ty = tg = donde

Hov/Q a0
al contrario que con la curvatura positiva, para un mismo valor de la constante de Hubble,

la edad aumenta cuando lo hace el parametro de la densidad.

3.2.7 Universos simbidticos

Cuando no podemos considerar que domina una tnica ecuacion de estado, no siempre existirdan
soluciones analiticas de las ecuaciones de Friedmann. En este apartado damos una solucién mas
general posible a las ecuaciones de Friedmann. Asumiendo w constante, puede expresarse que:

% = Hj \/ > Qio(1 + 2)30+ w') donde €, representan los parametros de densidad para cada

ecuacién de estado w® incluyendo la curvatura. Derivando con respecto el tiempo la relacién:

— a0 @ _ _ __Z i .
1+ 2z = %, obtenemos & = {152y due nos permite expresar por un lado:
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t o0 dz
t=|[,dt = _
f() fz HO(H‘Z)\/ZZ' Qo (1+2)30+w")

to o0 dz
‘ Jo Ho(142)y/ X, Qio(14+2)30+w0)

3.2.8 El modelo estandar

Denominamos al modelo estandar como al modelo que mejor se adpata al comportamiento
de nuestro universo, basado en las hipétesis de homogeneidad e isotropia, validez de la RG, y
densidades de energia que persistan durante toda la historia de nuestros universo. En nuestro
universo las observaciones indican que las ecuaciones de estado existentes son las correspondi-
entes a:

e La radiacién (w = 1/3), ya que observamos el fondo césmico de microondas (p, r0)

e La materia pulverulenta (w = 0), ya que observamos galaxias, cumulos de estrellas

(pmu QmO)

e Energia oscura (w < —1/3) puesto que las observaciones indican que esta densidad de
energia es la culpable de la aceleracién de El Universo (pa, 240)

e Las observaciones de las anisotropia de la radiacién de fondo de microondas indican que
el universo es euclideo (Q2¢ = 0)

Entonces, tenemos que:

_rt _ [ dz
t=Jodt=J. Ho(142)4/Qro(14+2) 4+ Qmo(14+2)3+924

to= [°dt = [ dz
0 0 Ho(142)4/Qro(14+2) 44+ Qo (142)3+Q2

Las observaciones actuales nos indican un modelo con: Hy = 65km/s/Mpc, con curvatura nula,
y de: Q.9 = 0.0001, 2,0 = 0.3,y Q19 = 0.7; con un 3 ~ 14.5Ga.



Capitulo 4

La Teoria de la Causalidad -

Teoremas de Singularidad

En este trabajo hemos hablado sobre la naturaleza del tensor de Einstein, de las soluciones que
induce cuando trabajamos en ciertos contextos tedricos, de las ecuaciones de Friedmann y de
la dindmica a la que estd expuesto el Universo. En buena medida nos hemos estado realizando
una misma pregunta: ;qué forma tiene el Universo? Cerramos nuestro estudio sobre esta breve
historia, con un tema que recoge uno de los enunciados méas bonitos y simples de la unién entre
las Matematicas y la Fisica: la existencia de una singularidad espacio-temporal. Para
poder exponer los principales teoremas de singulares espacio-temporales, es necesario introducir
antes nociones bésicas sobre la causalidad. La causalidad es el estudio de las relaciones
que hay entre los diferentes puntos de una variedad de Lorentz. Es una teoria preciosa
y compleja, que no deja de ser un marco teérico que nos permetird precisar la naturaleza del
tejido espacio-temporal.

Englobar algo tan complejo con tan poca brevedad ha sido muy complicado, pero espero
haber podido construir la idea de que bajo ciertas hipétesis, podemos llegar a encontrar sin-
gularidades en el Universo: geodésicas causales inextendible e incompletas. El principal
libro que ha guiado este capitulo es el: The large scale structure of space-time S. Hawking y por
otro lado S. Hawking y R. Penrose: The singularities of gravitational collapse and cosmology.
Animo a todo lector a devorarlos.

4.1 Preambulo a los teoremas de singularidades

A partir de ahora, y por objeto de agilizar la notacién, nos referiremos al conjunto M como una
variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente.

Definicién 32 Sea o : [0,T') = M una curva diferenciable. Se dice que o es extendible si
admite una extension continua o~ : [0,T] — M. El punto ¢ = o (') se dice que es un punto
final de a.. Si la curva no es extendible, decimos que o es inextendible.

Definicion 33 Una geodésica inextendible A : I — M es completa si I = R. Si A no es
completa, se dice que A es incompleta. Decimos que M es geodésicamente completa o
completa si cada geodésica inextendible es completa.

Definicion 34 Sea M wuna variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporal-
mente. Decimos que:

o M es espacialmente completa si toda geodésica espacial es completa.

41
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o M es temporalmente completa si toda geodésica temporal es completa.

o M es luminosamente completa si toda geodésica nula es completa.

e M es espacialmente incompleta si existe una geodésica espacial incompleta.
e M es temporalmente incompleta si existe una geodésica temporal incompleta.
o M es luminosamente incompleta si existe una geodésica nula incompleta.

Definicion 35 Decimos que M es luminosamente incompleta hacia el futuro si existe
una geodésica nula incompleta que apunta hacia el futuro. De forma equivalente con los demds
casos.

Definicion 36 Sea M una variedad semi-Riemanniana y P C M wuna subvariedad. Sea X :
[0,1] = M con A(0) € P, N(0) L P yr € (0,1]. Entonces, A(r) es un punto focal de P a
través de A si existe un campo de Jacobi J no nulo a lo largo de A tal que J(r) = 0.

Proposicion 10 Sea P una hipersuperficie espacial, y A una geodésica normal a P con p =
A(0). Por hipdtesis supondremos que: (1) k(N(0)) >0 (2) Ric(XN,N) > 0. Entonces existe un
punto focal\(r) de P con 0 < r < (1/k(N(0))) siempre que \ esté definida en este intervalo.

Definicion 37 Sea M wuna variedad de Lorentz. Decimos que M tiene una singularidad
futura si admite una geodésica causal incompleta apuntando hacia el futuro. En concreto, si
M es temporalmente o luminosamente incompleta apuntando hacia el futuro, entonces M tiene
una singularidad futura. De forma similar definimos el concepto de singularidad pasada.

Esta definicién es muy importante, ya que como veremos, es una de las consecuencias por las
9 )
que sabemos que el Universo tuvo una singularidad pasada. La conocemos como ”Big Bang”.

4.2 Introducciéon a la Teoria de la Causalidad

Definicién 38 Dados dos puntos p,q € M se dice que q es el futuro causal de p (o p es el
pasado causal de q) si existe una curva v : [0,1] — M temporal o nula tal que v(0) = p y
v(1) = q. Esta situacion la denotaremos como: p < q.

De forma equivalente con la notacién presentada tendremos:
e p K ¢: existe una curva temporal apuntando hacia el futuro, empieza en p y acaba en ¢
e p < ¢: existe una curva causal apuntando hacia el futuro que empieza en p y acaba en ¢
e p < ¢: notacién significa que p < qo p=gq

Empleamos este tipo de notacién pues nos permite flexibilizar buena parte de los resultados e
implicaciones en el estudio de las variedades de Lorentz. Por ejemplo, como bien sabemos toda
curva temporal es causal, pues empleando la notaciéon indicada se nos permite observar:
p < q = p < q. Por lo que vemos, se trata de una notaciéon bastante practica y coherente.

Definiciéon 39 Sea A C M. Se define el futuro cronolégico de A como el conjunto:
It(A)={qe M:3pec Ap<q}
De manera similar podemos definir:
(futuro causal de A)JT(A)={qe M :3pe A;p <q}
(pasado cronolégico de A) I-(A)={qe M :3p e A;q < p}
(pasado causal de A) J-(A)={qe M :3pec A;q <p}
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El conjuto de I (A) es el conjunto de todos los puntos de M a los que se puede llegar mediante
una curva temporal futura definida en A; JT(A) es el conjunto de puntos al que se pueden
llegar mediante una curva causal futura que esté definida en A (y de forma equivalente con los
conjuntos I~ (A), y J~(4))

Proposicion 11 Llegados a este punto, vamos a proponer los siguientes resultados que aqui no
demostraremos:

e La relacion < es transitiva.

e Sip<Kquyq<r, entonces tendremos que: p < r. De forma similar, sip < qyq<r
entonces se cumple: p K r

e Hablar del futuro es proporcional al pasado, simplemente cambiando la orientacion espa-
cial. La notacién que emplearemos por comodidad serd: I (p)

e Ll futuro cronoldgico de A estd contenido en el futuro causal de A. FEsto implica que:

AUTH(A) C J(A)

e La relacion < es una relacion abierta (sip < q,3U(p € U),3V(q € V) - entornos abiertos
tal que - Vp' € U,q' € V se cumple: p' < ¢

Aplicando estos resultados, podemos ver que: IT(A) =IT(IT(A)) =1T(JT(A))=JT(IT(A)) C
JH(TT(A) = JH(4A)

4.2.1 Condicién de cronologia y derivados en las variedades de Lorentz

Definicion 40 Decimos que M es cronologico si M no contiene ninguna curva temporal
cerrada. Decimos que M es causal si M no contiene ninguna curva causal cerrada. Si M es
causal = M es cronoldgico.

Teorema 5 FEl espacio-tiempo de nuestro Universo a “gran escala” (escala superior al mundo
subatomico) es cronoldgico.

Proposicion 12 Si M es compacto = M no cronoldgico.

Demostracion. Sea A = {I"(p)lp € M}. Es directo ver que A es un recubrimiento por
abiertos de M. Como M es compacto, admite un subrecubrimiento por abierto finito tal como:
{I(p1),..., I (pk)}. Suponiendo que I (p1) no estd contenido en ningin otro I'*(p;), veremos
que necesariamente p1 € I (p1). Si p1 no estd en I (py) debe de encontarse en algin I (p;),
por lo que I (p1) C It(pi) (pero esto no ocurre por construccién). Tenemos entonces que
p1 € I (p1) por lo que existe una curva temporal cerrada que comienza en py y acaba en pi; y
que por lo tanto existe una curva cerrada en M, y por ello M no es cronoldgico.[:]

Definicion 41 Decimos que M es fuertemente causal en p € M, siempre que dado U en-
torno de p, exista otro entorno V- C U tal que toda curva causal con extremos en V' estd definida
en U. Si esta condicion se cumple ¥p € M, decimos entonces que M es fuertemente causal.

Proposicion 13 Sea K C M un compacto fuertemente causal. Entonces se cumple que toda
curva causal inextendible apuntando hacia el futuro empezando en K lo abandona en algin
momento: 3s > 0 tal que o(t) ¢ K, Vt > s.

Proposicién 14 Sea K un compacto fuertemente causal, y sea {ay} una sucesion de curvas
causales apuntando hacia el futuro en K de forma que {an(0)} — p, {an(1)} — ¢ # p. En-
tonces existe una geodésica a trozos causal A de p a q y una subsucesion {ay} de {an} tal
que: limy, 100 L(au,) < L(X) (donde estamos empleando la notacion L(.) para referirnos a la
longitud de la curva)
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En ésta dltima proposicién hablamos en términos de la longitud de una curva dentro
de una variedad de Lorentz. Cuando presentamos la geodésica dentro de una variedad semi-
riemaniana, tuvimos que plantear un andlisis totalmente diferente a si lo hubieramos hecho en
una variedad de Riemann. Pues en este punto, hemos llegado a un caso parecido. jexiste una
equivalencia entre la distancia de una variedad de Riemann a otra de Lorentz? La respuesta es
si. Esto es el concepto de separacion temporal

4.2.2 Separacion temporal

Definicién 42 Dados p,q € M(p # q) podemos definir la separacion temporal entre p y q
como:

7(p,q) = sup{ L() | a es una curva causal apuntando hacia el futuro uniendo p con q}

Es decir, la definiciéon que hemos dadao os permite establecer las siguientes interpretaciones.
Por un lado, 7(p, q) = oo es el conjunto de las longitudes en todas las curvas causales apuntando
al futuro que unen p con ¢; es un conjunto acotado. Si por el contrario, 7(p,q) = 0 no existen
curvas causales apuntando hacia el futuro uniendo p con q. Debido a la propia axiomatica con
la que estamos procediendo en su construcccién, la aplicacién 7 no es simétrica por lo general:

7(p,q) # 7(¢,p)-

Como consecuencia directa a esta definicion, encontramos resultados muy interesantes:

Lema 3 Si M es una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente.
Entonces se cumple:

e 7(p,q) >0sip<yq

e Se cumple la desigualdad triangular invertida: p < q < r entonces tendremos: T(p,r) =
m(p,q) +7(q,7)

Demostracion. Podemos ver que si T7(p,q) > 0, entonces existe una curva causal o
apuntando hacia el futuro que une p con q tal que L(a) > 0. Dado que o no puede ser una
geodésica nula, existe una deformacion de a a una curva temporal con extremos p y q. Por lo
tanto, p < q. De forma reciproca, si p < q existe una curva temporal o que va de p a q tal
que L(a) > 0, y por lo tanto 7(p,q) > 0. Para demostrar el sequndo enuciado, podemos dar
el siguiente argumento. Dado un € > 0. Como p < q < r, suponiendo la existencia de curvas
causales o (uniendo p con q) y B (uniendo q conr) tal que 7(p,q)—L(a) < §, 7(q,7)—L(B) < §;
entonces se cumple que: T7(p,r) = L(a+ 8) = L(a) + L(8) = 7(p,q) + 7(q,7) —e. Como hemos
tomado un € arbitrariamente grande, es directo obtener el resultado. [

Definicion 43 Dados A, B C M, podemos definir la separacion temporal entre ambos sucesos
como:

7(A, B) = sup{7(a,b)la € A,b € B}
Definicién 44 Dados dos p,q € M (p # q) dos eventos cualquiera, podemos definir:
J(p,q) =J*(p) NI (q)

como el conjunto formado por los eventos que estdn en el futuro causal de p y en el pasado
causal de q (siendo el menor conjunto que tiene a todas las curvas causales de p con q)

Teorema 6 Sea p < q en M. Si J(p,q) es compacto, fuertemente causal, entonces existe una
geodésica causal \ de p en q tal que L(\) = 7(p, q)
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El resultado nos permite saber que llevados a una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y
orientada temporalmente, dos eventos p < ¢ se pueden unir mediante una geodésica causal de
mayor longitud.

Definicion 45 Decimos que M es globalmente hiperbdlico si M es fuertemente causal y
J(p,q) es compacto, para cada p,q € M tales que p < q. El espacio-tiempo de Lorentz, con la
métrica de Minkowski es globalmente hiperbdlico. De forma equivalente, A C M. Decimos que
A es globalmente hiperbdlico siempre que A sea fuertemente causal y J(p,q) C A sea compacto,
para todo p,q € A con p < q.

Definiciéon 46 Un conjunto A C M es acronal si Vp,q € A no se tiene que p < q. La
traduccion la encontramos en que A tendrd la propiedad de ser acronal, siempre que ninguna
curva temporal apuntando hacia el futuro corte a A mds de una vez para cualquier p,q € A,

q# It (p).

4.2.3 Hipersuperficie de Cauchy

Para presentar la hipersuperficie de Cauchy en una variedad de Lorentz necesariamente tenemos
que introducir el concepto de hipersuperficie topolégica. La hipersuperficie de Cauchy es una
herramienta muy importante que emplearemos en el desarrollo de las demostraciones de los
teoremas de singularidad espacio-temporal.

Definicion 47 Sea S C M™. Decimos que S se constituye como una hipersuperficie topolégica
si para todo p € S, existe un entorno U en p, un abierto V. C R", y un homeomorfismo
B:U—=V CR" tal que B(UNS) =LU)NII - 1T es un hiperplano definido en R™.

Lema 4 Una vez introducido este concepto, podemos extrapolarlo al hecho de trabajar en las
inmediaciones de un conjunto acronal A C M:

e Tomando A C M es acronal. Luego, A es hipersuperficie topoldgica < A Nborde(A) =0
(A no tiene puntos del borde de A)

e Un conjunto acronal A es hipersuperficie topoldgica cerrada < borde(A) = ()

Definicion 48 Una hipersuperficie de Cauchy en M es un subconjunto S C M tal que toda
curva temporal inextensible hacia el pasado corta S una dnica vez. Se cumple, toda hipersuper-
ficie de Cauchy es un conjunto acronal. A su vez, no toda variedad de Lorentz n-dimensional,
conexa y orientada temporalmente tiene porqué tener una hipersuperficie de Cauchy - la exis-
tencia no estd garantizada.

Lema 5 Una hipersuperficie de Cauchy - S - es una hipersuperficie topoldgica cerrada y acronal.
Ademds de que cada curva causal inextensible corta a S.

4.3 Desarrollo de Cauchy

Definiciéon 49 Sea A un conjunto acronal. Se define el desarrollo de Cauchy futuro de A
como:

DT (A) = {p € M| toda curva causal inextendible al pasado que parte de p corta en A }

Se trata de un subconjunto que tiene todos los puntos del futuro causal de A que son predecible
desde A. Ninguna curva temporal o nula inextendible hacia el pasado puede alcanzar un evento
q € DT (A) sin antes pasar por A. De forma equivalente, se define desarrollo de Cauchy
pasado de A como:
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D= (A) = {p € M| toda curva causal inextendible al futuro que parte de p corta en A }
Definimos entonces el desarrollo de Cauchy de A como:
D(A) =Dt (A)u D~ (A)
Teorema 7 Si A es acronal, int(A) # 0 = int(D(A)) es globalmente hiperbdlico.

A efectos de la definicién es directo ver que si: M es hipersuperficie de Cauchy, entonces es
globalmente hiperbdlico. Se puede afirmar sin pérdida de generalidad que en cualquier variedad
de Lorentz n-dimensional , conexa y orientada temporalmente que contenga una hipersuperficie
de Cauchy, si tenemos dos eventos p < ¢, existe una geodésica causal de longitud maxima
uniendo estos puntos.

Definicién 50 Decimos que A C M es acausal, si Vp,q € A no se tenga que p < q (es decir,
no ezistird una curva causal apuntando hacia el futuro uniendo dos puntos de A). De forma
equivalente, ninguna curve causal apuntando hacia el futuro corta a A en mds de una de un
punto. Tener en cuenta que si A acausal = A acronal.

Lema 6 Llegados a este punto, terminamos introduciendo los siguientes tres lemas que nos
servirdn para deducir existencia de singularidades espacio-temporales:

e Una hipersuperficie espacial y acronal es acausal.

e 5i S es una hipersuperficie topoldgica acausal en M, entonces D(S) es abierto y global-
mente hiperbolico.

e Sea A un conjunto acronal. Sip € int(D(A)) — I~ (A) entonces J~ (p) N DT (A) es com-
pacto.

Teorema 8 Sea S una hipersuperficie espacial cerrada y acronal. Si q € DV(S), existe una
geodésica A de S en q de longitud 7(S,q). Entonces, \ es temporal, normal en S, y no tiene
puntos focales de S antes de q (siempre que q € S)

Demostracion. Sea S una hipersuperficie espacial, cerrada y acronal. De acuerdo con el
lema anterior, S es hipersuperficie espacial, cerrada y acausal. A efectos de ello, D(S) es un
congunto abierto globalmente hiperbdlico. Como q € DT (S), q € D(S), se tiene al ser abierto,
q € int(D(S)) — I~ (S) obtenemos asi que J~(q) N DT (S) es compacto. Intersecando con S
es compacto: J~(q) N'S. Luego la relacion de distancias entre observadores, recogida como:
T:(J7(g)NS) — RN es continua por construccion (T(p) = 7(p,q)). Por lo tanto, y dado que
alcanza el maximo en p, T7(p,q) = 7(S,q) (ya que se cumple la relacion: 7(S,q) = tau(r,q) >
7(p,q) - donde estamos cogiendo r € J~(q) N'S). De acuerdo con los teoremas presentados,
podemos afirmar la existencia de una \ geodésica causal uniendo p con q de longitud dada por:
7(p,q) = 7(S,q). Suponemos ahora que q # S se tiene que p < q y 7(p,q) > 0, por lo que
necesariamente \ es temporal y normal a S. Finalmente aplicando resultados conocidos en
geometria analitica, esto supone que no hay puntos focales de S antes de q. [

Definicion 51 Sea A un conjunto acronal. Se define el horizonte de Cauchy futuro como
el conjunto dado por:

H*(A)=D+(A)— I~ (D" (A)) ={p e Dt (A) : I (p) no corta en DT (A)}
Es el limite de la region controlada por A. De forma similar definimos el horizonte de Cauchy
pasado:

H (A)=D-(A)— It (D (A) ={pe D= (A) : I (p) no corta en D~(A)}
Llamaremos horizonte de Cauchy de A: H(A) = HT(A)U H™ (A)
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Definicion 52 Una subvariedad espacial es convergente hacia el futuro si su campo vec-
torial curvatura media es temporal apuntando hacia el pasado. Decimos que se trata de una
superficie atrapada si la dimension de la subvariedad es 2.

Definicién 53 Sea A C M. Definimos el conjunto ET(A) = JT(A) — I (A). Un subconjunto
cerrado 1y acronal se dice que estd atrapado hacia el futuro siempre que E™T(A) sea compacto.

Nota 17 FEl conjunto E*(A) es acronal, ya que si p,q € ET(A) cumplen que p < q entonces
necesariamente q € I (A); y por tanto, ¢ ¢ ET(A). Por otra parte, A C ET(A) & A acronal.

4.4 Teoremas de singularidad Hawking - Penrose

i Existen singularidades en el espacio-tiempo? Ahora si contamos con las herramientas como
para poder enfrentarnos a este tipo de preguntas. Con el comienzo de este apartado, y ha-
biendo expuesto un gran resumen de la teoria de la causalidad, dejaremos de dar respuestas
matematicas, para tratar, por medio de la axioméatica expuesta de garantizar la credibilidad de
los enunciados y resultados presentados. Por medio de esta teoria, vamos a construir una matem-
atizacién de la naturaleza fisica de los agujeros negros y singularidades espacio-temporales.

Definicion 54 Se define una singularidad en el tejido espacio-temporal como la existencia
de una geodésica causal inextendible e incompleta.

4.4.1 Teoremas de Hawking

Teorema 9 (Teorema de Hawking fuerte: futuro) Sea M wuna variedad de Lorentz n-
dimensional, conexa y orientada temporalmente. Suponemos que Ric(v,v) = 0 para cualquier
vector temporal v tangente a M. Sea S hipersuperficie de Cauchy espacial con convergente
futura k > b > 0. Entonces cada curva temporal apuntando hacia el futuro que empieza en S
tiene una longitud a lo sumo de 1/b.

Teorema 10 (Teorema de Hawking fuerte: pasado - Azxiomdtica del Big-Bang) Sea
M una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente. Suponemos que
Ric(v,v) 2 0 para cualquier vector temporal v tangente a M. Sea S hipersuperficie de Cauchy
espacial con convergente pasada k < b < 0. Entonces cada curva temporal apuntando hacia el
pasado que empieza en S tiene una longitud a lo sumo de 1/b.

Es decir, en un espacio-tiempo M de Robertson-Walker, cualquier curva temporal apuntando
hacia el pasado que empieza en S tiene una longitud a lo sumo de 1/b. Dado que las curvas
temporales moldean las particulas materiales, esa particula material en concreto no han estado
existiendo indefinidamente, por lo que se determina que todas las curvas temporales apuntando
hacia el pasado tienen una longitud finita; es decir, el Universo tuvo un comienzo.

Teorema 11 (Teorema de Hawking débil) Sea M una variedad de Lorentz n-dimensional,
conezxa y orientada temporalmente. Suponemos que Ric(v,v) = 0 para cualquier vector tempo-
ral v tangente a M. Sea S hipersuperficie espacial compacta con convergencia futura k > 0.
Entonces M es temporalmente incompleta hacia el futuro.

4.4.2 Teoremas de Penrose

Lema 7 Sea M una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente tal
que:
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e Ric(v,v) > 0 Yv vector de luz tangent a M
o M luminosamente completa hacia el futuro

Si P C M es subvariedad (n — 2)-dimensional compacta, espacial y acronal que es convergente
hacia el futuro, entonces P estd atrapada en el futuro.

Lema 8 Sean S una hipersuperficie de Cauchy, X un campo de vectores temporales en M,
p € M. Una curva integral inextendible que comience en p corta a S en un unico punto p(p).
La aplicacion dada por. p : M — S es una retraccion continua, abierta y supryectiva. En
particular, S es conezxa.

Nota 18 (Recordemos que en una hipersuperficie de Cauchy S es hipersuperficie topoldgica
cerrada y acronal; ademds de que cada curva causal inextendible corta a S.

Procedemos ahora a demostrar el Teorema de Penrose:

Teorema 12 Sea M una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente
tal que:

e Ric(v,v) = 0 para todos los vectores de luz tangente a M
o M tiene una hipersuperficie de Cauchy S

e M admite una subvariedad (n — 2)-dimensional P compacta, espacial y acronal que es
convergente hacia el futuro

o M es luminosamente completa hacia el futuro

FEntonces se cumple: ET(P) es una hipersuperficie de Cauchy en M.

Demostracion. Como M tiene una hipersuperficie de Cauchy = M es globalmente hiperbdlico
= Jt(p), J~(p) son cerrados ¥p € M. Como P es compacto, J"(P) es cerrado. Aplicando
resultados anteriores, int(J*(P)) = I'T(P), por lo tanto, ET(P) = J*(P) — I (P) = 0J"(P).
Como es una frontera, E(P) es una subvariedad topoldgica, y por lo tanto compacto (aplicando
el lema anterior).

Sea p : EY(P) — S la restriccion de ET(P) a la retraccién. Luego, p es continua, y
E*(P) es acronal, la unicidad de las curvas integrales implica p inyectiva. Dado que p es
abierta, p(E™(P)) es abierto. Como S es conexo = los tunicos conjuntos abiertos y cerrados al
mismo tiempo son () y el total. Por ello, p(E™T(P)) = S. Como ademds p es homeomorfismo de
ET(P) en algin subconjunto de S = p es homeomorfismo. Al ser S hipersuperficie de Cauchy,
E*(P) homeomorfo a S = E*(P) es hipersuperficie de Cauchy. [

Como consecuencia de este teorema, encontramos los siguientes dos colorarios de especial
trascendencia:

Corolario 1 Sea M una variedad de Lorentz n-dimensional, conexa y orientada temporalmente
tal que:

e Ric(v,v) = 0 para todos los vectores de luz tangente a M
o M tiene una hipersuperficie de Cauchy S

e M admite una subvariedad (n — 2)-dimensional P compacta, espacial y acronal que es
convergente hacia el futuro

Entonces M es luminosamente completa hacia el futuro.

Demostracion. Suponemos que M no es luminosamente incompleta hacia el futuro. Aplicando
el teorema anterior, ET(P) es hipersuperficie de Cauchy en M. Como las hipersuperficies de
Cauchy son homeomorfas entre si (S hipersuperficie de Cauchy no compacta) = ET(P) es
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no compacta. Aplicando los lemas anteriores, P estd atrapada hacia el futuro, y ET(P) es
compacto. Luego es una contradiccion. [

Corolario 2 Sea M una variedad de Lorentz n-dimensional, coneza y orientada temporalmente
tal que:

e Ric(v,v) = 0 para todos los vectores de luz tangente a M
o M tiene una hipersuperficie de Cauchy S

e M admite una subvariedad (n — 2)-dimensional P compacta, espacial y acronal que es
convergente hacia el futuro

e Existe una curva causal inextendible que no corta a E*(P)

Entonces M es luminosamente incompleta hacia el futuro.

Demostracién. Suponemos M no es luminosamente incompleta al futuro. Entonces, ET(P)
es hipersuperficie de Cauchy en M. Por el lema anterior, cada curva ausal inextendible corta
a ET(P). Llegamos aqui a una contradiccion. [

Llegados a este punto, ;qué significan estos resultados? json aplicables las hipdtesis de
los colorarios a nuestro Universo, o al menos de forma local? La respuesta es si. Considerando
M un espacio-tiempo de Robertson-Walker, las tres hipétesis del colorario anterior las pode-
mos encontrar de forma local. Por un lado, Ric(v,v) > 0 - Vv nulo tangente a M; por otro
lado, podemos emplear condiciones de restriccién mas débiles al sustituir la hipétesis de la
hipersuperficie de Cauchy compacta, por una no compacta - Hawking-Penrose (1970); se puede
definir una subvariedad de dimensién 2, convergente hacia el futuro - una superficie atrapada en
regiones espacio-temporales desgarradas por un campo gravitacional extremadamente grande:
un agujero negro. Es decir, podemos encontrar regiones locales donde M es luminosamente
incompleta hacia el futuro, lo que nos permite argumentar la existencia de una geodésica nula
inextendible e incompleta, o lo que es lo mismo, de su existencia dentro de un agujero negro.

Pues ahora, vamos otro paso mas alla, y es que resulta que los agujeros negros también
se "evaporan” (emiten una radiacién denominada de Hawking que termina desintegrandolos
en una escala temporal dada). Una pregunta natural serfa entonces: ;jqué le ocurre a la
singularidad de un agujero negro tras su evaporacién por la radiacién de Hawking?
Esta misma pregunta tuve el honor de poder formularsela en persona al Doctor Hawking en
el festival Starmus 2014 - celebrado en la isla de Tenerife. Cuando se la hice con apenas
16 afios cumplidos, no terminaba de entender la trascendencia de lo que estaba preguntando.
(Prevalece desgarrado a nivel local el espacio-tiempo? Si es asi, ;qué forma tiene
un agujero negro? ;tiene sentido realizarnos preguntas en términos topolégicos sobre forma
y estructura de un espacio-tiempo desgarrado a escala local? ;Tiene sentido un espacio-
tiempo en el que localmente no existe el espacio y el tiempo se detiene? O por lo
menos, jtiene sentido esta concepcién en términos de nuestra légica humana? Galileo Galilei dijo
un dia, que el lenguaje en el que Dios habia escrito el Universo, era en el de las matematicas. Las
matematicas, esta lengua en la que comprendemos el mundo, y su infinita belleza, moldean la
descripcién de nuestro universo. Esta es la belleza de la Cosmologia: que no hay respuestas hoy;,
para las preguntas que van mas alla de nuestra imaginacion. Esta es la belleza de este modelaje:
un modelaje donde los limites de la Filosofia, Matematicas y Fisica no estan definidos, por lo
menos, en términos de nuestra ignorancia humana. Hoy, he llegado a comprender un poco mas
esta pregunta, pero sigo sin poder imaginar la brutalidad de su respuesta. Sobre la naturaleza,
dindmica, geometria y singularidades de nuestro Universo, esto ha sido un tratado sobre una
brevisima historia que vale la pena poder contar.
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Conclusion

Por un lado, hemos deducido la solucién de Schwarschild, la cual nos ha permitido palpar la
geometria que describe la deformacion del tejido espacio-temporal por la presencia de masa y
energia.

Hemos visto como por medio de las ecuaciones de campo de Einstein podemos elaborar una
serie de modelos fisicos - soluciones de Friedmann - permitiéndonos obtener una aproximacion
bastante exacta - en términos de dindamica - de cerca de los 13.770 millones de anos que tiene
nuestro Universo.

Con estas 50 paginas de TFG, y 25 en anexos, hemos podido imprimir dindmica y ge-
ometria - a grandes razgos - de nuestro Universo. Si bien,el estudio sobre las variedades de
Lorentz, y posterior andlisis de singularidades, es una teoria ambiciosa que se ha querido tratar
desde un primer momento, la extensién de este trabajo es finita, y buena parte de los resultados
han tenido que ser sefialados y no demostrados. Hemos querido trabajar con una ”Brevisima
Historia de El Universo”, y no me hubiera quedado tranquilo si como proyecto de fisico y
matematico que pretendo ser, no hubiera expuesto la naturaleza de las singularidades.

El Teorema de Existencia de Singularidades de Penrose, ha sido la principal motivacion
para la elaboracion de éste TFG, y el motivo por el que a Penrose le han otorgado un Premio
Nobel de Fisica este ano 2019.

Bella. Completa. Atrevida. La Teoria de la Causalidad, nos da uno de los resultados
mas complejos y delicados de la unién entre las Matematicas y la Fisica Tedrica. Todo bajo un
mismo pretexto: jcémo funciona ésto llamado Universo?

Con éste trabajo hemos narrado una brevisima historia de nuestro Universo: ;cémo fun-
ciona? jcomo se configura? ja qué dindmica obedece? La Cosmologia es una ciencia bellisima
y por medio de ella, obtenemos respuestas. Espero haber motivado por medio de este trabajo, a
que un publico curioso, con conocimientos basicos en matematicas, encuentre en ella una excusa
para empezar a plantearse la realidad en la que vivimos y la realidad que experimentamos.
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ANEXO: Geometria Diferencial

El siguiente anexo se basa en una exposicién esquematizada de los principales resultados,
andlisis, proposiciones, teoremas y herramientas matematicas de la vertiente de la Geometria
Diferencial. Se trata de una presentacién muy abreviada y resumida de las principales her-
ramientas que emplearemos en el desarrollo teérico de los capitulos de este TFG. Se debe
trabajar con él como si fuere de un resumen de aspectos generalizados de ésta teoria.

5.1 Variedades Diferenciables

Definicién 55 Sea M un espacio topolégico. Una carta (local) m-dimensional de M es una
pareja (U,p); donde U C M es un abierto tal que ¢ : U — ¢p(U) C R™ es un homeomorfismo
dado por un abierto de R™.

Una carta (U, ¢) también se denomina sistema de coordenadas. El dominio U se denom-
ina abierto coordenado y las funciones ¢’ de ¢ se denominan funciones coordenadas de la
carta. De tal forma que Vp € U, el conjunto dado por ¢(p) = (¢'(p), ..., ™ (p)) se denominan
coordenadas locales de p en la carta (U, ¢).

Proposicién 15 Sean (U, ¢) y (V1) dos cartas m-dimensionales de M. Denominaremos cam-
bio de coordenadas (o cambio de carta) a la amplicacion entre abiertos de R™, que denotare-

mos por Yol p(UNV) —=p(UNV).

Sea r € N. Las cartas (U, ¢) y (V,%) decimos que son C"-compatibles si el cambio de coorde-
nadas y su inverso son aplicaciones de clase C".

Definiciéon 56 Un atlas m-dimensional de clase C" en M es un conjuto de cartas A =
(Un, pa)|x € A) m-dimensionales tales que su dominio recubren en su totalidad M,y dos cartas
cualesquiera son C"-compatibles: (1) M =Jyes Ua: (2) (Va, B € A)pgo o3t : ¢a(Ua NU) —
¢3(Ua NUg) es de clase C".

Dos atlas A, B son C"- compatibles si AU B es un atlas C"; equivalente a afirmar que cada
carta de A es C"- compatible con cada carta de B.

Definiciéon 57 Una estructura diferenciable m-dimensional de clase C" en M es una clase
de equivalencia de atlas m-dimensionales de clase C™ de M.

Definicion 58 Una variedad diferenciable de clase C" y dimension m es un espacio topoldgico
M dotado de una estructura diferenciable de clase C™ y dimension m.

La dimensién de M se representa por: dimM. Se denomina curvas a las variedades de dimensién
1; y superficie a las variedades de dimensién 2.

Nota 19 FEn la definicion de variedad diferenciable, se impondrdn las siguientes condiciones
topoldgicas a el espacio M:

o1
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e ¢l espacio es Hausforff

e que su topologia tenga una base numerable de abiertos (o de forma mds genérica, que sea
paracompacto)

Siempre asumiremos que se cumple la primera condicion; para resultados particulares asumire-
mos la segunda.

Definicién 59 Una variedad de clase C° se denomina variedad topolégica. Una variedad de
clase C¥ se denomina variedad analitica. Una variedad de clase C* se denomina variedad
diferenciable. A partir de este punto, realizaremos abuso del lenguaje y salvo condicion que
se indique previamente, solo consideraremos variedad diferenciable (de clase C™), y se las
denominard variedad.

Proposicion 16 Se M una variedad diferenciable, W C M un subespacio abierto. Las cartas
(U, @) de M con dominio U C W son cartas del espacio topologico W, y el conjunto de todas ellas
es un atlas de W. Por medio de esta estructura diferenciable, W se le denomina subvariedad
abierta.

Definicién 60 Sean M,N variedades diferenciales. Sean ((Ua, ¢o)|lae € A) un atlas de M,
((V,8)|8 € B) un atlas de N. Para cada (o, B) € A X B, la pareja (Uy x V3, po X 13) es una
carta de M x N, denominada carta producto. El conjunto de todas las cartas producto es un

atlas, por lo que M x N es una variedad diferenciable, denominada variedad producto de M
y N.

Si dimM =m 'y dimN = n entonces dim(M x N) =m+n

Definicién 61 Un difeomorfismo (o isomorfismo de variedades diferenciables) es una
bijeccion € : M — N tal que & y €1 son diferenciables.

Dos variedades se dicen difeomorfas si existe un difeomorfismo entre ellas. Necesariamente
tienen la misma dimensién y son homeomorfas.

Definicion 62 Un difeomorfismo local es una aplicacion & : M — N tal que para todo
punto p € M, existe un abierto U (p € U)tal que §(U) C N es un abierto y la restriccion
Elu : U — &U) es un difeomorfismo.

Proposicion 17 Un espacio vectorial real de dimension n también es una variedad difer-
enciable. En efecto, si tomamos una base {€;}, entonces un vector de este espacio se puede
escribir como: T = a'éql + -+ -+ a"e,,.Los coeficientes que acompanan los vectores de la base (es
decir, las componentes) forman un n-tupla del cuerpo R"™. Definida una base el homeomorfismo
es directo:

V=R
7 —(a,...,a") € R"

(recordemos que un espacio vectorial sobre un cuerpo k, es un conjunto V diferente del vacio,
dotado de dos operaciones, y que cumple una serie de propiedades que aqui no detallaremos)

Nota 20 S bien todo espacio vectorial es una variedad diferenciable, la proposicion inversa no
se cumple.
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5.2 Vectores tangentes y cotangentes

5.2.1 Vectores tangentes y espacio tangente

Definicion 63 Un camino es una aplicacion continua v : I — M definida en un intervalo
I C R no degenerado. A partir de ahora solo consideraremos caminos definidos en intervalos
abiertos de R.

Definicion 64 Sea M una variedad diferenciable de dimension m, p € M. Consideraremos el
conjunto:

Cmp={(y:1—M0elyeC'v0)=p)ix
(I C R intervalo abierto)

Dos caminos 1,72 € Cpm,p decimos que son tangentes (en 0) cuando existe una cata (U, ¢)
de M en p tal que sus respectivas expresiones locales son tangentes:

e 71(0) =2(0)
e D.,(0) = D, (0)
Esta propiedad no depende e la carta escogida.
Definicién 65 La tangencia es la relacion de equivalencia en Cpq,p inducida por la aplicacion:

Cmp — R™
v — D(¢o7)(0)

stendo ¢ un sistema de coordenadas cualquiera en p.

Definicion 66 Una clase de equivalencia por la relacion de tangencia se denomina vector
tangente de M en p.Si vy € Capmp, denotaremos por [y, su clase de tangencia. Denotaremos
por TpM el conjunto cociente Caqp, dada por la relacion de tangencia (es decir, el conjunto de
los vectores tangentes de M en p).

Un resultado muy interesante que no demostraremos en esta seccién nos permite realizar lo
siguiente:

Proposicién 18 Sea (U, ¢) una carta de M en p. La aplicacion dada por:

Opp : TyM — R™
V]p = D(#07)(0)

es bijectiva (la inversa viene determinada por: v — [t — ¢~ (o(p) + tv)]p )

La bijeccién 64, permite transportar la estructura de espacio vectorial de 3" a T,M: dados
u,v € TpyM, c € R se define:
-1
utv =104, (0pp(u) +0pp(v))
cu= 05 (c-0yp(w))

La estructura transportada no depende de la carta utilizada.
El espacio tangente de M en p es el conjunto 7,M de los vectores tangentes de M en p
dotados de esta estructura de espacio vectorial real de dimensién m.

5.2.2 La aplicacion tangente y expresiones coordenadas

Definicién 67 Sean M,N variedades, F : M — N es una aplicacién de clase C'. La apli-
cacion tangente de F: M — N en p es:
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7;3F : 7;3M — 7}7@)]\7
ToE - [lp = [Fov]p@)

Es decir, TpF es la aplicacién obtenida pasando los cocientes de la aplicacion: Carp — Cn p(p)
tal que v — F oy
. ., . -1

Nota 21 La aplicacion tangente T,F es lineal. De hecho: TpF = 9¢,F(p) o DF(p) o6y,
Proposicion 19 La aplicacion tangente satisface las siguientes propiedades:

o Tp(Idn) = Idg,n

o Sean F: M — N, G : N — P aplicaciones de clase C*, p € M entonces se cumple:

Tp(GoF) = Tew)G o TpF

o Si F': M — N es un difeomorfismo, TpF : T,M — TpyN es un isomorfismo de espacios
vectoriales, con inverso Tp(p)F_l

Nota 22 Si F': M — N es un difeomorfismo local, entonces se cumple que para todo p € M
la aplicacion TyF' : ToM — Tpy) N es isomorfismo entre espacios vectoriales.

Definicién 68 Sea M una variedad, p € M, ¢ : U — ¢(U) una carta de M definida sobre p tal
que: ¢(p) son las coordenadas de p en la carta. Consideramos el isomorfismo: 0y, : TpM — R™
definido por la carta.

Designamos por e; los vectores de la base candnica de R™. El isomorfismo 0y, los transforma
en unos vectores tangentes:

-1
Bl = 0, (i) € T,M
que constituyen una base en el espacio tangente T,M. Se denominan vectores tangentes

coordenados asociados a la carta.

Proposicién 20 Sea v € T,M. En la base de los vectores tangentes coordenados se expresa:

u = ulEf\p es decir, 0 p(u) = (u') € R"™. Los niimeros u' se denominan las componentes del
vector en el sistema de coordenadas.

Proposicién 21 Sea M una variedad, p € M, (U, ¢), (U, ) dos cartas de M desarrolladas en el
entorno del punto p (supondremos en el mismo dominio). Consideraremos las respectivas bases
de vectores tangenes coordenados de T,M . La matriz del cambio de base que expresa la primera
en t/f@rminos de la sequnda es la matriz jacobiana del cambio de coordenadas: 6 = o ¢~ " en

¢(p):
Ez('b’p = Didj(qﬁ(p))E;ﬂp

5.2.3 Derivacion definida por un vector tangente

Definicién 69 Sea M una variedad, p € M, v € T,M. Sea f : V — R una funcion de clase
C' definida en un abierto de p. La derivada de f segin el vector tangente u es:

Luf = D(f 27)(0)
stendo v un camino de la clase de tangencia u

Nota 23 En una base de vectores tangentes coordenados se expresa: u = uiEi|p. Entonces
Lof = Dpuf = Dif(p)u’. Tomando como vector uno de los de la base tenemos: Lg,,f =
D, f(p) y en particular encontraremos que la derivada de las funciones coordenadas es:ﬁEi|p¢j =
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Proposicién 22 Sea u € T,M, X € R. El operador L, satisface las siguientes propiedades:
o Lu(f+9) = Lu(f) + Lulg)
o Lu(A-f) = A Lu(f)
o Lu(f-9) = Lu(f)-9(p) + f(p) - Lulg)

Una vez llegados a este punto desarrollaremos el concepto de espacio tangente de un espacio
vectorial.

Proposicion 23 Sea V un espacio vectorial real de dimension finita, p € V' un punto. Luego
existe un isomorfismo candnico entre V y su espacio tangente en p, dado por:

Ap V=T,V
vt p+t-u]

La aplicacién inversa es: [y] — D(0). Ademds se cumple que si f es una funcién de clase C*
definida en un entorno de p: Ly ()f = Dpof

Proposicion 24 Sean V,W dos espacios vectoriales reales de dimension finita, F' : V. — W
una aplicacion de clase C*, p € V. La aplicacion tangente ToF = T,V = TrppW trasladadaen
Vy W por los isomorfismos anteriores, coincide con la derivada DF(p) : V — W

Definicién 70 Sea 71 : J — M un camino de clase C', tg € J, po = (to). Consideremos el
camino trasladado por: ~vo : (J —tg) — M definido por: vo(t) = v(to + t); pasa por py cuando
t = 0. La velocidad o vector tangente de v en ty es la clase de tangencia [y2]p,. La
denotaremos como: y1(tg)’ .

5.2.4 Derivaciones puntuales

Definicion 71 Sea M una variedad diferenciable, p € M, y consideramos el dlgebra de las
funciones diferenciables C*°(M). Una derivacion puntual de C°(M) en p es una aplicacion
R — lineald : deC>*(M) — R tal que:

6(f-9) =0o(f)-9(p) + f(p) - d(9)

Proposicién 25 Las derivaciones puntuales en p constituyen un R—espaciovectorial. A partir
de ahora lo denotaremos como: Dp(M)

Nota 24 La aplicacion TyM — D,M que envia u — L, es un isomorfismo de espacios vecto-
riales.

Una vez llegados a este punto, podemos plasmar definiciones alternativas para cada uno de
los resultados y desarrollos que han acontecido. Planteamos aqui una serie de definiciones
alternativas, asi como un cambio de notacién que facilitara el desarrollo de nuestro estudio.

e Vectores tangentes de M en p: derivaciones puntuales § de C°°(M) en p.

e Espacio tangente de M en p: el espacio vectorial de las derivaciones puntuales
Tp(M) = Dp(M)

e Aplicacién tangente de una aplicacién diferenciable F': M — N en p: T,(F) :
Tp(M) = Tp(p)(N) definida por: (T,(F)-6)-g=3-F*(g)

e Isomorfismo canénico A\, : V — 7,(V) (donde V es un espacio vectorial): \,(v) =
D

p?v

e Base de los vectores tangentes coordenados asociados a la carta ¢ = (z!,...,2™)

de M en p (tal que ¢(p) = p): %]p = (Tp9) 1 (Dpe,) es decir,
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oo lpf =Di(f 0 ¢7")(6(p) = Dif(P)
(observamos que si M = R™ el operador %\p coincide con la D, )

Nota 25 FEn todas estas definiciones alternativas que estamos dando es necesario que todas las
aplicaciones consideradas sean de clase C>

Estableceremos una vez dadas definiciones alternativas, un cambio de notacién que nos ayudara
a familiarizarnos con el tema que estamos trabajando en concreto:

Consideramos una carta ¢ de M en p, donde representaremos las funciones coordenadas

como: ¢ = (z!,...,2™). Dado que hemos identificado lo vectores tangentes como derivaciones
puntuales, a partir de ahora escribiremos los vectores tangentes coordenados con la notacién:
9| — ¢
Ozt 1P — El |p

La derivada de una funcién f segin un vector u = u' a(zi |p la escribiremos como: L,f =u- f =

. o . 8 . -~ P
aii pf = u' agfi lp = u'Dif(p)

u’l

La aplicacién tangente: F': M — N en p, escribiremos sus respectivas bases de vectores
o) e) .
tangentes coordenados como @h’ y W‘ F(p) S€ expresa como:

) i 9 O(yioF)| a
ToF o = DiF(B) s ry = 2432 0 i i)

Si consideramos ahora dos sistemas coordenados ¢ y ¢ en M, y denotamos sus respectivas bases
0 o) :

de vectores tangentes coordenados de T,M por 37|, y =5|, entonces el cambio de base se

expresa Como:

%‘p - (%’p)(%‘p)
5.2.5 Espacio cotangente y diferencial de una funcién en un punto

Definicion 72 Sea M una variedad, p € M. El espacio cotangente de M en p es el dual del
espacio tangente T,M y se denota como: T M = Lin(T,M,R). Sus elementos se denominan
vectores cotangente.SI oy, € T M y uy, € TyM utilizaremos la notacion: oy - up = (ap, up) =
o (up)

Definicién 73 Sea f : M — R una funcion de clase C*. A partir del isomorfismo candnico
Az R — T.(RN) se define un vector cotangente d,f € T, M denominado diferencial de f en p:

dpf = N;iy 0 Tof = ToM — R

Nota 26 Si~y: 1 — M es un camino de clase C',(d ) f, 7' (t)) = D(f o y)(t).
Si f: M — R es de clase Ct yu, € T,M: (d,f,up) = Ly, [ (esta nueva propiedad la podemos
emplear como definicion alternativa de d,f )

Proposicién 26 Sea (U, ¢) una carta de M en p. Denotaremos las funciones coordenadas por:
¢ = (z',...,2™). Los covectores dpz? constituyen una base de TM y es la base dual de los

vectores

9 ‘ .
dx* IP*
) — 5
(dp?, W’p) = 0;
(donde dpz? - es la base de vectores cotangentes asociada a la carta)

Respecto a esta base tenemos que: d,f = %\p - dpat.
Consideremos otra carta (U, 1) en p, con funciones coordenadas 1 = (y',...,y™). Entonces

tendremos que: dpyj = %LD . dp:vi



ANEXO: GEOMETRIA DIFERENCIAL 57
5.3 Concepto de subvariedad

Definicion 74 Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Un subconjunto N C M
se denomina subvariedad regular (o simplemente subvariedad) de dimension n (siendo
n < m) si cumple la propiedad siguiente: ¥p € N,3 una carta (U,¢) de M en p tal que,
identificando R™ x {0} C R™, se cumple:

6(U N N) = 6(U) N (7" x {0})

Se dice que (U, ¢) es una carta adaptada a la subvariedad. Se denominard codimension
de N dentro de M a la diferencia (m-n).

Proposicién 27 Sea N C M wuna variedad regular. Las restricciones (U N N, ¢|lunn) de las
cartas adaptadas constituye un atlas de N, con el cual es una variedad diferenciable.

Los subespacios discretos de M son las subvariedades de dimensién 0. Los subespacios abiertos
de M son las subvariedades de dimensién m. Una variedad N C M de codimensiéon 1 se
denomina hipersuperficie.

5.4 Los fibrados tangente y cotangente

5.4.1 El fibrado tangente

Definicion 75 Sea M una variedad diferenciable. FEl fibrado tangente de M es la union
disjunta de los espacios tangentes tales como:

TM = |_|p€M 7;7M
Denotaremos a sus elementos principalmente empleando las siguientes nomenclaturas: (p,w), up, u, ...

La proyeccién canénica de TM es la aplicacién: 7y : TM — M definida por mas(up) = p. Sus
fibras son los espacios tangentes dados por: 737(p)~! = TpM.

Proposicion 28 Sea M una variedad diferenciable de dimension m. El fibrado tangente T M
tiene una A°nica estructura diferenciable de dimension 2m caracterizada por la propiedad sigu-
rente:

U (p)~HU) — ¢(U) x R™
Y (up) = ((p), dpp - up)

(es una carta de TM ). ESta aplicacidon se puede expresar como: \I/(u"%]p) = (¢(p);ul,...,u™).
Con esta estructura, TM es una variedad diferenciable. Si M tiene base numerable de abiertos
o es paracompacta, T M también lo es.

Proposicién 29 Si (V,¢) es otra carta de M, y denotamos por: ® : 7,/ (V) — (V) x R™
la carta de TM definida analogamente, entonces el cambio de coordenadas viene dado por la
relacion:

(@ o) (z,u) = ((¢ov!)(z), D((ov™ ) (@) u)

La carta, y las coordenadas de T'M construidas de esta manera a partir de M, se denominan:
naturales.

Nota 27 Si U C R™ es un abierto, tenemos una identificacion canénica: TU ~ U x R™



ANEXO: GEOMETRIA DIFERENCIAL 58

5.4.2 La aplicaciéon tangente
Proposicién 30 Sea F : M — N una aplicacién de clase C*. La aplicacién tangente: TpF -

ToM — TppyN induce globalmente en cada punto la aplicacion tangente de F:

TE:TM — TN
up — TpF - uyp

Si F es diferenciable de clase C*, entonces TF es diferenciable de clase CF~1.
Proposicion 31 La aplicacion tangente satisface las siguientes propiedades:
o T'(Idy) = Idrp
e SiF:M — N, G: N — P son aplicaciones de clase C'; entonces se cumple:
T(GoF)=TGoTF

e SiF: M — N es un difeomorfismo, TF : TM — TM es un difeomorfismo; y: T(F~1) =
(TF)™!

5.4.3 Campos Vectoriales

Definicién 76 Sea M una variedad. Un campo vectorial ( o campo de vectores tangentes) en
M es una seccion del fibrado tangente: Tp : TM — M, es decir, consiste en una aplicacion
X : M — TM tal que Tpy o X = Idys. Por tanto, en cada punto p € M tenemos un vector
X(p) = X, € T,M

Proposicién 32 Sea (U, ¢) una carta de M. Se puede escribir X (p) = X'(p )9s 0
funciones X' : U — R son las componentes de X en la carta. La empreszon local de X

donde las

respecto a la carta de M y a la carta natural correspondiente de TM es: X (z) = (2 XZ( ).
El campo vectorial es de clase: C* si lo son sus componentes en una carta.

Definicion 77 Los ca,mpos vectoriales coordenados definidos por una carta (U, ¢) son los
campos vectoriales 8 - en U tales que aplican: p — awl |p- Son en todo caso diferenciables.

Las operaciones del espacio vectorial 7,M, hechas para cada p € M permiten definir la suma
de los campos vectoriales X,Y en M, como el campo vectorial definido por: (X + Y)(p) =
X(p) + Y(p). Andlogamente, el producto f - X de una funcién f por X es el campo vectorial
definido por: (fX)(p) = f(p) - X(p). Este tipo de operaciones entre aplicaciones de clase C*
dan lugar a resultados de clase C¥.

Definicién 78 Denotaremos por X (M) a el conjunto de campos vectoriales diferenciables en
M. Se trata de un R-espacio vectorial y también un COO(M)—mo’dulo.

Si (U, ¢) es una carta, X(U) es un C*°(U)-
campo vectorial se puede expresar de forma ﬁnlca como: X \U =X 8 . Dada otra carta (U, 1)

. Cualquier

con campos vectoriales coordenados como; W Podemos encontrar una relacion entre las bases
por medio de la siguiente relacién:

0 _ oy 9
ozt — Oxt Oyl-”

donde

en el punto p (matriz jacobiana del cambio de variables).

Nota 28 Nos hemos de ﬁjar que X(%m) es un C°°(R™)-modulo libre con base los campos veco-

riales coordenados por Gt’ definidos por su carta candnica. Un campo vectorial v* M en R™ se

identifica con la funcion vectorial dada por sus correspondientes componentes: v = (vl ... v™).
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En particular el campo vectorial unidad de R (representado por: d/dt) constituye una base
global de los campos vectoriales en R.

Definicion 79 Una variedad se dice parametrizable si su fibrado tangente es trivializable;
es decir,si existen m campos vectoriales diferenciables (necesariamente linealmente independ-
intes en cada punto) E, ..., E,, tales que para todo campo vectorial X en M se escribird de
manera tinica: X = f'E; donde f* son funciones.

5.4.4 Campos vectoriales como derivaciones

Definicion 80 Sea M una variedad, X un campo vectorial en M. Si W C M es un abierto y
f:W = R es una funcion de clase C', se puede definir la derivada de f segin el campo
vectorial X como la funcion X - f = Lx f: W — R definida por:(Lx f)(p) = Lx, f

Nota 29 El operador Lx f es un operador local: si gly = ¢'|v, entonces (Lxg)lv = (Lx9')|v

Proposicién 33 Sea (U, ) una carta de M. Si X|y = X* 62,- ; entonces se cumple: (Lx f)|lu =
%Xi (donde 2L = 8f5£%f)

oz? oxt
Una vez llegados a este punto queremos remarcar los siguientes resultados:

e Si X es de clase C*, y f es de clase CFt1, entonces Lx f es de clase CF.

e Sea X : M — T M un campo vectorial. X es diferenciable si y solo si, para toda funcién
f: M — R diferenciable, Lx f es diferenciable.

e Sea X € X(M) un campo vectorial diferenciable en M. La aplicacién dada por: Lx :
C*®(M) — C*°(M) es una derivacion.

Teorema 13 Teorema de equivalencia entre campos vectoriales y derivaciones
Sea D : C®(M) — C*>°(M) una derivacion. Existe un tnico campo vectorial diferenciable
X e X(M) tal que D = Lx

A partir de ahora hemos introducido la base matematica como para poder desarrollar una
de las herramientas més importantes en la Fisica Tedrica: el commutador; y en especial, nos
centraremos en el commutador de Lie (paréntesis de Lie).

Definicién 81 Sea M una variedad, X,Y € X(M) campos vectoriales diferenciables. El com-
mutador [Lx,Ly| := Lx oLy — Ly o Lx de las correspondientes derivaciones C*° (M) también
es una derivacion; por lo tanto es de la forma Lz - Z otro campo vectorial diferenciable. Este
tipo de "operaciones” se denotan como: [X,Y]| y se denominan paréntesis de Lie de los
campos vectoriales X,Y.

Analicemos este tltimo paso en detalle. Dados dos campos vectoriales X, Y, se define el clauda-

tor de los dos campos como el campo: [X,Y] que asigna a cada punto p el vector tangente
[X,Y], definido por:

(X, Y]p(f) = Xp(Y(F)) = Yp(X(F))

(donde f es una funcién diferenciable)

Nota 30 El concepto de commutador es una herramienta que actiua bajo dos operadores lineales
A, B definidos sobre un mismo dominio denso de un espacio de Hilbert; originando un nuevo
operador definido por la diferencia del produto de operadores: [A, B] = AB — BA

Proposicién 34 X (M) con el paréntesis de Lie constituye una R-dlgebra de Lie. En particular,
el paréntesis de Lie cumple las siguientes propiedades:

o es R-bilineal
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o es antisimético: [X,X]|=0; [X,Y] = -]V, X]
e satisface la identidad de Jacobi: [ X,[Y,Z|| +[Y,[Z,X]| +[Z,[X,Y]]=0
o no es C°(M)-bilineal; es decir: [fX,gY] = fg[X, Y]+ f(X-9)Y —g(Y - /)X

Proposicién 35 Sea (U,¢) una carta de M. Si X|y = fzail y Yy = gia‘zi ; entonces se
cumple:

XYl = (f19% — 995 = (X g/ =Y - )5

9z~ 9 87 ) 827
(en particular [%, %] =0)

Nota 31 La expresion anterior es vdlida para los campos vectoriales de clase C*. Si X, Y son
de clase O, [X,Y] es de clase C*~1.

5.4.5 El fibrado cotangente

Definicion 82 Sea M una wvariedad. El fibrado cotangente de M es la union disjunta de

los espacios cotangentes: T*M = HpeM TyM. Denotaremos sus elementos por: (p, @), ap.

La proyeccion candnica de T*M es la aplicacion dada por: mp : T*M — M (aplicacion

diferenciable), definida mediante wy(oy) = p. Sus fibras constituyen los espacios cotangentes:
-1 ok

Ty (p) =Ty M.

Proposicion 36 Sea M una variedad diferenciable de dimension m. FEl fibrado cotangente
T*M tiene una unica estructura diferenciable de dimension 2-m caracterizada por la propiedad
siguiente: si (U, @) es una carta de M, entonces la aplicacion:

Ut (U) = ¢(U) x R™
‘I/Jr(ap) = (¢(p)>t (dp@il : ap)

es una carta de T*M. Este tipo de carta también la podemos expresar como: W (a;d,x') =

(¢(p);a1,- -, am)

Nota 32 Ezpresar el cambio entre dos cartas de M como: x — y(x), el cambio entre las cartas
correspondientes de T* M se expresa como:

(@', @) = (¢ (x), 0: 95 ()

(la carta y las coordenadas de T*M construidas de esta manera a partir de las de M se denom-
inan: naturales)

5.4.6 Formas diferenciables y diferencial de una funcién

Definicién 83 Sea M una variedad. Una (1)-forma diferencial en M es un campo de
vectores cotangentes, es decir, una seccion del fibrado cotangente wpy : T*M — M, es decir,
una aplicacion w : M — T*M tal que wpr ow = Idps. Por tanto, en cada p € M tenemos un
covector w(p) = w, € T*M

Proposicién 37 Sea (U, ¢) una carta de M. Se puede escribir como: w(p) = w;(p)dyx® donde
las funciones w; : U — R son las componentes de w en la carta. La expresion local de w en
coordenadas naturales es: W(x) = (x'; w;(x))

Nota 33 e Una forma diferencial es de clase C* si y solo s lo son sus componentes en
una carta.

o Las aplicaciones dz' : U — T*U definidas por p — dpxi son m formas diferenciales
diferenciables en U.
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e Denominaremos por Q(M) el conjunto de las 1-formas diferenciales de clase
C>™ en M. Es un R-espacio vectorial; y de hecho constituye una estructura de C°(M)-
maodulo.

Proposicién 38 Sea (U, $) una carta, Q1 (U) es un C°°(M)-modulo libre, con base las dz’.
Cualquier forma diferencial se escribe sobre U como: w|y = w; - dx*.

Nota 34 Sea f : M — R una funcién de clase C'. La diferencial de f es la 1-forma diferencial
df definida por: df (p) =d,f.

Proposicion 39 e FEn un abierto coordenado la diferencial se expresa como: df |y = gwfi dx’.
La expresion local de df es entonces: df (z) = (x; D; f(z))

e Si f es diferenciable [clase C], df es diferenciable [clase C*~1]
e La aplicacion d : C°(M) — QY (M) es R-lineal; y se cumple: d(f-g) = g-d(f) + f - dg

5.4.7 Dualidad entre campos vectoriales y 1-formas diferenciales

Definicion 84 Sea M una variedad, X un campo vectorial y w una 1-forma diferencial en M.
La contraccion entre w y X es una funcion:

(W, Xy=w(X)=ixw: M —>R
(w, X)(p) = (wp, Xp)

8?ci> = ¢6!. A partir de esta relacién se

puede calcular la contraccion: (w, X): si w|y = w;dx’ y se tiene que X|y = Xj% entonces se

Proposicién 40 En coordenadas se tiene que: {(dx7,

cumple: (w, X)|lv = w; X*. Siw y X son de clase C*, (w, X) también lo es.

Nota 35 e Si X es un campo vectorial, f es una funcién de clase C' entonces se cumple:
(df, X)=X-f

e Una 1-forma diferencial w es diferenciable si y solo si, para todo campo vectorial diferen-
ciable X, la funcion (w, X) es diferenciable.

e Siw € QYM), la aplicacion dada por @ : X(M) — C®(M) tal que H(X) = (w, X) es
C*°(M)-lineal.
Teorema 14 Teorema de dualidad entre campos vectoriales y 1-formas diferenciales
Sea L : X(M) — C®(M) una aplicacion C=(M)-lineal. Eziste una tnica w € Q*(M) tal que
L(X) = (w,X).

5.5 Derivada de Lie de funciones y de campos vectoriales

Definicion 85 Un campo vectorial a lo largo de una aplicacion F' : M — N es una
aplicacion V : M — TN tal que para todo p € M,V (p) € Tp,)N. Es decir, v oV = F. Si

V(p) = v (p)%h:(p). Su expresion local la podemos englobar como: V(z) = (F(z); 97 (z))

Definicién 86 Sea v : I — M un camino clase C'. El vector tangente ~ (t) = Tyy - %]t €
TyyM para cada t € I define una aplicacion fy/ =7:1— TM que se puede expresar como:

7, =T,0 % (donde % es el campo vectorial unidad de R). Es un campo vectorial a lo largo de
v, denominado: velocidad o derivada de v en T'M.
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Definicion 87 Sea M una variedad diferenciable, X : M — T M un campo vectorial en M de
clase CO. Un camino v : I — M de clase C' se denomina curva integral de X si se cumple:

!

v = X o~. FEste tipo de expresiones reciben el nombre de ED - Ecuacion Diferencial
(ordinaria, explicita, de primer orden, auténoma) en M; siendo vy solucién de la ecuacion. Si
X es de clase O, necesariamente v ha de ser clase O, Si~y(tg) = po decimos que ~y satisface
la condicion inicial (to,po)-

Definicion 88 Sea v : I — M, 6 : J — M las dos curvas integrales de X. Se dice que § es
una prolongacion de v si I C J y ademds v = 0|;. Una curva integral se dice maximal si no
admite ningun tipo de prolongacion a un intervalo mds grande.

Proposicién 41 Si en una carta M tenemos las expresiones locales 7 y X(z) = (z, f(z))
entonces la expresion local de la ecuacion es: Dy = f o7

Teorema 15 : Teorema de existencia y unicidad de ecuaciones diferenciales
Sea M una variedad, X : M — TM un campo vectorial de clase C'. Dados to € R, py € M;
existe una unica curva integral mazimal de X con condicidn inicial (tg, po).

5.5.1 Flujo de un campo vectorial

Definicién 89 Sea X : M — TM un campo vectorial en M de clase C*. Dado un p € M,
sea vy : Iy — M la curva integral mazimal de X con la condicion inicial (0,p).Escribimos
Fx(t,p) = vp(t). El dominio de Fx es el conjunto:

Dx ={(t,p)lpe M,t € I,} = UpeMIp x{p} CRxM
La aplicacion Fx : Dx — M se denomina flujo del campo vectorial X .
Proposicion 42 Por definicion el flujo de X cumple:
o F(0,p)=p
o F(t,p) = X(F(t,p))

Aqui denotamos por: F' : D — TM la aplicacién definida por F'(t,p) = F(—,p) (t) (vector
tangente del camino F(—,p) : I, = M en el instante t)

Teorema 16 Teorema Fundamental sobre el flujo de un campo vectorial
Sea X : M — TM un campo vectorial en M de clase C* (k > 1).El dominio Dx C R x M de
su flujo es un abierto, y el flujo Fx : Dx — M es una aplicacion de clase C*.

Nota 36 Dado que Dx C R x M es abierto, y el flujo F es de clase C'; esto nos da libertad
para poder expresar F' como: F' =TFo %; stendo en este caso % el campo vectorial en o x M
definido a partir del campo vectorial unidad de R.

5.5.2 Grupos uniparamétricos de transformaciones

Definicién 90 Un campo vectorial (clase C') X de M se denomina completo si el dominio
de sus curvas integrales maximales es . Es decir: Dx = R x M. El flujo de un campo
vectorial completo es un grupo uniparamétrico de transformaciones.

Definicion 91 Un grupo uniparametrico de transformaciones de M es una accion de R sobre
M, es decir, se trata de una aplicacion F : - x M — M tal que Vs, t € R,Vp € M se cumple:

e F'(0,p)=0p
o F(t+s,p)=F(t,F(s,p))
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Proposicién 43 Seat € R. Definimos F* : M — M por la aplicaci’on F'(p) = F(t,p). Las
propiedades anteriores las reescribimos como:

o FO=TIdy
° Ft+s :FtoFs

F! es una bijeccion, con inversa F~t. Denotaremos por Cy el conjunto de permutaciones de
M.

Definicién 92 Supndremos que F es de clase C'. Entonces podemos definir el vector tangente
como: X, = 7;,(0) € TpM. De esta forma podemos definir un campo vectorial X en M descrito

!

por: X = F'(0,—) (donde F'(t,p) es el vector tangente de F(—,p) en el instante t ; F' =
TF o %). El campo vectorial X obtenido se denomina generador infinitesimal del grupo
paramétrico F.

Nota 37 o Si F es un grupo uniparametrico de transformaciones de M de clase (C*,k > 1)
entonces su generador infinitesimal X es de clase (C*).

o La expresion local de X en la carta de M es: X (z) = (z, D1F(0,z))

Proposicién 44 Si F : R x M — M es un grupo uniparamétrico diferencial con gemerador
infinitesimal X, entonces los caminos v,(t) = F(t,p) son curvas integrales de X, F es el flujo
de X, y X es un campo vectorial completo.

Proposicién 45 Sea X un campo vectorial de M de clase C', F : D — M su flujo. Si
f: M — R es una funcion de clase C', podemos calcular la derivada: Lxf denominada
derivada de Lie de f respecto de X como:

Lxf(p)=lim FEOOIE _ dl ey
t—0 t=0

En el caso de que X no sea completo, entonces tendremos que los difeomorfismos Ft del flujo
no estardan definidos en todo M.

Nota 38 Con respecto a la proposicion anterior hay que tener en cuenta que: ¥p € M existen
una serie de abietos 0 € I y p € Uy tales que: I x U, C D de tal forma que Vt € I estdn
definidos los: F' : U, — M, por lo que las F**(f) estdn definidas en U,.

Proposicién 46 Sea Y un campo vectorial de clase C*. De manera andloga a como hemos
procedido anteriormente (con las mismas condiciones si X no es completo), definimos:

Tpot () F Y (F4(p)) Y (p) .
P’ D P — Al R (Y ) (p) € T,M

Y =1
LxY(p) =lim -

t—0

Se obtiene asi un campo vectorial LxY denominado derivada de Lie de Y respecto de X.

Una vez llegados a este punto propondremos una serie de propiedades o descripciones
cualitativas que encontramos en el estudio de la naturaleza de la derivada de Lie:

Proposicién 47 e 5i X,Y son dos campos vectoriales de clase C' en M: LxY = [X,Y]
o LxY =—LyX
o Lx|Y,Z] = [LxY,Z]+ Y, LxZ]
e Lixy)Z =[Lx,Ly]Z

Lx(fY)=(Lxf)Y + f(LxY)

Si H: M — N es un difeomorfismo, Hi(LxY) = Ly, (x)H«(Y)
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5.6 Campos Tensoriales

Definicion 93 Sea M una variedad diferenciable de dimension m, p € M un puntoy k,l € N. A
partir del espacio tangente T, M podemos construir los productos tensoriales (Tens)f[TpM] =
®ZT;M QF T,M. Sus elementos los denominaremos tensores en p.

Igual que cuando procedimos con la construccion de los fibrados tangentes y cotangentes, la
unién disjunta de estos espacios vectoriales, cuando p recorre M; es un fibrado vectorial
(Tens)F[T,M].

Definicion 94 Un campo tensorial k-contravariante [-covariante o del tipo
una aplicacion R que asigna a cada puntop € M un tensor del tipo: R(p) = R, € (Tens)
Es una seccion del fibrado tensorial (Tens)y[T,M] correspondiente.

k,l) es
[

(
[ [TpM].

Proposicién 48 Sea (U, ¢) una carta de M en un entorno de un punto p. La correspondiente

base de vectores tangentes coordenados 8?& da lugar a la base dual dzt| de TyM, y la base
P
correspondiente dx’t| ®...dx% ®% ®- - -®8%€ de (Tens)F[T,M] denominada base natural
P P P P

asociada a la carta.

Definicion 95 Si R es un campo tensorial k-contravariante l-covariante en cada punto p € U
podemos describir:

R(p) = R (p)da} @ ... da) @ 2

0
p o |

donde las funciones R: "% se denominan componentes de R en la carta dada. La expresion

J1---1 i
anterior la podemos reescribir como: R|y = R;.ll'.:‘.;’l“da:ﬂ ®...dxI ® % Q- a%ﬂ interpretando
en este caso que se ha de evaluar cada término en p.

Definicién 96 Un campo tensorial R se dice que es diferenciable [de clase C"] cuando lo son
sus funciones componentes de una carta. Denotaremos por 77“(M) el conjunto de los campos
tensoriales del tipo (k,1) diferenciables en M. Escribiremos T*(M) = T (M) para los campos
tensoriales contravariantes; y respectivamente Tj(M) = 7ZO(M) para los campos covariantes. En

particular tenemos que: TO(M) = C®(M), TH (M) = X (M) y Ti(M) = QY (M).

Proposicién 49 Un tensor R, € (Tens)¥[T,M] define una funcién multilineal de k-covectores
y l-vectores. Por lo tanto un campo tensorial R define una aplicacion multilineal actuando sobre
k campos vectoriales cotangentes 01,...,0; y 1 campos vectoriales tangentes X1, ..., X; que dan
lugar a la funcion:

~

R(le- .. 7X1791a .. 70k)(p) = Rp(Xl(p)v s 7Xl(p)791(p)7 ‘. -,Ok(p))

Utilizaremos por notacion para referirnos a esta aplicacion como: R(X1,...,X;,01,...,0k). Ez-

presdndolo en coordenadas estos campos tensoriales y todos los campos de vectores y covectores,
;s . DUyl o) el i1 iL

se calcula esta funcidn como: R0 = R’U(iaxh Voo Bad ydx'ty . da'r)

5.6.1 Operaciones con campos tensoriales

Las operaciones con tensores en un punto, la suma y el producto por escalar, dan lugar a
operaciones con los campos tensoriales. Asi, si f € C*°(M),R, R € ’77“(M ) tenemos que el
producto: fR y la suma R + R’ son de ’77“ (M). Con este tipo de construcciones podemos
asegurar que T,*(M) es un C°°(M)-médulo.
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Definicién 97 De forma andloga definimos el producto tensorial dado por R € 77“(M), Y
S e T (M) como: R®S € ﬁi‘;hl(M) a partir del producto en cada punto: (R®S), = R,®S).
El producto tensorial de campos tensoriales se puede expresar como:
(01® - RX1 Q- X)W1 ® - Oy @ Xpp1 ® -+ @ Xpqpr) =
1@ @0 @ X1 ® - @ Xgyp)

Definicién 98 Sea E un espacio vectorial. Consideramos el espacio dado por: (1T E)I(LT" E*)
de tensores k-contravariantes, y r-covariantes. Dada una pareja de indices (i,7), con 1 <1i < k,
1 < 5 < r consideramos la aplicacion:

Ex® xExE*x ") x B* =f (@’fflE) % (®T71E*)
(wh)xkvylﬂ7yr)_>y](xz)xl®®xlc®®xk®y1®®y]c®®yr

donde el por notacion los signos xzc e yjc indican que se han suprimido x; y y; respectivamente.

Esta aplicacion es multilineal (inica). Denominaremos contraccion de los signos (i,j), y
se la designard a lo largo de este escrito como: C;-

5.6.2 Formas diferenciales

Definicion 99 Una k-forma diferencial es una aplicacion w que asigna a cada punto p € M
un k-vector cotangente w(p) = w, € Ak(T;M) (por tanto es un tensor k-covariante anti-

simétrico). Una k-forma diferencial es una seccion del fibrado exterior A*(T*M)

Nota 39 e Una k-forma diferencial se identifica como un campo tensorial k-covariante
antisimétrico.

e Denotaremos como QF(M) el conjunto de k-formas diferenciales diferenciables.

e EL producto exterior defindio en cada punto de M permite definir el producto exterior
de formas diferenciales. Si o € QF(M), y B € QY (M) entonces: a A € QFFL(M).
Considerando o y B como campos tensoriales covariantes, su producto exterior se ob-
tiene antisimetrizando como: oA B = 77 > 0eCyy, €o0(a®@ B) donde €5 es el signo de la
permutacion.

Definicién 100 Sea w € QF(M), X € X(M). La contracciéon de X con w es una (k — 1)-
forma diferencial, denotada por: ixw = i(X)w definida a partir de la contraccion en cada punto:
(ixw)p = ix,wp. La accion de ixw sobre (k — 1) campos vectoriales es entonces:

in(Yl, ce ,Yk—l) = U.)(X,Yi,. . -aYk—l)

5.6.3 Derivada de Lie de campos tensoriales y formas diferenciales

Definicién 101 Sea X € X(M) y F : D — M su flujo. Sea R € T,*(M) un campo tensorial.
Generalizando la definicion de la derivada de Lie de funciones y de campos vectoriales, se
puede definir la derivada de Lie de R respecto X, que es el campo tensorial Lx R € ﬁk(M)
definido en cada punto p € M como:

LxR(p) = &|,_ F*(R)(p) = limyo - BD=RE) ¢ Toph(T, M)

En el caso particular que 6 € Ti(M) la derivada de Lie Lx0 estd definida por: (Lx0,Y) =
Lx(0,Y)—(0,LxY)

Definicion 102 Considerando las formas diferenciales como campos covariantes antisimétricos,
la derivada de Lie aplica formas diferenciales en formas diferenciales. Es decir, se
cumple que:
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,CX(Oé A ﬁ) = (,Con) AB+aA (ﬁx,@)
Nota 40 Si a es una k-forma diferencial entonces:

(Lxa)(X1,..., Xp) = Lx(a(X1, ..., X)) = S (X, .. [X, X4, .. Xp)

5.7 Definicién de los vectores de Killing

A grandes razgos, el concepto de vector de Killing lo expondremos de la siguiente forma:

Definiciéon 103 Dado un campo vectorial 17, decimos que este campo de vectores es de Killing
st se cumple:

LG =0

donde G representa un tensor métrico simétrico y no degenerado (recordamos que la

0
2
derivada de Lie de un campo vectorial, tensorial y escalar; se encuentra definida en el ANEXO:
Geometria Analitica).

Empleando un desarrollo en componentes de la métrica, la expresion anterior es equivalente a:
0= EvG = V’“@kgij + gkjé?iv’“ + gijajv’“ =

Considerando un punto p y una carta local (U, ¢), y una direccién o definida en el punto p.
Vemos que para saber que o sea de Killing, es equivalente la anterior definicién a que se cumpla
la siguiente relaciéon. Se conoce como la ecuacién de Killing:

Vkozg + Vgozk =0

Se constituye a los vectores de Killing como de una herrramienta que nos permitird conocer si
las componentes de la métrica se veran alteradas dado un movimiento definido en una direccién,
bajo la existencia de una curvatura. Es decir, es una herramienta que nos permite definir que
parte de la métrica (o direcciones) permanecen invaribles bajo la existencia de una curvatura.

En particular, en la métrica comtn de 32, se nos define un tensor métrico con componentes
gij = 6;5. Como son constantes, no dependen de un sistema de coordenadas z,y, z definido
previamente. En consecuencia, las derivadas d,, 9y, 0, son campos de vectores de Killing; ahora
empleando coordenadas esféricas, el tensor métrico es directo que adquiere la forma de:

g 0 9 0
G< or? 8r) =1, goo = G(@? %) = 72; 9o = G(%’ %) = r286n2(9)
La métrica en este caso, muestra una dependencia en r,0; por lo que podemos deducir que 9,
es de Killing.

Nota 41 Recordemos un resultado general de dlgebra: el teorema de Frobenius. Dados dos
vectores U, 4 definidos en una subvariedad S, aplicando el commutador [i,V] obtenemos un
nuevo campo de vectores definido en la subvariedad. El Teorema de Frobenius, en particular
nos expone que: dados m campos vectoriales v(a) en M tales que [v(a),v(b)] es combinacion
lineal de los campos = las curvas integrales de los campos generan una familia de subvariedades
- denominada foliacion. Una aplicacion a este teorema es considerar el caso m = 1. En este
supuesto solo tenemos U = [U,4] = 0. Por lo tanto, aplicando las hipdtesis del teorema de
Frobenius, las subvariedades que se derivan son las diferentes curvas integrales que gemera el
vector. De nuevo, en el caso particular de %3, los vectores obtenidos serdn:

~ .0 o) l_'_ o) 0 l_'

lo =yz;, — 25, ly =257 — %55, yaz+$8y a¢>
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Los commutadores de estos elementos son combinacion lineal de los campos.

Partiendo de los resultados de Killing obtenidos, y mediante el resultado que nos da el Teorema
de Frobenius para R3, la partial O0p = l;. Por la propia simetria del espacio, si l: es de Killing,
también lo son: I, y l; respectivamente. Luego hay 6 campos de vectores de Killing en la
métrica euclidiana de R3:

- -

(traslaciones){0y, 0y, 0.} (rotaciones) {l, Ly, 1.}



ANEXO: Glosario de conceptos
cosmologicos

Los siguientes conceptos, son ideas muy breves y poco consisas, asi{ como de enunciados, resul-
tados y etapas historicas, en lo referente a la Cosmologia. Se ha querido anadir un anexo de
este tipo debido a la tematica de este TFG, y es que la mayor parte de los resultados expuestos
hacen mencién a objetos de esta naturaleza. Asi mismo, el tratamiento de éste se ha expuesto
de forma muy didéctica, a efectos de que un lector sin formacién en Fisica, pueda complementar
los resultados de éste TFG por medio de estas nociones bésicas.

Radicacion de CMB, o de fondo de microondas: Radiacion electromagnética descu-
bierta en 1965 y que llena el Universo por completo. Posee la caracteristica de radiacién
de cuerpo negro a una temperatura de 2,725K, y su frecuencia pertecene al rango de
microondas. Es una de las pruebas principales del modelo cosmoldgico del Big-Bang.

Superficie de ultima dispersion de luz: Limite impuesto por el Big-Bang que consiste
en una region del espacio-tiempo opaca y que no podemos observar. Es el limite de nuestras
observaciones, el cual constituye un muro o una barrera a partir de la cual no podemos
observar nada.

Expansién acelerada de El Universo: Término que se acufia para referirse al hecho
de que en 1998 se descubre que el Universo estd en expansién acelerada. Un hecho que se
deriva de las observaciones realizadas mediantes supernovas tipo IA, deduciéndose en ulima
instancia que desde hace practicamente 5000 millones de anos El Universo se encuentra
en un ritmo de expansién acelerada.

Materia Oscura: Materia de origen no bariénico (materia ordinaria que podemos ob-
servar) que no interactiia con ninguna fuente de origen electromagnético, pero si con la
gravedad. Constituye cerca del 85% de la materia de nuestro universo.

Energia Oscura: Forma de energia que esta presente en todo el espacio, constituyendo
cerca del 70% de todo El Universo, produciendo una presiéon que tiende acelerarlo. Es
la causante de la aceleraciéon en términos de la expansién de nuestro universo. A dia
de hoy, constituye junto con la materia oscura de uno de los grandes interrogantes de la
Cosmologfa.

Cronologia de El Universo: La historia de nuestro universo a grandes razgos la pode-
mos recoger en las siguientes cuatro etapas. Una etapa de inflacién: instantes después
del Big-Bang, el Universo se expande muchos érdenes de magnitud como consecuencia
de la existencia de un campo escalar cuantico, en muy poco tiempo. El campo escalar
se descarga formando una serie de particulas, que provoca acto seguido, la finalizacion
de esta etapa inflacionaria en un tiempo ¢;,r, dando lugar a la expansién de Friedmann
habitual (A = 0). Una etapa hadrénica y una era leptdnica, en el cual se producen
una serie de anquilamientos entre diferentes particulas asi como de una serie de recombi-

68
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naciones en un tiempo teonf ¥ tanin- Una etapa de radiacidon y era de la materia,
en el que un universo dominado inicialmente por la radiacién y las particulas materiales
relativistas, se van enfriando hasta que la energia en reposo de las particulas materiales
acaba dominando la dindmica de El Universo; y por tltimo encontramos una era oscura,
formacién galactica y de reionizacion. Esto nos da una idea de la historia de El
Universo, en sus diferentes etapas.

e Fluctuacion cuantica de vacio: Debido al Principio de Incertidumbre de Heisenberg,
se originan una serie de fluctuaciones cudnticas del vacio, originando que el vacio no sea
vacio. Es decir, acontece la creacién constante de particulas (que pueden ser 2 fotones o
una pareja de particula-antiparticula), una con energia E y otra con energia —F. Acto
seguido se aniquilan, produciendo una perturbacién local o una fluctuacién en el espacio-
tiempo. A este fenémeno se le conoce en Fisica como fluctuacién cudntica de vacio.

e Radiacion de Hawking. La Radiacién de Hawking es el término acunado por el
Doctor Hawking y que nos refire a la interaccion de un agujero negro constituido por
un colapso gravitacional, mediante un campo escalar cudntico que tiene presencia en el
horizonte de sucesos de un agujero negro. KEsta interaccién tiene por consecuencia la
emisiéon de una radiacién que satisface la relacién: 7'~ M~!. Debido a la existencia de
fluctuaciones cudnticas de vacio, y la posterior creacion de pares particula-antiparticula
del tipo ”virtual”. Debido a la intensidad gravitatoria del agujero negro estas particulas
pasan a ser reales. La desintegracion entre ellas se da en un instante de tiempo muy
breve, sin embargo, en el limite del horizonte de particulas del agujero negro, existe
una probabilidad no nula de que un miembro del par se origine desde el interior, y el
otro desde el exterior, por lo que una de las componentes del par pueda escapar del
tiron gravitacional, produciendo una serie de radiaciéon emitida desde el agujero negro. Si
acontece este fendmeno, el agujero negro deberd ceder parte de su masa para contrarrestar
la formacién libre de este tipo de radiacién; es decir, el agujero negro se evaporaré.

e Diagramas Espacio-Tiempo: La idea es poder representar trayectorias de los fotones
que se mueven por el tejido espacio-tiempo evitando las singularidades mateméticas y
fisica s en la descripcién de la métrica de Schwarschild. Para poder representar diagramas
en espacio-temporales emplearemos las siguientes coordenadas.

La coordenada radial: se emplea la descripcién de Regge-Wheeler r*, mediante la relacion:

o = (1— 2)(dr*)? = r* = r — 2Min(55; — 1)

La métrica nos queda como: ds? = —(1 — %)(alt2 — (dr*)?) + r2dQ?. Este cambio nos
permite describir la trayectoria de los fotones mediante las geodésicas definidas como:
t = £r* + C(constante)

Coordenada de tiempo retardado u y de tiempo adelantado v: las definimos por medio del
campo u =t —r*, v =t 4+ r*. Cumplen la relacion:

dudv = dt? = (dr*)? = ds* = —(1 = 2)dudv + r2dQ2?

Una vez introducidas estas coordenadas procedemos mediante el siguiente desarrollo:

r=r(u,v ., .
(u,v) Vemos que esta relaciéon nos permite hacer:
r=(v—u)/2
2M
r v—u r_ _1\—-1 T v—=ul] _ 1 _ _r NN At
ot~ = (g5 —1) 7 = explsy; — 5l = —— = ~%r. Ladescripcién de la métrica

20 -
viene ahora definida como: ds? = #e‘r/ 2M o (v=u)/4M oy dyy 4 r2dQ2. Sequimos teniendo

una singularidad para r = 2M. Efectuamos ahora el cambio: V = e"/4M 7 = —ew/4M
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La nueva métrica se correspondra con: ds® = —MdU dV +r2dQ?. Evitamos ahora
si la singularidad con r = 2M. La descripciéon que comporta el cambio efectuado con
U y V las coordenadas retrasada y avanzada respectivamente, nos permite definir unas
coordenadas espaciales y temporales por medio de ellas:

_ U4V _ VU
T=X="

Imponiendo ahora los nuevos cambios coordenados, la métrica vendra descrita por la
forma: ds? = M(CZT2 + dX?) + r?dQ%. Los conos de luz vendran descritos por
medio de la ecuacién: T = £X + C(constante). Aunque no sea intuitivo, el cambio de

coordenadas que hemos expuesto es directo en relacién a las coordenadas: r,t <> X, T"

{(2;\4 _ 1)67»/2M _ X2 _ 72
gz = In(EEX) = 2tanh~1(%)

Esta descripcion es proporcional de establecer un cambio de polares a cartesianas, en una
geometria del tipo hiperbdlica.

e Solucién de Kerr: En los anos posteriores a la solucién de Schwarzschild, Kerr presenta
una solucién exacta para una masa que se encuentra en rotacion pero sin carga. Introduce
dos pardmetros: "m” y ”a”, interpretados como masa y momento angular por unidad de
masa - especifico de un agujero negro. Dada la presencia de la rotacion para la obtencion
de esta métrica es necesario imponer estacionalidad y simetria axial, en contraposicién
con la simetria esférica y estatica que describe la métrica de Schwarzschild. Se trata igual
que ésta ultima de una solucién para el vacio. Para poder trabajar con estos analisis
introducimos unas coordenadas denominadas de Boyer-Lindquist (el equivalente de Kerr
a las coordenadas de Schwarzschild). La métrica de Kerr en las coordenadas de

Boyer-Lindquist se expresa como:

d32 — A—a2;§n2(6) dtQ + %2, 2MT‘spe2n2(0) dtdgb . %d?"z _ p2d02 . (r2+a2)2_pa;As€n2(9) Senz(ﬁ)dng
donde A := 1% —2Mr + a2,y p:= (r? + a’cos*)/?

Figure 5.1: Representacién de un agujero negro por la métrica de Kerr

Nota 42 En el limite de a — 0 retomamos las ecuaciones de Schwarzschild.

A la hora de estudiar las singularidades de la métrica de Kerr, tenemos que hacer servir

el invariante de Kretschmann: pr/\R’wp’\ = 48(%12220‘1220(05?&9)[(7”2 + a*cos*(0))? —

16r2a2cos?()]. Est diverge ,inicamente para el caso de r = 0y 6 = 5 cuestion que
representa la existencia de una singularidad fisica.

e Condiciones de energia para el tensor de energia-impulso: En nuestro Universo
actual el tensor energia-momento se edifica sobre las contribuciones de incontables y difer-
entes campos de masa. Es impsoible, ain conociendo las contribuciones particulares asi
como las leyes del movimiento que describen todas y cada una de estas contribuciones, la
propia dindmica o descripcion del tensor. Sin embargo, existen un conjunto de acotaciones
que tienen sentido fisico asumir en la dindmcia del tensor.
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— La condicion de energia débil - The weak energy condition: El tensor de
energia-momento para cada p € M obedece la inecuacién: T,,WeW? > 0 para todo
vector temporal W € T),. Esta inecuacién nos asume la existencia de un tensor de
energia-momento diagonal respecto a la base ortonormal { Ey, Fs, E3, E4 —temporal }
de la forma:

(Tensor Tipo I)

m 0 0 0
0 po 0 O

ab __

™= 0 0 p3 O
0 0 0 u

Este es un caso general en el cual el tensor energia-momento admite un autovec-
tor(vep) temporal Ey, el cudl es tnico a no ser que se cumpla la relacién: p = —p,
tal que a € {1,2,3}. El autovalor (vap) p representa la densidad de energia medida
por un observador situado en p tal que sus unidades son tangentes al vector FEy,
mientras que los vaps p, donde « € {1,2,3} representan las principales medidas de
presion en las tres direcciones espaciales E,. Esta es la forma del tensor para todos
los campos de observadores con masa no nula y también para todos los campos de
masa excepto para el tensor tipo II (especial).

(Tensor Tipo II)

p1 O 0 0
0 po 0 0
ab __
= 0 0 v—k v
0 O v v+ k

con la condicién que v € {—1,+1}. Este es un caso especial en el que el tensor
energfa-momento tiene un doble vep no nulo (E3 + Ej4). El tnico observador de esta
forma estd descrito para campos de masa nula, cuando se representa radiacion la
cual viaja en la direccién (E3 + E4). En este caso p1, p2, k son cero.

(Tensor Tipo III)

p 0 0 O
0 —v 1 1

ab __
= 0O 1 —-v 0
0 1 0 v

(con las mismas condiciones anteriores) Es otro caso especial en el cual el tensor
energfa-momento tiene un triple vep no nulo (E3 + Ey). No existe ningtiin campo de
observadores los cuales tengan un tensor energia-momento de esta forma.

(Tensor Tipo IV)

p1 O 0 O
0O po 0 O
ab __
™= 0 0 -k v
0O O v 0

(bajo la condicién de que k? < 4v2) Este es el caso general en el cual el tensor no
tiene un vector propio nulo o temporal. No hay campos de observacion los cuales nos
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describan un tensor energia-momento de esta forma.

— Condicion de energia dominante - The dominant energy condition: Para
cada vector temporal W,, T®W,W, > 0, bajo la condicién de que T®W, no sea
un vector temporal. Es decir, para cada observador la distribucién de densidad de
energia es no negativa, asi como que el vector de energia no tiene una dependencia
temporal. Dicho de otra forma: T% > |T%| Va, b

Este tipo de hipdtesis fisicas nos permiten definir los méargenes mediante los cuales, pode-
mos desarrollar una definicién consistente del tensor energia-momento, permitiéndonos
deducir aplicando en tultima instancia el Principio Cosmoldgico, la diagonalizacién del
tensor.

Biblioteca de Imagenes
PHYSICAL REVIEW LETTERS 18 JANUARY 1965

The existence of a singularity can never be
inferred, however, without an assumption such
as completeness for the manifold under con-
sideration. It will be necessary, here, to sup-
pose that the manifold M,*, which is the future
time development of an initial Cauchy hyper-
surface C® (past boundary of the M.* region),
is in fact null complete into the future. The
various assumptions are, more precisely, as
follows: (i) M,* is a nonsingular (+---) Rie-
mannian manifold for which the null half-cones
form two separate systems (“past” and “future”).
(ii) Every null geodesic in M * can be extended
/ ‘ into the future to arbitrarily large affine param-
/ | Lo eter values (null completeness). (iii) Every
/ —matter — \\ timelike or null geodesic in M,* can be extended

P into the past until it meets C, (Cauchy hyper-
surface condition). (iv) At every point of M,*,
all timelike vectors ¢+ satisfy (-R ,, +iRg,,,
-rg ,)tHtY = 0 (non-negativeness of local ener-
gy). (v) There exists a trapped surface 72 in
M*. It will be shown here, in outline, that
(i), +++, (v) are together inconsistent.

rom ro  rom

Figure 5.2: Parte del trabajo original publicado por Penrose para el Teorema de Existencia de
Sigularidad
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Figure 5.3: Representacion de una singularidad por el Teorema de Singularidades de Penrose
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Figure 5.4: Representacién de la solucién de Schwarzschild

CONO D uz FUTURS,

CONO pE Luz PASAPO

Figure 5.5: Representacion grafica del cono de luz sobre el futuro y pasado causal
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Figure 5.6: Representacién grafica del Horizonte de Cauchy para un suceso determinado
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Figure 5.7: Alejandro Ledén Pérez, de izquierda a derecha el segundo, recibiendo del Doctor
S.Hawking el premio del festival Starmus II, tras haberle hecho la pregunta sobre singularidades
espacio-temporales en el afio 2014. https://www.youtube.com/watch?v=40QBJI_ATkw (minuto
4)


https://www.youtube.com/watch?v=4oQBJI_ATkw
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