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Abstract

The main goal of this project is to study simple games and, more specifically, the subclass
of weighted majority games, seeing how these games can be represented mathematically
and are especially useful when we evaluate and represent voting processes where voters
can form coalitions to get a desired result. To do so, it will be necessary to review the
most important concepts and demostrations related to cooperative games.

In addition, we will study the power of the players who form a certain simple game,
which is based on the influence they have to make their will prevail in a voting and we
will study the two most important power indices when evaluating this influence within a
voting system, the Shapley-Shubik index and the Banzhaf index.

Finally, we will analyze the results of the elections to the Parliament of Catalonia in
2015 and introduce the games with incompatibilities and a priori unions to calculate the
real power of the parliamentary groups that participated and explain the why for the
different circumstances that occurred until the investiture.

Resum

L’objectiu d’aquest treball és estudiar els jocs simples i, més concretament, la subclas-
se dels jocs de majoria ponderada, veient com aquests jocs es poden representar ma-
tematicament i son especialment ttils a ’hora d’avaluar i representar processos de votaci
on els votants poden formar coalicions per a obtenir un resultat desitjat. Per a fer-ho,
sera necessari repassar els conceptes clau i les demostracions més importants referents als
jocs cooperatius.

A més, estudiarem el poder dels jugadors que formen un determinat joc simple, que
es basa en la influencia que aquests tenen per a fer prevaldre la seva voluntat en una
votacid i estudiarem els dos indexs de poder més importants a ’hora d’avaluar aquesta
influéncia dins d’un sistema de votacié, I'index de Shapley-Shubik i I'index de Banzhaf.

Per acabar, analitzarem els resultats de les eleccions al Parlament de Catalunya l’any
2015 i introduirem els jocs amb incompatibilitats i amb unions a priori per calcular el po-
der real dels grups parlamentaris que hi van participar i explicar el perque de les diferents
circumstancies que van océrrer fins a la investidura.
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Vull agrair a la meva familia i als meus amics la comprensié, I'afecte i I’escalf que sem-
pre m’han transmes, no només en els mesos en que he confeccionat aquest treball, siné
també en tots i cada un dels moments dificils que m’han brindat aquests cinc anys a la
facultat. Gracies per fer-me trobar les forces necessaries per a seguir endavant i no defallir.
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Dedicatoria

Al meu avi,

El desconcert dels primers dies ha deixat pas a una terrible enyoranca, mai havia imaginat
un despertar sense que hi fossis, un dia sense sentir la teva veu o haver d’acostumar-me
a pensar-te en passat. Pero sobretot, mai havia imaginat que el meu major temor fos
oblidar-te.

No m’ha costat veure que aix0 és impossible, quan miro als ulls al papa o a la Julia
és com si et veiés a tu, de fet, estic comencant a entendre que aquest és el teu major
llegat, haver-nos impregnat de la teva essencia i de la teva manera de ser. I per fi, veig

que no te’n vas anar, sind que segueixes tan present com sempre.

T’estimo avi.
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Capitol 1

Introduccio

Tot i que es té constancia de treballs previs, el naixement de la branca de les matematiques
que estudia els conflictes d’interessos, denominada Teoria de Jocs, s’estableix ’any 1944
amb la publicacié del llibre “Game Theory and Economic Behavior” de John von Neu-
mann i Oskar Morgenstern.

Els seus models s’han aplicat especialment a ’economia i a la politica, tot i que, gracies a
la gran capacitat d’aquests models a I’hora d’ajustar-se a I’estudi de la conducta humana
també s’han utilitzat en altres camps com la filosofia i la psicologia.

Per a que la Teoria de Jocs pugui modelar correctament la conducta humana a fi de
resoldre certs problemes relacionats amb el conflicte d’interessos i la presa de decisions
pero, aquests han de complir un seguit de condicions. En general, s’entén que existeix un
numero concret de jugadors, que es coneixen tots els possibles resultats del joc, que els
jugadors tenen una preferéncia que es pot expressar en forma d’utilitat i que 'objectiu
de cada jugador és maximitzar aquesta utilitat.

Amb l'objectiu d’aconseguir aquesta maxima utilitat, els jugadors prendran decisions
conformant estrategies. La classificacié més important entre els tipus de jocs s’ocupa de
distingir entre si aquestes decisions sén preses de forma individual o involucrant a altres
jugadors, donant lloc als jocs no cooperatius (si les decisions sén individuals) i als jocs
cooperatius (si les decisions sén consensuades).

La Teoria de Jocs no cooperatius estudia el comportament dels jugadors que integren
un joc determinat on les seves decisions sén preses individualment, sense possibilitat de
comunicacié amb els altres jugadors. Es a dir, leleccié d’'una estrategia optima depen
exclusivament de les prediccions que faci cada jugador sobre les possibles eleccions dels
seus oponents.

Els jocs cooperatius, en canvi, formalitzen situacions en que els jugadors poden comunicar-
se 1 negociar amb el fi de comprometre’s per arribar a acords vinculants entre ells que els
permetin assolir un resultat optim millor del que podrien obtenir pel seu compte. Per
tant, la Teoria de Jocs cooperatius no estudia només les possibles eleccions dels jugadors
(com en els jocs no cooperatius) siné que també estudia aspectes de la comunicacié entre
jugadors i la formacié de coalicions (conjunt no buit de jugadors que han arribat a acords
vinculants).



La Teoria de Jocs cooperatius s’ocupa de predir el resultat final de les interaccions entre
els diferents jugadors a través de mecanismes que marquen de forma automatica un resul-
tat. Aquests mecanismes s’anomenen regles d’assignacié, tot i que també sén conegudes
com a solucions.

Pel repartiment dels beneficis obtinguts gracies a la col-laboracié dels diferents jugadors
es tenen en compte el conjunt de resultats que cada coalicié pot obtenir independentment
del que facin els jugadors que no participen de la coalicié. D’aquesta manera els acords
entre els diferents membres de la coalicid estableixen el repartiment dels guanys obtinguts
i la conducta a seguir de cada membre.

En lactualitat distingim dos tipus de jocs cooperatius: els jocs d’utilitat transferible
i els jocs d’utilitat no transferible, dins d’aquesta tltima familia hi trobem un cas particu-
lar forca important, els jocs de negociacié. Tant en els jocs d’utilitat transferible com en
els d’utilitat no transferible s’analitza cada possible resultat segons les diferents coalicions
que poden formar els jugadors. En els jocs de negociacié, en canvi, només es consideren
els possibles resultats dels jugadors si tots cooperen o si cap d’ells ho fa.

La diferenciacié de les dues subclasses de jocs d’utilitat recau en la necessitat de mo-
delitzar diferents situacions en funcié de la complexitat a 1'hora de distribuir els seus
pagaments. Si un bé pot dividir-se tantes vegades com sigui necessari per a que la redis-
tribucié dels pagaments entre els jugadors de la coalicié sigui total, estarem parlant d’un
joc cooperatiu amb utilitat transferible (TU). Els exemples més clars per a aquest tipus
de jocs sén els que involucren els diners com a forma de pagament. Hi ha situacions,
en canvi, en que la utilitat dels pagaments no és divisible o és subjectiva i depen de la
preferéncia dels jugadors, en aquests casos parlarem de jocs cooperatius amb utilitat no
transferible (NTU).

D’ara endavant per a referir-nos al conjunt de jugadors escriurem N := {1,...,n} i per
referir-nos a les coalicions usarem S on |S| representara el nombre d’integrants de la
coalici6 S.



Capitol 2

Tipus de jocs cooperatius

2.1 Jocs NTU

Abans de descriure els jocs NTU definim un parell de conceptes previs necessaris a 1’hora
de caracteritzar aquest tipus de jocs.

Definicié 2.1. Sigui RS el conjunt de resultats que els jugadors d’una coalicié S poden
obtenir per si mateizos. Considerem tal coalicié S C N i un conjunt A C RS, el conjunt
A és comprensiu si per a cada parell z,y € RS tal quex € A iy < x llavorsy € A. A més,
sigui B C RS el conjunt comprensiu més petit que conté A, B és el conjunt completament
comprensiu d’A.

Observacié: Siguin z,y € R¥ dos vectors de dimensi6 |S|, per a la definicié anterior
hem considerat que x > y si i només si per cada ¢ € S, x; > y;

Definicié 2.2. Un joc cooperatiu amb utilitat no transferible (joc NTU) és un parell (N, v)
on N és el conjunt de jugadors i v es una funcié que assigna a cada coalicio S C N un
conjunt v(S) C RS, on v(S) representa la utilitat que es poden assequrar els jugadors de
la coalicio si cooperen, independentment de les estratégies de la resta de jugadors. A més
per cada S C N no buida es compleix:

1. v(S) és un subconjunt no buit i tancat de RY.

2. v(S) és comprensiu i Vi € N,v({i}) # R. Es a dir, existeiz una v; € R tal que
v({i}) = (=00, vil.

3. El conjunt v(S) N {y € RY tals que Vi € S, y; > vi} és acotat.

4. Per convencid v(() := 0.

Observacié: Es poden usar condicions lleugerament diferents i que solen ser equiva-
lents a I’hora de caracteritzar v(S). Que v(S) sigui un subconjunt no buit i tancat sén
dos requisits técnics, i que sigui comprensiu una suposicié molt convenient. A més, també
se sol assumir que és un conjunt convex.

Definicié 2.3. Sigui (N,v) un joc NTU. Els vectors de RY s’anomenen assignacions.
Una assignacio x € RN és factible sempre que una particié {S, ..., Sk} de N satisfaci que
per cada | € {1,....,k}, hi ha una y € v(S;) tal que per cada i € Sy, y; = ;.



Els jocs d’utilitat no transferible constitueixen la classe més general dins dels jocs co-
operatius. Aquest tipus de jocs modelitzen situacions en les que una coalicié pot obtenir
una de les seves assignacions factibles sense ’aprovacié dels jugadors que no formen part
de la coalicié. Com el seu nom indica, en aquests jocs existeixen restriccions que condi-
cionen els pagaments dificultant que la utilitat pugui ser transferida entre els jugadors
participants, aquestes restriccions venen donades be perque les utilitats dels jugadors no
sén comparables o be pel fet de que el pagament no és divisible. Per aquesta rad, el
pagament per a cada coalicié ve donat per un conjunt de vectors d’utilitats factibles i no
per un Unic nimero real.

Els diferents autors que han estudiat aquest tipus de jocs s’han centrat més en ’estudi de
casos especials que en ’estudi del marc general. L’objectiu principal de ’analisi teoric és
trobar regles per escollir assignacions factibles, aquestes regles s’anomenen solucions. Les
solucions tenen com a objectiu seleccionar assignacions amb propietats desitjables per als
jugadors segons criteris com 'equitat, la justicia i ’estabilitat.

Exemple joc NTU: (El joc del banquer (Owen 1972)). Considerem el segiient joc
on els pagaments sén en dolars:

v({i}) ={z; 12, <0}, i € {1,2,3}
v({1,2}) = {(x1,x2) : z1 +4x2 <1000 i z; < 1000}
v({1,3}) = {(x1,23) : 1 <01ix3 <0}
v({2,3}) = {(x2,23) 1 22 < 01ia3 <0}
v({N}) = {(z1,22,23) : &1 + x2 + 23 < 1000}

Pel seu compte, cap dels tres jugadors pot obtenir un pagament positiu. El jugador
1, amb l'ajuda del jugador 2, pot obtenir 1000 dollars. Per compensar-li el seu ajut,
el jugador 1 pot enviar-li una recompensa al jugador 2 pero els diners es perdran amb
una probabilitat del 75%. El jugador 3 actua com un banquer, el jugador 1 pot fer una
transaccié segura per al jugador 2 usant-lo com a intermediari.

En aquest exemple, tot i que el pagament (1000,0) € v({1,2}) els jugadors 1 i 2 no
poden acordar repartir-se els beneficis, per exemple (500, 500), sense ’ajuda del jugador
3. Es per aix0 que es considera un joc NTU.

2.1.1 Jocs de negociacié

En un joc de negociacié existeix un conjunt de possibles assignacions, el conjunt factible,
i una d’elles ha de ser escollida pel conjunt de jugadors. Tots els jugadors participants
del joc han d’estar d’acord amb I’assignacio escollida, si no s’arriba a ’acord unanime per
alguna de les assignacions, ’assignacié que determinara la utilitat que rebra cada jugador
sera la corresponent al punt de desacord.

En els jocs de negociacio, 'estudi del paper de les possibles coalicions formades entre
jugadors perd tota la importancia a causa de la capacitat que té cadascun dels jugadors
de vetar qualsevol assignaci6 diferent al punt de desacord. Aquest punt marca una gran
diferéncia tant amb els jocs NTU com amb els jocs TU (els veurem a continuacié) on l'es-
tudi de tots els escenaris corresponents a les diferents coalicions entre jugadors és basic a



I’hora d’estudiar les solucions.

Cada individu participant del joc té un ordre de preferéncies sobre les opcions de ne-
gociacio. Es clar que, quan tots els jugadors prefereixen la mateixa opcié arriben a un
acord i reben els beneficis corresponents a l’assignacié que han acordat. EIl problema
apareix quan un dels jugadors o uns quants no estan d’acord amb ’opcié de negociacid
elegida pels altres i s’ha d’analitzar quina és la millor pel conjunt de jugadors, en aquest
estadi sera necessaria una negociacié entre els jugadors per determinar la opcié escollida
o fins i tot triar un arbitre imparcial que decideixi el resultat.

Les solucions per a aquest tipus de jocs sén qualsevol assignacié que indiqui una de
les opcions d’entre totes les opcions de negociacio possibles. Per a I’estudi de les solucions
dels jocs de negociacié és necessari intentar predir el comportament i les decisions que
prendrien tots els jugadors, o en el cas que es necessiti un arbitre, intentar predir la decisié
d’aquest.

Un cop explicades les caracteristiques més importants d’aquest tipus de joc cooperatiu
NTU procedim a donar la seva definicié formal.

Definicié 2.4. Un joc de negociacié d'n jugadors amb el conjunt de jugadors N és un
parell (F,d) on F representa el conjunt factible i d el punt de desacord. F és un conjunt
completament comprensiu d’un subconjunt compacte i convexr de RN i d és una assignacid
del conjunt F', a més s’assumeix que existeix x € F tal que x > d.

El conjunt factible F' representa la utilitat que els jugadors poden obtenir dels beneficis
associats als acords disponibles, mentre que el punt de desacord d assigna la utilitat quan
no s’arriba a un acord.

Observacié: Un joc de negociacié (F, d) és una subclasse de joc NTU (N, v), on v(N) :=
F i per cada coalicié no buida S # N llavors v(S) := {y € RS tal que Vi € S,y; < di}.

2.2 Jocs TU

Com en els jocs NTU que hem vist anteriorment, els jocs TU modelitzen situacions en les
que es possibilita la formacié de coalicions capacitades per assegurar assignacions factibles
sense el consentiment unanime de la resta dels jugadors aliens a la coalicié.

La diferencia amb els jocs NTU recau en el fet que en aquest tipus de joc, la distribucio
dels pagaments obtinguts entre els membres de la coalicié, a mode compensatori pels
possibles sacrificis o rentincies que algun jugador pugui haver fet respecte els seus guanys
individuals en favor d’un major benefici per la coalicié, si que sén possibles. Aquestes
compensacions s’anomenen pagaments laterals.

Una solucié d’un joc TU és tota regla d’assignacié que garanteix un repartiment total
dels pagaments del joc, tot i que, com veurem més endavant, se solen considerar només
aquelles assignacions que a més de repartir tots els pagaments sén beneficioses per tots
els jugadors.

Veiem ara la definicié formal d’aquest tipus de joc cooperatiu.



Definicié 2.5. Un joc TU és un parell (N,v) on N és el conjunt de jugadors iv: 2V — R
una funcio, anomenada funcio caracteristica del joc, que assigna a cada coalicic S C N
un valor v(S) € R i satisfa v(0) := 0. On v(S) és el valor de la coalicid, és a dir, el
benefici que pot generar la coalicié o la mazrima utilitat que els jugadors de la coalicio S
poden assegqurar-se independentment de les estratégies dels jugadors que no pertanyen a

S.

Observacié: Un joc TU (N,v) es pot definir com un joc NTU (N,V) si definim
la funcié caracteristica del joc NTU, per cada coalicié no buida S C N com V(S) :=

{y € R*: Fics(vi) < w(9)}-

Exemple joc TU: (El joc dels guants). Tres jugadors estan disposats a repartir-se
els beneficis de vendre un parell de guants. El jugador 1 té un guant per a la ma esquerra
i els jugadors 2 i 3 en tenen un per a la ma dreta cadasci. Tenint en compte que un
parell de guants (dreta-esquerra) poden vendre’s per un euro, aquesta situacié es pot
representar amb el joc TU (N,v), on N = {1,2,3}, v(1) = v(2) = v(3) = v(23) =0 i
v(12) =v(13) =v(N) =1

Exemple joc TU: (El professor visitant). Amb aquest exemple podem veure que a
més de modelar situacions que involucren beneficis pels jugadors, els jocs TU també
serveixen per analitzar situacions que provoquen costos en els jugadors. Tres grups de re-
cerca, de les universitats de Mila, Genova i Barcelona volen convidar un professor japones
a les seves universitats perque imparteixi un curs de Teoria de Jocs. Per minimitzar els
costos, les tres universitats intenten coordinar els cursos i estimen el cost (en euros) de
la visita del professor per cada possible coalici6: ¢(1) = 1500, ¢(2) = 1600, ¢(3) = 1900,
c(12) = 1600, ¢(13) = 2900, ¢(23) = 3000, ¢(IN) = 3000 (per cada coalici6 S, ¢(S) indica
el cost minim del viatge que el professor haura de fer per visitar les universitats de 5).
Sigui N = {1,2,3}. El joc (N,c) és un joc TU, pero a diferencia de I'exemple anterior,
aquest és un joc de costos. El joc d’estalvi associat a aquesta situacié, que mostra els
beneficis obtinguts per cada coalicid, és el parell (/NV,v), on per cada S C N,

v(S) = (i) — c(S)

€S
Aixi, v(1) = v(2) = v(3) = 0,v(12) = 1500, v(13) = 500, v(23) = 500 i v(N) = 2000

D’ara endavant, per a referir-nos als jocs de la classe TU amb un conjunt de jugadors NN,
utilitzarem la notacié GN. A vegades, fins i tot, per a simplificar encara més la notacid,
ometrem el conjunt de jugadors i anomenarem un joc simplement per la seva funcié ca-
racteristica.

Observacié: Donats dos jocs TU v,w € GV i a € R, per a cada coalicié S C N
definim (v +w) € GY com (v+w)(S) = v(S) +w(9) i (aw) € GY com (av)(S) = av(S).
D’aquesta manera veiem que el conjunt GV té estructura d’espai vectorial de dimensié
2™ — 1 amb les operacions d’additivitat i producte per un escalar.

L’objectiu de les segiients definicions és presentar diferents tipus de jocs TU interessants
que tenen especial importancia. A més, el cas practic que ens ocupa al final del treball
compleix totes les caracteristiques que ens proporcionen les definicions.



Definicié 2.6. Un joc TU v € GV és superadditiu si per cada parell de coalicions S, T C
N, amb SNT =0, llavors: v(SUT) > v(S) +v(T).

Un joc TU és superadditiu quan els jugadors tenen incentius reals per a cooperar en
tots els casos, és a dir, es compleix que la unié de cada parell de coalicions disjuntes sempre
produeix una utilitat igual o major de beneficis totals. Per aquesta rad, en aquest tipus
de jocs es tendeix a formar una tnica coalicié formada per tots els jugadors anomenada
gran coalicié i representada com N.

Definicié 2.7. Un joc TU v € GV és monoton si per cada parell de coalicions S,T C N
amb S C T llavors v(S) < v(T).

Per tant, al créixer el nombre de jugadors que formen una coalicié assumim que el
benefici obtingut per la coalicié no disminuira. Es a dir, no existeixen jugadors que restin
beneficis quan s’afegeixen a una coalicié.

Definicié 2.8. Un joc TU v € GV és 0-normalitzat si, per cada jugador i € N, v(i) = 0.
Si a més, la gran coalicio del joc compleix la condicio v(N) =1 el joc s’anomena (0,1)-
normalitzat.

Definicié 2.9. Sigui v € GV un joc TU, anomenem zero-normalitzacid de v a un joc w
tal que per a cada S C N, w és de la forma:

1EN

Definicié 2.10. Sigui v € GN un joc TU, v és un joc zero-monoton si la seva zero-
normalitzacio es un joc monoton.

La Teoria de Jocs cooperatius TU s’ocupa de definir conjunts d’assignacions que sén
bones pels jugadors. FExisteixen dos enfocaments diferenciats a ’hora de definir les so-
lucions dels jocs TU, aquestes solucions sén regles d’assignacié que han d’interessar als
jugadors. En primer lloc tenim ’enfocament basat en 'estabilitat, on les solucions han
de triar conjunts d’assignacio estables. El segon enfocament es basa en la justicia, on les
solucions representen un compromis just per als jugadors.



Capitol 3

Concepte de solucié per a jocs
cooperatius TU

En la Teoria de Jocs cooperatius existeixen dos tipus de solucions: les solucions de tipus
puntual, que representen una sola d’entre totes les possibles assignacions i que veurem més
detalladament quan parlem del valor de Shapley i dels indexs de poder i les solucions de
tipus conjunt, que limiten un conjunt de possibles assignacions exigint certes propietats.
L’objectiu d’aquest capitol és presentar aquests dos tipus de solucions.

3.1 Nucli o Core

En aquesta seccié presentarem el concepte més important relacionat amb 'estabilitat de
les assignacions dels jocs TU, el nucli o “core”. Per a fer-ho, en primer lloc hem d’incloure
les segiients propietats relacionades amb les assignacions mencionades.

Considerem el joc TU v € GV i sigui € RY una assignacié del joc v.

Definicié 3.1. L’assignacio x és eficient si es compleix

Z:L“i =v(N)

1EN

Observacié: Aquesta propietat d’eficiencia es complira per als jocs superadditius
sempre que els beneficis totals de les coalicions es comparteixin entre els jugadors.

El principi d’eficiencia imposa que, en el cas que es formi la gran coalicié N, el bene-
fici sera repartit en la seva totalitat entre els membres de la coalicid.

Definicié 3.2. L’assignacio x és individualment racional si per cada jugador i € N,
x; > (i)

Es a dir, el principi d’individualitat racional forca que com a resultat d’una coalicié,
un jugador no rebi una utilitat menor a la que pot obtenir de manera individual.

El conjunt d’assignacions eficients i individualment racionals d’un joc TU s’anomena



conjunt d’imputacions. Formalment representem el conjunt d’imputacions com:

I(v) := {:c e RV : Z::I:Z =v(N)iVie N, z; Zv(i)}

iEN

El principi d’individualitat racional garanteix que cap dels jugadors participants del
joc tingui una motivacié real per a bloquejar qualsevol de les assignacions del conjunt
I(v). Ara, resulta necessaria una condicié que ens garanteixi aixd mateix perd no per a
tots els jugadors, sind per a totes les coalicions possibles.

Definicié 3.3. L’assignacid x és coalicionalment racional si cada coalicic S C N, com-

pleiz
Z x; > v(S)
€S
Aquesta propietat assegura que una determinada coalicié de jugadors no tingui incen-
tius per a bloquejar una determinada assignacié del conjunt d’imputacions I(v).

Definicié 3.4. Anomenem “core” o nucli del joc v € GV al conjunt d’assignacions
eficients i individualment i col-lectivament racionals, de manera formal denotem el nucli
c(v) com:

c(v) := {33 €l(v):VS C N,in > ’U(S)}
€S
El nucli, que és el conjunt delimitat per les condicions d’eficiencia i racionalitat indi-
vidual i col-lectiva és la representacié més important de les solucions de tipus conjunt per
als jocs TU.

Per a qualsevol assignacié del nucli no existeixen jugadors ni coalicions que percebin
una utilitat menor a la que podrien rebre per si mateixos, és per aixo que aquestes assig-
nacions son estables, és a dir, no existeixen incentius per a bloquejar-les.

Es pot donar el cas de que en jocs que representen situacions altament inestables, el
nucli del joc sigui buit (C(v) = 0). Com hem vist, el nucli dona possibles solucions per al
joc cooperatiu acceptables per a tots els jugadors o coalicions, i per tant, és molt impor-
tant caracteritzar els jocs cooperatius amb el nucli no buit.

El teorema de Bondareva-Shapley, provat de forma independentment per Bondareva ’any
1963 i per Shapley I’any 1967, resol aquesta qliestio i dona una condicié necessaria i sufi-
cient per a que el joc tingui un nucli no buit. Per a fer-ho, ambdds autors demostren que
la classe de jocs amb el nucli no buit coincideix els la classe de jocs equilibrats.

Definicié 3.5. Sigui F = {51, Sa, ..., S} C 2V \ {0} una familia de coalicions diferents i
no buides, F' és equilibrada si existeizen nimeros positius {ag : S € F} = ag,,as,,...,as,, €
R* anomenats coeficients d’equilibri, tals que per cada i € N,

Z ag =1

SeFiesS

Definicié 3.6. Un joc TU v € GV és un joc equilibrat si, per cada familia equilibrada F,
amb coeficients d’equilibri {as : S € F} es compleix:

> asu(S) < v(N)

SeF



En el cas de que aquesta condicid es compleixi per a cada coalicioc S C N el joc sera
totalment equilibrat.

Teorema 3.1. Siguiv € GYN un joc TU, el nucli de v sera no buit (C(v) # 0) si i només
st v €s un joc equilibrat.

Demostracié. La demostracio consisteix en veure que els elements del nucli d’'un joc
cooperatiu TU (si existeixen) coincideixen amb les solucions optimes d’un problema de
programacio lineal (si aquest problema en té).

En primer lloc comprovem que tot joc amb el nucli no buit és equilibrat. Per fer-ho,
considerem v € GV un joc TU tal que C(v) # 0, I'assignacié6 € C(v) i una familia
equilibrada de coalicions F' amb els corresponents coeficients d’equilibri {ag : S € F'}.
Llavors:

Z asv(S) < Z Zaga:i = Z(‘% Z ag) = sz =v(N)

SeF SeF ieS 1€EN SeFies iEN

Per tant, queda demostrat que tot joc amb el nucli no buit és equilibrat. Veiem ara la
segona implicacid, és a dir, que tot joc equilibrat té un nucli no buit.

Suposem que v € GV és equilibrat i considerem el problema de programacié lineal que
minimitza la funcié
S

1EN

Z x; > v(S)

1EN

amb la restriccio:

per cada coalicié S € 2V \ {0}.

El nucli del joc complirda C'(v) # () si i només si existeix una solucié optima & que com-
pleixi D ;v i = v(V).

Obtenim el dual del nostre problema que consisteix en maximitzar la funcié

Z agsv(S)

Se2N\{0}

Z as =1

Se2N\{0}

amb la restriccio:

per cada i € N amb ag > 0 per cada coalicié S € 2V \ {(}.
Tenint en compte que la regié on es troben les solucions factibles del dual és un com-
pacte no buit i la funcié objectiu és continua, podem afirmar que el dual tindra almenys

una solucié optima &.

Sigui & aquesta solucid, la familia F o= {S C N :dg >0} és una familia equilibrada
amb coeficients d’equilibri {025 :SekF }
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En virtut del teorema de la dualitat en programacié lineal, 'existencia d’almenys una
solucié optima del dual implica I'existencia d’almenys una solucié optima pel nostre pro-
blema, que hem anomenat Z i que compleix:

= Y dgv(S)

€N SeaN\ {0}

En vista d’aquesta propietat de z, del fet que és una solucié optima del problema de
programacié lineal que hem plantejat al principi de la demostracié i, ates que v és un joc
equilibrat, tenim:

v(N) <> = Y dgv(S) < v(N)

iEN Se2N\{0}

i en conseqiiencia v(N) = Y.y Zi, és a dir: & € C(v) i clarament C(v) # 0.

3.2 Valor de Shapley

Com hem vist en la seccié anterior, el nucli limita el conjunt de possibles solucions en
pagaments que compleixen certes condicions. A vegades pero, és necessaria una soluci
0 assignacio concreta que representi un unic repartiment dels pagaments de la funcié ca-
racteristica.

L’objectiu d’aquesta seccié és presentar el valor de Shapley, que representa la regla d’as-
signacié més important per als jocs TU. El valor de Shapley ens proporcionara un valor
que ens permetra revelar quin és el pagament esperat per a cada jugador i, que a més,
compleix una serie de propietats raonables.

Primer de tot definim el concepte de regla d’assignacié o solucié puntual.
Definicié 3.7. Una regla d’assignacio per a un joc TU d’n jugadors és una funcio de la
forma ¢: GN — RN,

A continuacié, presentem dues definicions que seran necessaries en la caracteritzacio
del valor de Shapley.

Definicié 3.8. Sigui v € GV i siguin i,j dos jugadors del joc v, aquest parell de jugadors
son simetrics si, per cada coalicic S C N \ {i,j} es compleix la igualtat v(S U {i}) =

v(SU{T})-

Definicié 3.9. Siguiv € GV diem que el jugadori és un jugador nul sempre que compleixi
que per cada coalicio S C N, v(SU{i}) —v(S) =0.

Les quatre propietats dictaminades per Shapley alhora de caracteritzar axiomaticament
el valor de Shapley i que hem esmentat amb anterioritat sén les segiients:

e Eficiencia: Una regla d’assignacié ¢ compleix la condicié d’eficiencia si, per cada
joc v € GV, llavors Y,y i(v) = v(N). Tota regla d’assignacié eficient repartira

entre el conjunt de jugadors el valor total de la gran coalicié.
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e Jugador nul: Una regla d’assignacié ¢ compleix la condicié de jugador nul si, per
cada joc v € GV i cada jugador nul i € N, llavors ¢;(v) = 0. Tota regla d’assignacié
que compleixi la condicié del jugador nul no repartira cap tipus de benefici als
jugadors que no contribueixin ni generin benefici per a la coalici6 a la que pertanyen.

e Simetria: Una regla d’assignacié ¢ compleix la condicié de simetria si, per cada
joc v € GV i cada parell de jugadors simetrics i,j € N, llavors p;(v) = ¢;(v).
Tota regla d’assignacié simetrica garantira el mateix repartiment de beneficis per
als jugadors que contribueixin d’una forma identica a la coalicié.

e Additivitat: Una regla d’assignacié ¢ compleix la condicié d’additivitat si per cada
parell de jocs v,w € GV, llavors p(v + w) = p(v) + ¢(w). Tota regla d’assignaci6
additiva procura que els jugadors rebin els mateixos pagaments independentment
de si els jocs es juguen per separat o de forma simultania.

Un cop definides aquestes propietats ja podem presentar el valor de Shapley.

Definicié 3.10. Sigui v € GV un joc TU d’n jugadors, anomenarem valor de Shapley a
lassignacio que proporciona a cada jugador i € N el valor segiient:

o) = 3 B gu iy - u(s))

n:
SCN\{i}

Tenim doncs, que el valor de Shapley és un vector de dimensié igual al nombre de
jugadors totals, en el nostre cas n, que representa la mitjana ponderada de les contribu-
cions que cada un dels jugador 7 faria a les diferents coalicions S C N\ {i} en el moment
d’unir-s’hi.

La férmula que permet calcular el valor de Shapley consta de dues parts: la primera
és un component que permet calcular el niimero total de possibles ordres en que cada
jugador entra dins d’una coalicid, la importancia d’aquesta part recau en el fet que el
valor de Shapley representa les contribucions de cada jugador al moment d’unir-se a una
determinada coalicid, ja que resulta obvi que el benefici que cada jugador pot aportar a
la coalicié a la que s’uneix varia en funcié de si entra abans o després que qualsevol altre
jugador. L’ordre d’entrada de cada jugador es decideix de forma aleatoria i cada un dels
n! possibles ordres és equiprobable.

La segona component representa la contribucié marginal de cada jugador i al entrar
a una coalicié. Es a dir, la diferencia de valors entre la coalicié més el jugador ¢ que s’hi
ha adherit (v(SU{i})) i la coalicié abans de que el jugador i s’hi afegeixi (v(.5)).

Per a fer-ho més entenedor, podem interpretar el valor de Shapley imaginant-nos que
els jugadors formen la gran coalicié adherint-se d’un en un a les coalicions que es van
formant, en un ordre totalment aleatori. El valor de Shapley assigna a cada jugador una
quantitat igual a la seva contribucié a la coalicié ja formada quan s’incorpora. Per a
que aquesta interpretacio sigui valida considerarem els suposits que la gran coalicié pot
formar-se i que tots els ordres d’entrada a les coalicions sén possibles i equiprobables.

No és pero la unica definicié que té el valor de Shapley. Analitzant la naturalesa de
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la descripcié donada amb anterioritat i veient que el valor de Shapley depen de la con-
tribucié de cada jugador en el moment d’entrada a la coalicid, li podem donar una nova
definicié utilitzant els vectors de contribucions marginals.

Definicié 3.11. Sigui v € GN un joc TU. Sigui ©(N) el conjunt de permutacions de tots
els jugadors del joc v i per cada ™ € w(N) sigui P™(i) el conjunt de jugadors predecessors al
Jugador i segons l'ordre dictaminat w (j € P7(i) si i només si w(j) < w(i)). La component
i-essima del vector de contribucions marginals associat a la permutacio ™ queda definida
com m[(v) = v(P7(i) U{i}) — v(P™(i)) i el valor de Shapley es pot representar de la
segtient manera:

" ren(N)

Per a provar el teorema que ve a continuacid, a més, és necessari presentar amb ante-
rioritat una classe de joc TU que encara no hem definit, els jocs d’unanimitat.

Definicié 3.12. Dins la classe dels jocs TU, GV, per a tota coalicié S C N tal que S # 0
anomenem joc d’unanimitat de la coalicié S al parell (N,w®) on:

wS(T):{ 1siSCT

0 en cas contrari

Teorema 3.2. El valor de Shapley és linica regla d’assignacid que satisfa les condicions
d’eficiéncia, del jugador nul, de simetria i d’additivitat.

Demostracié. Per a la demostracié del teorema, en primer lloc veurem que el valor de
Shapley compleix les quatre condicions i posteriorment, per demostrar la unicitat veurem
que tota regla d’assignacié que compleix les quatre condicions especificades és tinicament
determinada.

e Eficiencia: Per a complir la condicié d’eficiencia el valor de Shapley ha de satisfer
Y ien ®i(v) = v(INV). Per a veure-ho utilitzarem els vectors de contribucié marginal
i la definicié equivalent que hem presentat per el valor de Shapley.

Y= 3 Zn, > P udih — o(P7(0)

iEN ieEN meT(N) 1eEN mem(N)
,Z > w(PT()U{i}) —u(PT(i) = Z > o) U{i}) — (P (i)
iEN wen(N) 'Trerr N)iEN

Recordem que P7 (i) representa el conjunt de jugadors que han entrat a la coalicié
amb anterioritat respecte el jugador ¢, per tant:

Y (P Ui}) —o(P(i) = o(z (1) —0(@) + ("} (1U2))

iEN
—o(r (1) Fo(rt1U2U3)) —v(r LA U2)) + ... +o(x H(N))
—o(r Y (1Uu2U3U...Un—1)) =v(r Y(N)) —v(d) = v(N) — v(0)
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Gracies a aquest calcul tenim:

S @i(v) = % 3
mem(N

iEN

> u(PT(E) U{i}) — (P (i)
)ieN

LS ) ) = %n!v(N) = v(N)

On la peniltima igualtat la deduim del fet que en un joc amb n jugadors hi ha n!
possibles permutacions dels jugadors.

e Jugador nul: Per a que el valor de Shapley compleixi la condicié del jugador nul
hem de veure que per cada jugador nul ¢ € N, llavors ®;(v) = 0. Per veure-ho
apliquem la definicié 3.9, segons la qual un cert jugador ¢ és nul si la seva entrada a
una coalicié no augmenta el benefici d’aquesta, formalment v(S U {i}) — v(S) = 0.
Per tant, obtenim directament:

aiw)= 3 BRSO 60y — sy =0

n!
SCN\{i}

e Simetria: Per a complir la condicié de simetria, el valor de Shapley ha de garantir
que per cada parell de jugadors simetrics 4, j € N, llavors ®;(v) = ®;(v). Per veure-
ho apliquem la definicié 3.8, segons la qual un parell de jugadors sén simetrics si,
per cada coalici6 S C N \ {i,j}, es compleix la igualtat v(S U {i}) = v(S U {j})
obtenint:

a0y = S BERZISIE Dl g0 i) — (s

SCN\{i} g
=y BB s ) - uis))
SCN\{i,j}
oy WD =OSIHED =Dl 6 6 — w(s U G))

n!
SCN\{i.j}

Apliquem ara la definicié de jugadors simetrics i obtenim:

o)=Y PRSI s ) )

SCN\{i,j}

S <\Sr+1><n—n<|5|+1> D (s i, 3) — u(S U {5))
SCN\{i,j} '

_ Z ’S|'(n—n"9’ ))( (SU{j}) —v(9))

SCN\{i,j} '
S <\S+1><n—rf'|5|+1> D (w(5'U {3, 5}) - v(SU {i}))
SCN\{ij} .

3 ‘5'(”_Tl"g‘ ))((SU{]} ) —v(S)) = ;(v)

SCN\{j} '
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e Additivitat: Per a que el valor de Shapley compleixi la condicié d’additivitat ha de
satisfer que per a cada parell de jocs v, w € GV, llavors ®(v + w) = ®(v) + ®(w).

1St (n = |S] = 1Y)

n!

oi(vtw) = Y (v +w)(SU{i}) — (v+w)(S)

SCN\{i}

El joc v +w € GY verifica que per cada coalicié S C N, (v+w)(S) = v(S) +w(S),
per aquesta rad tenim:

n!
SCN\{i}

=y B ISIm DN G i)+ w(s U i) - o(8) — w(s))

n!
SCN\{i}

_ Z \S|!(n—|5\—1)!)(U(SU{Z})_U(S)+w(SU{i})—w(S))

n!
SCN\{i}

v B =ISI=0Y 50 gay) - o(s))

n!
SCN\{i}

S |S|!(n —n!S! - 1! (w(SU{i}) — w(S)) = &;(v) + ;(w)
SCN\{i}

Per a demostra la segona part del teorema ens basarem en el fet que tot joc v € GV
es pot expressar com a combinacié lineal de jocs d’unanimitat.

Podem representar cada joc v € G com a un vector {v(S)}seom\ (o) € R2"~! de manera
que GV queda identificat com a un espai vectorial de dimensi6 2" —1 i el conjunt dels jocs
d’unanimitat U(N) := {w® : § € 2\ {0} } és una base d’aquest espai vectorial (deixem
pel final la demostracié d’aquesta afirmacio).

Considerem ¢, una regla d’assignacié que compleix les quatre condicions esmentades
d’eficiéncia, del jugador nul, de simetria i d’additivitat.

Com ¢ satisfa les condicions d’eficiencia, del jugador nul i de simetria, tenim que per
acadai € N, per cada ) # S C N icada ag € R.
= siie S
(agw®) =< 19
pilasw’) { 0siids

A més com ¢ també satisfa la condicié d’additivitat i el conjunt dels jocs d’unanimitat
sén una base de G podem concloure que ¢ és tinicament determinada.

Per a finalitzar aquesta segona part de la demostracié queda demostrar que el conjunt

dels jocs d’unanimitat és una base de G, resultat que haviem assumit per no perdre el
fil de la demostracio.
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Per a veure que els jocs d'unanimitat U(N) sén base de GV hem de veure que sén
un conjunt de 2" — 1 vectors linealment independents, per a fer-ho utilitzarem una argu-
mentacid per reduccié a I’absurd i arribarem a contradiccio.

Suposem que existeix un conjunt de coeficients {ag} seav\(py € R amb al menys un
ag # 0, tals que:

Z agws =0

Se2N—{p}

Sigui T € 2V \ {0} tal que ar # 0 i assumim, sense perdre generalitat, que no existeix

T C T tal que cip # 0. Llavors: 0 =3 gcon (g asw®(T) = ar # 0 arribant a contradic-
cio. O

Vist que el valor de Shapley és I'inica regla d’assignacié que compleix les quatre
propietats que hem utilitzat per a la seva caracteritzacié: eficiencia, jugador nul, simetria
i additivitat. Ens disposem a veure ara la independeéncia logica de cada propietat respecte
a la resta.

Proposicié 3.1. Cap de les condicions utilitzades per a la caracteritzacié del valor de
Shapley €és balads.

Demostracié. Per a demostrar que cap de les condicions utilitzades per a la ca-
racteritzacié del valor de Shapley és innecessaria només hem de veure que si eliminem
qualsevol de les condicions, existeix al menys una altra regla d’assignacié a part del valor
de Shapley complint les tres condicions restants.

e Tota regla d’assignacié definida, per a cada joc v € GV, per p(v) = v®(v), amb
1 # ~ € R satisfa les condicions del jugador nul, simetria i additivitat pero no la
d’eficiencia.

e La regla de divisié equitativa que, per cada joc v € GV, és definida com vi(v) = w

per cada i € N, anomenada aixi perque cada jugador rep la mateixa quantitat de

benefici independentment de la seva contribucid, compleix les condicions d’eficiencia,
simetria i d’additivitat pero no la del jugador nul.

e Considerem v € G¥ i sigui II'(N) el conjunt d’ordres dels n jugadors en que el juga-
dor 1 esta col-locat en primera posicié (7 € II'(N) si i només si 7(1) = 1). La regla
d’assignaci6 definida com ﬁ 2remi(n) M (v) satisfa les condicions d’eficiencia,
del jugador nul i d’additivitat pero no la d’additivitat.

e Sigui v € GV, per cada i € N definim la regla d’assignacié ¢;(v) = 0 si i és
un jugador nul i ¢;(v) = % on d és el total de jugadors nuls del joc. Aquesta
assignacié compleix les condicions d’eficiencia, jugador nul i simetria perdo no la

d’additivitat.

O
Observacié: El valor de Shapley pertany al conjunt d’imputacions en els jocs superad-
ditius.
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Per demostrar-ho hem de veure que a qualsevol jugador del joc, el valor de Shapley li
assigna un benefici major al benefici que podria obtenir pel seu compte.

Sigui v € GV. Per cada i € N i per cada 7 € II(N), com que m7T(v) > v(i) tenim:

1
: n.
mem(N) men(N)

pil0) = 3wz 3 i) = o)
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Capitol 4

Jocs simples

Un cop vistes les tres grans classes dins dels jocs cooperatius (jocs NTU, jocs de negociacié
i jocs TU) i després d’haver detallat el concepte de solucié per als jocs TU, ens centrem
en una subclasse d’aquest Ultim tipus de jocs, els jocs cooperatius simples.

Els jocs simples prenen gran importancia a ’hora de modelar processos de presa de de-
cisions i de votacié en un grup de persones. Es per aquesta rad que sovint sén usats en
diverses branques de les ciencies socials, en especial en les ciencies politiques.

El problema central que ocupa els jocs cooperatius simples deixa de ser el repartiment
dels beneficis entre els jugadors (com passava en els jocs TU) passant a ser l'analisi i
mesura del poder i la influéncia dels diferents jugadors que han de prendre decisions. En
aquest sentit, les regles d’assignacié o solucions que proposaven un repartiment tnic dels
beneficis en els jocs TU passen a anomenar-se indexs de poder i s’ocupen de mesurar
aquest poder dels jugadors.

Suposem que volem modelar el funcionament d’un determinat comite que compta amb n
representants en el moment que decideixen aprovar o no una determinada accié. El fet
de que una coalici6é S compleixi v(S) = 1 implica que si els jugadors de la coalici6 voten
a favor d’una accié aquesta tira endavant. En aquest context, veiem que els indexs de
poder es poden interpretar com I'habilitat que tenen els jugadors ”a priori” per a canviar
el resultat final del joc.

Acabada aquesta explicacié dels jocs simples mostrem la formalitzacié d’aquest tipus
de jocs.

Definicié 4.1. Anomenem joc simple a un joc d’utilitat transferible v € GN que compleiz:

e Es monoton.
e Per cada coalicio S C N, v(S) € {0,1}.

e v(N)=1.

Com hem fet amb els jocs TU d'n jugadors, als jocs simples amb tal quantitat de
jugadors els denotarem S¥.

18



En aquest tipus de jocs, la funcié caracteristica només pot assignar els valors 0 i 1 a les
diferents coalicions. Distingirem doncs entre les coalicions guanyadores, quan la funcié
caracteristica assigna el valor 1 a la coalicié S (S C N : v(S) = 1) i les coalicions perdedo-
res, en les que la funcié caracteristica assigna el valor 0 a la coalicié S (S C N : v(S) = 0).

Per especificar la col-leccié de coalicions guanyadores usarem W (v) := {S C N : v(S) = 1},
si en canvi, nomes considerem aquelles coalicions que no contenen cap altre coalicié gua-
nyadora entre els seus membres obtenim la col-leccié minimal de coalicions guanyadores
Wmw):={SeW:NT €W, si T CS, llavors T = S}. Per obtenir W a partir de W™
només caldria combinar la resta de jugadors amb les coalicions de W™,

Parem especial atencié ara en dos tipus de jocs simples, els jocs de majoria i els jocs
de majoria ponderada, que sén jocs simples especialment 1tils a ’hora d’avaluar proces-
sos de votacio ja sigui en parlaments o bé en comites.

Definicié 4.2. Donat un nombre real ¢ € R al que anomenem quota. Un joc simple
v € SN és un joc de majoria si el conjunt de coalicions guanyadores W (v) del joc v
compleix:

Ww)={SCN:|S|>q}

Els jocs de majoria proposen situacions en que cada un dels n jugadors té assignat
un dnic vot i en les quals és necessaria una quantitat minima ¢ de vots per acceptar una
proposta.

El joc v es pot expressar mitjangant v = [¢;1,1,1,...,1] on el primer nombre representa
el minim de vots per a que una coalicié esdevingui guanyadora i els segiients la quantitat
de vots assignats de cada jugador. Si a més es compleix que g > [”T‘H] diem que la quota
q representa la condicié de majoria simple.

Hem vist doncs, que els jocs de majoria modelen situacions en que no existeix hete-
rogeneitat en el nombre de vots assignats als jugadors, aquests jocs representen la base
dels sistemes democratics i sén optims en votacions electorals on cada ciutada té dret a
un unic vot i ha d’elegir d’entre dues opcions. L’exemple més clar d’aquest tipus de joc
son els referendums de 'estil del Brexit 'any 2016, el referendum per a la independeéncia
d’Escocia I'any 2014 o el referendum estatutari de Catalunya ’any 2006.

Si ens centrem en 'ambit politic, a vegades les situacions que pretenen modelar aquests
jocs pateixen petits canvis produits per I'associacié de caracter politic, economic o social,
degut a raons ideologiques o estratégiques que provoquen processos on es perd la homo-
geneitat del vot, es a dir, cada un dels jugadors participants ja no té la mateixa quantitat
de vots assignada.

Exemples d’aixo els trobem en multiples organismes politics, des de ’ambit local fins
I’ambit internacional passant per tot tipus d’institucions estatals.

Per a modelar aquestes situacions que involucren a partits politics que imposen el vot
als seus representants (suposarem que, com és habitual, tots els integrants d’un grup
politic voten igual, tot i que no sempre és aixi) s’utilitza una generalitzacié dels jocs de
majoria que anomenem jocs de majoria ponderada.
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Definicié 4.3. Un joc simple v € SN és un joc de majoria ponderada si existeiz una quota
0 < g € R iun conjunt de nombres p1,...,p, tals que v(S) =1 si i només si ) ;,.gPi > q

Com hem vist amb els jocs de majoria, un joc v de majoria ponderada també es pot
expressar de la seglient manera: v = [q; p1, P2, P3, .., Pn) On €l primer nombre representa
la quota o el nombre de vots necessaris per a que una coalicié sigui guanyadora (com en
els jocs de majoria) i la resta son els vots assignats a cada jugador.

Exemple joc de majoria ponderada: (El joc dels guants). Considerem el ma-
teix exemple que hem descrit en la seccié dels jocs cooperatius TU. Recordem que el
conjunt de jugadors és N = {1,2,3} i la funcié caracteristica del joc ve donada per
v(l) =v(2) =v(3) =v(23) =01iv(12) = v(13) = v(IN) = 1. El conjunt de coalicions
guanyadores és W = {{1,2},{1,3},{1,2,3}}, la col-leccié minimal de coalicions guanya-
dores és W™ = {{1,2},{1,3}}. El joc té una quota ¢ = 3 i cada jugador té el pes associat
que segueix: p; = 2,py = 1,p3 = 11 es pot expressar: v = [3;2,1,1].

Exemple joc de majoria ponderada: (El consorci). Imaginem un consorci format
per 4 empreses, 2 d’elles tenen un volum de facturacié semblant i les altres dues, tot i que
també tenen una facturacié semblant entre si, facturen menys que les dues primeres. Per
aprovar una proposta, aquesta ha d’estar recolzada per les dues empreses principals, o
almenys per una de les empreses principals i les dues secundaries. El conjunt de coalicions
guanyadores és:

W = {{13 2}> {L 2, 3}3 {1’ 2, 4}a {17 3, 4}7 {27 3, 4}> {L 2,3, 4}}
La col-leccié minimal de coalicions guanyadores és:
W = {{17 2}7 {17 3, 4}7 {27 3, 4}}

El joc té una quota ¢ = 4 i cada empresa té el pes associat que segueix: p; = 2,p2 =
2,p3 =1,ps = 11es pot expressar: v = [4;2,2,1,1].
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Capitol 5

Indexs de poder

Com hem avangat al principi del capitol dels jocs simples, el concepte de solucié per
aquests jocs és diferent al que utilitzem per als jocs cooperatius en general. L’aplicacié
dels jocs simples en la modelitzacié i estudi d’organismes i institucions on els acords es
prenen per votacié fa que les solucions, anomenades indexs de poder en aquest tipus de
joc, se centrin en analitzar la importancia i la influencia que tindra cada un dels jugadors
en el resultat final de la votacié.

Tot i que existeixen conceptes especifics per a les solucions dels jocs simples que com-
pleixen amb l'objectiu de mesurar el poder dels jugadors, al ser una subclasse dels jocs
cooperatius, aquestes solucions o indexs de poder també compleixen els conceptes de so-
lucié general dels jocs cooperatius que hem vist amb anterioritat.

Procedim a presentar la definicié formal d’un index de poder.

Definicié 5.1. Un index de poder sobre SN és una regla d’assignacié de la forma: f :
SN — RN que assigna a cada joc v € SN un vector f(v) € RN, la component i-éssima
del qual representa el poder que té el jugador i en el joc.

Tot i que els jocs simples sén una subclasse dels jocs cooperatius TU i que, com hem
dit, els conceptes utilitzats per a les solucions dels jocs TU es poden aplicar als jocs sim-
ples, hem de tenir en compte que les caracteritzacions axiomatiques dels valors dels jocs
cooperatius no seran aplicables als indexs de poder equivalents en molts casos.

A continuacié, presentem els indexs de poder més importants a ’hora d’estudiar els jocs
simples.

5.1 Index de Shapley-Shubik

La restriccié per als jocs simples del valor de Shapley, que hem vist en el capitol anterior
referit a les solucions dels jocs TU, s’anomena index de Shapley-Shubik. Com hem ad-
vertit, en el cas de I'index de Shapley-Shubik la caracteritzacié del valor de Shapley per
als jocs cooperatius TU d’n jugadors (GV) no és valida als jocs simples d’n jugadors (S™).

La principal raé per la qual no podem aplicar la caracteritzacié dels jocs GV a I'index de
Shapley-Shubik és que la suma de jocs simples no té com a resultat un joc simple, i per
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aquesta rad la condicié d’additivitat que complia el valor de Shapley no té sentit quan
fem la restriccié a STV.

Tot i la presentaci6 de 'index de poder de Shapley-Shubik a Shapley i Shubik (1954), fins
el 1975 no es va poder demostrar la unicitat d’aquest valor mitjancant una caracteritzacio
axiomatica, Dubey (1975). Per a obtenir aquesta caracteritzacié, Dubey va substituir la
propietat d’additivitat de la caracteritzacié original per la propietat de transferéncia, que
té un significat semblant, i a més, és valida per a jocs simples. L’estudi d’aquesta nova
propietat requereix la definicié de dos operacions sobre els jocs simples, els jocs maxim i
minim.

Definicié 5.2. Siguin v, € G dos jocs cooperatius. El joc mazim de v i © el denotem
(v V) i el definim per a cada coalicic S C N com (v V 0)(S) := maz {v(S),(S)}.
Conseqiientment, el joc minim de v i v el denotem (v A 0) i el definim per cada coalicio
S C N com (vAD)(S) :=min{v(S),0(S)}. A més, per la definicio dels jocs mazim i
minim es compleir (vV 0)(S) i (v AD)(S) € SV.

Observacié: De forma equivalent, els jocs maxim i minim de v i ¥ es poden expressar
de la manera segiient:

N [ 1, siv(S)=110(5) =
wAD)(S) = { 0, siv(S)=009(S)=0

La propietat de transferéncia relaciona els indexs de poder assignats als jocs maxims i
minims de dos jocs simples. A continuacid, presentem uns quants resultats necessaris per
a veure que I'index de Shapley-Shubik compleix aquesta propietat.

Si considerem un parell de jocs simples v,o € SY. El conjunt de coalicions guanya-
dores del joc maxim de v i © és la unié dels conjunts de coalicions guanyadores de cada un
dels jocs per separat. Analogament, el conjunt de coalicions guanyadores del joc minim
de v i ¥ és la interseccié dels conjunts de coalicions guanyadores dels dos jocs.

A més, sigui v € SN un joc simple amb un conjunt minimal de coalicions guanyado-
res W™ = {8y, ..., Sk}, i denotem amb w® els joc d’unanimitat de la coalicié S, llavors
podem expressar v com v = w3V wS? VLV wSk,

Després d’aquesta breu presentacié definim formalment la propietat de transferencia.

Definicié 5.3. Un index de poder ¢ compleix la propietat de transferencia si, per cada
parell de jocs v,o € SN, llavors o(v V ©) + (v A D) = p(v) + p(D).

Com podem observar, la definicié de la propietat de transferencia per a un index de
poder, proposada per Dubey, és molt semblant a la d’additivitat usada per a les regles

d’assignaci6 en els jocs cooperatius proposada per Shapley.

De la mateixa manera en la que al capitol anterior hem demostrat que el valor de Shapley
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és la tnica regla d’assignacié dels jocs cooperatius TU que compleix les condicions d’efi-
ciencia, del jugador nul, de simetria i d’additivitat; ara veurem que el valor de Shapley-
Shubik és I'inic index de poder que compleix les condicions d’eficiencia, del jugador nul,
de simetria i de transferencia.

Teorema 5.1. L’index de Shapley-Shubik és Iinica regla d’assignacié de SN que satisfa
les condicions d’eficiéncia, del jugador nul, de simetria i de transferéncia.

Demostracié. Per a la primera part de la demostracié del teorema, usarem el Teore-
ma 3.2 referit al Valor de Shapley. Mitjancant aquest teorema veurem que la demostracid
de que I'index de Shapley-Shubik compleix les quatre propietats: Eficiencia, jugador nul,
simetria i transferéncia és immediata. La segona part de la demostracié, la unicitat
d’aquest index, la demostrarem per induccié sobre el nimero de coalicions guanyadores
minimals de v, [W"™(v)].

Com hem vist en la demostracié del Teorema 3.2, el valor de Shapley en G satisfa
les propietats d’eficiencia, del jugador nul, de simetria i d’additivitat. A més, al fer la
restriccié d’aquest valor a SV, obtenint 'index de Shapley-Shubik, hem observat també
que la propietat additiva es perd degut a que la suma de dos jocs simples no és sempre un
joc simple. Per a la resta de propietats, no hi ha cap impediment al fer la restriccié a SV
i per tant, directament dels resultats obtinguts en el Teorema 3.2, obtenim que I'index de
Shapley-Shubik satisfa les propietats d’eficiencia, del jugador nul i de simetria.

Per a demostrar que I'index de Shapley-Shubik també compleix la ltima de les pro-
pietats, la de transferéncia, ens fixem en que la suma de dos jocs simples v, € SN es
pot expressar com (v +0) = (vV 0)+ (v A0). Com a més sabem que el valor de Shapley
satisfa la propietat additiva obtenim de forma directa i gracies als resultats del Teorema
3.2, que:

Q(v)+P(0) =P(v+0)=P(vVO+vAD)=PVVD)+P(vAD)
i per tant, I'index de Shapley-Shubik compleix la propietat de transferencia.

Comencem la segona part de la demostracié considerant un joc simple qualsevol v, un
index de poder v que satisfa les condicions d’eficiencia, del jugador nul, de simetria i de
transferencia i suposem que |[W™(v)| = 1, és a dir, només existeix una coalicié guanya-
dora minimal en el joc v, i per tant, és un joc d’'unanimitat per la coalicié6 S € W™ (v),
com a més y satisfa les propietats d’eficiencia, del jugador nul i de simetria tenim que

7(v) = B(v).

Assumim, que per a cada joc simple v que compleixi [W"(v)| < k—1, llavors v(v) = ®(v)
i anem a veure que per [W"(v)| = k també es compleix la igualtat entre els indexs.

Sigui v un joc simple amb k coalicions guanyadores minimals |[W™(v)| = k, és a dir,
Wm™(v) = {S1,...,Sk}, com hem vist abans, el joc v el podem representar com v =

WV w2 V.V wSk.

Definim el joc simple © com & = w2 V w® V ... V w® de manera que v = w V¥ i
w3 A = w3 v SBUS v kISt
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Resulta evident que el nombre de coalicions guanyadores minimals dels tres jocs sim-
ples 0, w5 i w' A ¢ és més petit que k i per la hipotesi d’induccié:

1(0) = 2(0),7(w) = 2w, 5(w A D) = 2w A D)

Com que w®' V% = v i gracies a la propietat de transferencia, segons la qual, v(w™' v
D) + (WS A D) = y(w) + (9) tenim:

() = (W) +7(8) — y(w™ A D)
= O(w) + (0) — P(w™ A D)
= O(w S + 0 — wt AD) = D(v)

O
Recordem que el valor de Shapley per els jocs cooperatius TU ve determinat per ’expres-
sié:

o) = S BB Dl g0 i) — (s

|
SCN\{i} G

Ja hem dit també que aquest valor representa una mitjana ponderada de la contribucio6
que fan els jugadors quan entren a les diferents coalicions.

Quan treballem amb jocs simples, els valors de v(S) i v(S U {i}) només poden ser iguals
a 1 (per a coalicions guanyadores) o a 0 (per a coalicions perdedores), a més, si el joc és
monoton la diferéncia entre aquests dos valors (v(S) —v(SU{i})) seguira sent 0 o 1. Aixo
simplifica en gran mesura el calcul de I'index de Shapley-Shubik respecte al calcul del
valor de Shapley, ja que només sera necessari que ens fixem en aquelles coalicions tals que
S és una coalici6 perdedora i, en canvi, S U {i} és una coalicié guanyadora. Una coalici6
S que ho compleixi s’anomenara swing per el jugador ¢. La definici6 formal és la seglient:

Definicié 5.4. Considerem el joc v € SN i sigui i € N un jugador del joc v. Un swing
per el jugador i és una coalicioc S C N \ {i} tal que S ¢ W i SU{i} € W. El conjunt de
coalicions S que son swings del jugador i el denotarem com SWj.

Restringint el sumatori del valor de Shapley a les coalicions que sén swings per al
jugador i obtenim que I'index de poder de Shapley-Subik ve determinat per 1’expressio:

D, (v) = Z |S|!(n — |S] —1)!

n!
SESWi(’U)

Denotarem el nombre de swings per a un jugador ¢ com p;(v) i el nimero total de
swings del joc v com fi(v) := Do n pi(v)

L’index de Shapley-Shubik resulta ser una mitjana ponderada dels swings de cada ju-
gador on el pes de cada swing depéen del nombre de jugadors que formen cada coalicié.

Exemple calcul de I’index de Shapley-Shubik: Considerem un joc simple on el
conjunt de jugadors és N = {1,2,3,4}, les coalicions guanyadores del joc sén W =
{{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4} i la col-lecci6 minimal de coalicions guanyadores és W =
{{1,2,3},{1,2,4}}. Els swings per al jugador 1 sén ({1,2,3},{2,3}), ({1,2,4},{2,4}) i
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({1,2,3,4},{2,3,4}), per tant u; = 31 el seu index de Shapley-Shubik ®; = Q-W—l—
W = % L™inic swing per al jugador 3 és ({1,2,3},{1,2}), per tant uz = 11 el
seu index de Shapley-Shubik ¢35 = W = % En aquest joc, els jugadors 1, 2 i els
jugadors 3, 4 sén simetrics, com hem vist els fndexs de poder per a jugadors simetrics sén

iguals i en conseqiiencia ®o = % 10, = 1—12

5.2 Index de Banzhaf

Per al calcul de I'index de Shapley-Shubik, hem vist que el pes de cada swing, és a dir,
el nombre de jugadors de la coalicié S que és swing per al jugador ¢, era molt important.
En altres paraules, per al calcul de I'index de Shapley-Shubik, hi ha swings que presenten
una major rellevancia que d’altres.

L’index de poder de Banzhaf, també conegut com index de Banzhaf-Coleman, va ser
proposat a Banzhaf (1965) i de manera independent a Coleman (1971) com a index de
poder, és a dir, només aplicable a jocs simples. Amb posterioritat, a Owen (1975), hi
trobem una extensié d’aquest valor als jocs TU.

Shapley i Dubey (1979) va proporcionar la primera caracteritzacié axiomatica de 1'index
de Banzhaf demostrant la seva unicitat per a jocs simples.

El proposit d’aquest nou index és considerar tots els swings de cada jugador 7 amb la
mateixa importancia, independentment dels jugadors que formen la coalicié swing S.

En la majoria d’aplicacions en les que s’usen els indexs de poder, pero, és més important
saber la ratio dels swings que el seu nombre total, és per aixo que I'index de Banzhaf és
una normalitzacié del nombre de swings de cada jugador. La seva definicié formal és la
que presentem a continuacio.

Definicié 5.5. Per a cada joc v € SN i per cada jugador i € N, l'index de Banzhaf (Bz,)
es defineix com:

BZZ- (U) =

Per a la interpretacié d’aquest index definim un nou tipus de jugador que podem
trobar-nos als jocs simples.

Definicié 5.6. Per a cada coalicic S C N \ {i} anomenarem jugador pivot per a S al
jugador i, sempre que la coalicio S sigui un swing del jugador i.

L’index de Banzhaf, By, representa la probabilitat de que un determinat jugador ¢
sigui pivot d’una coalicié S elegida de manera totalment aleatoria.

El teorema que presentem a continuacié és un resultat de la caracteritzacié axiomatica
de Dubey i Shapley que hem mencionat amb anterioritat per a I'index de Banzhaf.

Teorema 5.2. L’index de Banzhaf és Iinica regla d’assignacio ¢ € SN que satisfa les
propietats del jugador nul, de simetria, de transferéncia i que a més, per cada joc v € SN

compleiz Y, pi(v) = 2[2(73)1
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Demostracié. Comencem veient que I'index de Banzhaf compleix les quatre propie-
tats que anuncia el teorema. De fet, el raonament que utilitzarem per a demostrar que
compleix la propietat de transferéncia és idéentic al que hem usat per al index de Shapley-
Shubik (Teorema 5.1) i les altres tres propietats sén immediates de demostrar, ja que
es dedueixen de les definicions de jugador nul i jugador simetric en jocs simples i de la
naturalesa de I'index de Banzhaf.

e Jugador nul: Per a complir la condici6 del jugador nul, 'index Bz(v) ha de satisfer
que per cada jugador nul ¢ € N llavors Bz, (v) = 0. En un joc simple, que un
jugador sigui nul implica que la seva entrada en una coalicié mai provoca que aquesta
esdevingui guanyadora quan no ho era, és a dir, no existeixen coalicions .S que siguin
swings per a un jugador nul ¢, i per tant:

pi(v) 0

BZi(v) = on—1 = on—1 =0

e Simetria: Per a complir la condicié de simetria, I'index Bz(v) ha de garantir que
per cada parell de jugadors simetrics 4,j € N, llavors Bz, (v) = Bz;(v). En un joc
simple, dos jugadors 7, j sén simetrics si per a tota coalicié S C N \ {i,j} on S no
és una coalicié guanyadora, es compleix que si 'entrada del jugador i a la coalicié
fa que aquesta esdevingui guanyadora, ’entrada del jugador j també fara que ho
sigui, i si en canvi, ’entrada del jugador 7 a la coalicié no produeix un canvi en la
utilitat d’aquesta, ’entrada de j tampoc ho fara. A més, com que els jugadors sén
simetrics, el nombre de coalicions j € S C N \ {i} que sén swings del jugador i,
coincideix amb el nombre de coalicions i € S C N \ {j} que son swings del jugador
j. En definitiva, dos jugadors sén simetrics si tenen el mateix nombre de coalicions
swings, i per tant:

e Transferencia: Com ja hem avancat, usem un raonament semblant al de I'index de
Shapley-Shubik. Ja hem vist que la suma de dos jocs simples v,0 € SV es pot
expressar com (v+0) = (vV 0) 4 (v A D), a més, el valor de Banzhaf (I'extensié de
I'index de Banzhaf als jocs cooperatius TU 1) compleix la propietat additiva, ja que
és una expressio lineal respecte a la funcié caracteristica, i per tant, podem escriure

Bz(v)+ Bz(d) = Bz(v+9) = Bz(vVo+vAD)=Bz(vV o)+ Bz(vA0)
demostrant aixi que 'index de Banzhaf compleix la propietat de transferéncia.

e Per acabar aquesta primera part de la demostraci6, hem de veure que ) ;. y Bz, (v) =

2“,@1, aquesta demostracié és trivial ja que fi(v) = p1(v) + p2(v) + ... + pn(v) 1 per

tant:

on—1 + on—1 . on—1 ~ 9n-—1

v v v (v
ZBZi(U):Ml( ) #2) | (v) _ A()
1EN
Per a demostrar la unicitat de I'index de Banzhaf, usarem el mateix procés que hem

utilitzat per a veure la unicitat de 'index de Shapley-Shubik, és a dir, induccié sobre el
nombre de coalicions guanyadores minimals del joc v. Com la demostracié és practicament

! 271.%1 ngw\{i} v(SU{i} —v(9))
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identica, deixarem indicats els passos per recordar-la perd no la farem amb tant detall
com a l'apartat anterior.

Considerem un joc simple qualsevol v, un index de poder v que satisfa les propietats
del jugador nul, de simetria, de transferencia i que a més, compleix » .. vi(v) = Q‘L,ff)l
i suposem que |W™(v)| = 1. Només existeix una coalicié guanyadora minimal, per tant,
el joc v és un joc d’'unanimitat per a la coalicié S € W™ (v) i com que 7 compleix les

propietats de simetria, del jugador nul i a més satisfa » ,_yvi(v) = é‘n(ij)l, tenim que

V(v) = Bz(v).

Assumim que per a cada joc simple v que compleix |[W™(v)| < k—1 llavors y(v) = Bz(v)
i veiem que també es compleix quan |W"™(v)| = k. Sigui v un joc simple amb k coalici-
ons guanyadores minimals, podem definir el joc v com v = w® V w2 V w Vv ... vV wk,
Definim també ¢ = w2 V w® V ... V w®k, d’aquesta manera obtenim tres jocs simples o,
w3 i w3 A © amb menys de k coalicions guanyadores minimals i per hipotesis 'index de
Banzhaf i I'index v sén iguals en aquest jocs.

Per acabar, com que w®! V# = v i els dos indexs compleixen la propietat de transferencia,
obtenim facilment que:

Y(v) = (W) + 5(8) — (W A D) = Bz (w) + Bz(0) — Bz(w® A9) = Bz(v)

Per a facilitar ’aplicacié de I'index de Banzhaf en diversos contextos o per obtenir
resultats més eficients quan s’estudien certes situacions, a vegades, s’utilitza una variacié
d’aquest index, I'index normalitzat de Banzhaf.

5.2.1 Index normalitzat de Banzhaf

L’index normalitzat de Banzhaf consisteix en una normalitzacié dels swings de cada ju-
gador alternativa a la que hem vist per a I'index de Banzhaf. A continuacié presentem la
definicié formal d’aquest nou index.

Definicié 5.7. Considerem el joc v € SN, siguin p;(v) els swings del jugador i i fi els
swings totals del joc v, index normalitzat de Banzhaf és un vector 5 € R™ la component
1-éssima del qual es defineix com:

Donat un joc v € SV, recordem que I'index de Banzhaf, B 7;, Tepresenta la probabilitat
de que un determinat jugador ¢ sigui pivot d’una coalici6 S elegida al atzar, 'index f;, en
canvi, ens indica la probabilitat de que al elegir un swing qualsevol del joc, aquest sigui
del jugador i, és a dir, ens indica una proporcié dels cops que el jugador ¢, amb la seva
entrada a una coalici6 S, sera decisiu a ’hora de que la coalici6 S sigui guanyadora quan
abans no ho era, respecte dels cops que ho fa qualsevol jugador.

Es senzill veure que I'index normalitzat de Banzhaf compleix les propietats d’eficiencia,
del jugador nul i de simetria.

27



e Eficiencia: Per a complir la condicié d’eficiencia, I'index S ha de satisfer la igualtat:
> ien Bi(v) = v(N) = 1. Ho comprovem:

() = 1i(v) _ w1 (v)
2;;54 ) 2;;/Av> p1(v) + p2(v) + .o+ pn(v)
,UQ(U) + + :un(v)
pa () + pp(0) + o+ pn(0) T (0) + p2(v) + o (V)

_ a(v) + pe(v) £ o+ pn(v)

= (o) T pa(0) F o pin(0)

e Jugador nul: Per a complir la condicié del jugador nul, I'iIndex £ ha de satisfer
que per cada jugador nul ¢ € N llavors §;(v) = 0. Com hem vist per a I'index de
Banzhaf, en un joc simple, no existeixen coalicions S que siguin swings per a un
jugador nul 7, i per tant:

e Simetria: Per a complir la condicié de simetria, 'index [ ha de garantir que per
cada parell de jugadors simetrics 4,5 € N, llavors f;(v) = B;(v). Com també hem
vist per a I'index de Banzhaf, en un joc simple, dos jugadors sén simetrics si tenen
el mateix nombre de coalicions swings, i per tant:

) )
H =) T )~

A més, en virtut del teorema de la seccié anterior on hem vist que I'index de Shapley-
Shubik és I'tinica regla d’assignacié de SN que satisfa les condicions d’eficiencia, del juga-
dor nul, de simetria i de transferéncia. Podem afirmar que 'index normalitzat de Banzhaf
no satisfa la propietat de transferencia, és a dir, amb aquesta variacié de I'index de Banz-
haf, utilitzant una normalitzacié del nombre de swings alternativa a la que haviem usat,
hem aconseguit un nou index que compleix la propietat d’eficiencia amb el cost de perdre
la propietat de transferéncia.

Exemple calcul index de Banzhaf i index de Banzhaf normalitzat: Recordem
l’exemple que hem vist amb anterioritat on el conjunt de jugadors és N = {1,2,3,4}, les
coalicions guanyadores del joc son W = {{1,2,3},{1,2,4},{1,2,3,4} i la col-lecci6 mini-
mal de coalicions guanyadores és W™ = {{1,2,3},{1,2,4}}. A més, ja haviem vist que
el nombre de swings per a cada jugador sén: p; =3, po =3, us =1, pg = 1 i el nombre
total de swings del joc és = 8. En conseqiiéncia els indexs de Banzhaf normalitzats per

a cada jugador sén: 51 = [y = % if83=p04= % i els de Banzhaf: By = By, = 24%1 = % i
Bz, = Bz, = 24%1 = %. En aquest cas els dos indexs coincideixen per a tots els jugadors.
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Capitol 6

Eleccions al Parlament de
Catalunya 2015

L’objectiu d’aquest ultim capitol és treballar en un exemple practic i veure la utilitat
d’aquests indexs que hem presentat en ’analisi d’un dels ambits on més s’usen, el politic.

El 27 de setembre de I’any 2015 es van celebrar, de forma anticipada, unes eleccions con-
dicionades en gran part per ’enorme polaritzacié de I’eix nacional. Aquestes eleccions sén
especialment particulars degut a la presencia de noves formacions que no havien participat
en unes eleccions catalanes amb anterioritat i a la formacié de coalicions pre-electorals
entre partits que tradicionalment s’havien mostrat reticents a pactar. Es per aixo que
contextualitzarem quina férmula van utilitzar cadascuna de les formacions politiques per
a presentar-se en aquestes eleccions.

Els partits politics Convergencia Democratica de Catalunya (CDC) i Unié Democratica
de Catalunya (UDC), que amb la seva federaci6 de partits (CiU) vigent des de 1’any 1980
havien aconseguit convertir-se en la formacié hegemonica en I’ambit catala van presentar-
se per primer cop en unes eleccions catalanes per separat en aquests comissis, la rad
d’aquesta ruptura la trobem en les desavinences entre les dues direccions dels partits pel
que fa a les aspiracions sobiranistes catalanes.

Tot i la recent ruptura amb Unid, Convergencia no va presentar-se en solitari a aques-
tes eleccions sind que va formar una coalicié pre-electoral amb Esquerra Republicana de
Catalunya (ERC), anomenada Junts pel Si (JxSi), que va tenir com a objectiu agluti-
nar el conjunt de votants independentistes. D’aquesta manera es presentaven en coalicié
les dues formacions que més representants havien obtingut en el parlament les anteriors
eleccions 'any 2012 i Unié es presentava en solitari a uns comissis que no li van atorgar
representacio politica.

Junts pel S{ no va ser la tnica coalicié pre-electoral que es va presentar a les elecci-
ons, també van utilitzar aquesta férmula els partits d’Iniciativa per Catalunya Verds i
Esquerra Unida i Alternativa (que ja s’havien presentat junts en els anteriors comissis)
que es van unir al projecte de Podem, formant la candidatura unitaria de Catalunya Si
Que es Pot. Aquesta candidatura si que es va mostrar a favor del dret a decidir perd no
es va arribar a significar a favor o en contra d’una eventual independencia de Catalunya.
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La resta de formacions politiques que van obtenir representacié parlamentaria (Ciutadans
(Cs), Partit Socialista de Catalunya (PSC), Partit Popular (PP) i Candidatura d’Unitat
Popular (CUP)) van presentar-se en solitari, tal i com havien fet en les eleccions del 2012.
Les tres primeres formacions es van significar en contra de la independencia mentre que

la CUP ho va fer a favor.

Els 135 escons en els que esta dividit el Parlament de Catalunya van quedar repartits
de la segiient forma: Junts pel Si va obtenir 62 escons, Ciutadans es va convertir en la
segona forca obtenint-ne 25, el PSC va aconseguir-ne 16, Catalunya Si Que es Pot i PP
11 i, per ultim, la CUP en va rebre 10. El joc de majoria ponderada que representa ’arc
parlamentari catala després de les eleccions del 2015 es pot expressar com:

u = [68;62,25,16,11,11, 10]

Intuitivament i sabent que tan I'index de Shapley-Shubik com el de Banzhaf es basen
en els swings de cada un dels jugadors per a calcular el seu poder en el joc, deduim que
Junts pel Si, que té un nombre d’escons molt proper a la majoria i que es va imposar amb
claredat a la resta de partits, obtindra uns indexs de poder molt més elevats als dels seus
opositors.

Per a reforcar aquesta hipotesis, busquem la col-leccié minimal de coalicions guanyadores
del joc de majoria ponderada, que és:

W™ = {{JxSi,Cs}, {JxSi,PSC}, {JxSi,CSQP}, {JxSi,PP}, {JxSi,CUP},
{Cs,PSC,CSQP,PP,CUP}}

Pel que fa al nombre de swings de cada partit, Junts pel Si en té 30 i la resta de partits
en tenen 2. Es a dir, amb 'excepcié de Junts pel Si tots els partits sén jugadors simetrics
del joc de majoria ponderada. Els index de Shapley-Shubik de cada partit sén:

2, 1
PQjrsi = 31 Qo5 = Ppsc = Posqp = Prp = Poup = '

Els indexs de Banzhaf normalitzats de cada partit sén:

3. 1
Brzsi = 7! Becs = Brsc = Bcsgp = Bpp = Bcup = 2

Els indexs de Banzhaf de cada partit son:

15 . 1
Bz, = 16 1 Bzo, = Bzpso = BZCSQP = Bzpp = Bzeyp = 16

Tot i que I'index de Banzhaf i I'index de Banzhaf normalitzat atribueixen un major
poder a Junts pel Si, que I'index de Shapley-Shubik reparteix entre la resta de partits, els
tres indexs adjudiquen resultats molt semblants a cada un dels partits.

La interpretacié dels resultats ens fa pensar que el partit guanyador de les eleccions,
Junts pel Si, que gaudeix d’un ampli poder i que a més, gracies a una gran fragmenta-
cié del vot, no té cap rival amb un poder que se li aproximi, podra formar govern amb
facilitat. De fet, si ens fixem en la col-leccié minimal de coalicions guanyadores del joc,
velem que Junts pel Si necessita només el suport d’un dels altres partits per a formar una
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coalicié guanyadora capag de governar, en canvi, tots els altres partits només tenen una
opcié de governar deixant fora a Junts pel Si, que és formant una coalicié que els integri
a tots.

La realitat pero va ser forca diferent, van caldre més de 100 dies de negociacions in-
tenses i dues investidures fallides del candidat presidenciable de Junts pel Si, Artur Mas,
perque, a poques hores del limit que abocava a unes noves eleccions al mar¢ de 2016,
Junts pel Siila CUP arribessin a un acord on la CUP oferia els vots afirmatius necessaris
a la investidura sempre i quan el candidat proposat pel grup de Junts pel Si no fos Artur
Mas. D’aquesta manera el 10 de gener de 2016 Carles Puigdemont va convertir-se en el
130¢ president de la Generalitat.

Sembla del tot contradictori que la CUP, que en el joc que estem analitzant té un poder
d’entre el 6% i el 7% pogués vetar un candidat a la presidencia del partit que s’havia erigit
com el clar vencedor de les eleccions. Hem d’assumir doncs que en el model que intentem
exposar hem de tenir en compte les possibles restriccions entre els diferents partits, és a
dir, les linies vermelles que es posen uns i altres partits a I’hora de pactar.

Ja hem comentat abans que les eleccions del 2015 van ser les més polaritzades a Ca-
talunya des de la restauracié de la democracia, per aquesta rad, sembla logic pensar
que partits que defensessin posicions enfrontades sobre una eventual independeéncia de
Catalunya no podrien arribar a pactar una investidura de manera conjunta.

6.1 Jocs amb restriccions

Els jocs cooperatius on la comunicacié entre certs jugadors és limitada van ser estudiats
per primer cop a Myerson (1977). En aquest primer escrit, Myerson va proposar la repre-
sentacié de les limitacions mitjancant un graf on els diferents jugadors actuen com a nodes
i dos nodes diferents estan connectats per arcs només si els dos jugadors poden negociar
de forma directa. Arrel de la presentacié d’aquesta nova eina, molts autors van elaborar
escrits de forga interes sobre aquest nou tipus de jocs, anomenats jocs de comunicacid,
Owen i Borm (1986) i van den Nouweland i Tijs (1991) en sén exemples. L’adaptacié
d’aquests grafs per als jocs cooperatius simples va ser duta a terme a Carreras (1991).

Segons la naturalesa de la situacié que pretén modelar el joc simple hi ha dues vies
per a representar les restriccions entre jugadors. La primera es basa en 1’elaboracié d’un
graf d’afinitats, d’una manera equivalent a la que proposava Myerson en els seus escrits,
la segona, en canvi, requereix un graf on dos nodes estiguin connectats per un arc si i
només si aquests jugadors sén incompatibles, aquesta via és aplicable en situacions on
alguns dels jugadors no poden cooperar entre ells.

6.1.1 Situacions amb incompatibilitats

Per a descriure les situacions amb incompatibilitats i definir els jocs que les modelen
necessitem uns quants conceptes previs.

Definicié 6.1. Un graf és un conjunt d’objectes, anomenats nodes o vertexs, que poden
estar units o connectats entre ells per linies anomenades arcs.
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Observacié: Els diferents vertexs del graf representen els jugadors del joc amb res-
triccions que volem estudiar, per representar una restriccié entre un parell de jugadors
i, 7, Parc que els connecta se simbolitza com (i, j) .

Definicié 6.2. Un conjunt B format per parelles d’elements i,j € N és un graf no dirigit
sense “loops” ni arcs paral-lels sempre i quan per cada parella de jugadors (i,7) € B,i # j
i per les diferents parelles de jugadors (i,7), (k1) € B, (i,7) # (k,l). Com que el graf és
no dirigit, per cada parella de jugadors (i,7) € B es compleizx la igualtat (i,7) = (J,1)

El conjunt de tots els grafs no dirigits sense “loops” ni arcs paral-lels el denotarem
g(N).

Per cada coalici6 S C N i cada graf B € g(NN) diem que els jugadors i,j7 € S estan
connectats en S per B si el graf B indueix un cami en S que connecta ¢ i j. La partici6
de la coalicié S, S/B, representa el conjunt de components connectats d’S.

Definicié 6.3. Un joc amb incompatibilitats és un trio (N,v, B) onv € GNionBe g(N)
representa les incompatibilitats existents entre els jugadors (i,j incompatibles només si

(i,7) € B).

Definicié 6.4. Una coalicic S C N és B-admissible si i només si (i,7) ¢ B per tota
i, €S8

El conjunt de jocs amb incompatibilitats dels jugadors d’N el denotarem I(N) i al
conjunt de particions d’S' les classes del qual sén B-admissibles com P(S, B).

Observacié: En una situacié amb incompatibilitats només les coalicions admissibles
podran cooperar.

Per aquestes situacions amb incompatibilitats sera necessari definir una nova regla d’as-
signacié ¢: I(N) — RY que les tingui en compte a I’hora d’assignar els pagaments als
jugadors.

Donada una situacié amb incompatibilitats (N, v, B) denotarem amb v? la B-restriccié

de la funcié caracterfstica v. Definim v2 com:

B
S) = > w(U) VSC N
vS) = I UEP"’( ) V8 C

La forma més habitual i la que utilitzarem per a definir una regla d’assignacio per a
situacions d’incompatibilitat és usar el joc restringit per B, v?, aquesta regla d’assignacié
vindra donada per l'expressié ¢! (N,v, B) = ®(v?) per a cada (N,v,B) € I(N). La
restriccié del valor de Shapley per a aquests jocs queda doncs definida com ®7: I(N) — RN
donada per ®!(v, B) = ®(v?) per a tot joc (v, B) € I(N).

Jocs simples amb incompatibilitats

Definicié 6.5. Un joc simple amb incompatibilitats és un trio (N,v,B) on v € SN
B € g(N).
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Observacié: De forma equivalent, un joc simple es pot definir amb el trio (N, W, B)
on W és la col-lecci6 de coalicions guanyadores del joc i B € g(N).

Usant aquesta notacié alternativa, obtenim la definicié de Carreras (1991) per al con-
junt minimal de coalicions guanyadores d'un joc simple restringit: (Wg)™ = {S €
W™ tals que S es B — admissible}.

Un cop vista aquesta definicid, el nostre objectiu és trobar la funci6 caracteristica d’'Wp.

Lemma 6.1. Donada una situacié amb incompatibilitats (N,v, B), i sigui W la col-leccio
de coalicions guanyadores del joc v, la funcid caracteristica de v® ve donada per:

vB(8) = max v(U)VS C N, on Sp={U C S tal que U es B — admissible}
€5

Demostracié. En el cas en que la coalicié S € Wp, llavors existeix una coalicié U C S
tal que U € Wj'. Resulta evident doncs que U € W™ N Sg, v(U) = 1 i en conseqiiencia
vB(S) = 1. En canvi, si S ¢ Wp, llavors per cada U € Sp no es compleix U € W i en
conseqiiencia v?(8) = 0 O

Per acabar amb aquest capitol, veiem que la definicié que hem usat per a la restriccio
dels jocs simples seguint els escrits de Bergantifios, Garcia Jurado i Carreras (1993), v®,
és equivalent a la suggerida per Carreras (1991), vp.

Teorema 6.1. Sigui (N, v, B) un joc simple amb incompatibilitats. Llavors vB =g
Demostracié. Per a cada coalici6 U C N tal que U és B-admissible tenim v(U) <

vp(U). Llavors per cada coalicié S C N,

B
= U) < E U) < U)= S
v Pe%?g‘fB) UGPU( )< Perg?;'fB) Jep vs(U) < prélﬁ(’fq Uep vp(U) = vs(S)

D’altra banda, per cada S C N i cada particié6 P € P(S) podem trobar una partici6

P’ € P(S, B) tal que:
> vU)z > vn(l)
UeP’ TeP

Per aquesta raé podem dir que vg(S) < vP(S), a més, tenint en compte la primera

part de la demostracié, arribem a la igualtat v? = vp.

O

Observacié: Per a tot joc v superadditiu, vg també ho és. Vist aixo, una conseqiiencia
immediata del Teorema que acabem de presentar és que per cada joc superadditiu simple

v es compleix v? = v

Com ja haviem comentat abans d’introduir els jocs amb restriccions, les eleccions de
I’any 2015 es van caracteritzar per ser altament polaritzades. Aixo implica que el nombre
d’incompatibilitats entre partits politics per a aquestes eleccions sigui forca més alt que
en comissis anteriors, on partits que durant la campanya electoral semblaven defensar
posicions allunyades podien arribar a pactar després de les eleccions.
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Per a elaborar el graf de restriccions que ens indica les incompatibilitats del joc, anirem
afegint les incompatibilitats d’una en una, comengant per les més evidents, de manera que
podrem anar analitzant com van canviant els indexs de poder i el conjunt de coalicions
guanyadores per a cada cas. Amb 'objectiu de que el graf d’incompatibilitats que crearem
sigui el maxim representatiu de la situacié catalana després de les eleccions, no usarem
només les declaracions pre-electorals dels partits especificant amb qui podrien pactar i
amb qui no, ja que aquestes no sén del tot fiables perque solen estar condicionades a ob-
tenir un major redit electoral, sind que també usarem la ubicacié ideologica dels diferents
partits segons els votants.

Si ens fixem en 'estudi que va publicar el Centre d’Investigacions Sociologiques (CIS)
el 30 de setembre, que analitzava el panorama post-electoral catala, veiem que per al
gruix dels votants, els partits que apareixen en les antipodes tant en 1’eix nacional com
en el social son la CUP i el PP. Aquesta sera la primera incompatibilitat que afegirem al
nostre joc restringit.

Aquesta primera incompatibilitat té una importancia forga gran, ja que si recordem la
col-leccié minimal de coalicions guanyadores del joc, que és:

W™ = {{JxS1,Cs}, {JxS1,PSC}, {JxS{,CSQP}, {JxSi,PP}, {JxS{,CUP},
{Cs,PSC,CSQP,PP,CUP}}

Ens adonem que la coalicié que reunia a tots els partits amb I'excepcié de Junts pel Si
no és admissible. Dins de la col-leccié minimal de coalicions guanyadores, aquesta coalicié
era la Unica que no comptava amb Junts pel Si, al no ser admissible, podem confirmar
que Junts pel Si sera present en totes les coalicions guanyadores i, per tant, formara part
del govern amb total seguretat. Tot i que hem afegit una incompatibilitat al graf que
restringeix el joc, ens adonem que aquesta ha fet augmentar el poder de Junts pel Si, per
tant, amb el fi de representar fidelment la situacié que es va viure abans de la investidura,
hem de seguir buscant les incompatibilitats presents en el joc.

La segiient incompatibilitat que tindrem en compte per al nostre model sera 'existent
entre Junts pel Si i el PP. Els motius sén els mateixos que els que hem argumentat per a
la primera incompatibilitat, Junts pel Si és vist pels votants i es defineix com un partit
partidari de la independeéncia mentre que el PP ocupa la posicié contraria. Pel que fa a
leix social, la diferéncia no és tan gran com en la primera incompatibilitat, pero també
és significativa (els votants veuen el PP com un partit de dretes mentre que a Junts pel
Si l'ubiquen al centre).

Al incorporar aquesta incompatibilitat al graf, veiem que el PP desapareix de la col-leccié
minimal de coalicions guanyadores, és a dir, el PP ha deixat de ser decisiu en totes i cada
una de les coalicions guanyadores a les que pot pertanyer. Deixa doncs de tenir coalicions
swing, fent que els seus indexs de poder siguin iguals a 0. Les dues incompatibilitats que
hem trobat amb el PP fan que aquest es quedi sense poder d’influencia dins del joc. Una
altre conseqiiéncia d’aquesta nova incompatibilitat, tot i que és forca menys important ja
que els canvis dels indexs sén poc significatius, és que Junts pel Si perd part del seu poder
i la resta de partits: Ciutadans, PSC, Catalunya Si Que es Pot i la CUP en guanyen.
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Partits | Index de Shapley-Shubik Index de Banzhaf | Index de Banzhaf
normalitzat
JxSi 0, 8000 0,9375 0, 7895
Cs 0,0500 0,0625 0,0526
PSC 0,0500 0,0625 0,0526
CcSQP 0,0500 0,0625 0,0526
CUP 0,0500 0,0625 0,0526

Taula 6.1: Poder que atorguen els tres indexs a cada partit després de les incompatibilitats
estudiades.

Si ens seguim fixant en 'estudi que hem mencionat, és facil apreciar que Ciutadans
ocupa una ubicacié semblant a la del PP tan en ’eix nacional com en el social. Sembla
un pas logic doncs, reeditar les incompatibilitats que ja haviem justificat per al PP pero
ara amb Ciutadans. Després d’aplicar aquestes incompatibilitats, notem que els resultats
sén identics als del PP, Ciutadans deixa de ser decisiu en totes i cada una de les coalicions
guanyadores a les que pot pertanyer, deixa doncs de tenir coalicions swing, fent que els
seus indexs de poder siguin iguals a 0. De fet és totalment comprensible, ja que recordem
que sén jugadors simetrics i per tant si els hi apliquem les mateixes restriccions per forca
hem d’obtenir resultats idéentics. Pel que fa a la resta de partits, Junts pel Si segueix
perdent poder en favor del PSC, Catalunya Si Que es Pot i la CUP.

Partits | Index de Shapley-Shubik Index de Banzhaf | Index de Banzhaf
normalitzat
JxSi 0, 7500 0, 8750 0, 7000
PSC 0,0833 0,1250 0, 1000
CsSQP 0,0833 0, 1250 0, 1000
CuUP 0,0833 0,1250 0, 1000

Taula 6.2: Poder que atorguen els tres indexs a cada partit després de les incompatibilitats
estudiades.

La taula anterior mostra els indexs de poder per als 4 partits que tenen influéncia
al tenir en compte les incompatibilitats més evidents que ja hem comentat, els resultats
mostren el gran poder que continuaria tenint Junts pel Si enfront dels seus adversaris
politics.

Tot i que el nostre model reflecteix un augment considerable del poder de la CUP, aquest
encara esta molt allunyat del que posseeix Junts pel Si, seguim doncs sense poder explicar
les dificultats per formar un govern amb les que es va trobar Junts pel Si i el motiu pel
qual va haver de cedir a les condicions imposades per la CUP, senyal inequivoc que hem
de considerar encara més incompatibilitats, emparades més, en el context historic en el
que es van donar les eleccions, que no en les dinamiques tradicionals que hi havia hagut
en el Parlament catala.
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Ja hem comentat que les eleccions del 2015 van estar fortament condicionades al de-
bat sobre I’encaix que havien de tenir Catalunya i Espanya. Aix0 provoca que, tot i que
el PSC havia arribat a acords d’investidura amb ERC per a les eleccions del 2003 i del
2006, que aquests dos partits havien mostrat afinitat historicament i encara que el conjunt
de votants consideraven que els socialistes i Junts pel Si ocupaven posicions semblants en
I’eix esquerra-dreta, les posicions allunyades pel que fa a la independencia de Catalunya
impliquen una incompatibilitat entre els dos partits.

Les conseqiiencies d’aquesta incompatibilitat sén identiques a les de les que ja haviem
afegit, de fet, ja hem justificat que al ser tots els partits simetrics (amb ’excepcié de
Junts pel Si), és natural que es repeteixin els resultats. El PSC desapareix de la col-lecci6
minimal de coalicions guanyadores i es queda sense poder d’influéncia en el joc (els seus
indexs sén 0). Per primer cop, al afegir aquesta incompatibilitat, Junts pel Si obté un
poder menor al que li haviem calculat per al joc sense restriccions (al voltant del 60%), la
CUP i Catalunya Si Que es Pot, en canvi, augmenten significativament el seu poder (al
voltant del 20% per a cada partit).

Partits | Index de Shapley-Shubik Index de Banzhaf | Index de Banzhaf
normalitzat
JxSi 0,6667 0, 7500 0, 6000
CsQP 0,1667 0,2500 0,2000
CuP 0,1667 0,2500 0,2000

Taula 6.3: Poder que atorguen els tres indexs a cada partit després de les incompatibilitats
estudiades.

Tot i que el poder de Junts Pel Si segueix sent molt superior al dels seus rivals, les
nombroses incompatibilitats existents han provocat que la col-leccié minimal de coalicions
guanyadores es redueixi a

W™ = {{JxSi,CSQP}, {JxSi,CUP}}

L’escassetat de combinacions possibles per a formar govern provoca que els partits mi-
noritaris puguin imposar certes condicions a Junts pel Si. Arribats a aquest punt podem
considerar dos escenaris: Considerar una incompatibilitat entre Junts pel Si i Catalunya
Si Que es Pot, basada en el fet que Catalunya Si Que es Pot no va mostrar-se a favor de la
independeéncia, tot i que si que reivindicava un referendum, i en el gran descontentament
del partit d’esquerres amb la gestié que havia fet CIU de la crisi economica en la passada
legislatura. Com a resultat d’aquesta nova incompatibilitat, la col-leccié minimal de coa-
licions guanyadores es reduiria a la coalicié formada per Junts pel Si i la CUP i tots els
indexs de poder atorgarien un 50% a cada un dels grups, d’aquesta manera s’explicaria
com la CUP va ser capa¢ d’imposar ’eleccié d’un candidat presidenciable alternatiu al
que Junts pel Si anhelava.

El segon escenari resulta de no considerar aquesta incompatibilitat addicional. Junts pel
Si hauria de negociar amb la CUP i Catalunya Si Que es Pot per a formar govern sabent
que ambdues formacions no recolzaven el seu candidat. La major afinitat existent entre
la CUP i Junts pel Si, degut a que comparteixen 1'objectiu de la independéncia, ens porta
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a pensar que la CUP acabaria entrant a govern amb Junts pel Si repartint-se el poder i la
CUP podria fer valdre el seu veto a Artur Mas. L’altre opcié és que es formés un govern
de tres integrants, en aquest cas, es mantindrien els indexs calculats i per tant, CUP i
Catalunya Si Que es Pot reunirien un poder suficient per vetar al candidat de Junts pel Si.

Cal remarcar, per a ser curosos, que en el nostre graf d’incompatibilitats no les hem
tingut en compte totes. Aquestes incompatibilitats pero, per la particularitat del cas que
estem treballant, no influeixen en el resultat dels indexs de poder i en conseqiiéncia, no
alteren el poder de cada un dels partits, és per aixd0 que no les hem inclos. Aquestes
incompatibilitats serien les de Catalunya Si Que es Pot amb el PP i Ciutadans (I’electo-
rat identifica el primer com un partit d’esquerres i als altres dos com partits de dretes, a
més, els seus models d’encaix per a Catalunya i Espanya no coincideixen) i la de la CUP
i el PSC (tot i que sén formacions que ’electorat identifica d’esquerres, el diferent enfoc
envers una eventual independéncia catalana provoca la incompatibilitat entre els partits).
Tot i que aquesta si que ’hem mencionat durant I'analisi, la incompatibilitat entre la
CUP i Ciutadans també forma part d’aquest grup i tampoc té efecte sobre el calcul del
poder dels partits.

6.1.2 Particio per blocs

Com ja haviem avancat a I'inici de la seccié dels jocs amb restriccions, existeix un altre
metode, alternatiu a les incompatibilitats, que ajuda a modelar aquestes restriccions, la
partici6 per blocs usant unions a priori. Com hem vist, la formacié de coalicions altera la
distribucié inicial del poder. Es essencial doncs, disposar d’una mesura complementaria
als indexs amb els que hem treballat capag d’evolucionar de manera sincronitzada amb
la dinamica coalicional i reflectir els resultats finals després de les respectives negociacions.

El valor coalicional, Owen (1977), és una generalitzaci6 del valor de Shapley que compleix
aquests proposits. De fet, és una mesura de la distribucié de poder que s’ajusta a cada
possible estructura de coalicions, ponderant el valor obtingut per cada coalicié al moment
de formar-se, la distribucié d’aquest valor entre els membres de la coalicié i el valor que
reben els jugadors que no s’han integrat en cap de les coalicions formades.

El nostre objectiu sera seleccionar coalicions que haurien de formar-se i raonar el cri-
teri segons el qual les seleccionem. Per fer-ho haurem de tenir en compte la capacitat
d’aquestes coalicions per a proporcionar una posicié acceptable a cada un dels seus in-
tegrants i I'estabilitat de la coalicié. A més, els guanys de la coalicié han de repartir-se
entre els seus membres tenint en compte la contribucié de cada un.

A continuacid, presentarem una serie de conceptes que ens seran utils per a entendre
el valor coalicional d’Owen i que utilitzarem per a formalitzar-lo.

Sigui P = {Py,..., P} la particié del conjunt N que descriu l'estructura coalicional del
joc v, és a dir, cada P; representa un jugador que decideix anar per separat o una coalicié
de jugadors i denotem per P(N) el conjunt de particions d’N. A més, denotem per M el
conjunt {1,...,m} sent m = |P|. Un joc amb una estructura coaliconal és un trio (N, v, P)
onveEGYion Pe P(N).

Definicié 6.6. Considerem un joc v € G amb Uestructura coalicional descrita per P =
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{P1,....; P} i on el conjunt M = {1,...,m} indica els jugadors o coalicions del joc v.
Anomenem joc quocient a la parella (M,vp), on vp = v/P ve donada per l'expressio
vp(S) = v(UjesP;) per a cada coalicic S C M.

El joc quocient, és el joc induit per v quan es consideren les coalicions de la particio
P, que en el nostre exemple seran les coalicions entre partits, com a jugadors. Un cop
introduit aquest nou concepte és senzill veure la quantitat de pagament que li correspon
a cada una de les coalicions.

Per cada ¢ € N, denotem per y;[v; P] les expectatives del jugador i en el joc v un cop
assumida l'estructura coalicinal P. Es natural doncs, pensar que cada coalicié rebra un
pagament seguint la formula:

Z yi[v; P] = y;[v/P] per a cada Pj € P
1€ P;j

El principal problema ara, un cop hem vist com es reparteix el pagament entre les dife-
rents coalicions del joc, és determinar la divisié de y;[v/P] entre tots els membres de la
coalicié j. Aquesta divisid, per a ser justa, enlloc de repartir a parts iguals els beneficis,
hauria de compensar en cert sentit les diferents possibilitats de cada un dels membres de
la coalicié.

Per a calcular un repartiment que atorgui a cada un dels jugadors de la coalicié el paga-
ment que li correspon segons la seva contribucié a la mateixa, usarem una adaptacié de la
definicié alternativa del valor de Shapley que haviem vist en la definicié 3.11. De fet, tot i
que usualment en la literatura s’utilitza la definicié del valor coalicional d’Owen adaptada
a la definicié classica del valor de Shapley (definicié 3.10), 'adaptacié que farem és molt
més intuitiva, ja que la definicié 3.11 usa els vectors de contribucions marginals de cada
jugador i, per tant, s’adapta perfectament al nostre proposit.

Definicié 6.7. Sigui v € GV un joc TU. Considerem una particié del joc P € P(N),
sigui m(N, P) C w(N) el conjunt de permutacions de tots els jugadors del joc v on els
jJugadors d’una mateixa coalicio de P queden ordenats de manera consecutiva, i per cada
m € w(N,P) sigui P™(i) el conjunt de jugadors anteriors al jugador i segons l’ordre
dictaminat © (j € P™(i) si i només si w(j) < 7(i)). El pagament corresponent a cada un
dels jugadors i es pot representar de la segiient manera:

]' ™
®;(v) := W Z m; (v)

" rem(N,P)

on mI és la component i-essima del vector de contribucions marginals associat a la per-
mutacio ™ que ja hem definit a la definicio 3.11

Observacié: Per a representar aquest valor, hem usat la mateixa notacié que la usada
pel valor de Shapley. Tot i que no representen el mateix calcul, a partir de la definicid
que hem donat, és facil veure que aquest valor és una extensié del valor de Shapley, ja
que per a les particions trivials (tots els jugadors junts en una mateixa coalicié o tots per
separat), el valor que hem definit coincideix amb el valor de Shapley.

En aquesta ultima seccié del cas practic estudiarem el poder que obtindrien les dife-
rents coalicions factibles i estables des de el punt de vista ideologic o tactic. Amb I'objectiu
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de veure diferents escenaris al que hem estudiat en el cas de les incompatibilitats, ara no
estudiarem la coalicié formada per Junts pel Siila CUP, ja que, de fet, si consideréssim
aquesta coalicié la resta de partits no tindrien cap poder.

La particularitat del parlament que estem estudiant simplifica ’aplicacié del valor co-
alicional d’Owen que hem presentat. Ja hem comentat que, per similituds amb la secci6
anterior, no estudiarem la coalicié de Junts pel Si i la CUP, per tant, totes les coalicions
que analitzarem estaran integrades per jugadors simetrics, de manera que ’aportacié que
faran a la coalici6 en la que estan integrats sera idéntica, en conseqiiencia també ho sera
el poder que els hi correspon a cada un.

D’aquesta manera, només utilitzarem la primera part del calcul que hem presentat, uti-
litzant el joc quocient, per tractar les coalicions com si fossin un tdnic jugador. Per a
la segona part del calcul, la divisié del poder segons la contribucié a la coalicié, no ens
caldra la definicié que utilitza els vectors de contribucions marginals dels jugadors, sera
suficient repartir el poder atorgat a la coalicié entre cada un dels integrants a parts iguals.

Introduim a continuacié diferents escenaris que atenen a consideracions del tipus coa-
licional, descrivint a cada pas el corresponent efecte sobre la distribucié del poder entre
els partits.

Per una part, sembla natural considerar una coalicié entre els tres partits que s’havi-
en mostrat en contra de la independencia de Catalunya, Ciutadans, PSC i PP. Aquesta
unio té com a resultat la segiient estructura de coalicions:

Cs 4+ PSC + PP = {JxSi, {Cs, PSC, PP}, CSQP, CUP}

el seu valor coalicional es dona a la tercera columna de la taula que apareix a continuacié!

Partits | Percentatge d’escons Index de Shapley-Shubik | Cs + PSC + PP
JxSi 0,4593 0,6667 0, 5000
Cs 0, 1852 0,0667 0,0556
PSC 0,1185 0,0667 0,0556
CSQP 0,0815 0,0667 0,1667
PP 0,0815 0,0667 0,0556
CUP 0,0741 0,0667 0,1667

Taula 6.4: Percentatge d’escons i poder de cada partit abans i després de la formacié de
la coalici6é de Ciutadans, PSC i PP.

Com podem observar, sense tenir en compte coalicions i com ja haviem vist, Junts
pel Si és I'tinic partit que se situa en una millor situacié estrategica de la que indica el
seu percentatge d’escons. Al tenir en compte la formacié de la coalicid, aquest poder es
redueix i es reparteix entre les formacions restants. Veiem que els tres partits que han

1Per a Pelaboracié de les taules d’aquesta seccié hem fet servir el valor coalicional basat en 'index de
Shapley-Subik, als annexos A i B hi podem trobar les taules en que hem fet servir 'index de Banzhaf i
Banzhaf normalitzat

39



format la coalicié tenen ara un poder menor al que ostentaven abans de formar la coalicid,
per aquesta rad, l'estrategia d’agrupar-se perd eficacia si no hi ha expectatives d’altres
unions entre partits (ja sigui a la mateixa coalicié o formant-ne de noves).

Hem vist la coalicié que agrupa a partits amb un grau major d’afinitat, la resta de
coalicions que estudiarem ajunten partits que a priori no en tenen tanta, per tant, assu-
mim com a punt de partida un escenari on es forma la coalicié de Ciutadans, PSC i PP i
a partir d’aqui estudiem la resta de coalicions que es podran crear.

Sembla natural també, pensar en una eventual unié de Catalunya Si Que es Pot i la
CUP, de fet, les dues candidatures sén d’esquerres i estan a favor del dret a decidir,
considerant aquesta unié obtenim la segiient estructura de coalicions:

Cs + PSC + PP; CSQP + CUP = {JxSi, {Cs, PSC, PP}, {CSQP, CUP}}

el seu valor coalicional es dona a la tercera columna de la taula que apareix a continuacio.

Partits | Index de Shapley-Shubik | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + PP
CSQP + CUP

JxSi 0,6667 0, 5000 0,3333
Cs 0,0667 0, 0556 0,1111
PSC 0,0667 0, 0556 0,1111
CSQP 0,0667 0,1667 0,1667
PP 0,0667 0, 0556 0,1111
CuUP 0,0667 0,1667 0,1667

Taula 6.5: Poder de cada partit abans de la formacié de coalicions i després dels dos
escenaris estudiats.

Veient els resultats, queda clar que la unié dels partits minoritaris en diferents co-
alicions augmenta el seu poder i en conseqiiencia el partit dominant perd la seva gran
influencia, de fet, arribats a aquest punt, la situacié s’ha capgirat, Junts pel Si és I'tnic
partit que té un poder menor al que li haviem calculat abans de la formaci6 de les coali-
cions, tots els altres partits aconsegueixen un poder superior.

Existeix pero, un altra alternativa per a Catalunya Si Que es Pot, el seu no pronun-
ciament a favor o en contra de la independencia permet que, tot i que la seva afinitat
amb la resta d’integrants no sigui evident, es pugui imaginar un escenari on aquest partit
formi una coalicié amb el bloc de partits contraris a a independencia de Catalunya. Si
CSQP opta per aquesta alternativa, obtenim I’estructura

Cs + PSC + PP + CSQP = {JxSi, {Cs, PSC, PP, CSQP}, CUP}

el seu valor coalicional es dona a la tercera columna de la segiient taula.
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Partits | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + PP + CSQP
CSQP + CUP

JxSi 0, 5000 0,3333 0,3333
Cs 0,1111 0,1111 0,0833
PSC 0,1111 0,1111 0,0833
CSQP 0, 1667 0, 1667 0,0833
PP 0,1111 0,1111 0,0833
CUP 0, 1667 0, 1667 0,3333

Taula 6.6: Poder de cada partit després dels tres escenaris estudiats.

Els resultats ens mostren que la millor opcié estrategica per a Catalunya Si Que es Pot
és no formar part de cap coalicié o formar-ne una amb la CUP, en els dos casos obtindria
el poder que li hem calculat per al primer escenari.

La conclusié més important que extraiem de I'analisi d’aquest 1ltim escenari és que la
CUP augmenta el seu poder d’influencia i ’equipara al de Junts pel Si. D’aqui al final de
la seccié intentarem explicar el perque d’aquest canvi drastic en comparacié amb la situ-
acié abans de considerar les diferents coalicions i ho compararem als resultats obtinguts
en l'estudi d’incompatibilitats.

Com ja hem comentat, els indexs de poder que hem utilitzat es basen en el nombre
de swings que té cada partit per a calcular el seu poder. El descens que experimenta el
poder de Junts pel Si s’explica per la perdua de swings que experimenta aquest partit
quan dos o més partits decideixen formar una coalicié.

Ser el clar vencedor en nombre d’escons de les eleccions i estar tan a prop de la ma-
joria absoluta provoca que Junts pel Si reuneixi la majoria de swings del joc (30) un 75%
dels swings totals (40), mentre que la resta de partits només en tenen 2 (la coalicié que
podrien formar amb Junts pel Si i la coalicié que agrupa tots els partits minoritaris).

La particularitat d’aquest cas provoca que per cada coalicié que es pugui formar, es
redueixi substancialment el nombre de swings de Junts pel Si (Junts pel Si ja només
tindra un dnic swing amb la coalicié de partits i no tots els que tenia abans amb cada un
dels integrants de la coalicid), i en canvi, no es redueixin els dels seus rivals (es manté la
opcié de formar una coalicié amb Junts pel Si o de formar la coalicié de tots els partits
minoritaris) de manera que els partits minoritaris o les coalicions de partits minoritaris
mantindran els seus dos swings passi el que passi.

L’augment del poder de la CUP també té una lectura semblant pero a la inversa. La
integracié dels partits minoritaris en diferents coalicions provoca tant el descens del nom-
bre de possibilitats de Junts pel Si per a formar una coalicié guanyadora com el descens
del nombre de swings totals del joc.

De fet, quan estudiem l’escenari en que Ciutadans, PSC i PP formen coalicid, veiem
com el nombre total de swings passa de 40 a 12. Aqui el poder de Junts pel Si segueix
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sent elevat degut a que segueix podent pactar amb la coalicié esmentada, Catalunya Si
Que es Pot i la CUP. Al afegir al nostre estudi la coalicié d’aquests dos tltims partits
o al considerar la integracié de Catalunya Si Que es Pot al bloc no favorable a la in-
dependencia, el nombre de swings totals del joc queda reduit a 6, 2 per a cada un dels
jugadors o coalicions.

Vistos tots els escenaris possibles basats en les afinitats possibles entre els partits i analit-
zant els resultats de cada un dels escenaris arribem a una conclusié identica a la que hem
plantejat en el cas de les incompatibilitats, la CUP es troba en una posicié envejable que
li permet ser l'eix de la governabilitat si decideix no entrar en cap coalicié i allargar les
negociacions amb Junts pel Si. En realitat, cap de les coalicions que hem esmentat van
arribar a dur-se a terme, ja que cap d’elles obtenia els escons suficients per a esdevenir
guanyadora, pero el seu estudi ens han servit per adonar-nos del poder ascendent de la
CUP i la necessitat imperiosa per a Junts pel Si de negociar un acord amb aquesta for-
macio, no és d’estranyar doncs que la CUP, tot i ser el partit amb menor representacié,
10 dels 135 del Parlament de Catalunya, pogués imposar a Junts Pel Si que renunciés al
seu candidat presidenciable.
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Capitol 7

Conclusions

En la realitzacié d’aquest treball hem introduit els conceptes més rellevants i fonamentals
de la teoria de jocs cooperatius per acabar centrant-nos en els jocs simples i més concre-
tament en els jocs de majoria ponderada, tot aixo amb 'objectiu d’estudiar les situacions
decisories dins d’un sistema de votacio i per a intentar explicar el gran poder que va mos-
trar la CUP en els mesos anteriors a la investidura de les eleccions catalanes ’any 2015.
A més, hem presentat les solucions per a aquest tipus de jocs, els indexs de poder, i hem
definit i caracteritzat els dos indexs més importants, el de Shapley-Shubik i el de Banzhaf.

En Paplicacié que hem fet per analitzar els resultats del parlament estudiat, hem pogut
constatar que, al aplicar-los en un ambit politic amb una pluralitat tan amplia d’opinions,
si no sén contextualitzats, és a dir, si no s’especifiquen les relacions entre els jugadors, ja
siguin d’afinitat (estudiant si cada un dels partits pot o no formar coalicié amb d’altres,
basant-nos en la seva ideologia o en el redit que li pot proporcionar una coalicié) o d’in-
compatibilitat (analitzant quins partits no poden formar coalicié en base els punts més
importants de la seva ideologia), llavors sén merament orientatius i no compleixen el seu
objectiu que és explicar el poder real de cada jugador. Aquestes especificacions no sén
necessaries en sistemes de votacid on voten individus, pero resulten essencials en sistemes
en els que voten formacions d’individus que votaran conjuntament en bloc.

Després de 'elaboracid i aplicacié del graf d’incompatibilitats i de considerar les dife-
rents afinitats que poden tenir els partits, hem observat que els resultats que ofereixen els
dos indexs estudiats, el de Shapley-Shubik i el de Banzhaf (i Banzhaf normalitzat) sén
molt semblants i suggereixen una distribucié del poder practicament identica que s’adapta
perfectament a la situacié estudiada.

Es a dir, en parlaments on hi ha un gran nombre d’incompatibilitats, com en el cas
que estem estudiant, tot i la naturalesa diferenciada dels dos indexs, aquests mostren
resultats practicament identics i podem optar per una aplicacié indistinta dels dos indexs
sense perdre eficacia en el nostre analisi.
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Annex A

Indexs de Banzhaf per blocs

En les dues taules que apareixen a continuacié hi apareixen els resultats que hem calculat
en la secci6 de Particié per blocs amb I'index de Banzhaf. En la primera, podem comparar
el percentatge d’escons amb el poder que atorga a cada partit aquest index abans de
considerar la formacio de qualsevol coalicié i després de considerar la coalicié de Ciutadans,
PSC i PP. En la segona, podem comparar el poder atorgat als partits després de la
formacié de cada una de les possibles coalicions estudiades.

Partits | Percentatge d’escons | Index de Banzhaf | Cs + PSC + PP
JxSi 0, 4593 0,9375 0, 7500
Cs 0, 1852 0,0625 0,0833
PSC 0,1185 0,0625 0,0833
CSQP 0,0815 0,0625 0, 2500
PP 0,0815 0,0625 0,0833
CcuUp 0,0741 0,0625 0, 2500

Taula A.1: Percentatge d’escons i poder de cada partit abans i després de la formacié de
la coalici6é de Ciutadans, PSC i PP.

Partits | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + CSQP + PP
CSQP + CUP

JxSi 0, 7500 0, 5000 0, 5000
Cs 0,0833 0,1667 0, 1250
PSC 0,0833 0,1667 0, 1250
CSQP 0, 2500 0,2500 0, 1250
PP 0,0833 0,1667 0, 1250
CUP 0, 2500 0,2500 0, 5000

Taula A.2: Poder dels partits segons la formacié d’'una determinada coalicié.
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Annex B

Indexs de Banzhaf normalitzat
per blocs

En les dues taules que apareixen a continuacié hi apareixen els resultats que hem calculat
en la seccié de Particié per blocs amb I'index de Banzhaf normalitzat. Com en I'annex
A, amb aquestes taules podem comparar el percentatge d’escons de cada partit amb el
poder que atorga I'index de Banzhaf normalitzat abans i després de la formacié de les
coalicions estudiades.

Partits | Percentatge d’escons | Index de Banzhaf normalitzat | Cs + PSC + PP
JxSi 0, 4593 0, 7500 0, 5000
Cs 0, 1852 0, 0500 0, 0556
PSC 0,1185 0, 0500 0, 0556
CSQP 0,0815 0, 0500 0,1667
PP 0,0815 0, 0500 0, 0556
CUP 0,0741 0, 0500 0,1667

Taula B.1: Percentatge d’escons i poder de cada partit abans i després de la formacié de
la coalicié de Ciutadans, PSC i PP.

Partits | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + PP | Cs + PSC + CSQP + PP
CSQP + CUP

JxSi 0, 5000 0,3333 0,3333
Cs 0, 0556 0,1111 0,0833
PSC 0, 0556 0,1111 0,0833
CSQP 0,1667 0,1667 0,0833
PP 0, 0556 0,1111 0,0833
CUP 0,1667 0,1667 0,3333

Taula B.2: Poder dels partits segons la formacié d’una determinada coalicio.
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