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Abstract

In this tesis we study the one-dimensional Stefan problem, a classic example of a free
boundary value problem for a partial differential equation. We will look at the Stefan
condition and some techniques applied to problem solving. Furthermore, we will discuss
the existence and uniqueness of heat equation, as well as the maximum principle. Finally
the problem is solved numerically using the Crank-Nicolson scheme, for two different
boundary conditions: one constant and the other time-dependent; doing an asymptotic
analysis at the initial time, and an analysis of the approximation errors. The approximate

solutions are shown graphically along with proper error estimates.

Resum

En aquest treball s’estudia el problema de Stefan unidimensional, un exemple classic de
problema de condicié a la frontera per a una equacié diferencial en derivades parcials,
on la frontera es desplaga en el temps. Veurem la condicié de Stefan i algunes tecniques
aplicades a la resolucié del problema. També es discutira I’existencia i unicitat de ’equacié
del calor, aixi com el principi del maxim. Finalment es resol el problema numericament
usant el metode de Crank-Nicolson, per a dues condicions a la frontera: una constant i
I’altre dependent del temps; fent una analisi asimptotica al temps inicial, i una analisi
dels errors comesos en 'aproximacid. Les solucions aproximades es mostren graficament

juntament amb els errors d’estimacié adequats.

2010 Mathematics Subject Classification. 35R35, 656M06, 656N06, 80A22
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1 Introduccio

Un problema de Stefan és una classe de problema de valor a la frontera per a un sistema
d’equacions en derivades parcials, on a part de resoldre les equacions que engloben el
sistema, també s’ha de determinar la regié que ocupa en cada moment. El problema de
Stefan classic descriu el canvi d’estat d’un material, per exemple la fusié d’un solid, com
ara el gel a 'aigua. Per trobar una solucié tnica del problema, es necessiten condicions
a la frontera: per a la frontera mobil a priori desconeguda, i per a les fronteres fixes dels

dos estats del material en qiiestio.

Algunes de les caracteristiques que comparteixen els problemes de Stefan sén: equa-
cions per descriure la transferéncia de calor, que existeix una interficie entre cada una de

les fases (que poden ser dos o més), i que la temperatura a la interficie és coneguda.

Els objectius que volem assolir en aquest treball sén: entendre matematicament el
problema de Stefan classic de dos fases, trobar la solucié analitica i discutir la validesa per
al problema reduit d’una fase, i fer una analisi numerica per trobar la solucié aproximada

amb els corresponents errors d’aproximacio.

Estructura de la Memoria

1. La primera seccié ha de servir per donar un punt de vista historic del problema de
Stefan, veient les motivacions al darrere del problema classic, i repassant les diferents

personalitats que han contribuit de manera directe o indirecte al problema.

2. A la segona secci6 establim una serie d’hipotesis fisiques sobre les quals treballarem,
trobem l’equacié de la calor i la condicié de Stefan, amb les quals ja estarem en

disposicié de formular matematicament el problema.

3. En la tercera secci6 es formula el problema de Stefan unidimensional de dos fases
amb la corresponent reduccié a una fase. Després s’expliquen diferents tecniques
matematiques per resoldre’l, on també trobem la solucié analitica, i per acabar es

discuteix sobre 'existéncia i la unicitat de la solucid.

4. Finalment, la ultima seccié esta dedicada a l’analisi numerica. En ella, primer
s’expliquen tres metodes de diferéncies finites mirant I'estabilitat de cada un d’ells.
Es fa una analisi asimptotica del problema quan ¢t — 0 i es proposa un metode

numeric per resoldre el problema de Stefan, amb el corresponent analisi dels errors.



2 Arrels historiques del problema

S’anomena problema de Stefan a una classe de problemes de valor a la frontera en els
quals la frontera és mobil, és a dir, la posicié6 d’aquesta és desconeguda i I’haurem de
determinar com a part de la solucié. Generalment, pero no exclusivament, les equacions

diferencials que engloben un problema de Stefan sén paraboliques ﬂ

L’exemple de problema de Stefan més comi, és el que descriu el canvi de fase de gel
a aigua, per al qual s’ha de resoldre una equacié de la calor per a cada una de les fases
liquida i solida, i on la posicié de la frontera mobil separant els estats, ve determinada

per 'anomenada condicié de Stefan.

El nom del problema ve donat pel fisic eslove Jozef Stefan (1835-1893) que al llarg de
la seva vida va dur a terme una multitud de treball experimental i analitic en situacions
fisiques que incloien el moviment de la frontera: canvi de fase solid-liquid, reaccions
quimiques, i canvi de fase liquid-vapor. Malgrat tot, el seu treball més rellevant va ser [13],
en el que estudiava la formacié de gel a 1’Ocea Artic. En aquest estudi, considerava
la temperatura de l'aigua del mar refredada a la seva temperatura de congelacié, i la
temperatura de ’aire en contacte amb l'aigua a una temperatura constant, per sota del
punt de congelacid, provocant la formacié de gel a la interficie entre ’aire i I’aigua. Va

trobar que el gruix de la capa de gel era proporcional a ’arrel quadrada del temps [14].

Malgrat que Stefan donés nom al problema i dugués a terme un ampli estudi tant
experimental com teoric pel que feia al canvi de fase, no va ser el primer en formalitzar i
resoldre el problema. Al segle XVIII, Joseph Black (1728-1799) va introduir el concepte de
calor latent per primer cop, important per la comprensié de la fisica darrere del canvi de
fase. Més tard, el fisic i matematic Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) va aportar

la teoria fisica 1 matematica necessaria referent a la conduccié de la calor.

L’any 1831, el fisic Gabriel Lamé (1795-1850) i 'enginyer Emile Clapeyron (1799-1864)
van ser els primers en relacionar el concepte de calor latent amb 'equacié de la calor,
estenent la teoria de Fourier del temps transcorregut des de que la Terra va comencar
el procés de solidificacié a partir del seu estat molt, suposant que la Terra inicialment
estava en estat liquid a la temperatura de fusié (problema d’una fase). Van trobar que
el gruix de l'escorga terrestre es proporcional a 1’arrel quadrada del temps (tal i com va
veure també Stefan en els seu estudi [13]) [6]. Després Stefan en va trobar la constant de

proporcionalitat.

El 1860 el fisic i matematic alemany Franz Ernst Neumann (1798-1895) va trobar en

2equaci6é en derivades parcials de segon ordre del tipus
a11Uyy + 2a12uxy + a22Uyy + biug + bguy +c=0,

on aiiagy — 2&12 = 0.



detall la solucié d’un problema similar al de Lamé y Clapeyron, pero prenent la tempera-
tura inicial per sobre del punt de fusié (problema de dos fases). Malgrat tot, el seu treball
no es va publicar fins ’any 1901 per Heimmich Weber en [15]. Es per aquest motiu, que a
dia d’avui la solucié del problema de Stefan classic es coneix com a solucié de Neumann,

en el seu honor [3].

3 Hipotesis fisiques

Per tal d’establir el model matematic del problema, necessitarem tenir una idea clara
de les hipotesis subjacents. Donat que I'estudi involucra processos de transformacio de
fase, el model implicara propietats fisiques per a cada una de les fases. Per simplificar
el problema, considerarem la densitat del material p constant, amb una temperatura
de fusié constant up;. Durant la transicié de fase, apareixera una calor latent, [, que
sera absorbida o alliberada pel cos sense un canvi de temperatura. Cada fase tindra
conductivitat térmica kr, ks i calor especifica cr, c¢g (on els subindexs denoten 'estat

liquid i solid respectivament), constants dins la fase pero diferents entre elles.

mé nsiderarem qu calor, mecanism ranspor nergia entr
A més, considerare e la calor, mecanisme de transport d’energia entre dos cossos
degut a una diferencia de temperatura, es transfereix isotropicament (i.e. igual en totes

direccions) i per conduccié.

3.1 L’equacié de la calor

Volem obtenir un model matematic que descrigui la distribucié de la calor en un cos solid,
per derivar aquest model hem seguit [11, p. 18-20]. Suposarem que el cos és homogeni
i isotropic, és a dir, en el que la calor es transmet igual en totes direccions. També
considerarem la densitat p constant, i que el cos no rep ’energia de cap font externa.
Sigui V' una regi6 arbitraria diferenciable a trossos, on V' C R".

Denotem per e = e(x,t) lenergia térmica per unitat de massa, mesurada en kJ/kg.

Aleshores la quantitat total d’energia termica dins de V, ve donada per

/ ep dx
v

i derivant respecte el temps, obtenim E|

d

T Vepdx:/vetpdx

3assumint que la derivada pot entrar dins la integral.



Sigui q el vector de flux de calor mesurat en kJ/m?s, que estableix la direccié del flux
de calor i la magnitud de la velocitat del flux a través d’una unitat d’area. Més es-
pecificament, si do és una area continguda a la frontera de V', 0V, amb vector unitari
normal exterior v, llavors

q-vdo

es 'index de flux d’energia a través de do i en conseqiiéncia, el flux de calor en OV ve

—/ q-yda:—/diqux
oV \%

Aquesta igualtat ve donada pel teorema de la divergencia.

donat per

Abans de continuar, cal mencionar la primera llei de la termodinamica, que fa re-

feréncia a la conservaci6 d’energia, i que podem formular de la segiient manera:

Sigui V' un volum de control arbitrari dins del cos. La taxa de variacio de l’energia
termica dins V' és igual al flux net de calor a través de la frontera OV de V, degut a la

conduccid, més la tara de variacid en que les fonts externes subministren calor.

Degut a aquesta conservacié de ’energia, i que estem suposant que el cos no rep cap

aportaci6 externa d’energia, tenim:

/etpdx:—/ div qdx. (3.1)
1% \%4

Per larbitrarietat de V', podem convertir I'equaci6 integral (3.1]) en la segiient relacié que

estableix una llei basica en la conduccio de la calor:
erp = —divq. (3.2)

Per bé que e i q sén desconegudes, necessitarem més informacié mitjancant relacions
constitutives per aquestes quantitats.

Suposarem el segiient:

e La Llei de Fourier de la conduccié de la calor, estableix que sota condicions “nor-
mals”, per molts materials solids, el flux de calor és una funcié lineal del gradieniﬂ

de la temperatura, és a dir:
q=—kVu (3.3)

on u és la temperatura absoluta i kK > 0 és la conductivitat térmica que depen del

material. En general, k no depeén de u, x ni ¢, pero sovint varia tan poc que té sentit

4el gradient d’'una funcié f, és Vf = (%, ceey %).



negligir la variacié i considerar-la constant, de manera que
divq = —kAuw. (3.4)

El signe negatiu en (3.3)) evidencia la tendencia del flux de calor, d’anar des de les

regions calides a les fredes.

e L’energia térmica és una funcié lineal de la temperatura absoluta (mesurada en
graus Kelvin o Celsius):
€= Cyll (3.5)

on ¢, denota la calor especifica (a volum constant) del material.

Amb aquestes suposicions, convertim (3.2)) en una equacié en derivades parcials (EDP)

que es satisfa per una distribucié de temperatura u(x,t):

k
up — —Au=0 (3.6)
Cyp
anomenada equacié de la calor, i D = %. El coeficient D s’anomena difusivitat

termica, que és el temps de resposta térmica del material.

Per tal de tenir un problema ben definit en un domini 2, per un temps positiu ¢t > 0, hem

de combinar (3.6 amb

a. una condicié inicial u(z,0), Vx € £;

b. condicions a la frontera del domini per u(z,0), Vx € 99, t > 0.
Restringint-nos al cas unidimensional, amb = [0, c0), I'equaci6 (3.6 es transforma en

Uy = Dum .



3.2 La condici6 de Stefan

A continuacié seguirem amb la deduccié de 'anomenada condicié de Stefan, una condicié
pel domini mobil que necessitarem per tal d’obtenir una solucié tnica del problema de

Stefan. Ho farem seguint el treball de [5].

Denotem per x = h(t) a la frontera mobil desconeguda. Sigui ups la temperatura de
fusi6 entre la fase solida i liquida, que considerarem constant. Per raons de naturalesa

fisica, la temperatura ha de ser continua i per tant, en 2 = h(t) tindrem:

x—1>1hr8)— ur(z,t) = x—l>lh%)+ ug(x,t) =upy Vi (3.7)

En un temps fixat t = tp, considerem el domini €2 que podem dividir en dos fases separades
ax = h(t)): 9 = QN {x < h(t)} la fase liquida i Qo = Q@ N {x > h(t)} la solida.

Suposarem també que v només depen de x i t.

0
2
(liquida) 2 5]
h(t) UM
Y
Q2
(i) us(2,?)
T Y

Figura 3.1: Fases liquida i solida amb interficie de separaci6 h(t)
i temperatura en z = h(t) imposada wupy.

Suposarem també que el solid s’esta fonent, és a dir que segons la figura fig. h(t)
es mou cap avall. Per tant, ur, > up i ug < upy.
En el temps fixat, agafem un tro¢ d’interficie amb forma de disc A, per simplificar els
calculs. En un temps t; > ¢y la posicié de la interficie haura canviat a h(t1) > h(to).
Mentrestant, el cilindre de volum V_;jinare = area(A) x (h(t1) —h(to)) s’haura fos alliberant

una quantitat de calor Q:
Q =ml = Veindre pl (38)

on p és la densitat i [ la calor latent especifica.



El flux de calor per cada fase sera:

qr = —kLVug (3.9)
qs = —ksVug (3.10)

on estem suposant que u € C' i ky, i kg és la conductivitat termica del material per a la
fase liquida i solida respectivament. Per la conservacié de ’energia, la quantitat de calor
absorbida en (3.8)) és igual a

t1
Q= /[QL -e1 + qg - (—ey)] dAdt =
o (3.11)

/ttl /A [~k Vur(h(t),t) - e1 — ksVug(h(t),t) - (—ey)] dAdt,

on e; és el vector unitari en la direccié d’z. Integrant ’expressié anterior sobre les

coordenades espacials ens déna

Q=4 / (.0, 0.0 + ks (G2 b0, 0. 52 0ie).0) | - 1,0y dr =

t ouy, Oug
A —kr,——=(h(t),t) + k h(t),t)| dt
[ S n0.0) + ks G2 ke 1)
(3.12)
i igualant amb obtenim
t 0 0
(h(t1) — h(ty)) - pl = / [—kLauL(h(t),t) + ksus(h(t),t)} dt. (3.13)
to x Ox
Ara dividim V’expressié per (t; — tg) i fem el limit quan ¢; — ¢o:
. h(tl) - h(to) . 1 /tl 8uL aug
i TSy g, S us . (3.14
pl tll—lgo t1 —to t11i>rtlo t1 — 1o to kL ox (h(t%t) + k‘s Ox (h(t)’t) dt (3 )

Necessitarem els segiients teoremes abans de continuar:

Teorema 3.1. (Teorema del valor intermedi) Sigui f : [a,b] — R continua. Sigui c € R

tal que f(a) < c < f(b). Aleshores existeir t € (a,b) tal que f(t) = c.

Demostracié. Podeu trobar la demostracié del teorema a (8, p. 111]. U

Teorema 3.2. (Teorema del valor mitja per a integrals) Sigui f : [a,b] — R continua, i

sigui g : [a,b] — R acotada, integrable i no-negativa. Aleshores existeiz £ € [a,b] tal que

[ st =19 [ g



Demostracio. El cas en que f;g = 0 és trivial. Suposem doncs f:g > 0. Siguin M =
maX,elqp f(2) 1 m = mingep,y f(x) (existeixen per ser f continua i [a,b] compacte).

Aleshores, com g(z) > 0, tenim

mg(x) < f(z)g(x) < Mg(z) Ve la,b]

b b b b b
m/g=/mg§/fg§/Mg=M/g-
a a a a a

El nombre ff fg es troba entre el minim i el maxim de f(x) ffg en [a,b]. Com que f és

i per tant

continua, podem aplicar el teorema del valor Intermedi [3.1] i concloure que existeix £ en

Pinterval [a, b], tal que

[t =19 [ g

U
Apliquem el Teorema [3.2] en I'interval [to, 1] amb g(t) =1 i
ouy, Jug
t) = |—kr——(h(t),t ks——(h(t),t
10 = |- G 0.0+ kG 0,0
a (3.14)) i obtenim la segiient expressio:
LK (t1) = 1 - (t1 —to) f(2). 3.15
pleH(t) = lim - (0~ t0) (1) (3.15)
Com t; — to i f és continua (u € C1), llavors
pl-1'(t1) = f(t1). (3.16)

Es podria haver repetit el mateix procediment per a un temps ¢ qualsevol, en comptes de

t1. Aixi, podem escriure I'expressié anterior com

pl -1 (t) = f(t). (3.17)
I finalment, substituint I'expressié de f arribem a 'anomenada condicié de Stefan

ol % — —kpua(h(t),1) + ksua(h(t), 1), (3.18)

que és una condicié per a la frontera mobil.



4 Formulacié matematica classica del problema

Amb totes les hipotesis i condicions que hem establert fins ara, ja estem en situacié per
poder enunciar la forma més basica del problema de Stefan, que sorgeix de considerar el
desglag d’un bloc de gel unidimensional i semi-infinit ocupant = > 0, on el canvi d’estat es
comenga a produir en el temps inicial t = 0 i és degut a una font de calor en = 0. La fase
liquida en el subdomini 2, esta separada per h(t) de la fase solida en el subdomini Qs.
Cada fase tindra la seva distribucié de temperatura ur(x,t) i ug(z,t), és a dir, tindrem
una equacié de la calor per a cada fase:

8uL . 82uL
Jug d%ug
— = . . 4.1
5 S a2 o h(t) <z < oo (4.1b)
A x = h(t), per a t > 0, tindrem:
dh ouy, Jug .
pl - pri —kr, o (h(t),t) + kg D (h(t),t) (condici6 de Stefan), (4.1¢)
ur(h(t),t) = ug(h(t),t) = up. (4.1d)

A Tinstant inicial ¢ = 0, la fase liquida encara no existeix, per tant tindrem,
h(0) =0 (el material és solid inicialment). (4.1e)

La font de calor que deriva en el desglacament a x = 0, pot ser qualsevol funcié f(t). Més
endavant, considerarem un cas en el que la temperatura és constant, i un altre en la que

dependra del temps, amb f(t) > ups. Tindrem:
ur(0,8) = f(¢). (4.1f)

Formalment, encara necessitariem definir una condicié inicial i una condicié a la frontera
per a la distribucié de temperatura a la fase solida ug, pero donat que treballarem amb

la simplificacié del problema que a continuacié veurem, no sera necessari.

4.1 Reduccidé a una fase

Una simplificacié del problema de Stefan de dos fases és el considerar la temperatura
a la fase solida constant, de manera que la tinica fase “activa’seria la liquida. Amb aquest
plantejament, el problema es redueix a trobar la distribucié de temperatura a la fase
liquida i la localitzaci6 de la frontera mobil h(t). Malgrat que el problema segueix sent

de dos fases, s’anomena problema d’una fase ja que la fase solida és coneguda.



Considerant la regio solida inicialment a la temperatura de fusié wys, el problema es

redueix a:

e La fase liquida: 0 <z < h(t)

ou k0% d%u

. =Dy h(t), t 4.2

ot cppL 012 L 53 en 0<ax<h(t),t>0, (4.2a)
u(0,t) = f(¢), condici6 a la frontera, (4.2b)
u(z,0) =0, condici¢ inicial. (4.2¢)

e La frontera mobil: = = h(t)

dh
pl - i —kng(h(t), t) condici6 de Stefan, (4.2d)
h(0) =0, posici6 inicial de la interficie, (4.2e)
u(h(t),t) = ups. (4.2f)

e La fase solida: h(t) < z < 0o

u(z,t) =0, Vit, x> h(t). (4.2g)

Per a la condicié a la frontera [4.2bl com hem mencionat anteriorment, considerarem dues
funcions diferents, tot seguint el treball de |10]. Funcions per a les quals, existeix la
solucié analitica del problema, i d’aquesta manera posteriorment podrem comparar-la

amb la solucié aproximada que trobarem a la seccié [5] Sén:

ft)=1, f(t) =e" —1. (4.3)

4.2 Diferents tecniques matematiques per resoldre el problema

A continuacid, presentarem una visié global de diferents técniques matematiques per al
problema de Stefan (4.2)).

4.2.1 Semblanca

L’objectiu de la solucié per semblanca és reduir ’ordre de ’equacié en derivades parcials
reescrivint-la en termes d’una variable semblant, agrupant-hi les variables independents

x it en una de la forma & = ct¥z7.

10



Primer necessitarem considerar una versié adimensional del problema de Stefan uni-
dimensional (4.2]). Donat que ja tenim el model matematic, només haurem de comprovar

que les noves expressions satisfan les equacions [5].

Sigui el segiient canvi de variables:
(4.4)

amb a i 7y constants i tal que

on recordem que D = % # 0. Amb el canvi de variables i |D transformem el sistema

(D en

( O(av) - D 92 (av)

(1) 922 — %UT = Dava:a: VUr = Uz
av(0,77) = f(y7) = v(0,77) =7 f(7) v(0,77) =7 f(7)
= (4.6)
v(z,0) =0 v(z,0) =0
d(av v
Bl (yr) = — 2 — Bdh(y7) = —a | Bach(yT) = —vs

on 8= £ Ara substituim les funcions per
kr,

h(yr) = o(7) (4.7)
fOyr) = F(7)/v (4.8)
v(x,yT) = Nx, 7) (4.9)
de tal manera, ens queda:
Az, T) = Agz (2, 7) (4.10)
6i0(7') = —Xg(o(1),7) (4.11)

dr

i tornant a canviar la notacié del problema per l'original, obtenim el problema de Stefan

adimensional com

Up = Ugy (4.12a)

w(0,8) = (1) (4.12b)
w(h(t),t) = 0 (4.12¢)
ﬁ% — —w(h(8),1). (4.124)

11



Considerem ara el problema de Stefan d’una fase, descrit pel sistema (4.2)), amb la condicié

u(0,t) = upy a x = 0, trobarem una solucié explicita del problema.

Sigui la variable semblant

<l

1 buscarem una solucié de la forma
u(z,t) = F(¢(a,1)).

Substituint (4.14) a 'equaci6 de la calor (4.2a)), obtenim:

@( t) = orog . «x
ot " T Bcar T ot

du OF 9¢ 1 OF

()= oo = —=—,

Ox 0¢ dxr  \/t O¢

0%u OF (1 OF\ 0¢ 10°F
gt = Puge (o) 3 = Pt o

Convertint (4.2al) en 1’equacié diferencial lineal de segon ordre

O°F & OF _
02 2Dp 06

que podem resoldre amb el factor integrand
M(€) = edro B — oy e0r
amb C] constant. Multiplicant M () a (4.18]) obtenim

P F ¢ oF 0 OF\
TSQM(@ + EM(@@*& = o€ <M(§)8§> =0

i integrant 1’equacié anterior arribem a

OF

M(f)aié =Cs

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

amb C5 constant. Finalment, pel Teorema Fonamental del Calcul, la solucié de ’equacio

és

€ n2
F(g):cl/ e L dh + Cy.
0

12
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Podem reescriure (4.21)) en termes de la funcié errorlﬂ

F(¢) = C’ierf( (4.23)

§
—— | +C
2Dy ?
i la solucié de (4.2al) sera

u(z,t) = F <\‘2> = Clert (2\/%0 + Ch. (4.24)

Per obtenir el valor de les constants Cf i Co, avaluem (4.24)) a la frontera x = 01 2 = h(t),

obtenint
u(0,t) = C{erf(O) +Cy=ugy = Cy =ug, (4.25)
h(t) —ug
h(t),t) = Cjerf =0 Cl = 4.26
uh(0)) = Chert (5155 ) =0 — ¢ = 0 (4.26)
amb h)
A= . 4.27
s/ Dyt ( )
Com que C és constant, A també ho ha de ser, i per tant,
h(t) = 2A\\/Drt, (4.28)
ug T
t) = — fl —— 4.29
u(z,t) =ug erf(/\)er <2 Tﬁ) (4.29)

Per trobar una condicié per a la constant A, ens ajudem de la condicié de Stefan a = = h(t)
que és

dh __ou o
e HUCION R (1.30

La derivada temporal amb 1'h(t) trobada a (4.28)) sera

‘”;(tw - % (2)\\/DLf> = A\/j? (4.31)

i per la derivada espacial de u, derivem primer (4.29)):

2

ou _ug 20 /P 2 _ug ie_#ﬂ
%(x,t) ~ erf(\) 7Oz (/0 ¢ dy> —erf(\) 7 /Drt (432)
i Pavaluem a x = h(t)
O 0. 1) — (4.33
Ox erf(A) vDrtyT .

Serf(z)= % Iy eV dy.
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Finalment substituint a (4.30]), (4.33)) i (4.31)), obtindrem ’equacié transcendental

BymreN erf(\) = 1. (4.34)

Agrupant les equacions, tenim que la solucié del problema de Stefan (4.2)), coneguda com

a solucié de Neumann, és:

u(z,t) = ug — —effﬁ\)erf (2\/%) ,
h(t) = 2AV/Dt, (4.35)
By/mreN erf()) = 1.

4.2.2 Transformacié de la frontera

Un altre eina per a simplificar problemes de Stefan com (4.12]), de gran interes per tro-
bar solucions numeriques on treballar amb una frontera mobil sempre és costds, sén les

transformacions de fixaci6 de la frontera [3].

Un exemple és aplicar el canvi de variable £ = z/h(t) a (4.12)), convertint el problema

en:

0*’F  ,OF dh OF

i les condicions a la frontera

F
dn __oF (4.37)

F =1 F(1,t) = = —
O0=1  FLO=0.  Shg=-Ge .

on F(&,t) = u(x,t). Aquesta transformacié soluciona el problema del domini mobil, ja
que el domini original era z € [0, h(t)] i amb aquest canvi es transforma en & € [0, 1]. De

totes maneres, amb el problema de Stefan estandard ens trobem amb una degeneracio
en el temps t = 0, ja que h ~ V't i per tant % ~ % (que apareix en (4.36])). Aquesta

singularitat es pot evitar treballant en termes de z = h?, obtenint

O°F _ OF €dz0F  fd=__OF (4.38)
02 T oE 2dt O¢’ 2dt - 9|y’ '

A la seccié [f], aplicarem aquesta transformacié de la frontera per tal d’aproximar la solucid
del problema (4.2)) i tractarem amb més profunditat la degeneraci6 a

14



4.2.3 Metode de pertorbacié

El metode de pertorbacié consisteix en aproximar la solucié d’un problema que no pot
ser resolt analiticament mitjancant una serie de potencies en terme d’un parametre su-
ficientment petit. Aquesta serie en el cas del nostre problema s’anomena gran expansio
del nombre de Stefan. Partint de ’expressié adimensional del problema (4.12]), per valors
grans de 8 podem reescriure la condicié de Stefan com

dh ou
Mo (2 . 4.
dt ‘ <3$>x:h(t) (4.39)

one=1/< 1.

Com h(t) és una funcié monotona, podem substituir la segona variable independent ¢

per h. Usant (4.39) podem reescriure (4.12a)) com:

d%u ou [ Ou

o2 = “on <ax)m:h (4.40)
i la condicié a = = 0:

u(x =0,t) = f(t) = F(h). (4.41)

Ara l'objectiu és trobar una solucié pertorbada de tres termes de la forma

u(z,h) = uo(z,h) + eur(z,h) + ua(z,h). (4.42)

Substituint (4.42)) en les equacions (4.12b)), (4.12¢) i (4.39), les equacions governants per

a ug, uq i ug seran:

82 uo

0. _

€ : a2 0 (4.43a)
uo(0,h) = F(h), wo(h,h) =0,
9%u Jdug [ Ou

1 M 71 pr— —70 40

€ 92 o ((%3 >x:h (4.43Db)
ul(O, h) = 0, ul(h, h) = 0,
0% oui [ Ou

2 M 72 pr— —71 41

€ 92 o <8$ >$h (4.43c)

UQ(O, h) = O, ’u,z(h, h) =0.

Les solucions d’aquestes EDPs sén, respectivament:

uo(z, h) =F(h)(1 — z2), (4.44)

ui(z, h) :é F(h)z(1—2)[F(h)(z+1) — hF'(h)(z — 2)] (4.45)
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ug(z, h) :3%61) F(h)z(z—=1)[F(h)*(z+1)(92% +19)

+ 10F'(h)?h?(z + 4)
+ 5F(h) F'(h) h (32% 4 52 + 17)
+ F(h)F"(h)h? (z — 2)(322 — 62 — 4) ], (4.46)

amb z = z/h. Amb aix0, la posicié de la frontera mobil se segueix de 1’equacié

@ o T T

dh — ¢ Ouo 8U1 2%
< * >a;h
€ 1, 1
= F(h) -~ e?F(h) [6F (h) + ?JJ
+ SF(h) [457hp<h)2 4 3—56F’(h)2h + %F(h)F’(h) - ;SE)F(h)F”(h)h] o (447)

Desfent el canvi f(t) <» F'(h) amb les relacions

dF(h) _df(t) (dh\™"  d®F(h)  d>f(t) (dh\*
dh — dt <dt) T dn?  df? <dt) ’ (4.48)
I’equacio la podem reescriure de la forma
dh\* dh\? dh
on
o ef(t) € (=
oft.m) = =L (1= £ ey + s (4.50)
y 1 25e
b.) = 1070 - 25 100 (451)
5, 13 )
1) =~ 101 | 2102 = 700 (4.52)

Resolent 'equaci6 (4.49)), obtindrem el valor de dh/dt i mitjancant integracié numerica
trobem h. La distribucié de temperatura vindra donada al substituir els termes de (4.42])

pels trobats a (4.44])-(4.46)).

De l'aplicacié d’aquest metode en la literatura, podem concloure que el metode de
pertorbacié funciona com és esperat per a valors de € fins a 0.5. Amb la inclusié de més

termes en la série de pertorbacid, el metode funcionaria per a valors més grans de € [2].
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4.2.4 HBIM

El metode de la integral del balang de la calor, a partir d’ara HBIM, per les seves sigles
en angles Heat Balance Integral Method, va ser originalment descrit per Goodman [4]
i va tenir un major impacte en els problemes de Stefan, donat que a diferencia d’altres
problemes que involucren transferencia de calor, es poden trobar molt poques solucions del
problema de Stefan. Malgrat que com hem vist, existeixen altres metodes per aproximar
la solucid, i que alguns donen lloc a solucions més precises, el HBIM és una opcié popular
per la seva senzillesa i el fet que déna lloc a solucions analitiques per a una amplia gamma

de problemes i valors de parametres. Per desenvolupar aquesta seccié ens hem guiat de [9).

A continuacié, veurem la solucié al problema de fusié d’un solid semi-infinit inicialment
a temperatura constant (4.2) amb la funcié f(¢) = 1, és a dir, u(0,t) = 1. Trobarem la

solucié per HBI seguint el segiient procediment:

1. Introduim un nou parametre §(t), a partir del qual, per a z > § lincrement de

temperatura és negligible.

2. Definim una funcié que aproximi la temperatura, sovint amb un polinomi, aplicant
condicions en la frontera a x = 01 a x = 0(f) per determinar tots els coeficients

desconeguts de la funcié, en funcié del parametre 4.

3. Integrem l'equacié governant per a x € [0, ] per produir ’anomenada integral del

balang de la calor. Aix0 resultara en una equacié diferencial ordinaria per é.

Per tant, haurem reduit el problema de resoldre una equacié en derivades parcials a una

equacié diferencial ordinaria, la qual es pot resoldre analiticament.

Ara procedim a l'aplicacié del metode al nostre cas. Partim de la forma adimensional

(4.12), amb la condicié inicial

u(z,0) =0 pera z>0. (4.53)

Utilitzarem la solucié de Neumann per comparar després la veracitat del metode:

erf(=%£-)
— o 2 —9 4.54
u(z,t) af)) h(t) =22Vt (4.54)

on A\ és la solucié de '’equacié transcendental
By erf()) = 1. (4.55)

El metode d’HBI implicara integrar I'equaci6 de la calor (4.12a)) respecte x a 'interval
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(0, h(t)). Aplicant (4.12c) en la integral, obtenim

%
ox

_ Qu
x=h O

d X

=— [ udz. (4.56)
=0 dt Jy

Un cop haguem definit la funcié que aproxima w, haurem de resoldre (4.56) juntament
amb al condicié de Stefan (4.12d)).

La funcié d’aproximacié original proposada per Goodman [4] és quadratica de la forma

u(z,t) = a(h—x)+b(h—x)%. Tot i aixi, serd millor utilitzar la segiient variacié proposada

per Woods [16], 2
u(x,t)za(hhx>+b<hhx) (4.57)

ja que amb al condicié a la frontera (4.53)), els coeficients a i b que haurem de deter-

minar, seran independents de t. Comprovem que se satisfan les condicions de fron-

tera: u(h(t),t) = 0 es satisfa de manera automatica, i aplicant u(0,t) = 1, obtenim

u(0,t) =a+b=1, per tant b =1 — q, i la funcié quedara com

u(m,t):a<h2x>+(1—a)<h;$>2. (4.58)

Amb aquesta equacié, tindrem:

ou a ou

ox|,_, h Oz

=0
mentre la condicié de Stefan es transforma en:

dh a dh a
T = = ==, 4.
P dt h dat j (4.60)
Reescrivim I'equaci6 integral (4.56|), aplicant el fet que a és constant, de la segiient manera:

@ _a—2_a+2@
ox|,_p h 6 dt’

(4.61)

Utilitzant la condicié de Stefan (4.12d]) podem substituir el gradient de la temperatura a
x = h de I'equaci6 (4.61]) per obtenir I’equacié diferencial en termes de les dos incognites
aih(t)

dh  6(2—a)

B G 4.62
dt ~ 68 +a+2 (4.62)

Juntament amb (4.60)) conformen un sistema d’equacions, amb el que trobem facilment

que la constant a satisfa I’equacié quadratica

a®+2(68+1)a—128=0 (4.63)
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amb soluci6

a=—(68+1)+ 1+ 245 + 3602, (4.64)

on agafem la soluci6 de I’arrel positiva per assegurar u,(h,t) < 0. Resolent (4.60]), com-

provem que, de la mateixa manera que a la solucié (4.54), h és proporcional a l’arrel

h(t):,/é“t:za\/%, on o= % (4.65)

Finalment, substituint a (4.58)) a i h que acabem de trobar, coneixerem la distribucié de

la temperatura u(x,t) per a tot t.

quadrada del temps,

4.3 Existéncia i unicitat de la solucié

Per tal de poder utilitzar qualsevol tipus d’analisi numerica en aquest treball, és important
veure que el problema esta ben definit, és a dir, que té una tnica solucid, i que aquesta

depén de manera continua de les dades.

Si existis més d’una solucid, qualsevol prediccié feta, dependria de la solucié que ha-
b b
guéssim considerat com la correcte. El fet que la solucié depengui continuament de les
dades, és important en els problemes amb aplicacions fisiques, ja que ens interessa que la
M M

solucié no varil massa davant pertorbacions en les condicions inicials.

Donat que el nostre problema de Stefan involucra una equacié de la calor, I’objectiu
d’aquesta seccio sera acabar demostrant la unicitat de 'equacié de la calor. Previament,
haurem de definir alguns conceptes i parlar del principi del maxim: el fet que la calor
flueix des de les regions calides a les fredes implica que la solucié de I'equacié de la calor
homogenia assoleix el seu valor maxim i minim sobre la frontera del domini §2 en que esta
definida. Aquest resultat es coneix com a principi del maxim, i constitueix una ajuda a
I’hora d’obtenir informacié de la solucié d’una equacié diferencial, inclds quan no tenim
cap informacié de la solucié explicita. Per exemple, és una gran eina a I’hora de buscar
una solucié aproximada.

La teoria que s’exposa a continuacié es pot trobar a [12].

Definicié 4.1. Sigui Q C R", n € N, un domini tal que les funcions continues a;j(z), bi(z), c(x) :—
R € C%Q) per ai,j=1,...,n estan definides. A més, sigui la matriu (@ij(x))ij=1,..n
simetrica Yo € . Definim 'operador diferencial parcial lineal de segon ordre L :

C%(Q) — C°(Q) com:

n n 2
Lu(z) = Z Z azj(x)a;?a%u(x) + Z bi(x) 8ilu(x) + c(x)u(z), x €.

i=1 j=1
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Diem que és el-liptic (andalogament el-liptic degenerat), sii

z”: En: aij(x)&€ >0 analogament z": z’"‘: aij(x)&€ >0

=1 j=1 i=1 j=1

per a tot & = (&1,...,&,) € R™\{0} @ per tot x € Q. L’operador L s’anomena uniforma-

ment el-liptic quan existeizen constants 0 < m < M < 400 tals que

ml¢? < Z aij()&&; < MIEJ?

ij=1

per a tot & € R™ i per a tot © € Q. En el cas en que c(x) = 0, usem la notacié

Mu(z) = Lu(x), x € Q per l'operador diferencial reduit.

Proposicié 4.2. Sigui M = Mu, u € C*(Q), un operador diferencial el-liptic reduit en

el domini Q € R™. Suposem que la funcio u assoleix el mazxim en un punt z € §2, i.e.
u(z) <u(z) VzeQ.

Alehores, {Mu(z)}z=. < 0.

Demostracié. Aquesta demostracié es pot trobar a [12, p. 356]. O

A continuacié, demostrarem un principi del maxim per a equacions diferencials pa-
raboliques. Sota el domini acotat 2 C R"™, donat un n € N, considerem el cilindre
parabolic

Qr = {(z,t) eR" xR" |z € Q,t € (0,T]}

amb la temperatura 7' € R donada. La frontera parabolica ve determinada pel segiient

conjunt:

AQp = {(z,t) e R" x R | (z,t) € (02 x [0, T]) U (2 x {0})}.

Proposicié 4.3. Sigui u = u(z,t) € C%(Q) satisfent la inequacid diferencial

0? d
wu(m,t) - au(m,t) > 0, (x,t) € Q.

Aleshores, u no pot assolir el mazxim en cap punt de Q.

Demostracié. Suposem que u assoleix el seu maxim en un punt P = (§,7) € Q.
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SiPe KOZT, per la proposicié tenim la desigualtat
0? 0
_ < 4.
(5 - ) wem <0 (4.66)

en contradiccié amb el que estem suposant. Per tant, P € QT\folT itambé 7 =T. A més,

la desigualtat diferencial implica

2

0 0

Definim la funcié a(z) == u(z,T), x € Q, que assoleix el seu maxim en un punt & € Q.
Aplicant un altre cop la proposicié deduim que %ﬁ(f) < 0, en contradiccié amb
E67). O

Proposicié 4.4. Sigui la funcié u = u(z,t) € C*(Qr) N C%(Qr U AQr) una solucié de

la inequacid diferencial

0? 0

@’U,(.’I},t) - Eu(x7t) >0, (.I',t) € QTv
complint la condicid a la frontera

u(z,t) <0, (x,tx,t) € AQrp.
Aleshores u(xz,t) <0 en Qp UAQp.
Demostracié. Donat un € > 0, definim la funcié w(z,t) = u(z,t) — et i observem que
0? 0 0? 0
(8:1:2 - 8t> w(z,t) = <8:z:2 - 875) u(z,t) +e en Q.

I obtenim la segiient condicié a la frontera per a la funcié auxiliar w:

w(z,t) = u(z,t) —et <0, (x,t) € AQrp.

Per la proposicié w(z,t) < 01 en conseqiiencia u(z,t) < et en Qp. Prenent el limit

quan € — 0 acabem amb

u(z,t) <0 en QrUAQT.
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Teorema 4.5 (Principi del maxim-minim parabolic). Sigui u = u(z,t) € C%(Qr) N

CO(Qr U AQ7) una solucié de ’equacid de la calor

0? 0
@u(x,t) — au(x,t) =0, (x,t)€Qr.
Aleshores tenim
min  u(&,7)=m <u(x,t) < M:= max u(£, 1), (x,t)€ Qr.
e (&) (z,t) e &7), (1) €Qr

Demostracid. Aplicant la proposicié [f.4] a les funcions auxiliars
u(z, t) — M 1 m—u(z,t), (x,t) € Qr UAQ7,

obtenim el resultat esperat de manera immediata.

O

Teorema 4.6 (Unicitat de 1’equacié de la calor). Sigui f : R” — R € C°(R™) continua

i acotada. Aleshores existeix una unica solucié u del problema de valors inicials per a

l’equacid de la calor associada a la funcic f, és a dir

u=u(z,t) € C?(R" x R,R) N CO(R™ x [0, +0),R),
0%u ou n
W(l’,t)—a(.iv,t)—o en R XR+,

u(z,0) = f(x), x € R",

sup  |u(z,t)] < +oo.
($,t)ER"XR+

Demostracié. Sigui v = u(x,t) i v =v(x,t) dues solucions de (4.68]), i definim

M= sup J|u(z,t)|+ sup |v(z,t)] €[0,400).
(z,t)eR™ xR (z,t)eR? xRy

Per a la funcié
w(z,t) =u(x,t) —v(z,t) € C3HR™ x Ry, R) N COR" x [0, 4+00),R)

tenim o2 5
w w n
W($,t)—a(l‘,t):0 en R XR+,

w(z,0) =0, x € R",
lw(x,t)| < M Y (z,t) € R" x [0, +00).
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Fixats T, R € Ry, definim la bola Br = {x € R" : |z|] < R} i considerem el cilindre
parabolic

Brr ={(z,t) e R" xRy : x € B, t € (0,T]}
amb la frontera parabolica
ABrr = {(x,t) € Bg x[0,T] : * € 0Brot = 0}.

En el domini B considerem la solucié w(z,t) del problema (4.70) i la funci6

onM 2
W(z,t) = 22 (|2In+t>. (4.71)

W satisfa ’equacié diferencial

*W ow 2nM

W(l‘,t) - ﬁ(fﬂ,t) =

(1-1)=0, (x,t) € Brr,
i dins la frontera parabolica es compleix la desigualtat segiient:
lw(z,t)| < W(z,1), (x,t) € ABRr.
De I'aplicacié del principi del maxim-minim parabolic, en resulta
|w(z,t)| < W(x,t), (x,t) € Brr. (4.72)
Prenent el limit quan R — 400 a obtenim
w(z,t) =0, xeR™ te(0,T],

per un 7' € R arbitrari. Per tant, tenim u(z,t) = v(z,t) en R" x Ry. O
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5 Analisi numerica

En la majoria de problemes d’equacions diferencials en derivades parcials, no és possible
trobar una solucié explicita expressada en termes de funcions elementals. Es en aquest
punt on els metodes numerics son de gran utilitat a 'hora de donar més informacié sobre
el problema i la seva solucié. La contribucié de ’analisi a aquests problemes esta enfocat a
trobar condicions que garanteixin ’existencia i unicitat de la solucid, on el problema esta
definit en un espai dimensional infinit, a diferéncia de I’analisi numerica on el problema

és discret i definit en un espai dimensional finit.

Tot i que no existeix cap metode general per trobar la solucié d’un problema d’EDPs,
siné que segons el problema que vulguem aproximar podem utilitzar diferents metodes
numerics, podriem dividir les classes de metodes en dos. En primer lloc, podem trobar
la solucié a partir de la suma d’una serie de funcions definides al domini, i trobar els
coeficients de la serie, com per exemple hem vist a les seccions i . La segona
manera de procedir, i amb la que ens centrarem en aquest treball, consisteix en trobar
la solucié en un nombre finit de punts en el domini de definicié, s’anomena metode de

diferéncies finites.

5.1 Diferéncies finites

La idea del metode de diferencies finites és 1'is d’aproximacions de les derivades que
apareixen a 'EDP mitjancant sumes i diferencies dels valors de la funcié. Aquests valors
estan definits en un conjunt discret de punts, que anomenarem xarxa, uniformement
distribuits. Per mostrar aquest metode usarem ’equacié de la calor unidimensional,

ou 0%u

sota les condicions
u(0,t) =u(l,t) =0, t>0, i u(z,0)=f(x), 0<z<l

Primer triem un enter n > 0 i definim la mida del pas de l'eix de les  com h = [/n.
Després triem la mida del pas en la variable temporal ¢, li direm k. Els punts de la
xarxa en aquesta situacié seran (x;,t;), amb x; = ih, perai=0,1...,n,it; = jk, amb
j=0,1,....

La teoria referent a aquesta seccié la podeu trobar a [1].
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5.1.1 Metode de diferéncies finites endavant

Obtenim el metode de diferéncies mitjancant la serie de Taylor en ¢ per formar el quocient

de diferéncia 5 (2.t K (21,1 ) L 5%
u u(i, tj + k) — ulx;, t;
- . ) — i i), 2
8t ('rl?t_]) k' 2 atg( lu’]) (5 )

per algun p; € (tj,tj41), i la serie de Taylor en x per formar el quocient de diferencia

0%u (m " ) (.’L'Z + h,tj) — 2u(xl~,tj) + u(xl — h,tj) B ﬁ@
ox2\ h2 12 Ozt

(&t (5:3)

on & € (Ti—1, Tit1).
L’equacid implica que als punts interiors de la xarxa (z;,¢;) Vi =1,2,...,n—1
ij=1,2,... tenim ,
O 1) — & (i ty) = 0,
aixi doncs, el metode de diferencies usant i(5.3) és

Wi+l — Wij  Wip1,j — 2Wi5 +wi—14

=0 5.4
k h2 ’ ( )
on
wij &~ u(zg,t)),
i I’equacié de 'error de truncament local és
k 0%u h? 0*u
Tij = 5@(%#;‘) - ﬁ@(&,tj)- (5.5)
Resolent (5.4]) per a w; ;41 obtenim
2k k
Wil = (1= 55)wij + 75 (Wit1j +wi-1;), (5.6)

perai=1,2,....n—115=1,2,....
Aquesta férmula ens permet calcular explicitament w; ;41 a partir de w; ;.
Per a j = 0 tenim:

w0 = u(x;,0) = f(z;) Vi=0,...,n.

I generem la segiient fila per a t amb

wo1 = u(0,t1) = 0;

2k k

wig = (11— 72 Jwi,o + 72 (wa,0 + wo,0);
2k k

wyy = (1— 2 — ) W20 + — 72 (w30 + wiy);
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2k
Wp—1,1 = (1 — ﬁ)wn—l,o + ﬁ(wn,o + Wp—20);

wy,1 =u(n,t;) =0.

A partir dels valors de w; 1 podrem trobar w; 2 i seguim procedint de la mateixa manera.

La naturalesa explicita del metode implica que la matriu (n — 1) x (n — 1) associada

al sistema és tri-diagonal de la forma

(1-2)) A 0:-- 0
Aoo(1-2)) A
A= o ST (5.7)
S
REEREES 0 A (1-2))

on A\ = k/h?. Si escrivim

w® = (f(z1), f(z2), ..., f(@n_1))

W(J) = (wl’j,wgyj,...,wn,lyj)t, ijl,Z,...,
aleshores la solucié aproximada ve donada per I'expressié
W(j):Aw(j_l), Vi=12,....

Si la solucié de 'EDP és suficientment diferenciable, per I'equacié (5.5)), tenim que el

metode de diferéncies finites endavant és d’ordre O(k + h?).

XL
I I

Ti—1 Tiy1

Figura 5.1: Metode de diferencies finites endavant.
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Estabilitat

Diem que el metode numeric és estable, si donat un error inicial en la representacié de les
dades, a mesura que els calculs avancen, aquest error no augmenta siné que disminueix.
Anem a veure que el metode de diferencies finites endavant només és estable sota certes
condicions, que depenen de la tria dels passos de discretitzacié h i k.

(0) (0 (0)

Suposem doncs, que cometem un error inicial e(®) = (17, ey ,...,enfl)t degut a la

representaci6 de les dades

w0 = (f(21), f(x2), ..., flan_1)).

0)

Al calcular w1, es propagara un error Ae(?, ja que

W) = AWO 1 6©) = Aw® } 46

Si continuem amb el procés, veiem que en el pas j del temps, I’error en w) degut a e® gg
A7e) . En conseqiiéncia, el meétode sera estable quan aquests errors no creixin a mesura
que j augmenta. Aixd es complird si per a tot j i per a qualsevol error inicial (), tenim
HAje(O)H < He(O)H. Per tant, necessitarem HAJH < 1.

Teorema 5.1. Si A és una matriu n xn, aleshores p(A) < ||A]|, per a una norma natural

Demostracid. Sigui A un valor propi de la matriu A i x el corresponent vector propi, tal

que ||x|| = 1. Tenim Ax = Ax i
AL = AL lIx[F = [IAx]] = [[Ax]] < Al [x] = 1Al -

Finalment tenim,
p(A) = max || < [[A]l.

O

Pel teorema HAJH < 1 implica que p(A47) = (p(A))7 < 1. Per tant, el metode de
diferéncies endavant és estable si i només si p(A) < 1.

Veiem quins sén els vectors propis de la matriu A:
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Lema 5.2. Sigui B una matriv de dimensio n X n definida per

1 2 -1
B=| o~ . 0 (5.8)
LA
0--0 -1 2
Aleshores els valors propis de la matriu B son u, = 2 (1 — cos <nk—4’_71)), amb vectors propis
associats v,i = sin (fﬂ) per at,k=1,...,n.

Demostracio. La demostracié no entra dins dels objectius del treball, la podeu trobar

a [7]. O

Lema 5.3. Els valors propis de la matriu A de son 0 = 1 — 4\ (sin (%))2 per a
cada k=1,2,...,n— 1.

Demostracio. Podem reescriure A com A = Id — AB, on B és la matriu del lema anterior
de dimensié (n — 1) x (n —1). Si p; és un valor propi de B, el valor propi de la matriu A

sera 1 — A\u;, Ve =1,...,n — 1. Pel lema els valors propis de A seran:

5Z~_1—A<2<1—cos<k;j>>>, Vi=1,...,n—1. (5.9)

Utilitzant la identitat trigonometrica 1 — cos 26 = 2sin (6)?, arribem al resultat esperat:

2
5i—1—4)\<sin<l;m>> , Vi=1,...,n— 1. (5.10)

n
O
Per tant, la condicié d’estabilitat es redueix a determinar si
C (kT2
p(A) = | Jnax 1—4\ (sm <2n>> <1, (5.11)
que podem simplificar a
0§A<sin(§2)>2§;, Vi=1,2...,n—1 (5.12)

L’estabilitat del metode requereix que la desigualtat anterior es compleixi quan h — 0, o
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equivalentment, m — oo. Prenent el limit

i (sin (F7)) =1 (5.13)
Jim (sin {5 =1, )

= k<

N[

tenim que el metode només és estable si 0 < A\ < %

5.1.2 Metode de diferéncies finites endarrere

Considerem el metode implicit que en resulta del quocient de diferéncia endarrere per a

%(xjvtj) de la forma

ou, (@i, ty) —u(wi,tj—1) k 0%u o
o @irts) = A + 55 (@i H); (5.14)

on p; € (tj—1,t;). Substituint aquesta equacié juntament amb (5.3)) en l'equacié de la

calor, obtenim:

u(a:i, tj) — u(xi, tj_l) u(xiH, tj) — QU(I’Z‘, tj) + u(xi_l, tj)

- _ 3 (5.15)
A ) - ), (5.16)

per algun & € (z;_1,z;+1). El metode de diferéncies endarrere resultant és
Wij — Wij—1  Witl,j = 2Wij + Wim1,j _ 0, (5.17)

k h?

percadat=1,2,....n—1i57=1,2,....

Aquest metode utilitza els punts (z4,tj-1), (zi41,t5) 1 (xi-1,%;) de la xarxa per tal d’a-
proximar (z;,t;), tal i com s’il-lustra en la figura fig.

Segons el que mostra la figura, no hi hauria cap metode explicit per resoldre . SiA

denota un altre cop k/h?, reescrivim el metode com
(1 + 2)\)wij - )\w¢+17j - /\wi_L]‘ = Wi,j—1,

perai=12,....,n—11j=1,2,.... Amb els valors coneguts de la frontera w;o =

w(z;,0) = f(z) Vi=1,2,...,n—1iw,; =wo; =0,Vj=1,2,..., podem representar-
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lo mitjancant el sistema matricial

(I4+2X) =X 0o 0 w1,j w151
. .. S ,J 2,7—1
0. 0 : - : (5.18)
S T ' :
Q- S0 =) (1 + 2)\) Wn—1,5 Wp—1,5-1
per a cada j = 1,2,.... D’aquesta manera haurem de resoldre un sistema lineal per

obtenir w/) de wU=1), on pel fet que A > 0, la matriu A és definida positiva, estrictament

diagonal dominant i tri-diagonal.

[ 7 [ z
I I

Ti—1 Tit1

Figura 5.2: Metode de diferencies finites endarrere.

Estabilitat

A diferencia del metode de diferencies finites endavant, aquest metode no comporta els
problemes d’estabilitat de l'altre. Veiem-ho analitzant els valors propis de la matriu del
sistema (5.18)), diguem-li A. De la mateixa manera que a la seccié anterior, podem veure

que els valors propis sén

. 2
ui:1+4)\<sin<;7r>>  Vi=1,2,...,n—1.
n

Com que A > 0, per tot ¢ = 1,2,...,n — 1 tenim u; > 1. Donat que els valors propis de
la matriu inversa A~! seran 1/py;, tindrem p(A~1) < 1. Aix0 implica que la matriu A~*

és convergent.

Un error €@ en les dades inicials, produira un error (A1) e(® al pas j del metode de
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diferéncies finites endarrere. Com A~! és convergent,

lim (A™1)7e® = 0.

j—o0
Aixi doncs, hem vist que el metode és estable independentment de 1’eleccié de .

La fragilitat d’aquest metode resulta del fet que lerror de truncament local té un
d’ordre O(h?) i l'altre d’ordre O(k), fet que requereix l'eleccié d’intervals de temps molt
més petits que els intervals de ’eix de les z’s. Per obtenir un procediment amb un error
de 'ordre de O(k? + h?), el primer pas seria usar una equacié de diferéncies amb un error
d’O(k?) per a ut(z,t). Amb la serie de Taylor en ¢ per u(z,t) en el punt (z;, ;) i evaluant

a (xj,tj41) 1 (z4,tj—1) obtenim la férmula de diferencies centrada

0 gy = Wi tinn) — ulzi i) E? 9%u
ot 2k 6 Ot

(i 15), (5.19)

on pj € (tj—1,tj+1). El metode de diferencies finites que resulta de substituir aquest
quocient de diferéncia i el de I'equaci6 (5.3) per a (0%u/0x?), s’anomena métode de
Richardson, i té un error de truncament local de I'ordre de O(k? + h?), perd desafortu-

nadament presenta seriosos problemes d’estabilitat.

5.1.3 Crank-Nicolson

Un metode encara millor, s’obté en fer la mitjana del metode de diferéncies endavant en

el pas j en t (5.4]), amb el metode de diferéncies endarrere en el pas j + 1 en ¢,

Wijt1 — Wij  Witlj+1 — 2Wijp1 + Wi1j41
k h?

=0, (5.20)

amb errors de truncament locals respectius

ko
2 Ox?

k 0%u

= 5@(1;%7“])4_0(}12)7 B =

F (24, f1;) + O(h?).

Si suposem que
0%u Pu, .

el meétode de diferencies mitjanes

_l’_

2 h2 h2

Wij41 — Wi 1 (Wip1j — 2w+ wioyj
k 2

Wit1,j+1 — 2W4 541 + wz‘—l,j+1> _0
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té un error de truncament local de l'ordre de O(k? + h?), i es coneix com a metode de

Crank-Nicolson i es representa en la forma matricial
AwUt) = Bwl) pera j=0,1,2,... (5.21)

on les matrius A i B venen donades per

A
(1+)\) *5 0 """" 0
A ‘ ;
2' U :
A= 0 . g (5.22)
. . ~. '. _A
)
((REEE 0 -3 (1+X)
i
=% 300
A O
2 . o
B = 0 0 ) (5.23)
2 C
2
0----- 03 (1-X)
amb A = k/h? i wi) = (w1 j,waj,. .., wp—1,)", on A és diagonal dominant estricte i

tri-diagonal.

Es pot comprovar, que el metode de Crank-Nicolson és incondicionalment estable i

amb ordre de convergencia O(k% + h?).

[ A
I I

Ti—1 Tit1

Figura 5.3: Metode de Crank-Nicolson.
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5.2 Analisi asimptotica

El problema (4.2)) té una degeneracié quan t — 0, ja que el gruix de la regi6 liquida és
inicialment 0 d’acord amb la condicié h(0) = 0. Pere tal d’abordar aquest problema, sera

convenient fer el segiient canvi de variables, tal i com es proposa en [10]: Sigui
E=—, u=s(t)F (1), (5.24)

on Deleccié de s(t) és tal que assegura que el problema estigui ben definit quan ¢ — 0.

Amb aquestes noves coordenades, la derivada temporal es transforma en

Z‘ _ %(t)F(g,t) + s(t) (%f + g?gﬁ) _ %F +s (%I; _ i‘ZL‘Z)  (5.25)
i la derivada espacial de primer i segon ordre seran respectivament
%:8( )‘Zggizz((g?; (5.26)
i ?u 0 (s(t)OF\ 06 s O°F
s = ae (i oc ) o = i ot 20
Igualant i acabem amb
sa;;; =h <hj§F + hsaa]; - Cfg%?) . (5.28)
5.2.1 Per a una condicié a la frontera constant
Triant f(t) =1 a tindrem
5(32;; —h (hf;F + hs%f _ g‘%ﬁj) (5.292)
sota les condicions
F =0, en £=1, (5.29b)
F= s(lt)’ en &=0, (5.29¢)
Bh% = —s%l;, en &=1. (5.294)

Hem de triar una funcié s que ens asseguri la independeéncia de F(0,t) respecte ¢ quan

t — 0. Per aix0, clarament l'ideal sera agafar s(t) = cte i per simplificar, s(t) = 1.
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Agafant la solucié de la frontera mobil h(t) = 2Av/%, el sistema ([5.29)) es redueix en

0*F o OF
o~ —2A 58—5 (5.30)
amb
F(1)=0, F0)=1, 2\3=— or (5.31)
quan t — 0. Aquest sistema té solucid
o ef(X)

on A satisfa ’equacié transcendental (4.34]).

5.2.2 Per a una condicié a la frontera dependent del temps

En aquesta ocasié agafarem f(t) = e/ — 1 a (4.2b)). Amb aquesta condici6 a la frontera,
la solucié exacte del problema (4.2)) (amb 8 =1) és

u(z,t) = e — 1, h(t) = t. (5.33)
En aquest cas, la condicié a la frontera queda aixi:
t
-1
F=° £ =0, (5.34)

s(t)

i com abans, hem de triar s tal que lim;_,o F'(0,¢) no depengui de ¢. La série de Taylor
de f(t) al voltant de t = 0,

2 3

2t .
) ~ i+ 5+ 5+ 0,

ens suggereix que una bona tria sera s(t) = t, i analitzant (5.29d)), tenim

dh
— =0(t).
o = 0@t)
Aquest fet, implica que per a alguna constant A > 0, h(t) ~ At. Aleshores, el sistema

quan t — 0 es transforma en

O*F
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(5.36)

1 té solucié
(5.37)

5.3 Resolucié numerica del problema de Stefan

Un cop hem vist els metodes de diferencies finites per a I'aproximacié de solucions de
problemes de valors a la frontera, i havent conclos que el metode de Crank-Nicolson és
incondicionalment estable i a més de segon ordre per a les variables espacial i temporal,
sera aquest el metode que utilitzarem a continuacié per aproximar el problema de Stefan,

suposant que la discretitzacioé de £ i t és uniforme.

5.3.1 Per a una condicié a la frontera constant

Per al cas en que f(t) = 1, tenim s(¢) = 1 en el sistema ([5.29)). Fent el canvi de variable

2(t) = h(t)? per alleujar la notacié 1’equacié (5.29a)) es transforma en:

82l_ ds OF £dzOF

i substituint s(t) = 1, el sistema (5.29)) ens queda:
O’F  9F _ dz0F
F=1, £=0, (5.38¢)
F =0, &=1, (5.38d)
pdz  OF B
Sdr g E=1, (5.38¢)

amb la condicié z(0) = 0. Aplicant el metode de Crank-Nicolson de la mateixa manera
que a la seccid amb passos de discretitzacio hﬁi k,peracada:=1,2,...,n—11i

per a cada 7 =0,1,2,... tenim:

1 <’wz‘+1,j — 2wij + Wisyy

Wit1,j41 — 2Wij41 + Wim1+1 ) _
2 h?

h2

6D’ara en endavant s’usa la mateixa notacié per fer referéncia al pas de discretitzacié
h i ala frontera mobil h(t), suposant que pel context, s’entendra quan estem parlant d’un
i l’altre.
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Zj T Zjt1 [ Wig+1 — Wi §Gizjit1 — 2 1 (Wig1j —Wi—1j | Wit j+1 — Wim1,j+41
k 2 2 2h * '

2 2 k 2 2h
(5.39)
Amb les condicions a la frontera:
Wy j+1 =0,
wo,j+1 = 1, (5.40)
Bzjiy1—2 1 <wn+1,j+1_wn71,j+l + wn+1,j_wn71,j>
R ) 2h 2h :

On, wm ~ F(&,tj).

Per poder aproximar-ho numericament, hem d’escriure en forma matricial, te-

......

I’esquerra i la dreta respectlvament, obtenlm.

zj+2zj41 1

2h2 (Wit1541 = 2w + Wimrga) = =5 L Wijr1t
&zip1— 2z 1
3 2 Wi — Wie1 ) (5.41)
i
= —gpa (Wit = 2Wij + Wim1j) = =5 Wi~
Eizig1—2; 1
51]74]1 (Wit1 — wi1;) (5.42)

Per tenir en compte la condicié a la frontera a 7 = 0, wg j4+1 = 1, en el sistema matricial,

avaluem 'equacié (5.41)) (analogament (5.42)) a i = 1:

1 zi+ zip1 1 & zip1—2; 1
/ J J+1 1 <j+1 j
Licy = g (wags1 = 2w 1 + 1) = == wjit 5= (w20 — 1)
(5.43)
Aquesta condicié, generara dos vectors constants que podem unir en
1 &Gzai—z 1
2h2 2 k 4h
C = 0 (5.44)
0
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A més, de (5.41]), en podem extreure dos matrius de coeficients:

-210---0 0 & 0:;.'. ------- 0
e T
0----01 —2 0o 0 —£, 4 0
Amb aix0, podem escriure el sistema (5.39)) en la forma matricial
Lwlitt) = rwl) — 20, (5.46)
on
_ Zj+zj+11 Zj+1 — Zj
L=A—-=——lduyy+ =B, (5.47)
_ zj+zj+11 Zj+1 — Zj
R=-A- == gy - = B. (5.48)

La condicié de Stefan aproximada de (5.40]) inclou els valors ficticis wp41 j+1 1 Wnt1,5-
Per tal d’eliminar-los, avaluem (5.39) a i = n, i després d’alguns calculs, arribarem a la
seglient equaci6 de segon grau per a zj41
Bén BEn
— ——z

20 BEn 20 k
5% (Zj+1)2+ < i 5+ h) zj+1+%z?—?zj—2ﬁ(wn_1,j+1 +wn_17j) =0. (5.49)

Diagrama de flux

e Declarem totes les constants i guardem memoria dinamica per als vectors i les

matrius tri-diagonals.

e Per trobar el valor de A, donat un 3, hem de resoldre ’equacié transcendental (4.34)).

Trobarem A amb el metode de Newton-Raphson:

g(\i)

)\i = AZ - )
i g ()

on g(x) = /mBxe” erf(x) — 1, i prenent inicialment Ao = 1/(y/70).

e [terem el problema sencer per al temps, fins a un temps maxim: j =1,2,..., NT.
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Donat que el problema implica trobar el valor de z;41, inicialment considerarem

Zj41 = zj 1 iterarem el valor de zj;1 fins a assolir una certa tolerancia. Aixo és:

— Resolem el sistema (5.46|) mitjangant la factoritzacié LU, i.e. descomponem
la matriu L en dues matrius triangulars inferior i superior LiU ,isib =

Rw() —2C, fem el segiient:
Lwlt) = LUwWUT) = p — zy =b, Uwlth) = y.
— Resolent I'equacié quadratica (5.49) trobem el valor de z;41, quedant-nos amb

la solucié positiva.

e Per a cada iteracié del temps, desfem el canvi de variables per a la temperatura i la

frontera mobil, és a dir:

U(X, tj+1) =1 W(j+1),

h(tj+1) = Vzj+1-

Imprimim els valors en fitxers per després fer les grafiques respecte les solucions

exactes, i1 les grafiques de ’error en les solucions numeriques.

5.3.2 Per a una condicié a la frontera dependent del temps

Per al cas en que f(t) = e’ — 1, tenim s(t) = t i el sistema a aproximar sera:

O*F oF dh OF
t
-1
F=¢ —. £=0, (5.50b)
F=0, E=1, (5.50¢)
dh OF
B%E_—%%, £=1, (5.50d)

amb h(0) = 0. Aplicant el metode de Crank-Nicolson de la mateixa manera que a la
seccid peracadai=1,2,...,n—1,peracada j=0,1,2,... i amb w; ; = F(&,1t;)

tenim:

ti +tjm <wi+1,j — 2w j + wi-1, I

Wit1,j+1 — 2W; 541 + wz‘—l,j+1> B

2 2h2 2h2
hy+ hje1\* (Wi + Wi Lt win Zwi
2 2 2 k
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t: +t; 1h+h 1h4 1_h41 Wit1,j — Wi—1,j Wit1,j4+1 — Wi—1,j+1
gi] 2J+ J 2J+ ]+k J§ it J2h v J+ () 5 =17 , (551)

amb les condicions a la frontera:

Wn j+1 = 0,
1 1 [ eli+1—1 tj_1
$(woj+1 +wo) = 3 (etT + 6T> (5.52)
th+hj+1 hjti=h; _ 1 (ti+t41) [ Wnttje1—Wn_1j41 4 Wnt1j—Wno1
2 E =73 2 oh oh .

Per aproximar numericament (5.50)), hem de reescriure (5.51)) en forma matricial, tenint

.y tig1_ tj_ N
en compte la condicié a & = 0: %(wodqu —|—w07j) = % (6 Zf'+1 L ejt—l> Per aixo, avaluem
J J
. . . o tiy1_ ti
5.51) ai =1, i després substituim (wp j+1 + wo ;) per (% %1)
J J

i+ tim <w2,j — 2wy | Wa — 2w1,j+1> L Lt 1 (etm -1 eli — 1)

2 22 212 2 202\t t
hj + hjt 2 wy,; + Wi 41 n bj i1 wijen —wij\
2 2 2 k
tj+tjiz1hj+hjp1hjpr —hy 1 A ‘ etitti — 1  eti —1
51 2 2 k 4h (w27] + U)27]+1) t_j—i—l + t] .
(5.53)
Podem reagrupar els termes en el segiient vector:
i+ i+tie1 hj+hii hjpi—h; ti+1_ tj_
(= (15 o+t et gt ) (5000 4 52
C(t) = 0 (5.54)
0
Reagrupant ([5.51]), obtindrem el sistema matricial
Lwith = Rwl) + O(¢), (5.55)
on
ti4ti hj+hii\2 (1 ti4+t11
L= 7 (2L -+ 22 1d,,_ 5.56
2 ( 2 2 T2 k) Gt (5.56)
ti+tir1 by + hjp1 by — by
B 5.57
5 5 : : (5.57)
ti+tin hi+hi\2 (1 ti4+til
Ri=-21 2T A4 (21212 T my [ I PRI 5.58
2 * ( 2 2 2 k) 7V (5.58)

39



ti+tit1hj+hjp1hjr —h

J
B. )
2 2 k (5.59)
i les matrius de coeficients A i B sén:
-2 100 0 & 0:.'. """"" 0
1 1 1 6 0.6,
=gzl o0 |0 BE| oo o (5.60)
0----01 =2 0. 0 61 0

Per actualitzar el valor de hj;1, farem servir la condicié de Stefan de (5.52)), perd donat
que aquesta conté els valors ficticis wp41j41 1 Wpy1,5, els haurem d’eliminar tal i com
he fet en l'apartat anterior, avaluant el sistema (5.55) a ¢ = n. Arribarem a la segiient

equaci6 de quart grau per a hjiq:

k
25 (i1 H ) (Wn—1,j41 + wn-1,5) —

4ph (k| &
h (

(2 S0 =19 020 1) =0. (560

Diagrama de flux

e Declarem totes les constants i guardem memoria dinamica per als vectors i les

matrius tri-diagonals.

e [terem el problema sencer per al temps, fins a un temps maxim: j =1,2,...,NT.
Donat que el problema implica el valor de hj1,inicialment considerem hj;1 = h; i

iterem el valor de h fins a assolir una certa tolerancia.

— Vigilem amb el cas degenerat quan ¢ — 0 per a j = 1, els valors dels quals hem
analitzat a la secci6

Calculem C(t;).
— Resolem el sistema (5.55) mitjangant la factoritzacié LU, i.e. descomponem

la matriu L en dues matrius triangulars inferior i superior LiU ,isib=
Rwl) + C(t), fem el segiient:

Lwit) = LUwWUT) = p — Zy =b, OUwlt) = Y.

— Actualitzem h;; amb I'equacié quartica (5.61)), que resolem amb el metode
de Newton-Raphson.
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e Per a cada iteracié del temps, desfem el canvi de variables per a la temperatura i la

frontera mobil, és a dir:

w(x, tjy1) = tjp1 - wU T,

h(tjt1) = hjt1.

Imprimim els valors en fitxers per després fer les grafiques respecte les solucions

exactes, i les grafiques de ’error en les solucions numeriques.

5.4 Analisi d’errors

En aquesta seccié volem analitzar els resultats obtinguts per a les dues condicions a la

frontera, que en aquest cas hem pogut comparar amb la solucié analitica.

En tots els calculs hem pres k = h. Seguint [10], per mesurar l’error en la temperatura

considerarem la successié {hy }ren, on
ho=0.1, hy=2"hy, k=1,2,.... (5.62)

I per a l'obtencié de zj41 i hjt1 a (5.39) i (5.51)) respectivament, iterarem sobre z;i;
(resp. hj41) fins a assolir la tolerancia desitjada, diguem-li e. Si denotem per z, j41
i hyjy1 I'n-essim valor iterat de zj;11 i hj;1, podem escriure el criteri de convergencia

emprat de la segiient manera:

|Zn+1,5+1 = Znj+1] <6 |Pnt1j4+1 = hnjia] <e (5.63)

Per exemple, agafant e = 1 x 10713, i h = 0.1, ens han calgut com a maxim 16 iteracions
per trobar h;i1 i 47 per trobar z;41. Dividint el pas h per 10, és a dir amb h = 0.01, han
calgut 11 iteracions per trobar h;i1 i com a maxim 67 per trobar z;y1. S’ha de dir, que
les iteracions necessaries per trobar z;41 disminueixen rapidament a mesura que avancem

en el temps (augmentem j).

Resultats per a h(t):

L’error per a la frontera mobil al temps t; ve donat per

|h(t;) — hyl .- (5.64)
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Podem veure que els errors obtinguts en I’aproximacié de h(t) sén deguts a la discretitzaci6
de x. A I’Annex[A]es poden trobar les grafiques de lerror en qiiestid, on es pot comprovar

visualment que els errors en 'aproximacié de la frontera mobil sén de 'ordre O(h?).

Resultats per a u(z,t):
Per a la temperatura, comprovarem experimentalment ’ordre de Crank-Nicolson. Si
denotem per u(z;,t;) la soluci6 exacte a = x; i t = t;, i w; ; la solucié numerica, 'error

en el temps ¢; el mesurarem amb la norma [y j:

n 1/2
Ej = ||u] — wj”?,h = (h Z(U(I‘i,tj) - wi,j)2> . (565)
i=0
L’ordre de convergencia ve definit per p, en cas de que existeixi, on
E; = O(hP). (5.66)

Fixem j = n i definim la successié
N 1/2
EF = (hk > (ul@istn) - wm)2> , k=0,1,..., (5.67)
i=0

una aproximacio de I'ordre, p, es pot obtenir a partir de dos valors consecutius Eﬁ i Eﬁ“

amb la segiient formula:

In(Ep/Exth)  In(ER/ER)
n(hg/bry1) — In(2)

D= (5.68)
A les taules[5.1]1 es mostren els errors en la temperatura i el calcul de ’ordre aproxi-
mat, per a al condicié a la frontera constant. Podem veure que en aquest cas, per als dos

valors de 8 = {0.2,2} el nombre p tendeix a 2 quan h — 0, com podiem esperar, sabent
que Crank-Nicolson és d’ordre O(h? + k?) = O(h?).

k hy Error(n) Ordre aproximat, p
0 1/10 2.21516 x 1074

1 1/20 5.50066 x 10~° 2.009732

2 1/40 1.37141 x 107° 2.003887

3 1/80 3.42313 x 1076 2.002330

4 1/160 2.19047 x 10~7 2.001478

Taula 5.1: Ordre de convergencia de la solucié numerica, fent servir |) per
w al temps fixat ¢; = 1, per a la condici6 a la frontera f(t) =1,1i 3 = 0.2.
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k I, Error(n) Ordre aproximat, p
0 1/10 1.20289 x 10~

1 1/20 2.92034 x 107° 2.042293

2 1/40 7.19168 x 1076 2.021734

3 1/80 1.78460 x 10~° 2.010731

4 1/160 4.44416 x 1077 2.005615

Taula 5.2: Ordre de convergéncia de la solucié numerica, fent servir {D per
w al temps fixat ¢; = 1, per a la condici6 a la frontera f(t) =1,i 3 = 2.
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6 Conclusions

Aquest treball ha servit per introduir el problema de Stefan, treballant el cas unidimen-
sional definit en un interval semi-infinit. Per trobar la condicié de Stefan, hem considerat
la mateixa densitat per a la fase liquida i la solida, fet que a la realitat, un procés de fusié
i solidificacié comporta sempre un canvi de densitat, traduit fisicament en una contraccié
o expansié d’una de les fases. Aquest canvi de densitat esdevindria en un nou terme a
I’equacio de la calor, i en consequiencia també canviaria ’aspecte de la condicié de Stefan.
Tenint en compte el canvi de densitat entre fases, s’eleva el grau de complexitat del pro-
blema. Per exemple a [3], s’estudia la influeéncia del canvi de densitat per a un problema

de Stefan en particular.

Una altre simplificacié del problema que hem fet, ha sigut la de prendre la temperatura
de la fase solida a la mateixa temperatura que la del canvi de fase. El problema de Stefan
de dos fases que hem descrit a l'inici de la seccié 4, acostuma a ser més complicat de
resoldre al haver de trobar la solucié de les dues equacions de la calor en una frontera
mobil, a priori desconeguda, a més de la inclusié d’un nou terme en la condicié de Stefan,

com hem vist a la seccid 3.2.

Per trobar la solucié numerica primer hem comparat tres metodes de diferencies finites:
un explicit, un implicit, i Crank-Nicolson. Hem triat 'altim dels tres ja que té una
convergencia de segon ordre tant per a la variable espacial, com per la temporal i és
incondicionalment estable. Tot i que la implementacié del metode de Crank-Nicolson és
més feixuga, el metode de diferencies finites endavant presenta problemes d’estabilitat per
segons quina sigui ’eleccié dels passos de discretitzacid, i el metode de diferéencies finites

endarrere presenta ordres de convergencia diferents per a la variable temporal i espacial.

Per acabar, podem dir que hem assolit els objectius que ens haviem plantejat a I'inici
del treball, tot i aixi, com hem vist, el problema ofereix un gran ventall d’oportunitats per
continuar estudiant-lo. Comencant per ’estudi del problema de dos fases, o el problema
tenint en compte el canvi de densitat entre fases. En aquest treball només hem treballat
amb una condicié a la frontera dependent del temps, perd podriem considerar altres
condicions a la frontera per tal de donar-li més realisme al problema. També podriem
treballar amb problemes on la temperatura al canvi de fase depeén del temps, amb el
qual reduir el problema a una fase no seria trivial. Evidentment sempre tindrem la opcié
d’augmentar la dimensié, pero el nivell de complexitat augmentara juntament amb la
dimensio.

Gran part dels coneixements basics referents a ’analisi numerica, han estat treballats
a l'assignatura “Metodes Numerics I1I”del tercer curs del grau. Els coneixements basics
d’equacions en derivades parcials els hem anat aprenent durant el desenvolupament del

projecte, al no haver cursat ’optativa del quart curs amb el mateix nom.
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Annexos

A Grafiques

A continuacid, presentem les grafiques de la solucié aproximada del problema descrit a

(4.2)). Les que representarem aqui, sén per a

n = 10,

k=h=1/n,

B ={0.2,2}, per a la condicié a la frontera constant,
5=1, per a la condicié a la frontera dependent del temps.

A.1 Per a la condicié a la frontera constant amb 5 = 0.2

Fent servir el metode descrit a la seccid presentem les grafiques de les solucions per a

la frontera mobil h(t), la distribucié de temperatura u(z,t) (fig. [A.1]i fig. [A.3) i els errors
respectius definits a la seccié [5.4] (fig. [A.2]1 fig. [A.4)).

2.5 .
Solucié numérica +
Sclucio analitca  x
#
2 # 4
#*
#*
#
1.5 #
. #*
£
#
1
#*
#*
0.5
0 L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Figura A.1: Grafica de la posicié de la frontera mobil h(t) respecte
el temps ¢, per a la solucié numerica i I’analitica, prenent 5 = 0.2.
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Figura A.2: Grafica de lerror comes en l'aproximacié de h(t),
prenent S = 0.2. Escala logaritmica.
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Figura A.3: Grafica de la distribucié de temperatura u(z,t) res-
pecte la posicid z, per a la solucié numerica i I'analitica, prenent
8 =0.2.
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1.00e-05 " " " "

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Figura A.4: Grafica de l'error comes en 'aproximacié de u(z,t),
prenent 8 = 0.2. Escala logaritmica.

A.2 Per a la condicié a la frontera constant amb [ = 2

Fent servir el metode descrit a la seccid presentem les grafiques de les solucions per a
la frontera mobil A(t), la distribuci6 de temperatura u(z, t) (fig.[A.5i fig. i els errors
respectius definits a la seccid (fig. i fig. |A.8)).

1.20

Solucié numérica +

Solucio analitica %

1.00 -

hit)
=
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t

Figura A.5: Grafica de la posicié de la frontera mobil h(t) respecte
el temps ¢, per a la solucié numerica i I’analitica, prenent 5 = 2.
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Figura A.6: Grafica de lerror comes en l'aproximacié de h(t),
prenent 8 = 2.
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Figura A.7: Grafica de la distribucié de temperatura u(z,t) res-
pecte la posicid z, per a la solucié numerica i I'analitica, prenent
B = 2. Escala logaritmica.
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Figura A.8: Grafica de 'error comes en 'aproximacié de u(z,t),
prenent 8 = 2. Escala logaritmica.

A.3 Per a la condici6 a la frontera dependent del temps amb 7 =1

Fent servir el metode descrit a la seccid presentem les grafiques de les solucions per
a la frontera mobil h(t), la distribuci6 de temperatura u(z,t) (fig. [A.9]i fig. [A.11)) i els
errors respectius definits a la seccié (fig. [A.10]1 fig. [A.12]).

1.20

Solucié numérica +
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Figura A.9: Grafica de la posicié de la frontera mobil h(t) respecte
el temps ¢, per a la solucié numerica i I’analitica, prenent 5 = 1.
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Figura A.10: Grafica de l'error comes en l'aproximacié de h(t),
prenent 8 = 1. Escala logaritmica.
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Figura A.11: Grafica de la distribucié de temperatura u(zx,t) res-
pecte la posicid z, per a la solucié numerica i I'analitica, prenent

B=1.
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Figura A.12: Grafica de 'error comes en 'aproximacié de u(z,t),
prenent 8 = 1. Escala logaritmica.
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B Codi font

B.1 El problema de Stefan amb C

Fl segiient codi escrit en C troba les solucions del problema de Stefan descrit en per

a les dues condicions a la frontera.

-

#include <stdio.h>
2| #include <stdlib.h>
3| #include <math.h>

4| #include <time.h>

6| #define tol 1.e-10
7| #define ITER_MAX 10000

9| void StefanProblem_TI_BoundaryCondition(int n, int NT, double h, double k, double t[], double **A, double
**B, double **L, double **R, double *w0O, double *wl, double *w, double *xi_i, double *b, double x*
h_num) ;

10| void StefanProblem_TD_BoundaryCondition(int n, int NT, double h, double k, double t[], double **A, double
**B, double #**L, double **R, double *w0O, double *wl, double *w, double *xi_i, double *b, double x*

h_num) ;

12| double Find_z (int n, double beta, double h, double k, double z[], double *wO, double #*wl, double *xi_i);
13| double Find_h(int n, int 1, double beta, double h, double k, double z[], double *wO, double *wl, double *
xi_i, double t[]1);

15| double f(double x, double al[], double hv[]);

16| double df (double x, double al[l, double hv[]);

17| double newton(double x0, double a[l, double hv[]);

19| double *Solve_Tridiagonal_Crout(int n, double *xA, double *b);

21| void Omplir_L(int n, double **L, double **U, double #*xA);
22| void Omplir_U(int n, double **U, double **A);

24| double *triang_inf (int n, double **A, double *F);
25| double *triang_sup(int n, double *xA, double *F);

double *mult_MatVec_Tridiag(int n, double **A, double *x);

29| int main(void){

30 clock_t time;

31 /*Nombre de nodes*/
32 int n=10;

33 /*Nombre de passos temporals*/
34 int NT = n;

35 /*Pas espacial h*/
36 double h=1./n;

37 /%Pas temporal k*/
38 double k=h;

39

40 int 1i;

41 double *b, *w, *wO, *wl, *xi_i, *h_num;

42 double **A, **B, **L, *xR;

43

44 double t[NT+1];

45 for (i=0; i<NT+1; i++){

46 t[i]l = ixk;

17 ¥

18

49 [ mmmmmmm e mmm e e e Guardem meméria per les matrius % wvectors------------------ */
50 b = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
51 w = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
52 w0 = (double *) calloc(n+1l, sizeof (double));
53 wi = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
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82
83
84
85
86
87

88
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h_num = (double *) calloc(n+1l, sizeof (double));

xi_i = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));

if(b == NULL || w == NULL || wO == NULL || w1 == NULL || h_num == NULL || xi_i
printf ("No hi ha prou memdrial\n");

exit (1);

= (double #**) calloc(3, sizeof (double *));

(double *x) calloc(3, sizeof (double *));

= (double #*x) calloc(3, sizeof (double *));

= (double #**) calloc(3, sizeof (double *));

if (A == NULL || B == NULL || L == NULL || == NULL){
printf ("No hi ha prou memdria\n");

exit (1);

A
n

}

for (i=0; i<n+1; i++){
A[i] = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
B[i] = (double *) calloc(n+1l, sizeof (double));
L[i] = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
R[i] = (double *) calloc(n+1l, sizeof (double));

if (A[i] == NULL || B[i] == NULL || L([i] == NULL || R[i] == NULL){
printf ("No hi ha prou memdrial\n");
exit (1);

}

/*0mplim A:*/

for(i=1; i<n; i++){
A[01[i] = (1./(2x(h*h)))*(-2.);
if (i<n-1) A[1]1[i] = (1./(2%(h*h)));
if (i>1) A[2][i] = (1./(2%(h*h)));

/*0mplim el wvector de posicid \zi:*/
for (i=0; i<n+1; i++){

xi_i[i]l = ix*h;

time=clock ();
StefanProblem_TI_BoundaryCondition(n,NT,h,k,t,A,B,L,R,w0,wl,w,xi_i,b,h_num);
time=clock() - time;

double t_taken = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

printf ("Execution time = %16.8e\n", t_taken);

time=clock () ;
StefanProblem_TD_BoundaryCondition(n,NT,h,k,t,A,B,L,R,w0,wl,w,xi_i,b,h_num);
time=clock() - time;

t_taken = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

printf ("Execution time = %16.8e\n", t_taken);

free(b);

free(w);

free (w0);

free(wl);

free(xi_i);

free(B[0]); free(B[1]); free(B[2]);
free(L[0]); free(L[1]); free(L[2]);
free(R[0]); free(R[1]); free(R[2]);

return O;

/*Resol problema de Stefan per a la condicié a la frontera independent del tempsx*/

void StefanProblem_TI_BoundaryCondition(int n, int NT, double h, double k, double tI[],

**B, double **L, double **R, double *wO, double *wl, double *w, double *xi_i,
h_num){

int i, 1;

double z_aux, z_err;

double beta, lambda;

93
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/*¥Inicialitzem z_j & z_j+1*/
double z[2];

z[0] = 0;

z[1] = 0;

/*0brim els fitwzers d’entrada i sortidax*/

FILE *inl, *in2;

inl = fopen("lambda.in", "r");

in2 = fopen("betal02.in", "r");

if (in1 == NULL || in2 NULL) {

printf ("Error al obrir el fitxer d’entrada.\n");
exit (-1);

¥

fscanf (inl, "%1f", &lambda);
fscanf (in2, "%1f", &beta);

FILE *outl, *out2;

outl = fopen("freeBoundaryPos.out", "w");

out2 = fopen("temperatureDistribution.out", "w");

if (outl == NULL || out2 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida.\n");
exit (-1);

¥

/*%0mplim B:*/
for(i=1; i<n; i++){
B[Ol [i]l = 0.;
if (i<n-1) B[1][i] = (1./(8.%h))*xi_i[i];

if (i>1) B[2]1[i]l = -(1./(8.%h))*xi_i[il;
}
i=0;
while(fscanf (inl, "%1f", &w[il) != EOF){

if (i>0 && i<n){

wol[il = wlil;

}

i++;
}

fclose(inl);

h_num[0] = z[0];
fprintf (outl, "%16.8e %16.8e\n", t[0], h_num[0]);
for (i=0; i<n+1; i++){
fprintf (out2, "%16.8e %16.8e\n", xi_i[il*h_num[0],
¥
fprintf (out2, "\n'");

for(l=1; 1<NT+1; 1++){
z_err = le-12;
while(z_err > 1le-13){
double z_mid = (z[1]1+z[0])/2;
double dz = (z[1]1-z[0])/k;

for(i=1; i<n; i++){
L[0][i]l] = A[0][i]l - z_mid/k;
if (i<n-1) L[1]J[i] = A[1][i] + dz*B[1][i];
if (i>1) L[2]1[i] = A[2][i] + dz*B[2][il;

for(i=1; i<n; i++){

R[01[i] = -A[0][i]l - z_mid/k;
if (i<n-1) R[1][i] = -A[11[i] - dz*B[1][il;
if (i>1) R[21[i] = -A[2][i] - dz*B[2][il;

o4

1xw[il);
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b = mult_MatVec_Tridiag(n, R, w0);

double cte;
cte = 1/(2xh*h)-(xi_i[1]/(8%h))*dz;
b[1] = b[1] - 2*cte;

/*Ressolucié del sistema Lwi=Rw0 - 2cte */

wl = Solve_Tridiagonal_Crout(n, L, b);

z_aux = z[1];
z[1] = Find_z(n, beta, h, k, z, w0, wil, xi_i);
z_err = fabs(z[1] - z_aux);

/*Condicions a la fronterax*/
w[0] = 1.;

w[n] = 0.;

for(i=1; i<n; i++){

wlil = wilil;

/*Desfem els canvis de variable i guardem u(z,t) % h(t) en fitzers separats*/

h_num[1] = sqrt(z[1]);
fprintf (outl, "%16.8e %16.8e\n", t[1], h_num([1]);

for(i=0; i<n+1; i++){

fprintf (out2, "%16.8e %16.8e\n", xi_il[il*h_num[1], 1*w[il);

}
fprintf (out2, "\n");

w0 = wil;
z[0] = z[1];
z[1] = z[1];

/*Tanquem els fitzers de sortida*/

fclose(out1l); fclose(out2);

**%B, double **L, double **R, double *wO, double *wl, double *w,
h_num) {

int i, 1;

double beta=1.;

double lambda = 1./sqrt(beta);

double hv_aux, hv_err;
double hv[2];

hv[0] = 0;

hv[1] = 0;

FILE *outl, *out2, *outl_anal, *outl_err, *out2_anal, *out2_err;

outl = fopen("freeBoundaryPosTD.out", "w");

out2 = fopen("temperatureDistributionTD.out", "w");

outl_anal = fopen("freeBoundaryPosTD_anal.out", "w");

outl_err = fopen("freeBoundaryPosTD_err.out", "w");

out2_anal = fopen("temperatureDistributionTD_anal.out", "w");

out2_err = fopen("temperatureDistributionTD_err.out", "w");

if (outl == NULL || out2 == NULL || outil_anal == NULL || outl_err
out2_err == NULL){

printf ("Error al obrir el fixer de sortida.\n");

exit (-1);

/*0mplim B:*/
for(i=1; i<n; i++){
B[0][i] = 0.;
if (i<n-1) B[1][i] = (1./(4.*h))*xi_i[i];
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void StefanProblem_TD_BoundaryCondition(int n, int NT, double h, double k,

NULL

/*Resol problema de Stefan per a la condicié a la frontera dependent del tempsx*/
double t[],

double *xi_i,

out2_anal

double **A, double
double *b, double *

== NULL ||




253 if (i>1) B[21[i] = -(1./(4.*h))*xi_i[il;

254 3}

255

256 for(i=0; i<n+1; i++){
257 wlil = 1 - xi_i[il;
258 if (1>0 && i<n){
259 wolil = wlil;
260 }

h_num[0] = hv[0];

fprintf (outl, "%16.8e %16.8e\n", t[0], h_num([0]);

double h_anal = lambdaxt[0];

fprintf (outl_anal, "%16.8e %16.8e\n", t[0], h_anal);

fprintf (outl_err, "%16.8e %16.8e\n", t[0], fabs(h_num[0]-h_anal));

double u_num, u_anal;

double sum=0.;

for (i=0; i<n+1; i++){
u_num = t[0]*w[il;
fprintf (out2, "%16.8e %16.8e\n", xi_i[il*h_num[0], u_num);
u_anal = exp(t[0]l-xi_i[ilxh_anal)-1.;
fprintf (out2_anal, "%16.8e %16.8e\n", xi_i[il*h_num[0], u_anal);
sum += pow(u_anal - u_num, 2);

T

fprintf (out2, "\n");

fprintf (out2_anal, "\n");

fprintf (out2_err, "%16.8e %16.8e\n", t[0], sqrt(h*sum));

for(l=1; 1<NT+1; 1++){

hv_err = le-12;

double y;
if(1==1) y = (exp(t[1]1)-1)/t[1] + 1;
else y = (exp(t[11)-1)/t[1] + (exp(t[1-11)-1)/t[1-1];

while (hv_err > 1le-13){
double hv_mid = (hv[1]+hv[0])/2;
double dhv = (hv[1]-hv[0])/k;
double t_mid = (t[1]+t[1-1])/2;

for(i=1; i<n; i++){
L[0J[i] = t_mid*A[0]J[i] - pow(hv_mid,2.)*(1./2. + t_mid/k);
if (i<n-1) L[1]1[i] = t_mid*A[1]1[i] + t_mid*hv_mid*dhv*B[1][i];
if(i>1) L[2][i] = t_mid*A[2][i] + t_mid*hv_mid*dhv*B([2][i];

for(i=1; i<n; i++){

301 R[0J[i] = -t_mid*A[0][i] + pow(hv_mid,2.)*(1./2. - t_mid/k);

302 if (i<n-1) R[1]1[i] = -t_mid*A[1]1[i] - t_mid*hv_mid*dhv*B[1][i];

303 if (i>1) R[2][i] = -t_mid*A[2][i] - t_mid*hv_mid*dhv*B[2][i];
¥

306 b = mult_MatVec_Tridiag(n, R, w0);

307

308 double d;

d = (-t_mid*(1./(2.%pow(h,2.))) + xi_i[1]*t_mid*hv_mid*dhv*(1./(4.%h)))*y;
b[1] = b[1] + 4d;

wl = Solve_Tridiagonal_Crout(m, L, b);
hv_aux = hv[1];

hv[1] = Find_h(n, 1, beta, h, k, hv, wO, wi, xi_i, t);
hv_err = fabs(hv[1] - hv_aux);

if (1==1){
wlo] = 1.5
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else {
wlo] =y

}

wlnl = 0.;

for(i=1;

wlil =

i++){

wilil;

i<n;

h_num[1] = hv[1];

fprintf (outl, "%16.8e
lambdax*t[1];
"%16.8e %16.8e\n",

"%16.8e %16.8e\n",

%16.8e\n", t[1], h_num[1]);
h_anal =
fprintf (outl_anal, t[1],

t[1],

h_anal);

fprintf (outl_err, fabs (h_num[1]-h_anal));

sum=0.;
for(i=0; i<n+1; i++){
u_num = t[1]1*xw[il;

fprintf (out2, "%16.8e %16.8e\n", xi_il[il*h_num[1], u_num);

u_anal = exp(t[1]-xi_i[il*h_anal)-1.;
fprintf (out2_anal, "%16.8e %16.8e\n", xi_i[il*h_num[1], u_anal);
sum += pow(u_anal - u_num, 2);
}
fprintf (out2, "\n");
fprintf (out2_anal, "\n");
fprintf (out2_err, "716.8e %16.8e\n", t[1l], sqrt(h*sum));
w0 = wl;
hv[0] = hv[1];
hv[1] = hv[1];
s
/*Tanquem els fitzers de sortida*/
fclose (outl); fclose(out2);
fclose(outl_anal); fclose(outl_err);
fclose(out2_anal); fclose(out2_err);
}
double Find_z(int n, double beta, double h, double k, double z[], double *wO, double *wl,
double a, b, c;
double zl1, z2;
double r, v;
r = k/(h*h);
v = k/h;

/*Coeficients de l’equacidé quadratica per a z_{j+1}*/

a = beta*xi_il[nl/(2*k);
b = -beta*(xi_i[n]/k)*z[0]+2*xbeta*r/v;
c = betax(xi_il[n]/(2%k))*(z[0]1*z[0])-2*(beta*r/v)*z[0]-2*r*(wl[n-11+w0[n-1]);

/*Arrels de z[1]*/
(-b+sqrt (bxb-4xax*c))/(2*a);
(-b-sqrt (b*b-4*ax*c))/(2*a);

zl =

z2 =

/*¥Agafem la solucid positivax/

if(z1 > z2) z[1] = z1;
else z[1] = z2;
return z[1];
}
double Find_h(int n, int 1, double beta, double h, double k, double hv[], double *w0,

double t[]){

double r,

xi_i,

v

k/(h*h);
k/h;
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double *wl,

double *xi_i){

double *




389 double al4];

a[o] 2xr*(t[11+t[1-11)*(wi[n-11+w0[n-1]1);
a[1] = 4xbetaxv;

al2] = r;

a[3] = xi_i[nl/(4.%h);

return newton (hv[1], a, hv);

double f(double x, double all, double hv[]){
return a[0] - a[1lx*(a[2]+a[3]*(pow(x,2)-pow(hv[0],2)))*(pow(x,2)-pow(hv[0],2));

double df(double x, double al[l, double hv[]){
double h=1.e-5;
return (f(x+h,a,hv)-f(x,a,hv))/h;

double newton(double x0, double a[], double hv[]){
double temp = -1.;
double x1;
while (fabs(temp-x0)>1e-10) {
x1 = x0 - £(x0, a, hv)/df(x0, a, hv);
temp = x0;
x0 = x1;
};

return x1;

/*Ressolucid sistema tridiagonal Aw=bx/

double *Solve_Tridiagonal_Crout(int n, double #**A, double *b){
int i;
double *aux, *w;

double *xL, **U;

w = (double *) calloc(n+1l, sizeof (double));
aux = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
if (aux == NULL || w == NULL){

printf ("No hi ha prou memdria\n");

exit (1);

L = (double #**) calloc(2, sizeof (double *));
U = (double **) calloc(2, sizeof (double *));
if (L == NULL || == NULL){
printf ("Error de memdria.\n");
exit (1) ;
¥
for (i=0; i<2; i++){
L[i] = (double *) calloc(n+2, sizeof (double));
U[i] = (double *) calloc(n+2, sizeof (double));

if (L[i] == NULL || U[i] == NULL){
printf ("Error de memdria.\n");
442 exit (1);
443 }
444 b
445
446 /*Descomposicié LU*/
447 Omplir_U(n,U,A);
448 Omplir_L(n,L,U,A);
449
450 /*Resolem sistema Lz=b i Uy=z*/
451 aux = triang_inf(n,L,b);
452 w = triang_sup(n,U,aux);

/*¥Alliberem meméria*/

free (aux);
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456 free(L[0]); free(L[1]);

457 free(U[0]); free(U[1]);
458

459 return w;

460] }

461

462| void Omplir_L(int n, double **L, double **U, double *xA){

463 int 1i;

464 for(i=1; i<n; i++){

465 L[0]1[i]l = 1.;

466 if(i>1) L[11[i] = A[21[i]1/U[01[i-11;
467 3

468 return;

469 }

470

471| void Omplir_U(int n, double **U, double **A){

472 int i;

473 U0l [1] = A[0][1];

474 UL11[1] = A[11[1];

475 for (i=2; i<n; i++){

476 U[0][i] = A[0J[i] - (A[1]1[i-1]*A[2][i]1)/U[0][i-1];
477 if (i<n-1) U[11[i] = A[1][i];

478 }

479 return;

480( }

481

482| /*Resol sistema triangular inferior, A matriu tridiagonal*/
483| double *triang_inf (int n, double **A, double *F){

int 1i;

double *x;

x = (double *) calloc(n+2, sizeof (double));

if (x==NULL){

printf ("Error de memdria.\n");

x[1] = (1./A[0I[11)*F[1];

492 for (i=2; i<n; i++){

493 x[i] = (1./A[01[i1)*(FLil-A[1][il*x[i-1]);
494 ¥

495
496 return x;
497| ¥

498
499| /#Resol sistema triangular superior, A matriu tridiagonal*/

500| double *triang_sup(int n, double **A, double *F){

501 int i;

502 double *x;

503 x = (double *) calloc(n+2, sizeof (double));
504 if (x==NULL){

505 printf ("Error de memdria.\n");

506 b

507

508 x[n-1] = (1./A[0][n-1])*F[n-1];

509 for(i=n-2; i>=1; i--){

510 x[i] = (1./A001[i1)*(FLil-A[1][il*x[i+1]);
511 3

512

513 return x;

514 }

515

516| /*Multiplicacié matriu tridiagonal A per wvector m: Az=y*/

517| double *mult_MatVec_Tridiag(int n, double **A, double #*x){

518 int i;

519 double =*y;

520 y = (double *) calloc(n+l, sizeof (double));
521 if (y==NULL){

printf ("Error de memdria.\n");
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y[1] = A[0J[11*x[1] + A[1][1]1*x[2];
for(i=2; i<n-1; i++){
y[il = A[21[il*x[i-1] + A[0J[il*x[i] + A[1][il*x[i+1];
}
yIn-1] = A[2][n-1]*x[n-2] + A[0][n-1]*x[n-1];

return y;

B.2 Grafiques de les solucions amb Gnuplot

Condicié a la frontera constant:

El segiient script de Gnuplot calcula la solucié analitica del problema de Stefan per a la

condicié a la frontera constant, i els errors comesos en les aproximacions, i en dibuixa les

grafiques.
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n=10;

k=1./n;

h=k;

array t[n+1];

array h_num[n+1];

set table
do for [i=0:n] {
plot u 0:($0==i?(h_num[i+1]1=$2):$2)
};
plot u 0:($0==0?(lambda=$1):$1)

unset table

array h_err[n+1];
h_anal=0.;
set print
do for [i=0:n]{
tli+1] = ixk;
h_anal = 2xlambdaxsqrt(t[i+1]);
print sprintf( , t[i+1], h_anal);
h_err[i+1] = abs(h_num[i+1] - h_anal);

set print
do for [i=0:n] {
print sprintf( , t[i+1], h_err[i+1]);

array u_num[(n+1)*(n+1)];
array u_err[n+1+1];

array al(n+1)*(n+1)];

set table
do for [i=0:(n+1)*(n+1)] {
plot every :::0::(n+1) u 0:($0==i?(u_num[i+1]=$2):$2),\

u 0:($0==i7(ali+1]1=$1):$1)
I8

unset table

set print

j=0;

I=13

sum=0.;

count=0;

do for [i=0:(n+1)*(n+1)-1]1 {
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46 u_anal = 1. - erf((j*h)*h_num[1+1]/(2*sqrt(t[1+1])))/erf (lambda);

47 sum = sum + (u_anal - u_num[i+1])**2;
48 print sprintf("%16.8e %16.8e", al[i+1], u_anal);
49 j=j+1;

50 if (j>n){

51 j=0;

52 print sprintf("");

53 if (count==0){

54 u_err[1] = sqrt(h*sum);
55 sum=0;

56 Yelse{

57 u_err [1+1] = sqrt(h*sum);
58 sum=0;

59 ¥

60 if (1==n){

61 count = 1;

62 }

63 ¥

64 if(j==0 && 1<n){

65 1 = 1+1;

66 X

67|}

68

69| set print "temperatureDistribution_err.out"
70| do for [i=0:n]{
71 print sprintf("%16.8e %16.8e", t[i+1], u_err[i+1]);

74| set term png font "Helvetica,10"
75| set key spacing 1.5 font "Helvetica, 10"
76| set key box 1t -1 1w 1

78| #Posici6 de la frontera mobil

79| set output "freeBoundaryPos_TI.png"

80| set xrange [0:1]

81| set yrange [0:1.2]

82| set format y "%.2f"

83| set xlabel "t"

84| set ylabel "h(t)"

85| plot "freeBoundaryPos.out" title "Solucié numérica",\

86| "freeBoundaryPos_anal.out" title "Solucié analitica";

88| #Error de la posicid de la frontera mobil

89| set output "freeBoundaryPos_TI_err.png"

90| set logscale y 10

91| set format y "%.2e"

92| set xrange [0:1.1]

93| set yrange [1.e-6:1.e-2]

94| set xlabel "t"

95( set ylabel "|h_{num}(t)-h_{anal}(t)|"

96| plot "freeBoundaryPos_err.out" w linespoints title "Error en h(t)";
97| unset yrange

98| unset logscale y

99
100| #Distribucié de la temperatura

101 set output "temperatureDistribution_TI.png"

102| set autoscale

103| set format y "%.2f"

104 set xlabel "x"

105| set ylabel "u(x,t)"

106 | set yrange [-1.5e-4:1]

107| plot "temperatureDistribution.out" title "Solucié numérica",\

108 "temperatureDistribution_anal.out" w linespoints title "Solucié analitica";
109| unset autoscale

110
111 | #Error distribucid de la temperatura

112| set output "temperatureDistribution_TI_err.png"

113| set logscale y 10
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set

plot

format
yrange
Xrange
xlabel
ylabel

"temperatureDistribution_err.out" w linespoints title "Error en la temperatura";

v "%.2e"
[1.e-5:1.e-2]
[0:1]

wgn

"|lu_{num}(x,t)-u_{anall}(x,t) || _{2,h}"

unset logscale y

set term x11

Condicié a la frontera dependent del temps:
Fl segiient script de Gnuplot dibuixa les grafiques de la solucié del problema de Stefan

per a la condicié a la frontera dependent del temps, i dels errors en la temperatura i la

frontera mobil.

1| set term png font "Helvetica,10"

2| set key spacing 1.5 font "Helvetica, 10"

3| set key box 1t -1 1w 1

4

5| #Posici6 de la frontera mobil

6| set output "freeBoundaryPos_TD.png"

7| set xlabel "t"

8| set ylabel "h(t)"

9| set autoscale
10| set format y "%.2f"

11| plot "freeBoundaryPosTD.out" title "Solucié numérica",\
12| "freeBoundaryPosTD_anal.out" title "Solucié analitica";
13

14| #Error de la posicidé de la frontera mobil
15| set output "freeBoundaryPos_TD_err.png"
16| set xlabel "t

17| set ylabel "|h_{num}(t)-h_{anall}(t)|"
18| set logscale y 10
19| set format y "%.2e"
20| set xrange [0:1.1]
21| set yrange [1.e-6:1.e-2]
22| plot "freeBoundaryPosTD_err.out" w linespoints title "Error en h(t)";
23| unset logscale y
24
25| #Distribucid de la temperatura
26| set output "temperatureDistribution_TD.png"
27| set xlabel "x"
28| set ylabel "u(x,t)"
29| set autoscale
30| set format y "%.2f"
31| plot "temperatureDistributionTD.out" title "Solucié numérica",\
32| "temperatureDistributionTD_anal.out" w linespoints title "Solucié analitica';
33
34| #Error distribucid de la temperatura
35| set output "temperatureDistribution_TD_err.png"
36| set logscale y 10
37| set format y "%.2e"
38| set xlabel "t"
39| set ylabel "||u_{num}(x,t)-u_{anall}(x,t)||_{2,h}"
40| plot "temperatureDistributionTD_err.out" w linespoints title "Error en la temperatura";
41| unset logscale y
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