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1. Introduccio

Lobjectiu d’aquesta lli¢6 és presentar les equacions en derivades parcials
(EDP), un tipus d’equacions que sén omnipresents en gairebé totes les
ciencies i enginyeries. S6n el llenguatge en que la majoria de lleis fisiques
estan escrites, i apareixen també en altres arees com la biologia o les
finances. Des del punt de vista purament matematic, I’estudi de les EDP
és una area d’investigacié molt activa i interessant, i a més es fan servir
també en altres contextos molt diferents com la geometria, la topologia i
la probabilitat.

Ficura 1. Imatge artistica amb diverses EDP.

A continuacié comengarem explicant queé sén aquestes equacions i
per a que serveixen, 1 després passarem a donar una idea general del tipus
de preguntes que ens fem els matematics i matematiques que treballem en
aquest camp d’investigacio.

2. Que son les EDP?

Abans de preguntar-nos queé sé6n les EDP, pensem per un moment que és
una equacid. Essencialment, una equaci6 és una igualtatamb una incognita,
per exemple

¥ —20—-3=0,

o bé
¥ —4r+2=0.

En tots dos casos, la incognita x és un nombre, és a dir, el que busquem ésun
nombre x (0 més d’un!) que compleixi 'equacié. Equacions d’aquest tipus



poden apareixer en contextos molt diferents, i el nombre x pot representar
un temps, un preu o una distancia, per exemple.

Aquest tipus d’equacions sén prou senzilles, pero tot i aixi desperten
preguntes matematiques interessants. Voldriem saber si sempre hi ha so-
lucions, quantes n’hi ha, si s6n positives o no, quina és la millor manera
d’aproximar-les, etc.

Doncs bé, les EDP s6n també equacions, pero conceptualment sén
bastant més complicades pel fet que /z incognita no és un nombre, sind una
funcid de diverses variables.

Vegem-ne un exemple ben classic.

L’equaci6 de la calor

onsiderem una habitaci6é on les parets estan a no hi ha aillament),
Consid habit les parets est 0°C hi ha aill t
pero tenim uns radiadors a 50°C en algunes parts de la paret, com en la
figura 2.

0°C 50°C

0°C

0°C

50°C

50°C 0°C

Ficura 2. Representacio de la temperatura de les parets de ’habitacié.

La pregunta és aleshores trobar la temperatura en tots els punts de
’habitacié, molt temps després d’encendre la calefaccié. Tal com hem dit
abans, aqui no estem buscant un nombre, siné que realment el que volem
trobar és una funci6 # que ens doni la temperatura a tots els punts de
’habitacié.
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La resposta a aquesta pregunta és una EDP que s’anomena equacio de
la calor:
O — Ayu = 0.

Aqui, u(x, t) és una funci6 que depen del temps z, i del puntx = (xy, ..., x,) €
R”. El laplacia A, és 'operador definit per' A,z := div(Vu) = Y| Oyt
En el nostre exemple de ’habitacid, tenim 7 = 2.

Evidentment és molt més complicada que les equacions polinomiques
anteriors, pero segueix essent una equacio.

Fent servir aquesta EDP, podem trobar la temperatura a tots els punts
de I’habitacié,’ tal com veiem en la figura 3.

Ficura 3. Representaci6 de la temperatura a P'interior de ’habitacid,
i les seves corbes de nivell.

Podem veure també una forma alternativa de representar la tempera-
tura interior de I’habitacié en la figura 4.

1. Aqui, divF = Y7 | 9,F denota la divergeéncia d'un camp vectorial, i Vu =
(Ox 1, ..., Ox,u) és el gradient de la funcié u.

2. Dequaci6 de la calor, de fet, ens diu com evolucionara en cada instant de temps la
temperatura de ’habitaci6 donats els valors a la vora, i donada també la temperatura inicial.
En el nostre cas volem saber només la temperatura que hi haura a ’habitacié molt després
d’encendre la calefaccid, per tant estem suposant que la temperatura ja no canvia en el temps.
Aleshores la temperatura inicial és irrellevant, i sempre acabarem amb la configuracié de la

figura.
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Representacié grafica
de la TEMPERATURA

Ficura 4. Representacié alternativa de la temperatura a I'interior de ’habitacid.

EDP: les equacions de la fisica

En Pexemple anterior, la incognita era la temperatura d’una habitacié.
Perd en altres contextos podem tenir preguntes similars en que la incognita
representa magnituds fisiques diferents:

La posicié d’una ona

El potencial electroestatic

La velocitat d’un fluid

La metrica que defineix ’espai-temps (teoria de la relativitat general)

Levolucié de particules en mecanica quantica

o Etc.

En cadascun d’aquests exemples hi ha una EDP que regeix exactament
el comportament d’aquests fenomens fisics: 1’equacié d’ones, I'equacié
de Laplace, les equacions de Navier-Stokes, les equacions d’Einstein i
I'equaci6 de Schrodinger, respectivament.
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Juntament amb I’equaci6 de la calor, aquestes sén algunes de les EDP
més importants des del punt de vista de la fisica, i han estat (i s6n enca-
ra!) una de les motivacions més importants per al desenvolupament de
’analisi matematica de les EDP. Tot i que la importancia d’aquestes equa-
cions en fisica era clarissima des del segle x1x, la base matematica era encara
molt pobra I'any 1900. No va ser fins ben entrat el segle xx que els ma-
tematics van poder desenvolupar les eines d’analisi matematica necessaries
per entendre les EDP.

...1 no només de la fisica!

En els exemples anteriors hem vist que les EDP s6n omnipresents en totes
les branques de la fisica, i que aix0 va ser un gran incentiu per desenvolupar
i entendre la teoria matematica de les EDP.

Tot i aixi, les EDP apareixen de manera natural en moltissims con-
textos diferents, on la incognita podria representar:

e La distribucié d’una poblacié (biologia)

El preu d’un actiu financer (finances)

Un mapa de vents (meteorologia)

L’aerodinamica d’un cotxe o un avié (enginyeria)

o Etc.

En tots aquests exemples tenim EDP que modelen els fenomens
corresponents, i que es fan servir al dia a dia sense que ens n’adonem.

A més, les EDP també tenen un paper important en moltes branques
de la matematica pura, per exemple en:

e Analisi complexa (equacions de Cauchy-Riemann)
e Probabilitat (moviment brownia, processos estocastics)
o Analisi funcional, calcul de variacions

e Geometria diferencial (superficies minimes, analisi geometrica)
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e "Topologia (conjectura de Poincaré)
e Teoria geometrica de la mesura

o Etc.

La major part d’aquestes connexions entre les EDP i altres branques
de la matematica s’ha desenvolupat al llarg dels segles xx i xx1, i recentment
s’han obtingut molts resultats inportants, com ara la demostracié de la con-
jectura de Poincaré ’any 2003.

Més endavant discutirem amb més detall alguns d’aquests exemples.

3. Principals preguntes matematiques

Una de les preguntes més basiques i centrals en Iestudi de les EDP és la
regularitat: donada una certa EDP (o una classe general ’EDP), son regulars
totes les seves solucions, o poden tenir singularitats?

Diem que una soluci6 té una singularitat quan alguna de les quantitats
que apareixen en ’equacié es fa infinita. Per exemple, si la funcié # que
descriu la temperatura es tornés infinita en un cert punt de I'espai i temps,
aleshores tindriem una singularitat. El mateix podria passar si una curvatura
fos infinita, o si qualsevol dels termes que apareixen en PEDP passés a ser
infinit.

Ficura 5. Representaci6 artistica d’una singularitat.
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A banda de P'interes propi que entendre les possibles singularitats
comporta —€s una pregunta fonamental per compendre els fenomens que
estem modelant—, la qiiestié6 de regularitat estd sovint també lligada a
preguntes tan basiques i importants com Vexistencia o unicitat de solucions.

Per exemple, en alguns casos es pot demostrar que, donada una con-
dici6 inicial, existeix una solucié per a temps petits, pero per entendre si
tenim una soluci6 global en el temps hem de saber si hi poden haver singu-
laritats. O, en altres casos, es pot demostrar unicitat de solucions regulars,
pero en general no hi ha unicitat de solucions amb singularitats.

La teoria de regularitat per a EDP s’ha desenvolupat enormement
a partir de la segona meitat del segle xx, amb treballs d’E. De Giorgi
(Premi Wolf 1990), P. Lax (Premi Abel 2005), J. F. Nash (Premi Abel
2015), L. Nirenberg (Premi Abel 2015), L. Caffarelli (Premi Wolf 2012)
i A. Figalli (Medalla Fields 2018). Tal com veurem després, fins i tot
G. Perelman (que va declinar rebre la medalla Fields el 2006) va haver
d’estudiar profundament aquest tipus de preguntes en la seva demostracié
de la conjectura de Poincaré.

En les properes seccions descriurem amb més detall diversos contex-
tos en que la teoria de regularitat hi té un paper central.

\ . . . .
4. Analisi variacional
Una de les arees de les matematiques més fortament relacionades amb
les EDP és I’analisi variacional, i.e., 'estudi dels minimitzadors de certs
funcionals o «energies».
Funcions harmoniques
Lexemple més classic sén els minimitzadors de 'energia de Dirichlet,

E(u) = / |V u|*dx, QCR".
Q

Aquest funcional mesura, en certa manera, com de «variable» és una funcié
u(x). El problema de Dirichlet consisteix a trobar, entre totes les funcions
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que tenen uns valors fixats a la vora 09, la que minimitza 'energia de
Dirichlet (en cert sentit, la funcié que «oscilla» menys entre totes les ad-
missibles).

Les funcions que en aquest sentit minimitzen ’energia de Dirichlet
s’anomenen funcions harmoniques.

La connexi6 amb les EDP ve del principi de Dirichlet: una funci6 «(x)
minimitza 'energia de Dirichlet si i només si satista 'anomenada equacié
de Laplace:

Au=0 a Q. (4.1)

Aquesta és una de les EDP més senzilles i alhora més importants i omni-
presents en diversos camps de la fisica i les matematiques.

Per exemple, la part real (o imaginaria) de qualsevol funcié holomor-
fa és una funcié harmonica en R’. Per tant, en cert sentit, les funcions
harmoniques es poden veure com una generalitzaci6é a R” de les funcions
holomorfes.

Una de les propietats més conegudes i importants d’aquestes funcions
és la seva regularitat: qualsevol funci6é harmonica és C> a I'interior de €2,
independentment dels valors de vora que tingui. En altres paraules, Jes
funcions harmoniques no poden tenir cap tipus de singularitats.

Superficies minimes

Un altre problema classic en I'analisi variacional és 'estudi de les superficies
minimes. Si suposem que tenim una superficie donada per la grafica d'una
funcié u(x), aleshores 'area d’aquesta superficie ve donada pel funcional

Al) = /Q N

Les funcions que minimitzen el funcional d’area (fixats els valors de vora)
s’anomenen superficies minimes [10].

En la figura 6 podem veure una pellicula de sabé amb uns valors de
vora fixats, que dona lloc a una superficie minima.
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Ficura 6. Construccid fisica d’una superficie minima.

La relacié amb les EDP, en aquest cas, ve del principi segiient: les
funcions #(x) que minimitzen I’area resolen ’equacié

o U B ) (4.2)
V14| Vul?

Aquesta EDP es coneix com 'equacid de superficies minimes, i és equivalent
a dir que /a curvatura mitjana és zero en tots els punts.
El problema 19 de Hilbert
Al Congrés Internacional de Matematiques de I’any 1900, D. Hilbert va
presentar una llista de vint-i-tres problemes oberts, molts dels quals van
tenir una gran influéncia en les matematiques del segle xx.

El problema 19 de Hilbert feia la pregunta segiient:

Son sempre regulars els minimitzadors de funcionals convexos en analisi
variacional?

Hilbert considerava funcionals generals de la forma

E(w) = /Q L(Vu)dx,
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on L és (uniformement) convexa, i es preguntava si els minimitzants poden
tenir singularitats o no.

En altres paraules, com que les funcions harmoniques corresponen al
cas L(p) = |p|*, el problema de Hilbert preguntava si la regularitat de les
funcions harmoniques és una particularitat de 'equaci6 de Laplace (4.1),
o si en canvi és un principi general en analisi variacional.

La qiiestié no es va resoldre fins 'any 1956, quan E. De Giorgi i J.
Nash van demostrar (independentment i gairebé alhora) que efectivament
tots els minimitzadors sén C*, i per tant no poden tenir singularitats
[7]. El teorema de De Giorgi i Nash és encara un dels més famosos i
importants en el camp de les EDP, i va suposar un abans i un després en el
desenvolupament de la teoria de regularitat.

Desigualtat isoperimeétrica

Un altre problema classic en analisi variacional és el problema isope-
rimetric:

Entre tots els conjunts amb volum fixat, quin és el que té menys perimetre?

Ficura 7. Una bombolla de sabé resol el problema isoperimetric.

La resposta a aquest problema és facil de visualitzar: el conjunt que
minimitza el perimetre és una esfera. Tot1iaixi, demostrar-ho rigorosament
no és gens facil, i no va ser fins a principis del segle xx que es va poder
demostrar la desigualtat isoperimetrica: per a tot conjunt 2 C R”, tenim
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on B, és la bola unitat.

Aquesta desigualtat geometrica té aplicacions molt importants en
analisi matematica, i per exemple és equivalent a la desigualtat de Sobolev:
per a tota funcié z(x), tenim

(L
RH

on C, és una constant (explicita i optima) que depén només de la dimensi6
.

n—1

ﬁdx> L <, | |Vald,

Rn

La demostraci6 d’aquest tipus de desigualtats funcionals i geometriques
sovint es fa a través d’EDP i, per altra banda, en molts casos 'estudi de
diversos tipus d’EDP fa servir fortament aquest tipus de desigualtats.

Per tant, veiem que I’analisi variacional i les EDP sén dos camps que
estan fortament lligats, i que es complementen I'un a P’altre [13].

5. Equacions dels fluids

Les equacions de Navier-Stokes descriuen el moviment de qualsevol fluid
a Pespai. Aquestes equacions es fan servir constantmenti tenen aplicacions
en moltissims camps d’enginyeria i fisica.

Tot i la seva importancia immensa en ciéncia i enginyeria, fins i tot
les propietats més basiques d’aquestes EDP no s’han demostrat mai ma-
tematicament. La pregunta més basica en aquest sentit és ’existencia i
unicitat de solucions:

Donada qualsevol condicio inicial, existeix sempre una tinica solucio regular
de les equacions de Navier-Stokes?

Aquest és un dels set problemes del millenni en matematiques, i I'Ins-
titut Clay pagara 1.000.000 $ a qui el pugui resoldre.
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Ficura 8. Representaci6 del moviment d’un fluid.

En dltima instancia, aquest problema d’existeéncia i unicitat és en efec-
te un problema de regularitat: demostrar que les solucions de les equacions
de Navier-Stokes no poden desenvolupar singularitats.

De fet, sabem demostrar I’existencia de solucions si admetem que po-
den ser irregulars,’ pero aleshores el problema és que aquestes «solucions
irregulars» no tenen per que ser tniques [6, 2] (en cert sentit, podriem dir
que ens trobem amb solucions «no fisiques» de ’equaci6). Per altra banda,
si que sabem demostrar la unicitat de solucions regulars, perd no sabem si
aquestes solucions regulars existeixen globalment en el temps.

Aquesta és una de les preguntes de regularitat en EDP més coneguda
1 dificil, i sembla encara lluny de poder resoldre’s [14].

6. Transicions de fase, problemes de frontera lliure

Un altre tipus d’EDP que ha atret molta atenci6 les tltimes decades son els
problemes de frontera lliure. I’ exemple més classic i important és el problema
de Stefan (1831), que descriu matematicament les transicions de fase, com
per exemple el gel fonent-se en aigua.

A banda de la motivaci6 directa d’entendre matematicament les tran-
sicions de fase, hi ha molts altres models en fisica, biologia, i fins i tot finan-
ces que involucren problemes de frontera lliure [19, 12]. També apareixen

3. Aquestes solucions irregulars resolen I’equacié només en un cert sentit generalitzat.
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en problemes d’analisi variacional, de teoria del potencial i d’optimitzacid,
aixi com en ’estudi de matrius aleatories [18, 20, 9]. A més, la seva teoria
matematica té una vessant molt geometrica, fortament lligada a 'estudi de
les superficies minimes [4].

En aquest cas, 'existencia i unicitat de solucions no és dificil de de-
mostrar, i la pregunta matematica més basica i important és aleshores
entendre les singularitats que poden apareixer.

Ficura 9. Una solucié del problema de Stefan amb una singularitat.

Notem que en aquest context les singularitats apareixen quan la in-
terfase entre el gel i 'aigua liquida es torna irregular —com a la figura 9,
on tenim una caspide.”

Un dels resultats més coneguts i importants en aquest context va ser
establert per L. Caffarelli 'any 1977 [3], i basicament diu que les fronteres
lliures s6n regulars (C*), excepte en alguns punts on es pot crear una
cuspide.’

El teorema de Caffarelli va donar per primera vegada un resultat fort
de regularitat per a problemes de frontera lliure —sense aixo, & priori la
frontera podria ser irregular a tot arreu i per a tot temps!

La pregunta que va estar oberta durant molts anys era: Que més podem
dir dels punts singulars? Podem dir alguna cosa sobre la mida d’aquest conjunt?

4. En aquests punts, la velocitat a la qual es mou la frontera entre gel i aigua passa a ser
infinita.

5. Més precisament, el teorema de Caffarelli diu que el gel té densitat zero en aquests
punts.
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En un treball recent en collaboraci6 amb A. Figalli i J. Serra hem
pogut contestar aquestes preguntes, amb I'estimacié optima sobre la mida
del conjunt de punts singulars:

Teorema 1 (Figalli, Ros-Oton, Serra, [8]). En el problema de Stefan, el
conjunt de punts singulars ¥ C R” x R satisfa’

A mes, en 3D, quasi pertot temps no bi ha singularitats.

En altres paraules, el nostre resultat demostra per primera vegada que
les singularitats «apareixen poc sovint>.

El lector interessat pot consultar I'article de divulgacié per al public
general que la revista Quanta Magazine ha escrit sobre el nostre resultat:

www.quantamagazine.org/mathematicians-prove-melting-ice-stays-smooth-20211006

Com hem dit abans, la teoria de regularitat per a problemes de fronte-
ra lliure té una forta connexi6 amb la de superficies minimes. En el nostre
cas, per a la demostraci6 d’aquest teorema hem fet servir idees provi-
nents de la teoria desenvolupada per Almgren per entendre les superficies
minimes de codimensié més gran que 1 [1, 5].

7. La conjectura de Poincaré

Un dels problemes oberts en matematiques més importants del segle xx
era el que es coneix com /a conjectura de Poincaré” (1904):

«Qualsevol varietat de dimensio 3, tancada i simplement connexa
és bomeomorfa a Uesfera».

6. Aqui, dimy denota la dimensi6é de Hausdorff d’un conjunt.

7. De fet, H. Poincaré mai la va formular com a conjectura, siné com una qiiestié oberta
de la qual no coneixia la resposta.
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LI’any 2000 la conjectura seguia completament oberta, i es va convertir
en un dels set problemes del millenni en matematiques.

Tot i aixi, durant la segona meitat de segle hi va haver avencos enor-
mes en aquest camp d’investigacié. Per una banda, S. Smale (1961) i M.
Freedman (1982) van aconseguir demostrar que la generalitzacié natural
de la conjectura de Poincaré® per a varietats de dimensi6 7 és certa per a
n > 5in = 4, respectivament. Per altra banda, els treballs de W. Thurston
van suposar un aveng enorme en l’estudi de varietats de dimensi6 3, i li
van permetre formular la seva conjectura de geometritzacié —un resultat
que, si fos cert, classificaria completament I’estructura geometrica que pot
tenir qualsevol varietat de dimensié 3, i que implicaria la conjectura de
Poincaré.

Per aquests treballs, tant Thurston com Smale i Freedman van gua-
nyar la medalla Fields (els anys 1982, 1966 i 1986, respectivament).

El flux de Ricci

Lany 1982, R. Hamilton va proposar una nova idea per a una possible
demostraci6 de la conjectura de Poincaré: fer servir EDP!

Més concretament, Hamilton va introduir el flux de Ricci, una EDP
—en cert sentit analoga a ’equaci6 de la calor, perd molt més complicada—
que dicta el moviment en el temps d’una varietat a partir del seu tensor de
Ricci; vegeu la figura 10.°

8. La conjectura de Poincaré generalitzada diu basicament que si una varietat té ’homotopia
d’una esfera, aleshores ha de ser necessariament una esfera.

9. En aquest dibuix tenim una varietat de dimensi6 2, mentre que la conjectura de Poincaré
és per a varietats de dimensié 3.
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Ficura 10. Evolucié d’una varietat quan apliquem el flux de Ricci.

Les noves idees de R. Hamilton," de fet, van portar-lo a poder de-
mostrar la conjectura de Poincaré en alguns casos especials'' [11]. Ara bé,
per poder demostrar la conjectura completament, hi havia un problema
important: calia entendre les singularitats que es poden desenvolupar amb el flux
de Ricci. En altres paraules, tenim un problema del mateix tipus que en les
seccions anteriors: estudiar les singularitats en EDP.

Finalment, ’any 2003 G. Perelman va poder demostrar completa-
ment la conjectura de Poincaré,"” continuant i completant el programa
de Hamilton i demostrant resultats precisos sobre les singularitats que

10. El programa de Hamilton per demostrar la conjectura de Poincaré involucra en primer
lloc posar una metrica riemanniana a la varietat, i aleshores fer servir el flux de Ricci per
«millorar» aquesta metrica. Per exemple, si es pot demostrar que la metrica té curvatura
positiva constant, aleshores gracies a resultats classics de geometria riemanniana ha de ser
una esfera.

11. Més concretament, Hamilton va demostrar la conjectura en els casos en que la varietat
admet una meétrica amb curvatura de Ricci positiva a tot arreu.

12. De fet, Perelman va demostrar la conjectura de geometritzacié de Thurston, sense la
qual no hagués estat possible la resolucié de la conjectura de Poincaré.
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apareixen amb el flux de Ricci [15, 16, 17]. Amb aquesta demostracid,
Perelman va resoldre per primera vegada un dels set problemes del mil-
lenni.

Per a més detalls sobre la demostracié de Perelman i la seva relaci6
amb la teoria de regularitat per a EDP, els lectors interessats poden consul-
tar I'article de T. Tao «Perelman’s proof of the Poincaré conjecture: a nonlinear
PDE perspective» [21].

8. Resum i conclusions finals

Hem vist que les EDP s6n un tipus d’equacions en que la incognita és una
funcié6 de diverses variables (una quantitat que depeén de ’espai i el temps,
per exemple). Apareixen en la descripci6 de fenomens fisics molt diferents,
i han tingut un paper central en la fisica des del segle x1x. Al llarg del se-
gle xx, a més, amb P’aparici6 dels ordinadors, es converteixen en una de les
eines més importants en ciencia i enginyeria.

Des del punt de vista matematic, I’analisi ’EDP es va desenvolupar
ampliament al llarg del segle xx, i encara tenim moltissimes preguntes
importants i interessants que no sabem resoldre. A més, diverses pregun-
tes tenen fortes connexions amb altres arees com la fisica o la geometria.

Una de les preguntes centrals en aquest camp és la regularitat de les
solucions, és a dir, entendre si poden tenir singularitats o no. Per a més
detalls sobre aquesta area de recerca, els lectors interessats poden consultar

el llibre [7].
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