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INTRODUCCION

Dado un cuerpo global X y un conjunto finito

Fl""’Fr de primos de K , representamos por Kpl""'Fr

la extensién maximal de X contenida en una clausura sepa-
rable K de X y en la que todos los primos Pi des-—
componen completamente. Estae memoria tiene por objeto el

estudio de tales extensiones.
Los cuerpos X gse ldentifican con subcuer-
P:L!‘"!FI. .
pos del completado de K en Fi ’ KP s DPara
i

i=1,...,r y se pueden obtener a partir de los cuerpos
fijos de los normalizados de los grupos de descomposicidn,

cuya importancia ha sido destacada en [45].

La denominzcidén que se propone para es

K
Fl,_ooc ’Fr
la de cuerpo totalmente p-édico (relativo a los primos

Pl""’Fr) y debido a que generalizan el concepto de cuerpo
totalmente real clésico.

51 L es una extensidén finita y-galoisiena de X ’
P un primo de XK ¥y ]}i y 1= 1<g, son los divi-

sores primos de p en L es siempre

Ji FT
una extensidén de Galois de KP s mientras que el caréc-
ter galoisiano de L]}/’KF permite caracterizar aquellas
extensiones L/X cuyo grupo de descompgsicién D (L/K)
es normal en el grupo de Galois G(L/K) . ¥

La extensién abeliana maximal de. X contenida en

K es de grado no finito sobre KX ., La ley de

P1!°"!Pr



reciprocidad de Artin permite dar una condicidn necesaria
y suficiente sobre los primos Fli a fin de que, cuando
K es un cuerno de nUmeros, el " Hilbert Class Field "

de K esté contenido en K .
. Pl’...,Pr

Antes de emprender el estudio de ecuaciones diofénticas

" sobre los cuervos K se analiza su grupo de
Pl’...’Pr

Brauer., Se obtiene que ) contiene un sub-

B(K

Pl’...’Pr
grupo isomorfo al producto cartesisno de los grupos de Brauer
B(ﬁ ) & o E B(EF ) . Una de las consecuencias que de
: Y

Py
este resultado se derivan, es la existencia de extensiones
normales, para cualquier cuerpo de nimeros K , que pre-

sentan en un conjunto finito de primos de K normalizados

no resolubles de los grupos de descomposicidn.

La finitud del {ndice  (K'K" : K’i;n) , para ciertos
valores de n , es aplicada 2 la discusidén de formas dia-
gonales definidas en el cuerpo K . Contrarismente a lo
que ocurre en el caso P—édico, el fndice (k* :x*®) se

P

demuestra que, en general, es infinito.
Finalmente, a través de las extensiones K
. ProeessPy

se presenta una nueva formulacidn del principio de Hasse
que, sin destruir las situaciones de validez clésicas, in-
corpora otras en las que no se verifica el principio de

Hasse tradicional.

Deseo expresar mi agradecimiento en primer lugar al
Dr. R. Mallol, director del trabzjo. Al Dr. F. Tomés por
haberme dado a conocer sus articulos [45 y [46] y por



sus sugerencias. Al Dr. E. Linés cuyos cursos despertaron
mi interés por la Teoria de Nimeros y a Difa. Griselda
Pascugl por su constante estimulo y ayuda.



Capitulo I

CUERPOS TOTALMENTE P-ADICOS

Introduccién.

Sea K un cuerpo y P una clase de valoraciones dige
cretas de K , 0 bien una clase de valores absolutos no ul-
tramétricos, en el sentido de Bourbaki [5].

En este capitulo se introducen los cuerpos KP como
las extensiones maximales de K , contenidas en una clau-

sura separable K , en las que F aesoompone completamens

te.

Los cuerpos KP gse caracterizan como subcuerpos del
completado de X en p , &P o Si ip es isomorfo el
cuerpo real y K se congidera incluido em R , K_, coin=-

F
cide con la unién de todas las extensiones de grado finito

Yy totalmente reales sobre X , es decir , cuya clusura
galoisiana sobre K esté contenida en R . En el caso
discreto se obtifne para KF‘ una caracterizacién andloga
en términos de KF « De ahi que para designar a tseles
cuerpos se haya elegido la denominacién de cuerpos
totalmente Efédicos .

De la definicién de KF’ resulta que KF /K es una
extensidn galoisiana ; su grupo de Galois , asi como el de
'IE/’KP , es calculado en funcién de los normalizados de
los grupos de descomposicién de los divisores primos de p
en las extensiones de K , de grado finito y normales ,

contenidas en 'E o



l. Notaciones y propiedades generales

En este apartado y en el siguiente se indicard por A

a un anillo de Dedekind y por K a su cuerpo de fracciones.

S1 I es una extensién de K de grado finito , la
clausura entera B de A en L es un anillo de Dedekind
((61,§2 , n2 5, Cor. 3 de la Prop. 5). Sea P un ideal
primo no nulo de B y P =’l"}f\ A 3 el exponente eq}
de %:: en:la descomposicidén de Fl B en ideales primos

de B,
Py

y el grado f.. de la extensién B/:F’ de A/P se deno-—
minan el indice de ramificacidén y el grado residual de :F; .

respectivamente , ém la extensién L/K .

Si n= [L : K ] , 8e verifica la relacidn

5_ ,
?IP

siendo vélido el signo de igualded cuando I es una exten-

gién separable de K .

Dado un ideal primo Fl de A , la topologfa asociada
a la valoracidn P-édica de X , vP ’ fonv_ierte a K en
un cuerpo topolég‘i:co. Se indicaréd por KF al correspondien~
te completado. KF es & su vez un cuerpo valorado cuya

veloracidén extiende la de X .

Si 2 es un nimero real tal que o< a<l, la
férmula

V(X) |
“x" y X €K ,



define en K wun valor absoluto ultramétrico ; la topologia

de K @asocisda gl mismo no depende del ntmero a elegido
F .

La completacién de L en ‘P s L.P y = notacién ente

~

rior - , proporciona una extensidén finita de KP . E1 grado

y coincide con la obtenida a través de v

n =[fs Si‘{-l

b L K

se denomina el grado local de P en la extensién L /K
¥ se verifica
n:P_ = eq) f:P .

Si la extensién L/K es de Galois , su grupo de
Galois ' G.# opera transitivamente en el conjunto de los
ideales primos de B que dividen a un ideal primo iy de
A dado . 31 P es uno de estos divisores , por
D'T-} (L/K) se indica en grupo de descomposicién de P en
la extensibén: L/K ; es decir ,

D:P(L/K) ={o"e: G ; c(:p)=]1r}.

Si :p es un ideal primo no nulo de B , el orden de
D:P (L/K) es igusl al grado local n.q-} .

Los grupos de descomposicién Df{3 (/x) , D»..(L/K) ,
correspondientes a dos divisores primos ’,]3 v :p' de
un mismo ideal primo 1"1 de A , son conjugados en G .

2. Introduccidn de los cuerpos KF_

Definicién (2.1).- Un ideal primo p de A se dice

que descompone completamente en una extensién I de K

de grado finito n , si existen en la clausura entera 3B



1o

de A en L, n 1deales primos distintos que dividen a p.

Cuando L es una extensién separeble de K , la con-

dicién enterior es equivalente a que

A~ ~ kn' ~
K:'-' KxoooxK L]

B & % p P

NS

El conjunto de los ideales primos de A que descompo-
nen completamente en L se indicard por S(B/A) o por

S(L/K) , siempre que no haya lugar a confusién,

Si M es une extensidn algebreica de K de grado no
finito , diremos que B descompone completamente en M

cuando

p € s(I/K)

para toda subextensién L de M , de grado finito sobre XK.

En lo sucesivo , todas las extensiones algebraicas de
K se congiderarén incluidas en una misma clausura algebrai-
ca K de K.

Proposicién (2.2).~- Sean L1 y L, dos extensiones

2
finitas y separables de XK y sea 1L 1la composicién L1;2 .
Si por Ai indicamos la clausura entera de A en Li y

por B lade A en L , se verifica
s(a,/8) O s(a,/8) = s(B/4) .

Demostraciébn

Sea 'p un ideal primo no nulo de B, :P g T_y(‘\ Ai
y p = }3 N A , Las relaciones
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e,P(L/K) = e,_P(L/Li) epi('Li/K)
2y (/R = £, (L/L,) 2, (5,/6)

ponen de manifiesto la inclusidén
S(B/A) < s(p,l/a) N S(A2/A) .

Para prober la inclusidn en el sentido contrario pasaremos

a los completados de K yde L en P ¥y en ’F; y Ies-—
pectivamente. Es sabido ([39] , Cap. 2,§ 3, Cor. 1 al Teor.1)
que existe un K- monomorfismo G @de I en una clausura
algebraica de f{F , de modo que i';} = iF (6L) . La res-
triceibn < de O a I’i permite a su vez obtener los

i

completados de I’i en 'pi B

p e s(a/a) N os(a/y
se tendré& en consecuencia

KP = KP(G‘iLi) sy, para i=1l,2 ,

Yy, yYaque GL = (0'1L1)(0'2L2) , L:P_-—- KP . Al recorrer

P todos los divisores primos de p en B se obtendré
que p € S(B/A) .

Definicibén (2.3).-~ Denominamos cuerpo  totalmente

E—-édico relativo a un ideal primo p de A a la reu-
nién filtrante de las extensiones finitas y separables de
K en las que | descompone completamente., Dicho cuerpo

lo representaremos por KF .

De manera equivalente , puede definirse KP como la
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mixima extensién separsble de K en la que P descompone

completamente.

Puesto que el grado residual y el indice de ramifica~-
cién se conservan por locelizacidn , KP depende fnica-

mente del anillo de la valoracidén de K asociada a F' .

S1 p es el ideal nulo , de la definicién resulta
que KF = K , por lo que este caso no serd tenido en

cuenta en general.

Defiﬁicién (2.9’)-- Si Ai y i=1,...,r ? s una

familia finita de anillos de valoracién discreta , de idea~
les maximzles P i ¥y de cuerpo de frecciones X , por

cuerpo totalmente P-—édico relativo a los ideales Byseces Prus
entenderemos la méxima extensién separsble de K en la que

todos los ideales Pi descomponen completamente . Seré

representado por K . Se tendré
Pl,v..,Pr
r
K = m K .
BpeeeesPr 31 By

Proposicién (2.4).~ Un elemento x € K s Separable

sobre K , es de KF si y sélo si su polinomio minimal

sobre K descompone en factores linesles en  K_ .

P

Demostracidn =

Sea L = K(x) « Por ser X un elemento primitivo de
L/K , el polinomio minimal de x sobre X coincidiré con
el polinomio caracteristico de x en la citada extensién

([501, Cap.II,§ lo, Teor. 20). Sea B la clausura entera
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de A en L y para cada divisor primo Tjj. de F en

B , sea <ri un K- monomorfismo de L en una clausura

algebraica de iP , de modo que Lq} = % (tiiL) « E1
i

P

polinomio caracterfistico de x en la extensién IL/K
es igual al producto de los polinomios caracteristicos de
los elementos G ,(x) en las extensiones i /ﬁ

i PP

([39], Cep.II, § 3, Cor. 2 al Teor. 1). La demostracién

concluye al tener en cuenta que (Ti(x) es un elemento

primitivo de ix} sobre % .
|

P

3. Consideracidn del caso no ultramétrico

Se introducen en este apartado los cuerpos KF’ relati-
vos a los valores absolutos no ultramétricos de K . Es de=
cir, se construyen los cuefpos KP , cuando F eg un
"primo infinito" de X .

Seglin el teorema de Ostrowski ([5],Cap.VI, §6, ne4,Teor.2),
un cuerpo K dotado de un valor absoluto no ultramétrico
es necesariamente isomorfo a un subcuerpo del cuerpo comple—
Jo C ; existe un nico nmero real s , o< s =1,y
existe un monomorfismo G : K=——>» € , de modo que el
valor absoluto de X viene dado por

=] = [e=]® .
En todo este apartado se supondré que K es isomorfo

& un subcuerpo de C .

-

Definicién f3.1).- Denoninaremos primos infinitos

de K a las clases de valores absolutos no ultraméiricos
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de K (llamendo equivalentes & aguellos valores absolutos
que sobre K definen la misms topologia). Se indicarén
con la notacién p__ .

La completacién de K en R, K p, ? ©5 un cuerpo
isomorfo a R o a € . En el primer caso se diré que B,

es un primo real ¥y en el segundo , un primo comnlejo .

Si L es una extensidn algebraice de X ¥y ’Ea es
wun primo infinito de I cuya restriccién a XK es B, o
diremos que 'p

oo

divide a p « El grado correspondiente
o3

n, = [iu : % ]
se depomina el grado local de P en la extensién L/K .

Obviemente =n, =1 , 6 . n, =2.

T

X
Si n= [L s K ] ge verifica la relacién

n = Z n )
.
BIE,
En el caso en que F sea un primo real , la relacién
02
anterior se traduce en

n = rl-l-2r2

en donde ry es el nimero de primos reales de L y r

es el némero de primos complejos que dividen a P .
. ]

2

Definicién (3.2).- Un primo Fw de K se dice que

descompone completamente en una extensidn finita L de

K de grado n cuendo existenen I n primos distintos
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que dividen a [
De forma equivalente , P descompone completemente

en L =i se verifica

~ ~ \n‘ -~
LOK, ™2 K. XeeeX K
K Pno Pcﬂ

De la definicién resulta que si B, ©s un primo com-

P

plejo, siempre descompone completamente . Si B, esun
primo real , descompone completemente enm L si y sélo si

I‘2=O.

Definicién (3.3).—= Dado un primo infinito de X , B

representaremos por IKF a2 la reunién filtrante de las ex-
2]

tensiones finitas de. K en las que F descompone comple-
0

tamente.

Si P esun primo complejo , KF serd igual a la
0 - ]
clausura algebraica K de K . Si EM es real , denomina-

remos a K el cuerpo totelmente real asociado a K

Fou
Yy a Foo .

Proposicién (3.4).- Un elemento x ¢ K es de KF
oo

sl y s6lo si su polinomio minimal sobre K descompone en

factores lineales en KF .
i

Demostracién :

Si F es un primo complejo , la proposicién es trivial.
Supongamos que B esun primo real . Sea L = K(x)
o]

¥y sean T&»,i (1::1,...,r14-r2) , los divisores de B, en
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L .sSea | |e P, ¥ ¢: K——>C un monomorfismo tal
gque

"3’"-'—']0'(3)]3 , para Yy € K .

Para cada 1 , existird una extensién G& : L ———>

de G , de modo que

e

=~ R(6,(1)) = R(S(x) .

'%oi

o~

En consecuencla, L?’ serd isomorfo a R para todo i
00,1

si y sblo si , para todo i , (Ti(xj € R . Ello es equiva~
lente a que la imagen por ¢ del polinomio minimal de x

sobre K tenga todas sus raices reales.

Observecién (3.5).- Si K = Q 1la clase del valor

absoluto es el ¥nico primo infinito ; el correspondiente

cuerpo asociado , Q. , , s la unidén de todas lag extensio-
nes finitas de Q totalmente reales en el sentido clésico,
es decir es la unidn de las extensiones Q(x) de Q cu~
yos conjugados son todos reales . Ello justifica la denomi-

n -

nacién dada en el apartado 2 a los cuerpos K

4. Bl grupo de Galois G(XK/Kn)
|

En este apsrtado K indicaré un cuerpo y K una clau-
sura separable del mismo . Todas las extensiones algebraicas

de X que se consideran se suponen incluidas en K .

Provosicién (4.1).- Sea A wun anillo de Dedekind ,

K su cuerpo de fracciones y F un ideal primo de A .
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Sea L una extensién-finita Yy galoisicna de K de grupo de
Galois G(L/K) y sea B 1la clausura entera de A en L.
Indiquemos por NP(L/K) el subgrupo normal de G(L/K)
generado por uno cualguiera de los grupos de descomposicién
D_(L/K) , de un divisor primo B de p en B.

Si KF es el cuerpo totalmente F-édico relativo a F ’
el grupo de Galois de la extensién IL/LNK viene dado

P

G(L/LnKP) = NF(L/K) "

por

Demostracibn :

De la definicidn de KF se sigue que LN KF es la
néxima subextensién de L en la que P descompone comple-
tamente, Sea L P el subcuerpo de L fijo por D?(L/L) ’
B 1la clausura entera de A en L p Yy 'Ij F{(\B « Es

sabido que ([39], Cap.I, §7, Prop.21)

/1P (L/K)
s e
ep o

D
£ (L/L P f (L/K .
p( /L F) P(/)
lo cual implica

e (1 P/K) = f,{—j(LDp/K) a3,

P
Ya que el subcuerpo de L fijo por NF(L/K) vendré dado
por
N D
TP =N1s?P ,
PIF

N
se obtiene que p € S(L f/K) ¥, por tanto,

LNP C L(\KP .
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Sea C 1la clausura entera de A en L(‘\KF y
’]C)rl =pNC . Puesto que KF/K es una extensidén de Galois
(basta tener en cuenta (2.4)), la extensién LNEK_/K
serd de Galois. Por restriccién se obtendrd un epimorfismo
de
DP( L/K) —— D,P.(LHKF/K) :

Puesto que D_(LNK
sidn P

P/K) = (1) , se obtiene la inclu~-

D
LAK, C L P

N
¥ por tanto, la de L{\KF CL P . Ello concluye la demos—
tracibén, habida cuenta de que L /K es una extensién ‘
finita,.

Teorema (4.2).- Sea A wun 2nillo de Dedekind , X su

cuerpo de fracciones y P un ideal primo de A ., Sea M
una extensidén finita y de Galois de X y I una extensién
galoisiana de K contenida en M .

La proyeccidn candnica de G¢(M/X) en G(L/K)
aplica NF( M/ K) exhaustivamente en N'F( L/EK). E1l
conjunto de los grupos NP( L/K) obtenidos al recorrer
L las extensiones finitas y galoisianas de K , juntamente
con las proyeccioneg mencionades, constituye un sistema
proyectivo de grupos, verificéndose |

¢6(X/X)= 1limN_(L/K). .

o]

Demostracidn :

La primera de las afirmaciones resulta de la definicidn
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de los NF (4.1) , y de ser vdlida dicha propiedad a nivel
de grupos de descomposicidn,

Un simple célculo prueba que la familia de las exten-
giones LK|1 de KF obtenida &l recorrer L el con-
junto de las extensiones finites y de Galois de X con-
tenides en K es cofinal en el conjunto de las extensio-
nes de Galois y finitas de KF-. En consecuencia , el reco-

rrer L el citado conjunto se obtendré
¢(E/X,) = G(lim LK /X,) = 1lim ¢(LK /K_)
F — f P {-'L- 3 P

- para la dltima igualdad, véase por ejemplo [32], exp.3 - .
Puesto que

G(LKF/KP) = G(L/L(\KF) ;

la demostracién concluye a partir del resultado obtenido
en (4.1) .-

Corolario (4.3).— Al recorrer L el conjunto de

las extensiones finitas y de Galois de K , para el grupo
de Galois G( KF/’K) se obtiene la siguiente expresién

‘¢(L/K
»/E) = lin BLh R :

S5 BgLL/E)

G(K

Observecién (4.4).~ La teoria de los grupos de remi-

ficacidén puede llevarse a cabo en extensiones no finitas.
Considerando los grupos de descomposicién D,(K/K) para

cada "divisor primo" ’P de F en X , asi como los
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subgrupos normales H‘P(-I-{'/K) que &stos generan en G(XK/K) ,
el gruvo de Galois de E/ KF coincide con la adherencia

de I\IF(I-I/K) en G(X/K) , ol dotar a este Gltimo grupo
de la topologia de Krull ; a tal fin, véase [45] .
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Cenfitulo II

EXTENSTONES

Introducecidne

Sea A un anillo de valoracidn discreta , de ideal
maximal Fl y de cuerpo de fracciones X . Dada una exten-—
sién finita y de Galois L de K, si B es la clausura
entera de A en L y P un divisor primo de F en B,
es sabido que el grupo de descomposicidn Dp( L/K), en:
general no es un subgrupo normal de -~ G(L/K) . Al consi-
derar los cuerpos I”P Yy KF se obtiene que LP es
una extensgidén de KF no necesariamente galoisiana (a-di-
ferencia de lo gque ocurre en el caso F—édico con las exten—
siones L.P/f{F) . E1 hecho de que I"p/ KF sea geloisia-
na permite caracterizar aguellas extensiones L de K

en las que D _(L/XK) es un subgrupo normal de G(L/XK).

¥

Si a partirde I y de K se desean obtener , me-
diante cuerpos totalmente F-édicos , extensiones galoigia~-
nas , deben tenerse en cuenta todos los divisores primos

'Pl"""Pg de p en B.Si L/K esde Galois, la
extensién L K
‘Pl!"'ﬁpg/ F

En el caso de ser K un cuverpo global , para toda

es siempre galoisiana .

eleccidn finita de primos de K , la extensidén abeliana

maximal de K contenida en K resulta ser
Fl'l‘ LA FI‘
una extensién de K no finita .

En el W1timo apartado, se comparan los cuerpos KF
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obtenidos a partir de un cuerpo de ndmeros K con el "Hil-
bert Clags Fileld", K.L , del mismo. La ley de reciprocidad
de Artin permite obtener una condicidén necesaria y suficien-

te sobre p = fin de que K_L sea un subcuerpo de K pe

l, Las extensiones L4y de Kp
l 1

Todas las extensiones algebraicas del cuerpo X se cone—

siderarén incluidas en una misma clausura slgebraica K .

Teorema (1.1).~ Sea A un anillo de valoracién dis-

creta, p su ideal maximal y KX su cuerpo de fracciones.
Sea L una extensidén finita y de Gelois de K, B la clau-
sura entera de A en L ¥ T oun divigor primo de pooen

B. Las siguientes afirmaciones son entonces equivalentes ¢
a) L,p/ KP es unz extensién galoisiana.

b) La restriceibn a L de todo K‘-_l -monomorfismo de

Is.P en K pertenece al grupo de descomposicién D (L/K).» -

P
¢) D_(L/K) es un subgrupo rormgl de G(L/K) .

P

Para la demostracidén de (1l.1l) se precisaré de los

siguientes lemas,

Lema (1.2).- Sean A , p ¥ K elegidos como en (1.1).

Sea I wuna extensién de K de gradc finito y B 1la clau=-
sura entera. de A en I . Sea M una extensién separable
y finita de X . Si pe s(M/K) , para todo divisor primo

:P de F en B se verifica que

T € S(LM/.'-IL)S :
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En consecuencia K_cCc L

pe Up

Demostracién @

Sea x un elemento primitivo de M/K ; por (I.2.4)
el polinomio minimel de x sobre X descompondrid en fac-
tores lineales en kF ~ La extensién T N/L admite a x
por elemento primitivo. El polinomio minimal de =x sobre
L descompondrd en factores lineales en L., . Puesto gue
X es separable sobre I , eplicendo nuevamente (I.2.4)

se obtendrd que P € S(LM/L) .

Lema (1.3).~ Sean ALY A_ enillos de valoracién

2
discreta de cuerpo de frecciones K ¥y sean Fl. y F2

sus respectivos ideales maximales. Si Al £ A los cuer-

2 ?

pos K y K son también distintos.
f Fa

Demostracidn @

Basta construir una extensién separable L de X ,
de modo que, para cada divisor primo de en la

clausura entera de Al en L se verifique

! (L/RK) = 1
P11

¥y tal que, exista algin divisor primo P, 3 de Po en la
:

clausura entera de A2 en L , para el cual

n
T2,3

La existencia de la anterior extensién queda asegurada

(L/K) - 1 .

gracias a un resultado de Krull (véase [23], bastando en el

caso de ser K un cuerpo de niumeros [20]).
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Lema (1l.4).- Sea A un anillo de valoracidn discrete,

p su ideal maximal y K su cuerpo de fraccicnes., Sea L
una extensidén finita y geloisisna de K, B la clausura
entera de A en L Yy 'P un divisor primo de p en B.
Dado G € G(L/K)' , la condicidén necesaria y suficiente pa-

ra gque ¢ se extienda a un KF- monomorfismo de L]? en
K esque Oc¢ HF(L/K) i -

Demostracidn :

La necesidad es consecuenciz de (I.4.1). Por (1.2) L
es extensidn de KF’ ;s asi para ver el carfcter suficiente,
dado © e NF(L/K) bastaréd ascenderlo a un automorfismo -

de LKF que deje fijo KF « Ya que

G(LKP/KF) ol G(L/KF('\I;) i

obteniéndose el isomorfismo por restriccibdn a I de los
elementos de G(L KF/KF) , la posibilidad de extender G

queda probada.

Demostracidn de (1.1) :

Probaremos primeramente la equivalencia de a) con: D).

Sea ¢ un K.-monomorfismo de I.,F, en K Yy sea O. su

" restriceidn a L . Si ‘p' es el divisor primo de B gaao
por G'L(‘p) = ’p‘ y O, esuna aplicacién uniformemente
continua del espacio que se obtiene el dotar a L de la
topologia “P-édica en el espacio que se obtiene al dotar a
L de la topologia ‘p'-édica. En consecuencis G'L se ex-
tiende originando un KP-monomorfismo entre los correspon=-

dientes completados
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G-I- s ir,P e e fxpl
que es, de hecho, un %P-isomorfismo (basta contar grados).
De ello se deduce que, s1 x ¢ L , el polinomio minimal de
X sobre L descompone en factores lineales en £13 siy
s6lo si el polinomio minimal de G (x) sobre L descompo-

ne linealmente en LTf « En consecuencia ,

G L = Lt e

[

Teniendo en cuenta (1.3) , se obtiene zhora
G‘I:.P ='I:.p E=mr==2 Q_L('p)’-:’p 5

con lo cual, se verificard la primera de estas igualdades

para todo X_-monomorfismo < de LP en K , si y sblo

y
si ¢.¢€ D, (L/K), pera todo G .

LS Pp

La equivalencia de b) y de c¢) resulta de (l.4) .

Observacidén (1.5).- La equivalencia de 2a) y de ¢)

en ol Teoremsa (1.1) pone de menifiesto la existencia de ex-
tensiones de Galois IL/K para las que L,p/'KFI no es
galoisiana. En efecto, si K es un cuerpo de numeros y

G un grupo resoluble finito, existen infinitas extensiones
L de K galoisianas y de grupo de Galols G (Shafare-

- viteh [41]). Todo subgrupo ciclico de G es, por el Teore-
ma de Tchebotarev ([26], Cap.VIII, Teor.lo) , grupo de des-
composgicidn de infinitos divisores primos ’p de L . Bag=
t2 entonces elegir un grupo resoluble con subgrupos cicli-
cos no normales. Por ejemplo, un grupo no abeliano de orden
Pq, siendo 'p y q enteros primos distintos. (Lz cons-
truccidn efectiva de extensiones de Galois de Q con grupo



26

de Galois no abelieano de orden ©pq se ha llevado a cabo
en [12]).

Proposicién (1.6).~ Sea A un anillo de valoracidén

discreta, p  su ideal meximal y K su cuerpo de frac-
ciones. Sean L wuna extensién finita y de Galois de X ,

B la clausura enterade A en L ¥y ‘pi y L £1ig,

L es
‘Pl’...’pg
el cuerpo totalmente 'p—édico relativo a los ideales P o

los divisores primos de p en B ., S5i

se verifica :

a) La extensién L /K_' es galoisians.
-'Pl’ot-,pg ‘F

b) Lpl""'pg = KF —— Fe S(L/K) .

Demostracidén ¢

Probaremos que /K es una extensién ga-

L
pl’.."pg
loisiana ; puesto que

L D E K
?1,...,pg p

ello implicard a) .

Sea un K - monomorfismo

X €L y <
Pl,...,pg
de L en K . Representamos también por O
.Pl'ca.,pg

una extensién del monomorfismo anterior a un K - monomor-—

fismo de la composicién D @ wes * Iy en K. A
B P,

partir de la demostracién de (1.1l) se obtiene
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crI.‘ =(MN61L =N5I
Py T T ey

y puesto que G(L/K) opera en el conjunto de los di-

visores primos de P en B,

n ' = “
Yo (py) T Fhaeenp,

La demostracién de b) es inmediata a pertir de las
definiciones; en este apartado es suficiente la hipdtesis

de que I sea una extensién finita de X .

Se demuestra a continuacibén que las subextensiones de
L'P‘ ’ LTJ ) KF(x) :)_ KF , Obtenidas el adjuntar a
KF un elemento xe& K, tal que K(x)/XK sea una ex-
tensién abeliana, tienen gredo acotado sobre K ., Este

resultado seréd utilizado en el capitulo IV .

Proposicién (1.7).- Sea A un anillo de valoracién

discreta de cuerpo de fracciones K ., Sea Kab la exten-

s1én gbeliana maximal de K, L una extensién separable
Yy finita de XK y B 1la clausura entera de A en L .
Para todo ideal primo P de B se verifica

L. NE® : K ] = (n/x) , (1)
5T pl = Tt

siendo p o= ’pn A .

Si L/K es una extensién abeliana, se verifica
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ab _
KP(L,PF\I{ ) = LKF

siendo vAlido en este caso en (1), el signo de igualdad.

Demostracién :

Sea ¥ € L,P un elemento tal que XK(x)/K sea de Ga-
lois. La extensién K (X)/KF serd galoisiana y se tendri

F

G(KF(x)/K) =~ G(K(x)/z(x)nKP) = NP(K(x)/K) '

P

por (I.4.1). Sea -15 un divisor primo de P en
L(x).Sea M= K(x) , C 1la clausura entera de A en M
Yy F: cn ﬁ . Pasando a los correspondientes completados

Yy por ser X € I..‘,J se obtiene

A A_C_i .
KFCI.ﬂF P

En consecuencia (y debido a que /K es de Galois),
n (M/K) £ n (L/EK) . (2)
P P
Si xe L.N Kab , la extensién M/K es abeliana, en con-

gsecuencisa

NF(M/K) = DF (W/E) . (3)

- 8i por (NF(M/K) : (1)) indicamos el orden de NF(M/K) &
puesto que

[MKF : KF] = (m(/R) ¢ (1))

se obtendrs de (2) y de (3) que

[mxszF] < n.P(L/K) .

La primera afirmacidn de la proposicidn resulta ahora de
" [25], cap.VIII, §1, Lema 1.
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Si L/K es una extensidén abeliana, basta tener en

cuenta que

4 o8 4
LF(LPHI ) D L p

¥ que el grado de ]}KF sobre KF es igusl a nF(L/K) .

2. Infinituvd de

Kpl,...,pr/K

Los cuerpos de numeros y los cuerpos de funciones
algebraicas de una variable sobre un cuerpo de constantes
finito se designardn, como es habitual, con el nombre de .

cuerpos globales.

Definicién (2.1).- Sea K un cuerpo globzal. Llamare-

mos divisores primogs de K a las clases de las valora-

ciones de X mno triviales, si K es un cuerpb de nimeros;
0 bien a las clases de las valoraciones de K no triviasles,
nules sobre el cuerpo de constantes de K , si KX es un
cuerpo de funciones (definiendo como equivalentes aguellas

valoraciones con igusl anillo de valoracidn).

Puesto que en ambos casos dichas vsloraciones son dis-
cretas ([2], Cap.IV, §4 ¥ [14] , cap.I, § 6), las considera-

ciones hechas hasta ahora son aplicables.

Si X es un cuerpo de nimeros, los divisores primos
de K se corresponden biyectivamente con los ideales pri-
mos no nulos del anillo dé los enteros de dicho cuerpo. De
acuerdo con el § 3 del Capitulo I , en este caso se dispon-

dré ademids de los primos infinitos de X .
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Divisores primos y primos infinitos serén designados,
slempre que no se preste a confusidén, con el nombre de vri-

mos de K .

Definicién (2.2).= Sea K un cuerpo y M una exten-

gién algebreica de K , no necesariamente finita. Definimos
el grado [M: K] por

[M:K]: m-::m[L : K]

L
gl recorrer L el conjunto de las subextensiones de M fi-
nitas gsobre X , e indicendo por mecn el minimo comin mil-

tiplo en el sentido de ndmero sobrenatural.

Teorema (2.3).— Sea K un cuerpo global y {_F'}
Yizier
un conjunto finito de primos de K . Para todo entero primo

Q , el grado sobre K de la extensién abeliana maximal de

(2]
K contenida en K es divisible por g .

Fl!" “I’":Fr

Demostracibn @

Obviamente no es restrictivo el aumentar el nfmero de

primos en el conjunto considerado. Sea C ={.F } v
thejer
Fo un divisor primo de K no perteneciente a C (posible

pues en K el ndmero de divisores primos es infinito).

Por un resultado blen conocido ([1], Cap.X, Teor. 5)
dado un conjunto finito C de primos de K y dados mimeros
enteros nF » f&€C , que sean posibles grados locales,
existe una extensién ciclica I de X cuyo grado es el

mem .de los nP y tal que
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i :i = n ara cada & C .
[ ‘p F]' P ] P P
En nuestro caso bastaréd seleccionar

n
n., =4g y n, = 1 pare eC
P P ’ J

Y congtruir la correspendiente extensidn ciclica I de K

de grado qm s Para cada m=21 .

En el caso de ser K un cuerpo de nimeros, la demos-

tracibn de que X N Kab es una extensidén no fi-
Fl,ooo,Fr

nita de K puede hacerse independientemente del resultado
de Artin - Tate antes mencionado. Para verlo neccesitamos
previzmente el siguiente

Tema (2.4).- Dado un conjunto finito A de enteros

ﬁfimoé, existe siempre un entero a> 0o no divisible por
ninglin primo p € & , tal que

a = 1 (8)
a
LET) =41 , para todo . p € A |,

indicando (-—-) el simbolo de Legendre.

Demostracidn

Sea

B‘={péA;pEl(4)} y C={pe A p= 3(4)}.

Sin restriccién podemos suponer que B F B y C#£ G .
Sea,

b = [1p»p § e¢=[1Tp» ,
p &€ B pecC
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bagtaréd tomar a = b2 + e2 - ?b202 4

Infinitvud de

f\Kab: K ] , XK cuerpo de nimeros.
3 E

[Kpl,...,p

Sea C = {F lg . Por (I.3.3) podemos suponer que
Pieier
todos los primos infinitos de C sgon reales. Indiquemos por

D el subconjunto de C formado por los divisores primos ;

sin restriccidn podemos svponer D ¥ § . Sea
A:{p&Z’;(p)=FﬁZ,p&ra Fél}} .

Con los ntmeros primos asi obtenidos construyamos un entero
a >0 verificando las condiciones de (2.4).
Sea

m = [| p , tomando p>o0 .
peD

Al recorrer 1t +todos los enteros positivos, y por ser a
Yy 4m primos entre si, el teorema de Dirichlet ([2], Cap.V,
§ 3, Teor.2) garantiza la existencia de infinitos enteros

primos q % de la forma

qt=a+t4m .

Sea

L, = ooy ) -

Segiin las leyes de descomposicién en un cuerpo cuadré~-

tico, se tendré que

L-h/Q ramifica en q. ,

p € S( I't/Q) , Dpara todc entero primo p|m .
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Para todos los valores de + considerados, salvo a

lo sumo un numero finito, se verificari que

K g; KLt

¥y la extensibén KL, serd remificada en los divisores pri-

t
mos § de q, en X . Por (1.2)

Vee » , Pes(EL./K) .

Ya que todo primo real de X descompone tembién completa-

mente en KT g 0 Se tendréi
kL, C K, N %P
Pyoesesb,
para los enteriores valores de t . La extensién

. ab
K M K K
Pl,'.',[]r /

contendréd infinitos primos ramificados. Es por tanto no

finita.

3. Comparacién con el HCF

Teorema (3.1).- Sea K un cuerpo de nimeros y K'.L

el "Hilbert Class Field" de K , es decir, la extensién
abeliana no ramificada maximal de K . Dado un divisor pri-
mo g de K, se verifica que K C KF si y s6lo si

es principal en el anillo de los enteros AK de K.

Demogtracidn :

Sea (F ; Kl/K) el simbolo de Artin de p ([39],
Cap.I, ¢ 8). Su orden es igual &l grado residusl :E'F(Kl/K).
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En consecuencia

pes(y/K) == (p, K/K) = Id

Indiquemos por IK' el grupo de los divisores de K

¥y por PK el subgrupo de I formado por los divisores

K
principales, En virtud de la ley de reciprocidad de Artin

([26], Cap.XI, §5), se tiene

IK/PK = ¢(K /K)

viniendo dado el isomorfismo anterior por

Y ‘JF
a=Np’ —— (2, K /) =N(p, K5/K)" ,°

para m.EIK.

En consecuencia

(P ’ Kl/K) = Id &> pé PK s CeQo.de

Sea K =K y K, el Hilbert Class Field de K, 5
o i i-1

para i > 1 , Al considerar la torre de HCF de K
K=K°CK]-C. ."CKr-C eee

. (posiblemente infinita segln el Teorema de Golod - Shafarevitch
[18], o bien [9], exp.IX), se obtiene el siguiente

Corolario (3.2).~ Sea P, wn divisor primo de K,

Yy p; surestriccién a K, , para 0 £1i'< r . La condi-
cién necesaria y suficiente para que Kr C K P es que

P; sea principel en E, ,para 0 <£i£r-1.
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Demoatracidn :

Basta temer en cuenta que, por ser K, /K una exten-

sién galoigiana

pes(K,/K) &= p,es(K,/K) , para o€ i<r

y aplicar (3.1) .
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Capitulo III

GRUPO DE BRAUER

Introduccién.

Dado un cuerpo globel K y un primo P del mismo,
fe relaciona el grupo de Brauer de KP con el de
KP . Un estudio de la sucesién;espectral de Hochschild-
Serre permite obtener que B(KF) es isomorfo &l sub-

grupo de B(K) fijo por la accién de G(K_/K) .

F a

En el caso de partir de un conjunto finito de primos,

el subgrupo anflogo &l anterior en B(K )
Pl,.l.,Pr

) .

es

isomorfo a B(K ) B ses X B(ﬁ

Pl Er
La informacién obtenida acerca del grupo de Brauer

permite afirmar que los.cuerpos (salvo en

K
Pl,"'!Fr

K X ) no somr C resul-
Pl'...’Fr 1 :

tado de interés antes de emprender un estudio diofédntico

el caso en que

de los mismos.
En el capftulo I se ha obtenido el grupo de Galois
¢(X/ KP)

Es sabido que los grupos de descomposicién son resolubles ;

como 1limite proyectivo de los grupos NP (L/K) .

al pasar a los subgrupos normales que ellos generan, éstos
pueden dejar de serlo. En el caso de ser K un cuerpo de
numeros se obtiene que, efectivamente, G(f;’KP) es un

grupo de Galois no pro-resoluble., Se llega a este resultado a
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través del grupo de Brauer de KF y en particular permite
deducir, para todo cuerpo de nimeros K y para todo con-
Junto finito F]ﬁ""Fr de primos de K , la existencia
de una extensién geloisiana L de X en la que los grupos

N (L/K) , 1<£41i<0r, no son resolubles.

s

Por Gltimo, el conocimiento de que las p- componentes
de B(KP) no son nulas se aplica a la determinacién de la
dimensidén cohomolbgica de KP .

1. Consideraciones previas

Dado un grupo compacto totalmente discontinuo G y un

G- mbédulo topoldgico discreto A , por Hq(G,A) , para
qQ @ 0 , se representan los grupos de cohomologf{a ordinarios

de G a coeficientes en A ; es decir
B3(e,A) = Extg(Z,A)

siendo Extg(Z,A) el q - ésimo functor derivado del functor

A ~—s 2% = Hom,(Z,4). .

{ Hn(G,—), $ } constituye un functor cohomolégico. En

~consecuencia, a todo homomorfismo continuo

£ s G'———> G

»
corresponde un homomorfismo de functores cohomolégicos {'fq j,

¥*
£, m(c,a) ——> HY(G’,A)
que se obtiene de la prolongacién del homomorfismo' natural

* r
£ ¢ 2Y iy 5%,
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En particular, si H'.es un subgrupo normel y cerrado de G

y B es un %/ﬁ -médulo topolbgico discreto, se obtienen
los homomorfismos

» UL
res : H (G,A) —> H (H,4)

inf

L1

B (G4,B) ——>H (6,B)

de restriccidén y de inflacidn, respectivamente.

El estudio de la cohomologia de un grupo compacto to-
talmente discontinuo se reduce, gracias al empleo de coca-
denas continuas, al de la cohomologia de los grupos finitos

a través de la relaciébn
¥ < * H
H (G,A) = 1T (G447)

obtenida &l recorrer H el COnjunto de los subgrupos de G

normales y abiertos y siendo los morfismos los de inflaciédn.

Si .H es un subgrupo normal y cerrado de G y A es
un G- médulo topoldgico discreto, G4 opera en 5%(H,A).

st £(6

gen en g/ﬁ , basta definir como representante de la clase

,...,6&) es un cociclo, T¢ G y & es su ime-

imagen de la de f

1
2 .
c“q)

~ . o
(T2) (GyreeeyTy) = TLETIGT, ooe s T
La anterior operacién convierte a HY(H,A) es un q/ﬁ-médulo
topoldgico discereto. Pueden por tanto considerarse los gru-

pos de cohomologia Hp(q,ﬁ, 2Y(m,4)).

La sucegidn espectral de extensiones de grupos
(Hochschild ~ Serre) ,
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BP(6/ys BUH,A)) === H (G,4) ,
P

permite obtener, dado un G- mbédulo tal que
i
H(H,A) = o , para 1 £ i€q-1 ,

la sucesidén exacta

inf res -

o —— 16/, ) — 86,4 — %(H, )% F

__i

tg inf
: 41 H +1
T Hq. (G/H s A7) —> ik (&,4) ,

siendo +tg el morfismo de transgresién ([22] y [42], Cap.II,
Q4).

2. Relacién del grupo de Brauer de Kp con el de 'f{p_

Dado un cuerpo K se indica por B(K) su grupo de
Brauer. Como es sabido, si X es una clausura separable
de X , el segundo grupo de cohomologia de G(K/K) a va-
lores en el grupo multiplicativo K* coineide con B(X) :

B(K) = HO(G(E/K),E")
([39], Ccap.X, §§4,5) .

Lema (2.,1).- Sea K un cuerpo global, B un primo de

X ¥ KF el cuerpo totalmente p-&dico relativo a B« EL
grupo de Brauer B(KF) tiene estructura de G(KF/K) - médulo.
El subgrupo de B(KF) fijo por la accidn de G(KF/K) se
incluye en la siguiente sucesién exacta :

inf res

0 —-——-> HQ(G(KF/K), K¥*) — B(K) —> B(K

G(X, /K)
p o F

——}o
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Demostracibn @

Sea G =

sea H =

¢(X/K) , dotado de la topologfa de EKrull y
G(nyD) « Puesto que H es un subgrupo cerrado

de G y normel, la primera de las afirmaciones resulta de
hacer operar el cociente G/H' en

st =x
H (G(K/KF) » K7) B(KF)

segun se ha indicado en el {1.

Al recorrer L el conjunto de las extensiones finitas
¥y geloisianas de

K contenidas en K , del Teorema 90 de
Hilbert, resulta

= lim E(6(L/K) , T°)
i

B (6,%*)

= o] .

En consecuencia, la sucesién de Hochschild - Serre

proporcionaréd, para q = 2 , la sucesidén exacta siguiente

0 ——3 HQ(G(KF/K) ,K;) ~——— B(EK) ——>

G(K./K)

_— B(KP) P s H3(G(KF/K) 4 K;) ;

Probaremos a continuacién que HB(G(KF/’K), ) = o.
Al recorrer L el conjunto de las extensiones finitas
Y galoisianas de X contenidas en KF ge obtiene

H3(G(K./K) , K) = lim B3(G(L/K), 1) .
P F —> -

L
Para cada L , H3(G(L/R) , 1Y) es un grupo cfclico generado

por el cociclo de Teichmilller t

L/K ([1], cepMII) . La
demostracién consistiri en probar que, para cada L C KFl
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podemos construir une extensién M galoisiana sobre K ,

de modo que

KF O M DL DK

Sean JL y CL los grupos de ideles y de clases de
ideles, respectivamente, de L . Consideremos la sucesién

exacta

W
=

1——-—>L”’——>JL > C

que se obtiene al proyectar JL en CL . La sucesidn exacta

de cohomologia proporciona la siguiente sucesidn exacta

H(G(L/K) , 3) — E(6(1/K) , C) —>

> B(6(1/K) , 1) — B(e(1/ER) ,I) ,

siendo H3(G(L/K), JL) = 0 , en virtud del Lema de Shapiro
([48], Cap.III) ¥ de la teoria locel de cuerpos de clases
([39], Cap.XIII) .

Si M es una extensién de I galoisisna sobre K ,
por ser la inflacién un morfismo.de functores cohomolégicos,
el siguiente diagrama es conmutativo

B (G(W/K) , Cp) S e , i

inf. T inf, T

_ HZ(G(L/K),CL) —-—5—1’—-> B3 (6(1/K) , L") .

El cociclo de Teichmiiller tL/K se obtiene como imagen
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por & de la clase fundamental CL/K de HQ(G(L/K) § CL)
(por la teorfa global de cuerpos de clases, egte Gltimo
es wn grupo ciclico de orden ns= [L H K] generado por
un elemento, cr, /K de invariante de Hasse igual a 1/n
({1], Cap.VII)) . Bastaré por tanto construir M de modo

que

inf c € ker ch

L/K

Como es sabido ([1], Cap.VII, Teor.ll), el kercg lo cons-
tituyen los elementos ¢ € B (G(M/K) , C, ) de inval'iante
r/m , en donde r es un entero y m es el minimo comin
miltiplo de los grados locales nq(M/K) obtenidos al
recorrer g todos los primos de K .

Sea q un divisor primo de K , q # p o Por (1],
Cap.X, Teor.5 , existe una extensién galoisiena MO/K de
grado n = [L : K], tal que

nF(Mo/K) = 1 " nq(MO/K) = n .

Pongamos M = MOL . ILa extensién M/K serd galoisiana

¥y por (I.2.2) o por su a2ndlogo en el caso no ultremétrico,
M serd un subcuerpo de KF ; el minimo comin miltiplo de
los grados locales de M/K serd divisible por n . Tenien-
do en cuenta que el invariante no es alterado por la infla-
cién ([1], Cap.VII, §3, Lema 1), se tendrd

inv in:IE' c

-

. 1
n

L/K L/K

én consecuencia, infM c € ker 5141 . Ello concluye la

L/K
demostracidn.

Teorema (2.2).- Sea K un cuerpo global y p wun pri-




mo de K . El subgrupo de B(KF) fijo por G(KF/’K)
es isomorfo al grupo de Brauer del completado de K en P

En consecuencia se obtiene :

(K / ) . o
B(KF) | - %/Z si p es un divisor primo
G(KP/ K)
B(KP) = 2/22) si p es un primo real
B(KF) = 0 si P es un primo complejo .

Demostracidén 3

Debido a la sucesidn exacta de (2.1) bastaréd estudiser

el cociente de B(XK) opor inf HZ(G(KP/’K), KF) "

Sea g un primo de K y A un élgebra simple de
centro K y de rango finito sobre este cuerpo. La aplica-
cién

A —— A®K

K

origina un morfismo de B(K) en B(ﬁq) « Al tener en
cuenta todos los wvalores absolutos de X se tiene un mono-
morfismo X

B(K) ——> @B(%q)

i

([1], Cap.VI, Teor.2) ; otras demostraciones se encuentran
en [47], o en [13].

De [1], Cep.VII, Teor.8 y Cap.X, Teor.5 , se deduce
que el monomorfismo anterior se incluye en-una sucesién

exacta
inv

) — Q/,

0 =——3 B(K) —> @ Ja(i?:l:i
q

en donde la aplicacidén inveriante viene dada mediante los

> 0
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invarientes locales por

inv ((cq)) - Z tovg o -

Sea P el conjunto de los divisores primos de K

¥y Po el de los primos de K reales. Puesto que

B(%q) 7 Q/z , 8L geP
B(iirq) = B(R) < Z/(z) s 81 Qe By

( [39] , Cap.XTII, §3 y Cap.X ,§7) ¥y todo cuerpo slge-
braicamente cerrado tiene grupo de Brsuer nulo, el grupo

de Brazuer de X es isomorfo a B siendo

B = (xﬂ)e(f?ﬁ(q/z ) (@ {2/(2) q) ;thf" ;

Sea C el subgrupo de B correspondiente a

inf H2(G(KP/’K), K;) en el isomorfismo anterior. Proba~-
remos gue C es el subgrupo de B  formado por aque-

llos elementos gue tienen nula la componente F'-ésima.

Sea ¢ € B(K) un elemento que pertenezca a la
imagen de inf . Existird una extensién L finita y
galoisiana de K +tal que

K L K
p ¥ =)

e inf a ¢ , para cierto 4 € H2(G(L/K) b I7) e
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Puesto que nP(L/K) = 1 , se tendrd
inv.d = o

Y, en consecuencia, la imagen de ¢ en B tendrid nu-
la la componente correspondiente a P o Reciprocamente,
si (x;) € B es un elemento: tsl que XF, = 0o , por
[1], Cap.VII, Teor. 8 y Cap.X, Teor. 5 , se podrd obte-
ner wna extensién finite y de Galois de X , L , con-

tenida en K y un cociclo

P

e € H(G(L/K) , I7)
de modo que

( inv (e) ) = (x;) .
§ q
A ls vista de (2.1) se obtienen shora los siguien-

tes isomorfismos

BE) P o~ B(K) ~ B B(%P)
.

2 %
inf H(G( P/ ) P)

— ——
—

\ 1 =
correspondientes a las aplicacliones res ’ inv e
-1
P . ]

requerido.

inv resvectivamente . Con ello se llega al resultado

Teorema (2.2°).- Sea K un cuerpo global y
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{Pik i € § & » .un conjunto finito de primos de K .

El grupo de BFBrauer B(KP P ) tiene estructura de
1"..’ r

G(K /X) - mbdulo y se verifica
Fl,'..,Pr

B(k S IR ; R
Pl""'Pr 1 T ~ B(Kpl) X ove X B(KPr) "

Demostracidn ¢

Basta tener en cuenta que todos los pasos de (2,1)
y de (2.2) se pueden efectuar de manera anfloga cuando,
en lugar de un Unico primo de X , se consideran un ni-

mero finito.

3. Consecuencias

Definicidén (3.1).— Un cuerpo K se dice que es

Cr , 8i todo polinomio homogéneo F(;i, §is 9 Xn) a
coeficientes en K , cuyo grado d sea tal que

n > a° y tiene un cero no trivial en K= .

Un cuerpo K es CO si y s6lo si es algebrai-

camente cerrado.

Los cuervos C1 son llamados ‘también cuerpos casi

a2lgebraicemente cerrados.

Proposicidn (3.2).- Sea K un cuerpo global ¥y
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KF D un cuerpo totalmente P-édico construido a
1’000’ r

partir de K .« Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes @

a) K es casi algebraicamente cerrado.

Proeeesl.,

b) K es un cuerno de nimeros y todos los primos

Pi son complejos.

e) K es algebraicamente cerrado.
Fl, L ’Fr

Demostracidn :

S1 K es C , Ssu grupo de Brauer
Pl’...’Fr 1
debe ser cero ( [39], Cap.X, Prop. lo) . Por (2.2°) se
sigue que B(AKP ) = o, para 1 € 1 € r , lo cual
i

obliga a que cada Fi sea un primo complejo, ¥y en par-

ticular, a que K sea un cuerpo de nimeros. En conse-
cuencia a) === D)

Para ver que b) === c¢) Dbasta tener en cuenta

que bajo las hipbtesis de b) , es 'KP h: = 'IE.,
1,..0 T

La implicacidén e¢) == a) es trivial .

Observacidén (3.3).- Si K es un cuerpo global de

funciones, los teoremas de Chevalley y de Tsen ([19] ,
Cap.II y Cap,III) permiten deducir que los cuerpos

X € Cii
Plj--o,Pr son

2
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En el caso de que K = Q , el ejemplo de Terjanian
para p = 2 , ¥ los ejemplos de Schanuel para un

primo P cualquiera , para probar que el cuerpo p-4&dico

~

Qp no es C, ( [19] , Cap.VII) , sirven para poner

de manifiesto que los cuerpos Q no somn
Pyowees Do,

02 . Basta tener en cuenta que dichos ejemplos se fabri-

can con formas a coeficientes racionsles.

En la demostracién de la proposicidn siguiente seré
necesario el concepto de cuerpe henseliano. Precisamos a

continuvaciédn su definicién.

Definicibn (3.4).- Un cuerpo K se denomina hen-

seliano (respectivamente antihenselianc) cuando posee

un valor absoluto f  t2l que , para toda extensién fi-
nita y separable L de K , el nlmero de extensiones
de f a L , salvo equivalencias, es igual a 1 (res-

vectivamente es > 1 ) .

Provosicién (3.5).- Sea K un cuerpo de nimeros

y P:{[J.} un conjunto de primos de K ,
* l £4 £ ¢

no todos infinitos . El grupo de Galois G(X/K )
Fl,OUO’Pr

no es pro-resoluble .

Demostracidén :

De (2.2°) se sigue que el grupo de Brauer
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B(K ) no es un p-grupo ni un 2,3} = grupo.
Fl,oochr
Si G(E/’KF veesD ) fuera pro-resoluble , se segui-
1 "Wy
ria ([28], Teor.1l) que K deberfa ser un
Pl""!Fr i

cuerpo henseliano . (Esta misma afirmacién podria obtener-
se a partir de [28], Teor.I , sim hacer uso d= (2.2°),
teniendo en cuenta que si per , %F, puede identi-

ficarse 21 completado de KF P por un valor
1’..0’ r

absoluto extendiendo el definido en K por F y
gue si P es finito , B(ﬁP) es isomorfoa Q/2Z2).

Veremos a continuvacién aue X p no es
Fl’...’ r

henseliano . Supongamos que f fuera un valor absoluto

de K para el cual fuera henseliano .
Fl’...’Fr
Ya que K no es algebraicamente cerra-
Pl'...,Pr

do, f no puede ser un valor absoluto no ultramétrico

complejo .

Si f fuera un valor absoluto no ultramétrico real,

el grado de K/K deberfa ser 2 ( [16] ,
Fl, se o ,Pr

Cep. IV, 26.9) . Ello no es posible ; en efecto, sea

g # 2 un entero primo, p € P un divisor primo y
L una extensién ciclica de K de grado g para la
cual pé¢s(L/x).

Bajo estas condiciones ,

[LKFl"'°’Fr=KF1"”’Fr] B
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Supongamos f ultraméirico y que 1la clase de-
finida por la restriccién de - 3 a K , p j
perteneciera a P ., Ya que el cuerpo residual de f

es shora finito, K seria un cuerpo local
Pl ge ey Fr

de nimeros algébricos en el sentido de Neukirch ([29],$ 3).
Al contar los grados locales se obtiene que deberia coin-
cidir con un cuerwo local minimal sobre K . Ello obli-

garfa aque r = 1 , es decir, 8 que

K%ﬁ.”’Pr = Eg '

Representemos por F una extensién de f a K

y por Tj la clase de f . Sez el minimo

cuerno local sobre K correspondiente a 5 . Para
toda extensién finita y de Galois L de X , tendrie-

mos

¢6(L/LNK-) = D (L/K)

en donde 'p eg el divisor primo de L obtenido por
la restriccién a L de fﬁ- . Puesto que es siempre
posible construir extensiones galoisianas L de K

en las oue

D (L/K) # N (L/K)
p P

(véase (II.1.5)) , de (I.4.1) se sigue que K5 £ K

P
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con lo cual este caso tempocn puede presentarse,

Supongamos por uUltimo que A ¢ P . Los valores

absolutos de KF F que extienden los valores
l,...’ r

absolutos de K definidos por los Pi é P debe-

rian ser antihenselianos ([16], Cap. IV, 26.5) . Pero
ello no es posible, pues uno al menos de los valores ab-
solutos esté, por hipbdtesis, asociado a una valoracién
discreta y una valorscidn discreta no es nunca anti-
henseliana (basta para verlo tomar un polinomio de Eisen-

stein) .

Corolario (3.6).- Dado un cuerpo de ntmeros K y

un conjunto finito P de divisores primos de kK ,
existe una extensidén finita y de Galois L de X
tal que , para cada P € P, el grupo N.(L/K)

P

no es resoluble.

Demostracién @

Dado p € P , por (3.5) podemos elegir un ele-
mento x € K de modo gue KF(x) /J{F sea una ex-—
tensidén de Galois no resoluble . Sea K(y) 1la clausu-

ra geloisiana de K(x) sobre K . La extensién

KF(.'Y) /KFl

serd galoisiana no resoluble . Puesto que

(y)/KP) ~ (X(y)/ K(yN KP) = NP(K(:Y)/K)

G(K

P
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por (I.4.1) , este Gltimo serd un grupo no resoluble.
Para cada Py € P , sea K(yi) una extensién de K
obtenida por el procedimiento anterior. Si designamos por

r el nuimero de elementos de P , la extensién

L = K(§yseee,¥,)

cumpliréd los requisitos del enunciado.

4. Dimensidén cohomolbgica de K_Fl, ceerf,

Proposicidén (4.1).- Sea K un cuerpo global , X una

clausura separable de K , {Pi} un conjunto de
l€«i€r

primos de K no todos infinitosy G = G(X/K ) .

Dado un entero primo p , sea cdpG la p- dimensién

cohomolégica de G . Se verifica :

a) si p £ 2 , cdpG

b) Si K es un cuerpo de funciones , o bien un cuer-

po de ntmeros totalmente imeginario,

cdpG = 2 , pars todo p .

Demostracién @

Puesto que G es un subgrupo cerrado de G(X/K) ,

Si X es un cuerpo de funciones de una variable sobre
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un cuerpo finito se verifica ([38], Cap.II, §4)
Cdp G(K/K) ¢ 2 , para todo D .

Desigualdad anfloga a la anterior es vélida si K es
un cuverpo de nlmeros totalmente imeginario, o bien si sien-
do X un cuerpo de nimeros es p # 2 ([38], Cap.II, §4,
Prop.1l3) .

Ya que K" es un grupo p- divisible , si cd G £ n
la componente p- primeria de Hq(G,f*) debe ser nula
para todo q>n ([38], Cap.I, ¢ 3, Prop.l2) . El teorema
(2.27) permite afirmar que

cd ¢ = 2
b

en todos los casos.
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Cespitulo IV

ECUACIONES DIOFANTICAS RESOLUBLES EN K

3

Introducecidn.

Un teorema de Peck [30] afirma que, dado un cuerpo
de mimeros K y un entero positivo impar n , existe
una constente ¢(n,K)  tal que, para todo entero

m > ¢(n,K) , toda forma diagonal

ql)ﬂf+...+ang

en la que los e, € K , tlene un cero no trivisl en

K. El _va_'l.or de la constante de Peck de K es

2rd3 , (2n—l $4r)nr) .

e(n,K) = 1 4 max ( 4n
siendo r = [K: Q] .

Dado wn-«divisor primo P de K ; se determinan en
este capfitulo ciertos valores de . nn , para los cuales
existe una constante ¢(n,K,p) , tal que, para todo
m > ¢(n,kK, P) , las formas anteriores representan cero
en: KF . Sobre la paridad de n no se hace hipdtesis
elguna, En los cssos en que n es impar, el valor obteni-
do para l1ls constante es ‘

c(n,K, . ) = n2qu(n)} » nr-l-z
indicando q el ntimero de elementos del cuerpo residusl
de ;{P " .
El resultado anterior se obtiene, siguiendo una idea de
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Brauer [7] , a partir del estudio del fndice de K‘én en

K; . Dicho estudio se efectla sobre la base de un cuerpo

global K arbitrario.

El hecho de que si K es un cuerpo de funcionés, KP
sea un cuerpo 02 s 0 bien el de que si K es un cuerpo de
nimeros y p un primo infinito, KP sea un cuerpo pite-
gérico, permite disponer en estos casos de un sistema de
invariantes para la clasificacién de las formas cuadréticas

definidas en K P .

1. Rafices n-ésimas., Formas diagonales

Provosicién (1.1).- Sea KX un cuerpo global , P

un divisor primo de K y q = pf el nimero de ele-

mentos del cuerpo residual de i? e Se verifica :

a) Si =n 2 1 es un entero no divisible por p

y €, € K es una rafiz primitiva n-ésima de la unidad ,
b) Si K es un cuerpo de nimeros y n = ps "
s > 1,
s
£y € Ep == g (p7) £ nF(K/Q) ,
Y

siendo 50 en indicador de Euler.

Demostracidédn

Si p*n , la extensién K( En)/K es no ramificada
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en p y el grado residual f (K(En)/’K) se caracteriza

como el menor entero r 2 1 tal que

r

q 1 (n) .

i

De ello se deduce a) .

Supongamos que K es un cuerpo de ndmeros y que
Ebs € KP . Teniendo en cuenta las regles de descomposicidn
en los cuerpos ciclotémicos, (I.4.1) y (II.1.7) ¥y puesto

- que Q(En)/’Q es una extensién abeliana, se deduce

%) = = : < - .
g% = n(AEH/Q) = (e o] < a (X/ 9

Corolario (1.2).- Dado un cuerpo de nimeros K ,

para toda eleccidn finita de divisores primos de K , el

nimero de rafces de la unidad contenidas en K_ -
Pl,.t-’Pr

es finito.

Teorema (1.3).—- Sea K un cuerpo global, p wn

divisor primo de K y g = pf el nimero de elementos

~

del cuerpo residual de K . Sea W une cleusura alge-

braica de % ' y F

3

ht: K =——3 W'

un K- monomorfismo.
Dado un entero n2>1 no divisible por la ceracter{sti-

ca de K , se verifica :

a) Si las rafces n-ésimas de la unidad estén contenidas
en ﬁ[] |
PPN K = B HET)NE .

f



57

b) Si n=% , 821 , siendo t un entero
primo distinto de p ¥y t/l/q-l

*n -1,oxn0
KFnK 9 A (XX )NK .

Demostracién s

La inclusién K C h_l(K‘En) resulta de (I.2.4)
y es védlida sin restriccidn alguna sobre n .

N

Sea x ¢ h"l(zr*n)ﬂK , © ¥ € K un elemento

p 0 P
tal que
n
h(x) = y_ ;

¥, serd slgebraico sobre h(K) ; puesto que h(K) ¢ h(XK)
y este Wltimo es un cuerpo algebraicamente cerrado, se sigue

que
¥, € n(K) .

Sea y¢k un elemento t2l que h(y) = y, « El

elemento y hallado es raiz de la ecuacidn

X'-x = o

definida en K . Bastard ver bajo qué condiciones

p e S(K/E) .

Si lag rafces n-dsimas de la unidad estén contenidas
en fIF,- , el polinomio X - h(x) descompone en

~

K p en producto de factores lineales. Por tanto, por
(1.2.4),
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Si p#+t ¥y t/rq-l , las rafces +t-8simas de
la unidad no estén contenidas en K ; por tanto, si
n = t° s, siendo ¥t primo, el elemento yoeg %P ele~
gido de modo que h(x) = yﬁ es Unico y en consecuen-
cia, también serd Unico el elemento y ¢ K construido

de forma que

n L)
X =y y h(y) € KP .
Con lo cual, para probar que X ¢ K?n y para ciertos
elementos
-1, ,5%n |
xeh (B5)NK |,

P

bastard probar que ¥y * KF . Tomemos x verificando

X € h"l(%gn)tﬁ K y x 4 g*t

-e

la existencia de tales elementos seri probada en los lemas
(L.4) y (1.5) que se darén a continuacibén. Si t es
ademés impar, el polinomio

) S

es entonces irreducible e X ( [3], Cap. V,§11, ejer.12 ,
o bien [25], Cap. VIII, §9, Cor.1). Por tanto, si se eli-

ge y como en.el caso anterior y Enfz K €s unsa
rafz primitiva n-ésima de la unidad, K(y,&n) geré
la clausura galoisiana de K(y) sobre K . Bajo

les condiciones de b) , (1.1) permite afirmar que

gn{e KF .
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En consecuencia
P ¢ S(K(y,g)/K) .

Debido a que las condiciones de b) obligen a que 1t
sea impar y puesto que el que P descomponga completa-
mente en K(y) es wna condicidn sobre todos los conjuga~

dos de h's sobre K,

P ¢ S(Ky /) .

Ello prueba b) .

De la demostracién anterior se deduce a su vez que

K%tnx _ K%'t .

p :

Este resultado se ampliard en el apartado siguiente.

Nota.- El ejercicio de Bourbaki citado en la anterior
demostracibn es la exposicién de un trabajo de A.Capelli, [8].

Este trabajoha sido generalizado recientemente por A.Schinzel, [35]

La demostracién de (1.3) concluye con el lema (1.5) que
se daa continuacidn;previamente se precisadel siguiente re-
sultado.

Lema (1.4).— Si X es el cuerpo de fracciones de

un anillo de Dedekid A que posee infinitos ideales primos,

pera todo entero n > 1 , el indice

(™ K*n)

es infinito.
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Demostracién
Supongamos que (x* : ™) < 0 . Sea B eyl
un sistema completo de representantes de 1'{“'/1{*IJL .

Dado a € K existe un ai ¥y un .elemen'bo
b € k¥ tales que

Para todo ideal primo P de A , si por vP

representamos la valoracidén de K asociada a F , Se
tendré
v (a) = v(a)-!-nv(b) §
P B
Elijamos P de modo que

v(a = 0 s, DpYara 1l £i<cm .,

y
Bagstari escoger un a € k¥ de forma que v.(a) no

sea miltiplo de n , para llegar & una contradiccidn.

Lema (1.5).- Sea K un cuerpo global y P un

divisor primo de K , W una clausura algebraica de

k, ¥

f
h: K ——> W

un K- monomorfismo. Sea n>1 un entero no divisible
por la caracteristica de K . Para todo divisor m> 1

de n , se verifica
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h“l(“KEn)nK ¢ ¥,

Demostraciébn @

A partir del monomorfismo h , podemos construir

un monomorfismo

K* ﬁ*
J//CE?: n g2
K (K)NEK P
P
con lo cual, puesto que i;/éﬁn es un grupo finito
F =

(131, TXT), hfl(iEn)rWiK seré de Indice finito en
K* . si :
P AR ¢ 0,
P
de menera natural podriamos construir un epimorfismo

*

K K*
./’/i/:/n G
T(KF)NEK

h ~(
F
pero, a la vista de (1.4) , ello seris contradictorio.

Como caso particuler, cuendo m=n , se obtiene

que

e i’{gan .

Concluye asi la demostracién del teorema (1.3) .

Teorema (1.6).- Sea K un cuerpo global, P un

divisor primo de K y q = 'pf el nimero de elemen-
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tos del cuerpo residuval de EF‘ e Si n=21 es un entero
no divisible por le ceracteristica de X y si las raices

n-ésimas de la unidad estén contenidss en iP » Se verifi-
ca
. .
(K* R, K*n) £ n2 a P(n) .
F F
Demostracidn :
sea | | el valor absoluto normalizado de K. .

¥

Es sabido que ([1], XXI)

I

=1

(i‘c;= k) = (2, + (1))

siendo En el grupo de las raices n-ésimss de la unidad

contenidas en K . Las hipétesis hechas implican que

P

ﬂ{hr (En : (1)) = n2 v

(n)

a P
Sea h: K —> W el morfismo definido en

(1.3). La afirmacibén del teorema se obtiene &l tener en

cuenta que

K* K";n . K"
K*n K* n K*n

¥ que por (1.3) , h factoriza en un monomorfismo

X

K i‘{*
/;n /Vﬁ:*n ‘
KOKF F

Corolario (L.7).- Sea K un cuerpo de nimeros, p

un divisor primo de K y n > 1 un entero cumplien-
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do las condiciones de (1.6) . Existe una constante Ic(n,K,P)
tal que, toda forma diagonal

| al€+...+amx;

en la que los 8; € K" y n> c(n,K,F) representa

cero en KP .

Demostracidén @

a) Caso en que n  sea impar.

Tomemos ¢(n,X, P) & 5o qu(n) « Por (1.6) debe-
rén existir un paride indices i,3 5 1#3 , tales
que -

a, = =a, modK™ i
3 = =73 P
- n -
, para cierto b € K 2

Si ‘ai = ajb

P
i .y

(0 ,oo.,l,.oo,- }?,l.f’o)

seré una representacibén de cero por la forma considerada.
b) Caso en que 1n  sea par,

Sea d@ el menor entero positivo tal que

axIl
-4d € K
p
(la existencia de 4 se obtiene a partir del lema de
Hensel ([2] , Cep.I, §5, Teor.3)) . El polinomio =24 a

descompondré en K en producto de factores lineales ;

P
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en consecuencia

-q & B,

P

Tomemos en este caso

c(ﬁ;K;F) - (a+1) n? P .

81 m > e¢(n,k,p) un cambio de variables definido
en K p nos perm_iﬂré transformar la forma dade en la
sigu_ji.ente '

’ 1 ’
%4‘ ..._-’-XE-‘_I-I-E. }{l +..-4'8-an .

d+2 “d+2 m

51 e ¢ K’E es un elemento tal que

e = - da

Bastaré._ tomar

x]. = Xa = es e = Xd = 1 9

g = ©

xd+2 - L = Xm = 0 9
como representacidn de cero en' KF‘ por la forma consi-
der&dao

Obsérvese que si n = 2 o0 bien sl n lq-l 5
las rafices n-ésimas de la unidad pertenecen a K .

3

en este ltimo caso v.(n) = o .
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En el §3 se ver& que c(2,K,p) , para FI}/2 , puede

tomarse igual a £ ,

2., Raices n-ésimas (continuacién)

Proposicidn (2.1).- Sea K wun cuerpo global, [ un

divisor primo de X y q = pf el nimero de elementos del
cuerpo residual de g .. Sea t#p un entero primo. Si
t,{/q -1 se verifica '

;l;'bn 1 = Li—‘t’

para todo cuerpo L tal que XL C KFl .

K

Demostracién

Se haré por el gbsurdo. Supongamos

Ki;'tn L 2 Lt‘b :
sea X € K;t(1 L un elemento tal que - o 4 L*t . Sea
¥y € Kr  tal que
F t

X = ¥

t
y definamos M = EK(x) . Se tendré& que x 4 il
Si Fi ; 1L=241=2¢g, son los divisores primos de M

que dividen a P ; por (IT.1.2)

{Ji&S(M(y)/M) y para 1 =1l,...,8

Puesto que el polinomio

Xt - X



es irreducible en M , si 81;6 X es una rafz primitiva
t-&sima de la unidad, M(y,&t) serd la clausura galoisia-
na de M(y) gsobre M ; por tanto

P; € S(M(y,Et)/M) s Dara 1 = l,060,8 o
Al considerar las inclusiones

se tendré que
pe (e, /K)

con lo cual, por (L.l1), t+ deberia dividira q-1.

Teorema (2.2).— Sea K un cuerpo global, poun

divisor primo de X y aq el nimero de elementos del
cuerpo residu=l de i o« Si t£0p es un entero primo
tal que tJ’q-—l ¥y n es un entero positivo divisible

por t , el indice

es infinito.

Demosiracién 3

Empezaremos considerando el caso enque n= 1t .

De la demostracidén de (1.3) , o por (2,1), se deduce que

K?t(\ K = th .
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La inclusién de K en X_ daré lugar a un monomorfismo

P
* »
K/K*'l; _ K\._/Krb,
p
con lo cual, aplicando (1.4), se obtiene el resultado.

En el caso general, si t“l n , podemos construir de

manera natural un epimorfismo

KF/KFH —_— K;/KF,#_:

con 1o que el primero de estos grupos seri también no finito.

3. Formas cuadriticas

Teorema (3.1).- Sea K un cuerpo de nfimeros, P un

divisor primo de X mno dividiendo a2 2 . Toda forma cuadriti-

ca

Y 8,02 )N
FMX) = 8.2 §2 8. 5X
oy AL ioy WL

en la que los € K y de rango n=295 representa

o

Demostracidn @

aij
cero en K

Por una transformacidén lineal no singuler de sus variables,

la forma F es equivalente a una forma del tipo

a.lxi-i- ...-!-aa.m){f1

con los ai ¢ x° . Ses

A = {E modK*2;1£i£n} :

L F
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De (1.6) se deduce que

o] 2
(K"K °: X*°) ¢ 4 |,
P P
Puesto que vor hipdtesis es n = 5, existirén ele-
nentos gi "Ej €A , i#3j, tales que
ai = E.j .
Sea (p) = P M Z . En la demostracién distinguiremos

dos casos segin que P sea 0 no congruente con 1 mé-
dulo 4 .

fl

a) Caso en que P 1 (4) .

Por las reglas de descomposicidén en un cuerpo cuadré-

tico se tendri que

pes(oi)/Q)

lo cual implica que

En este caso

- = — x 2
_B.i &= aj = —a.i E.j = } b e KF tal que -ai..ajb,

con lo cual
ij- . j)

(0 ,.-o,l ,..t,b ,-o-,O)

serd una representacidén de cero en KP .

b) Caso enque p = 3 (4) .

Sea r el ntimero de elementos de A .
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Si r>2, existirén elementos a;,8.€A, i#j, y tales que

J

—ai = aj

en cuyo caso se procede como en 2) .
Si : 4y

serd equivalente & una forma del tipo

In

2 , por una transformacién no singular, F

2 o *
x1+x§+x3+-e

L]

en donde G es una forma cuadrédtica y 4 indica la suma or-

togonal. Sea Fp el cuerpo finito de p elementos. Puesto que

*

. -*2
(Fp : F 7)

p’ = ¢

se podrd encontrar un entero t tal que 2< t<p y

) - B

La anterior eleccidén implica que

pes(a(yt-1)/Q)ns(e(f-%)/Q)

-“-e

en consecuencia,
pes(R(ft-1) /K)N S(K([-%)/K)

con lo que, a partir de

(Vt-1,Y-% ,1,0, 000 ,0)

se obtendrd una representacibén de cero en XK_ por F .

3

Observacidn (3.2).— En el caso de que K sea un

cuerpo de nimeros totalmente imaginario, o un cuerpo globel
de funciones, teoremas bien conocidos (véase [2] y (III.3.3))

permiten afirmar que toda forma cuadrética de cinco variables
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definida en K representa cero en dicho cuerpo.
Pl g0 ey Fr

En congsecuencia (véase [49]) , dos formas cuadréticas F

y G definidas en K serén isométricas si y
Pl’. L ’Fr
sélo si se verifica

reng F = rang G , dF = 4G |, SF = SG ’

en donde d y S designan el discriminante y el &lgebra

de Hasse - Minkowski- Witt, respectivamente.

En el caso de gue K sgea un cuerpo de nimeros con

primos reales tenemos la siguiente

Provosicién (3.3).- Si X es un cuerpo de n@meros y

ﬁx) un primo real de K , dos formas cuadriticas definidas
en K_ son isométriczs si y s86lo si tienen el mismo rango

foo
¥y la misma signatura total (es decir, igual signatura con

E)o).

respecto a todas las ordenaciones de K

Demostracidn

Por (I.3.4), KFoo es un cuerpo ordenable. En virtud del
principio local-global de Pfister ( [31], Teor.22), la afirme-
cién de la proposicidén es equivalente a 1la de que KFoo sea

un cuerpo pitagérico (véase [15]), es decir, que verifique

g2 ¢ g2 = x?2

foo o foo

Sean a,b ¢ KFoo Yy ¢c¢¢€ K un elemento tal que 02 = a2+b2.
Sea h : K——> R el monomorfismo asociado a Poo e En
virtud de (I.3.4) bastarid probar que, para toda extensién
de h a un homomorfismo d¢ X en € , h(c)e R,

lo cual es inmediato.
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Canftulo V

PRINCIPIO DE HASSE CON CUERPOS TOTALMENTE P-ADICOS

Introduccién.

El més célebre de los principios local - global es sin
duda el principio de Hasse para formas cuadriticas :

Dada una forma cuadritica F cuyos coeficientes per-—
tenecen a un cuerpo global ‘K, F representa cero en X
8si y s6lo si P representa cero en todos los completados iF.

S1 se reemplaza F por un polinomio de una variable,
el principio anterior deja de verificarse (véase [21]).
Contreejemplos en formas de grado par fueron dados por
Artin [24] y por Reichardt [33], y en formas de grado impar
por Selmer [36], Swinnerton- Dyer [44], Mordell [27], Cassels-
Guy [lo], y recientemente, por Pujiwara 17l

En este capitulo se formula un principio semejente al

de Hasse, pero en el que los cuerpos KP son reemplazados

por los cuerpos K p .
Fl,ot.-, r

- Esta nueva formulacién, sugerida por un resultado ob-
tenido por F. TomAs (véase [45], Teor.l), permite tratar
con éxito el caso de polinomios de uns variable y de formas
binarias., EL contraejemplo de Artin para formas de grado
rer, deja de ser un contraejemplo cuando se consideran los
cuerpos anteriores y permite dar una familia de formas
en las que es vAlido el nuevo principio. Tal ocurre también

con otros contraejemplos clésicos fabricados a partir de
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formas descomponibles.

En los casos estudiados se pone de manifiesto la ne-

cesidad de considerar no sélo los cuerpos K y Sino los

. P

cuerpos KF P formados a partir de intersecciones
goevey

finitas de aquellosr(tal necesidad aparece ya en el estu-

dio de polinomios de una variable) , asf como la de consi-

derar todos los primos de K , incluidos los infinitos,

Finalmente destaquemos que otras situaciones de veli-
dez del principio de Hasse, como son los ejemplos de Hasse
[21] , Selmer [37], Ch&telet [11]y Skolem [43] asi como el
principio local - global en 4lgebras simples [l], son vAli-
das " a fortiori®"™ a2l reemplazar los cuerpos F-édicos por

los cuerpos totalmente F-édicos.

1. Una aplicacibdn de la funcidn zeta de Dedekind

En este apartado se indica por X un cuerpo global,
por P el conjunto de sus divisores primos y por Pbo el

de sus primos infinitos. Para cada pe P representamos
q

f

Dado ¢ &€ R, el producto de Euler

por el nimero de.elementos del cuerpo residual de K

ae

- N —
: 53(6) pEP 1_qi']6

es convérgente para 0 > 1 y verifica , lim “éK(G) = 1
G —r 4+

([471, Ccap.VII, Prop.l).
A partir de la convergencia del producto de Euler se

obtiene que, para todo s € ¢ tal que Re(s) >1, el
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producto

Z(s) = M —L
;K pepP l-q";s

es sbsolutamente convergente. éK eg por tanto una funcidn
holomorfa y sin ceros en Re(s) > 1 . Dicha funcidn se
prolonga analiticamente a una funcién meromorfa en el plano
con un vnico polo en 8 = 1 ([47], Cap.VII, §6). Se ob~
tiene asi la funcidn zeta de Dedekind del cuerpo K .

Se recuerdan a2 continuacién ciertas propiedades, nece-
sariag para la demostracidén del lema (l.4) que se da a con=-

tinuacién.

(1.1) Sea K~ un cuerpo global contenido en K,
M C P un subconjunto tel que, para casi todo pe M
(es decir, para todo pe M salvo a 1o sumo en un nimero

finito de casos), se verifigue

f (K/KO)?l o

F

Entorices, para Re(s) > 1/2 , el producto

1 (.
pe M 1-q'i;s

es absolutamente convergente; define en consecuencia una

funcién holomorfa en 8 ¥y sin ceros.

(1.2) Si N es un conjunto finito de primos de K
tal que PQ0 C N , el producto

p(K,N,8) = [ s

B¢ N 1-q°

5
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es absolutamente convergente para Re(s) > 1 .

Lag propledades anteriores son consecuencia inmediata
de la convergencia del producto de Euler. A su vez, la ecua-
cién funcion=l ( [47], Cap. VII ,§5) permite obtener que
existe el siguiente limite

lim (s-1) p(g,N,s)
e B

y es finito y mayor que cero.

(1.3) Sea V C P un subconjunto tal que, para casi
todo p€ P-V

f (K/Ko) ¥ L

De (1.1) y de (1.2) se deduce entonces que el

producto
1
q(K! v, s) = rl

FEV 1-q°

P

es absolutamente convergente para Re(s) > 1 ¥y que

1lim (s - 1) q(g,v,s)
e
es finito y meyor que cero., Para verlo basta hacer N = P,

M=P-V y formar la descomposicidén

-1
p(E,N,8) = a(X,V,8) [1 (1 - q )

pen P

Lema (1.4).- Sea K un cuerpo global y S un conjun-—
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to finito de primos de X , se verifice

= I{ .

PQS i

Demostrecidn :

La demostracién es en esencia la de [47], Cap.VII,§ 5,
Cor.4 . Sea I una extensibén finita de X tal que

KE C L € N K_ .
pe¢s F

Sea V el conjunto de los divisores primos de K que des=-

componen completemente en L . Por (1.2) , el producto

q(K,V,s) = 0 L S
pev 1 - q;

es absolutamente convergente para Re(s)> 1 ¥y
(s=1) q(k,V,s) tiende z un limite finito y mayor que

cero cuando s tiende & mno.

Sea W el conjunto de los divisores primos de L
cuya restriccién a K pertenece a V . De (1.3) se de-

duce que el producto

a(L,w,s) = M L s
pewWw 1 - q_p

es absolutamente convergente para Re(s) > 1 ¥ que

lim (s-1) q(L,W,s)
g —> 1

es finito y mayor que cero.
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La eleccidén de L implica que, si PEW ¥ la res-
triceidn de P & K es p ,

qQ.. = a
P B
y
n
Q(I”W’ 8) = Q(K!v; S)
siendo n = [L s K] « De las consideraciones snteriores
se deduce que n = 1.

Observacién (1.5).~ El lema anterior, necesario para

la demostracién del teorema (2.1) que se da a continuacidn,
hubiera podido deducirse ficilmente a partir de [47], Cap.XIII,
¢ 12, Teor.1l2 ; es decir, de la versién del teorema de
Tchebotarev védlida en cuerpos globales. Se ha preferido,

no obstante, su deduccidn a partir del uso exclusivo de la
funcidén zeta, por cuanto que ello representa una "economia

de recursos® ,

2. Polinomios de una variable y formas binarias

Teorema (2.1).-= Sea K un cuerpo global y £(X) un

polinomio de una variable cuyos coeficientes pertenecen a
K. Sea S un conjunto finito de primos de K ¥y conside-
remos ordenado el conjunto (numerable) de los primos de K

no pertenecientes a S . Se verifica @

a) La ecuacién f(X) =0 es resolubleen K si y

s6lo si 1o es en todos los cuerpos totalmente F-édicos



K , formados a partir de los primos P, de K
Ppoeeesfl | £

no pertenecientes a S .

k) El polinomio  f(X)

es reducible en XK si y

s6lo si es reducible en todos los cuerpos KF p
lg-co, r

anteriormente considerados.

Demostrscibn :

Representemos por Gr

en KF F « Puesto que
1,0.., T

K. K D s
Py~ Pyefy

se tendréd que

Si suponemos que C_ £ ¢ , para todo

un elemento xe K tal que

el conjunto de ceros de

i R

x e M Cf .
r2]1

Puesto que x ¢ () KF , por (L.4) , =X eK.

pés

b) Sea Dr el conjunto de los divisores propios de

f pertenecientes a K [X] . Se tendri que
Fl’...’Fr

Si D # @, paracada r 21

r

conjuntos finitos, existird un elemento

¥

r=1, existird

¥

, por ser &stos también
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hx) € M D

r=1

que seré, por (l.4) , un divisor propio de f en K[X] .

Es posible que un polinomio L€ K[K] | tenga solu-~
cidén en todos los cuerpos KP , asocisdos a un sélo primo,
sin que la tenga en K . Lo mismo puede decirse del caréc-
ter reducible de f . Ello se pone de manifiesto en los

siguientes ejemplos.

Ejemplo (2.2).- Dados dos enteros vrimos impares p, q

tales que

(-E-):-!-l y p=1 (8 ,

el polinomio

£(X) = (X°-p)(°=q) (F-pa)

tiene solucidn en todos los cuerpos Q , 81 recorrer

t
t +todos los enteros primos, pero no tiene solucibén en Q .

Demostracidn

Por ser f un producto de factores de segundo grado,
para probar gue es resoluble en Qt , bastaréd ver que tie-

ne una solucidén en cada completado Qt i

Sea X E 5: g1 X = tnﬁx , en donde u es un unitario

de Et . Por ([2], Cap.I,§6, Teor.l y 2) se tendrd :
Si t £ 2 , xeazz =2 n eg par y la imagen

de u en F: es un

cuadrado .



79

A

S1 t =2 , xe‘Q;2<@ n espary u=1 (8).

De Q-%—) (-%-) (-—EE—) = 4+ 1 , para todo primo

t # p,q , se deduce por tanto que, para t # 2,p,q ,
f +tiene un cero en Q'I; .

Puesto que =1 (4) , 1la hipbtesis hecha y la ley
de reciprocidad cuadrética ([40], Cap.I, Teor.6) garanti-

zan que

(3) - () -+

con lo cuel £ representard cero en Qp y en Qq .
El hecho de que f represente cero en Q2 se deduce

de que p= 1 (8) .

Puesto gque X2 - p es irreducible en Qp ’ X2 - q
lo es en Qq y Xz—pq lo es en pren Qq,se

tiene que f no representa cero en QD q
29

El ejemplo més sencillo de primos p y q satisfa-
ciendo las hipétesis del enunciado lo constituyen los pri-

ms p= 17 , q = 13 .

(Polinomios como el anterior fueron considerados por
E. Artin para poner un contraejemplo 2 una:afirmacién de

U. Wegner, véase [21]) .

Ejemplo (2.3).- Sean p, q dos enteros primos veri-

ficando las condiciones del ejemplo anterior. Sea

X = \f? + ﬁ y f el polinomio minimal de X sobre

Q. Para todo entero primo % , f es reducible en Q. .
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Demostracidn :

Por ser Q(x) una extensidén abeliana de Q ¥y por
(I.4.1) +tendremos

[o,(® 2 0,] = nem /) .

Bastard por tanto probar que, para cada t , es n%<:4.

Los primos que ramifican en Q(xX) son p,q ¥y posi-
blemente el 2 (si q= 2 6 3 (4)) . Ya que

GQ(x) /Q) = Z/5) X Z/(p)

¥ los grupos de descomposicién en un primo no ramificado

son ciclicos, tendremos que
m (Q(x) /Q) < 4 si t# p,q,2 .

Puesto que 2 € S(QVP )/ Q) , ny(a(x)/Q) £2.

si t=p, de (—%—) = +1, se sigue que pes(Q(Va)/Q),

con lo cual np(Q(x)/Q) = 2,58 t = q, basta
intercambiar p y q en el razonamiento anterior para
obtener que nq(Q(x)/’Q) = 2,

Del teorema (2.1l) se deduce a su vez el siguiente

Corolario (2.4).— Sea K un cuerpo global y F(X,Y)

una forma a coeficientes en K . F(X,Y) representa cero
en K s8i y s6lo si F representa cero en todos los cuer-

posg K , elegidos como en (2.1) .

Pyseeesl
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Demostracidén : No es restrictivo suponer que Y no divide

a F.Sea f(X) = PF(X,1) . Basta tener en cuente que
-F(X,Y) vrepresenta cero en K si y sblo si f£(X) tie=-
ne un cero en K y aplicar (2.1) .

La afirmacién de (2.4) formulada en el caso p-4&dico
¥y para formas irreducibles era conocida a trevés del resul-

tado- de Hasse para polinomios irreducibles ([21] ¥ [}7]) .

3. Sumas de cuadrados

Se ha visto en el apartado anterior que una forma
binaria representa cero en un cuerpo global K si y sblo

si lo hace en todos los cuerpos KFI P s pudiendo
l,.ot, r

excluirse un conjunto finito S de primos de X . Si
K es un cuerpo de nimeros, puede tomarse en particular
S = P, . Cuando el nimero de variables se aumenta, es
necesario tener en cuenta los primos infinitos de KX .
Ello se pone de manifiesto con ejemplos_que damos en este

apartado.

Provosicién (3.1).- Sea X un cuerpo de ndueros .

Pars todo entero n 25 y para toda eleccién finita de
divisores primos Fl gy ooe ,[Jr de K , la forma

2
L
€+ L O Xn

representa cero en KF F .
1'..., r
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Demostracidn :
Sea (pi) = Pif\z , Para 1 =1, .40, r ., Por
(II.1.2) seréd suficiente probar que la forma
Xi + cee + X?
n

representa cero en Q ’
Ppsese sy, o

Sin restriccidn podemos suponer que P, = 2 « Sean
p2, . ps los primos anteriormente obtenidos congruentes
con 1 médulo 4 ¥y Poyp v soes P,

3 médulo 4 (sin restricecidédn también, podemos suponer que

los congruentes con

ambos subconjuntos son no vacios) . Sea

. 1
a = [| »p, , b = P
1i=2 1 i=s 1

¥y sea

c = —a2+b2+7(ab)2.

Aumentando si es preciso el nimero dé enteros primos con-

gruentes con 3 médulo 4 , podemos suponer que €s € > 0

Se verifican las sigulentes relaciones ¢

(5

'!'1 Para i= 2,.0.,3

(:._J:.) = «~1 para J = stlyeee,r
%

—
2o
——
u
—
|
=)
e
n
—
1}
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las cusles implican

(_;.f.) = 41 si P, = 1 (4)
(;;9) = L1 si p.= 3 (4)
3 dJ
c= -1 (8) .

Las condiciones anteriores permiten asegurar que

\/— c € .
QZ!PE,"-sPr

Ya que ¢ es un entero mayor gue cero, por el

teorema de Lagrange ( [40], Cap.IV, Apéndice, Cor.l) podemos

encontrar cuatro enteros ai teles que

2 2 2
¢ = a1 L a2 4 33 - a4 %

En consecuencia

(‘/- S BB a3! By 0!-"*9 0)

serd una representacién de cero de la forma considerada.

(Para formas diagonales y utilizando tYnicamente divi-

sores primog, no cabe por tanto esperar un. principio de
Hasse. Es evidente que la forma anterior no representa cero

en Q) .

Corolario (3.2).- Dado un cuerpo de nimeros XK ¥y un
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conjunto finito {Pi} de primos de K , el cuerpo
l=j=y
K es ordenable si y sbélo si algun F es un
Fl’...',Pr i

primo infinito real .

Demostracidén ¢

Por el teorema de Artin- Schreier ([4], Cap.VI, § 2,
Cor.l al Teor.l) , un cuerpo K es ordenable si y sélo si

una relacibén de la forma

2 2
> x;, = 0o , XEK
i=1

implica que x 0, para i=1, ..., n . En consecuen-

x
cia, por (3.1) si todos los Fi son divisores primos de

K, K no es ordenable .

Fl’...’{]r ) ;

Si algin: Fi es real, basta tener en cuenta que,

por (I.3.4) , KF B
greey

de R. 1 ¥

serd isomorfo a un subcuerpo

Observacién (3.3).-~ E1l hecho de que para cierto n> 1 ,

n

la forma Dn = E: Xi represente cero en todos los
i=1
cuerpos K obtenidos a partir de un cuerpo de
Fl’...’Fr

numeros K , es equivalente a que K sea un cuerpo to-
talmente imaginario y en consecuencia, a que la forma an-
terior, para un n = n(K) represente cero en K . (Es-
to Ultimo es debido a que, dado un cuerpo de numeros K ,
las estructuras del mismo como cuerpo ordensble estémn en
corregspondencia biyectiva con sus primos infinitos reales
([4], Cap.VI,§ 2, ejer.28 ; o bien [}4], Cap.IX, Teor.lo)).
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' m m
4’- Formas del ‘ti'po (X..Iz-"' -oo"‘XE) —a(Yi-!- '..-!-erl)

La forma siguilente
2 2,2 2 2,2 .
(x14-...+xn) -2(Y1-!~...+Yn) para p-5 ,
fué indicada por Artin [24] , como contraejemplo de princi-

pio de Hasse., Dicha forma representa cero en R , en todos

los cuerpos fzp Yy no representa cero en Q .

En el caso totalmente F-—édico tenemos la siguiente

Proposicién (4.1).- Sea X un cuerpo de nidmeros or-

denable y & un elemento de X no nulo .
Dadas las formas
F o= (24 .03 a (P80 sY))
n = E L n 1 se e n y

en las que se supone que m es impar si K posee més de

un primo real, las siguientes afirmaciones son equivalentes :

a) Para toda eleccidén finita de primos de K , existe

uwn n =21 tal que F representa cero en K .
A (-

b) a €¢E'™ y es un elemento de K totalmente po-
sitivo .

¢) Existe un entero n = n(a,K) , .n 21, tal que
F representa cero en K .

n

S1 K = Q, n se puede tomar igual a 4 para todo

a verificando las condiciones de Db) .



(Obsérvese que si K no es ordenable, existe un

n = n(K) tal que F ~ representa siempre cero en K).

Demostracibn 3

Supongamos ordenado el conjunto de primos de K de
forma que [31 = P, Sea un primo infinito reel. Dada

una representacidn de Fn en con n=21

K
Fl!"'fpr

(2 e g 2

H Y:S_r)r soe yflr)) ’

de (3.2) se deduce que

n 2
r -
Yy T £ o (1)
1=
¥ en consecuencia
a & K*m .
Pl,...’Fr

Bajo las condiciones de 2a) , el polinomio XQ - a
representari cero en todos los cuerpos - K $ P
Fl’...’Fr

(2.1) se tendri por tanto que

a & Kqu o

Puesto que todo producto y todo cociente de sumas de
cuadrados es a su vez una suma de cuadradog, de (1) se

deduce también que

2
8 £ Z KFl""’Fr

86
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(indicando por E: K2 los elementos de K que se expre-
san como suma de cuadrados). En consecuencia, en toda orde-

nacién de cuerpo de K sy & debe ser un ele-
Fl,-oc,Fr

mento positivo. Ya que toda ordenacidén: de K como cuerpo

se puede obtener por restriccibén de una ordenacién de Kﬁm ’
para un primo real de K convenientemente elegido ( [34],
Cap.IX, Teor.lo), las consideraciones anteriores implican
que a sea un elemento de K +totalmente positivo. En

consecuencia &) == b) .

Supongamos cumplidas las condiciones de B) . Sea

b €K un elemento tal que

y ¢ ¢: X=——> R un monomorfismo. De & a = (G‘b)m

se sigue que si oa >0 y m es impar ,
cb>0 .

Si & es el Gnico monomorfismo de K en R , se puede
tomar b de modo que ob > o , sin necesidad de hacer

hipbétesis alguna sobre m .

Por el teorema de Landau ( [34], Cap.IX, t)) , b seré

un elemento de K totalmente positivo y en consecuencia

b € E: K2 .

n

Si b = 2: xi es wna representacién de b  como
i=1

suma de cuadrados en K

(xl,...,xn;l,o,...,o)
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gerd una representacién de cexo por'E;? . Ello prueba que

b) === ¢} .
La implicacién ¢) === a) es inmediata,

Si X =0Q, el hecho de que n =4 resulta del

teorema de Lagrange.

5. Otros ejemnlos

Es conocido el siguiente contraejemplo del principio

’

de Hasse clésico : Dados gq,t,q",t enteros primos

distintos tales que

gi 1a forma

¥+ qY - t2°

representa cero en 62 y 1a forma
(X% 4 qY° - 2°) (X° + ¢° Y2 - 1’ 29)
repregenta cero en todos los cuerpos ap y en R , pero

no representa cero en Q .

Sin embargo en nuestro caso no es un contraejemplo

como prueba la siguiente

Proposicién (5.1).- La forma

2

Fe ;
(Xz-i-qu-‘tZz) (X2+qY - t727)
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construida bajo las condiciones anteriores , no representa

cero en .
QQ:Q’

Demostracidn :

Sea A = X°4qY° -42° y A =.X° & q'¥° - 22,
%a que Qg}) = =1 , se sigue que A  no representa
cero en ﬁq . Andlogamente, A’ no puede representar
cero en ﬁq¢ ’

Sea (x,y,2z) una terna de elementos de Q no

q,q”
todos nulos . Por (I.2.4) podemos construir monomorfismos

.
o

b ]
O

a

El primero de ellos obliga a que
.A(x,y,z) £ o

Y el segundo, a qué
A'(x,y52) £ o

por 1o que A A° no representa cero en Qq o *
b

Estd claro que todos los contraejemplos de principio
de Hasse, construidos de manera enfloga a la anterior, con
formas descomponibles, no serédn contreejemnlos a2l conside=-

rarge los cuerpos totalmente F—édicos.
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