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1. Introducció
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La present tesina està dedicada íntegrament al problema restringit

de 3 cossos, pla i circular, quan es pot considerar com una petita per-

turbació del de 2 cossos, en el sentit que sigui vàlida una teoria de
61T

perturbacions de 1 ordre.

Està dividida en 15 seccions que tracten diversos aspectes d'aquest

problema.

La secció 1 presenta el problema, en els sistemes de referència si-

deri i sinòdic i en coordenades cartesianes i polars, com un sistema ha-

miltonià de 2 graus de llibertat. Això permet d'escriure fàcilment les

equacions del moviment. Es trien les coordenades polars sinòdiques com

les mes adequades i es fa l'estudi, en aquestes coordenades, de les inte-

grals primeres d'aquest sistema, així com de les del de 2 cossos.

Les seccions 2-6 es dediquen gairebe exclusivament al problema de 2

cossos, entenent que molts dels resultats es poden estendre a problemes

restringits de 3 cossos, plans i circulars que siguin petites perturbacions

d'aquest.

La secció 2 fa una anàlisi topològica de les varietats invariants

d'energia i moment sideris constants, I .
£jK

. La secció 3 fa el mateix amb les de constant de Jacobi fixa, 1^, .

En la secció 4 es realça la importància de la corba de velocitat ze¬

ro exterior.
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La secció 5 es dedica a analitzar alguns comportaments interessants

del flux en les diferentes varietats I„v .

En la secció 6 p'expliciten les solucions del problema de 2 cossos

en funció de l’anomalia excèntrica en les regions el·líptica i parabòlica

de l'espai de fases, donant finalment un tractament uniforme d'aquestes

solucions, usant un altre temps fictici i funcions d'Stumpff, que ens

permet de conèixer les solucions en la regió hiperbòlica.

La secció 7 ens informa que un problema restringit de 3 cossoç, pla

i circular és una petita perturbacio del de 2, quan la distància entre els

primaris o la massa d'un d'ells és prou petita, o bé, quan la constant

de Jacobi és molt gran. S'expliciten en aquesta secció els hamiltonians

perturbats fins a 1 ordre de la teoria de perturbacions en els 3 cassos.

La secció 8 ens assegura, usant el teorema del twist de Moser,

l'existència de corbes invariants prop de l'òrbita circular del problema

de 2 cossos per a les perturbacions permeses en la secció anterior.

S'introdueixen les variables de McGehee en la secció 9 que s'usaran

en les seccions posteriors, actu 9litzant els resultats més importants

de les seccions anteriors a aquestes variables.

Les seccions 10-15 estan dedicades a la perturbacio de la varietat

d'òrbites parabòliques.

En la 10, s'introdueix el problema i es citen els resultats coneguts

referents a la primera intersecció d'aquesta varietat amb el pla 1í dels
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punts de l’espai de fases amb velocitat radial nul.la, per a temps crei-

xents i decreixents, .

En la secció 11 es troben els termes dependmts de l’angle del desen-

volupament de Fourier assimptòtic, quan la massa d'un dels primaris ten-

deix a zero i la constant de Jacobi a infinit, de P+^ .

La secció 12 dona 1'expressió del terme independent, que requereix

un tractament diferent.

La secció 13 agrupa els resultats de les 2 seccions anteriors i en

extreu conseqüències.

La secció 14 explica un procediment, sense fer els càlculs, per ob-

tenir una fita de fins on poden entrar les successives interseccions de

la varietat d'òrbites parabòliques amb II , P^ , que permetria de deter-
minar una fita inferior de la zona d'estabilitat.

En la 15, es fa un estudi qualitatiu dels P+n .

Es clou la memòria amb uns quants problemes oberts a tractar mes en¬

davant.



2, Memòria



1. Problema restringit de 3 cossos, pla i circular» Cas particular:

problema de 2 cossos.

Es considera la següent configuració de masses: m^ y m^ són
les masses de 2 cossos (anomenats pfiZjndJi^C&) amb la normalització

ml+m2=^ ’ escriurem m^=l-m , m2=m , me[0,l) ; m^ es la massa infi-
nitessimal d'un tercer cos que es mou sota l'acció dels primaris, sense

produir cap influència en llur moviment. EZ ptiobZzma. JiZAtSiZngZt dz 3

ZOÒÒOÒ, pZd Z (UACuZa/L tracta del moviment d'aquest tercer cos, impo-

sant que tots tres es moguin en un mateix pla de forma que els primaris

recorrin òrbites circulars al voltant de llur centre de masses.

Escalant les variables de longitud i de temps, es pot aconseguir

que la distància entre els primaris, d , així com llur moviment mig,

n , siguin 1; això ipiplicarà que la constant de la gravitació universal

G , també valgui 1, usant la llei de Kepler: nd=G(mj+m2) •

Fixant l'origen en el centre de masses dels primaris, s'usen 2

sistemes de referència: el sistema de referència ■òZdzAZi inercial, i

el sistema de referència iZnOdUc., que gira amb velocitat angular cons-

tant igual a 1 i que fixa els primaris en (m,0) i (m-1,0) . Veieu

les figures 1 i 2.

òbviament, les equacions del moviment son les obtingudes a partir

de la llei de Newton. Es tindran singularitats quan el cos infitessimal

coincideixi amb algun primari, ja que l'acceleració no roman afitada.
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En el sistema de referència sideri, l'espai de configuració, sense

regularitzar les col·lisions, ès:

M = ,.^0^“ C(mcost,msint) , ((m-l)cost, (m-l)sint)} )x {t> ;
l'espai de fases serà, per tant:

W = T*M = M X I2.

En coordenades cartesianes (X,Y,p^,p.y) , la funció hamiltoniana
(definida en W) que representa el problema restringit de 3 cossos en

questio, ve donada per:

H(X,Y,px,py) = (px+py)/2 - V(X,Y,t) ,

essent V(X,Y,t)=(l-m)(X,Y,t)+m/R2(X,Y,t) ,

on R2(X,Y,t)=(X-mcost)2+(Y-msint)2 i

R2(X,Y,t)=(X-(l-m)cost)2+(Y-(l-m)sint)2 .

Les equacions del moviment corresponents son:

X = px , Y = pY ; PX = V * Py “ V *

Usant coordenades polars (R,0 ,p^,p0) , tenim:

H(R,O,Pr>P0 ,t) = (p^+Pq/R2)/2 - V(R,0,t) í
essent V(R,0,t)=(l-m)/Rj^(R,0,t)+m/R2(R,0,t) ,

2 2 2
on R^(R,0,t)=R -2mRcos(0-t)+m i
R2(R,0,t)=R2-2(l-m)Rcos(0-t)+(l-m)2 ;

el flux hamiltonià s'expresa com:

R = pR , è - pr/R2 ; pr - Pe/R3+3Rv , p0= a0v .

En el sistema de referència sinòdic, el problema ès mès simple.

L'espai de configuració, sense regularitzar col·lisions, resulta ésser:

M = 3R2- {(m,0) , (m-1,0)}

i l'espai de fases:
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W = T*M ■ M X I? i

Les coordenades cartesianes d’aquest sistema de referència

(x,y,px>py) es relacionen amb les de l'anterior per:
(x,y) = G_t(X,Y) i (Px»Py) = G_t(PX’pY^ ’

on G^ simbolitza un gir d'angle a a 3P? -.

El nou hamiltonià ja no depèn del temps:

H(x,y,px,py) = (Px+Py)/2 + ypx - xpy r- V(x,y) ,
essent V(x,y)=(l-m)/r1(x,y)+m/r2(x,y) ,

on r2(x,y)=(x-m)2+y2 i r2(x,y)=(x-(m-l))2+y2 .

Les equacions del moviment en W seran:

x = p +y, y = p - x; p = p + 3 V , p =-p + 3V.*x 3 rx ry x y x y

Aquestes equacions permeten d'expressar el hamiltonià en les variables

(x,y,x,y) :

H(x,y,x,y) = (x2+y2)/2 - (x2+y2)/2 - V(x,y) .

Passant a coordenades polars (r,0,pr>Pg):
H(rs6,pr,p0) = (p2+p2/r2)/2 - p0 - V(r,9) ,

V(r,0)=(l-m)/r1(r,0)+m/r2(r,e) .

on r2(r,0)=r2-2mrcos0+m2 i r2(r,0)=r2-2(l-m)rcos0+(l-m)2

(1.1)

r = p ,
r

e = pe/r‘ - 1 i Pr = Pg/r3 + 3rV , p9 - 3eV
H(r,0,r,é) = (r2+r202)/2 - r2/2 - V(r,0) .

(1.2)

(1.3)

Es comproven fàcilment les igualtats:

r = R , 0 = 0 - t ; pr = pR = r = R, p0 = pQ = r 0 = r(à-l) .

Els moments pf i p0 representen físicament la velocitat radial en
ambdós sistemes de referència i el moment angular sideri, respectivament.

2
El moment angular sinòdic ve donat per pQ+r ...

O
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Eh el cas m=0 , el problema es redueix al problema (restringit) de

2 cossos que tractarem en coordenades polars sidèries i sinòdiques.

L’espai de configuració associat al problema es (en ambdós sistemes

de referència):

MQ =]R2- {(0,0)} ,

i l’espai de fases:

W = t*M = M
0 0 0

x m

Els hamiltonians sideri i sinòdic no depenen del temps i són, res-

pectivament:

Ho(R,0,pR,p0) = (pR+p2/R2)/2 - 1/R i
H0(r’9’Pr’Pe) = (pr+p0/r2)/2 " p0 " 1/r ’ (1.4)
Els fluxos hamiltonians respectius són:

* “ PR » é = pq/R2 , pR = Pg/R3 - 1/R2 , pQ = 0 ; (1.5)
r - Pr , 9 - P0/r2 " 1 » Pr - P0/r3 - 1/r2 , pQ - 0 . (1.6)

Aquest problema es integrable, te dues integrals primeres en invo-

lució:

2 2 2
E = (p +p0/r )/2 - 1/r (zneAg^a. &Àjl&Ua.) i (1.7)

r o

K = pQ (moment anguZaA. ótd&u.) . (1.8)

Si m^O , ni E ni K són integrals primeres del moviment, però ho és:

C = 2p - p2 - p2/r2 + 2V(r,0) (con&tant de Jaeobt) ,o r t)

ja que representa el doble de l'energia sinodica canviada de signe i el

hamiltonia sinodic no depen del temps.

Tenim la relació C=2(K-E) , on E i K són les funcions energia

sidèria i moment angular sideri, però E i K son integrals primeres

només si m=0 .
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A ({1}, cap. 9) es troben tractaments en d'altres variables, així

com resultats clàssics, del problema de 2 cossos.



2. Estudi topològic de les varietats invariants IEK—

Es defineixen les varietats invariants I—, del problema de 2

cossos:

TEk = 0,pr,p0) | (p^+Pq/t2)/2 - l/r = E, p0 = K} * ÏEK X S1 , '
on ÏEK = í(r,pr) |p2=2E+2/r-K2/r2} . (2.1)

És a dir, I es el conjunt de punts de l’espai de fases Wq en

que l'energia (1.7) i el moment angular (1.8) sideris valen E i K,

respectivament. Aquest conjunt és invariant pel flux hamiltonià.

Fixem, primerament, F.^0 .

2-1 -
Si E<(-2K ) , el segon membre de 1’equació que defineix 1 és

sempre negatiu i, per tant, I„ =0 •£iK

2-1
Quan E=(-2K ) , aquesta equació té solucio unica:

9

(r=rç=K ,pr=0) (OKbita cMiculoA)
i ïEK"í(r"K2»Pr"°)} *

2 —1
En el cas (-2K ) <E<0 (zona d'OtibiteA eZ.ZZpt4.queA), la inter-

secció de amb fp =0} té lloc en punts tals que:LK. r

r = r2>3(E) = (l+(l+2EK2)1/2)/(-2E) ;
d'on: ÏEK = {(r,pr)|p2=2E+2/r-K2/r2, r2(E)<r<r3(E)} - S1 .

Si E=0 (OKbZteA paAa.boZU.queA) , un dels punts de tall desapareix
2

(:: lim r, (E)=°°) i l'altre té lloc en r=rp=lim r„(E)=K /2 ; per tant:
E-K)~ J rE-K) ^

ïEK=í(r’Pr)lPr=2/r“K2/r2> ^fl } = **
Si E>0 (zona d'ò/ibZteA hUpeAbòZUqueA), el tall té lloc en el punt:

r = rx(E) = (-l+(l+2EK2)1/2)/(2E) ;

per tant, 1^= {(r,pr) |p2=2E+2/r-K2/r2, (E)}*S0X]R.



13

S'estudia, finalment, el cas K=0 .

_ ?

L'equació de és: pr=2E+2/r
en el punt r=r,(E)=-l/E i, com que lim

2 r»-0
ÍEo={(r,pr> IPr=2E+2/r» r<r/,(E)}=]R .

2
punt de tall, i ja que lim p (E,r)=°° i

o r>0 r n

ïE0=^r»Pr^ lpr=2E+2/r> r>0}~S X1R .

Quan E<0 , I^q talla {pr=0}
p2(E,r)=°° ,

En cas contrari, no hi ha cap

lim p2(E,r)=2E :
j-»-oo r

La figura 3 dona una idea dels en els diferents casos esmentats.LK

1/2

Fig. 3 a): ÏEK per a K^O
E>(-2K2)“1=E() .

1/2

Fig. 3b): IE0 , per a E K .

i
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Aquest estudi completament analític ens porta al teorema d'Smale

(veieu {14}):

Te.oh.ma 2.7. Sl k fQ :

I£K=0 , Al E<(-2k2)_/ ;

IEK^S; , Al E=(-2k2)·J
Iek=S7xS^ I2 , Al (-2kZ)~7<E<0;
Ie^S^X ]R, Al E>0 .

ò) I£^-S^x Al E<0 ;

Ie0xS0xSJX]R, Al E>0 .

La figura 4 dóna qui es Im en funció de E i de K .LK

Fig. 4



3. Estudi topòlogic de les varietats invariants 1^. .

La constant de Jacobi C es una integral primera del problema res-

tringit de 3 cossos que estudiem; ho és també del problema de 2 cossos.

El propòsit d'aquesta secció és l'estudi de les varietats invariants 1^
del problema de 2 cossos (formades pels punts de l'espai de fases Wq en

què la constant de Jacobi val C) per als diferents valors d'aquesta

constant del moviment. Es dona així una visio aproximada d'aquestes va-

rietats en problemes de 3 cossos que son petites perturbacions del de 2.

Definim, per tant,

Tc = í(r>Pr»e»Pe) I 2Pe “ “ p0^r2 + 2/r " c }= ïc X S1 ,

on ïc= {(r,pr,pQ)|p^=2p0-C+2/r-pg/r2} . ^3‘1^
2

Fixem C, definin A(p0)=l+p0(2p0-C) i analitzem els talls de 1^,
amb el pla 11: fer=0} . Observem el següent:

a) No hi ha solucio de 1'equació que defineix I per a aquells
v

valors de pQ que cumpleixin A(po)<0.
2

b) La solucio és ünica (r=p0,pr=O,p0) per a aquells valors de p0
tals que A(pQ)=0 (:: 2pQ+l/p2=C) .

c) Quan 0<A(p )<1 , I Ò1T son conjunts que poden expresar-se per:
® v

r " r2,3^Q) " a+a-Pe(C-2p0))1/2)/(C-2p0) ;
a més, quan pQ tendeix a C/2 (per al qual A(pQ)=l):y y

lim r„(p ) = * i iim r (p ) = C2/8 .

p0-C/2- 3 6 p0->C/2 2 0
d) En A(p0)>l només perduren els talls d'equacio:
r " r2(p0) " (-i+a+Pe(2p9-c))1/2)/C2pQ-c) .



16

Sigui Pr(r»I^)=r(2pe-C+2/r-pg/r2)1 , 9rPr(r,pQ)=0 implica r=p2
Ens adonem de l'existència d'una "carena" de la varietat 1^ segons

2
l'alçada p^ i en la direcció de r sobre la corba (pr=0,r=pg) i
de la seva simètrica respecte el pla V , en el sentit que en aquests

punts tenim un màxim i un mínim, respecte a r , de les funcions

-P (r,pQ) » respectivament.v o

Es donen les gràfiques de l'alçada d'aquesta "carena" respecte a

pQ per a valors de C mes petits, mes grans o iguals que 3 en la figu

ra 5.

L'anàlisi de les interseccions d'aquestes corbes amb l'eix frr=0}
del pla p -pQ ens informa sobre la topologia de les varietats In :

r o L>

pr(pe»p0) = -(2p0-C+l/Pg)1^2 = 0 implica 2p^ - Cp2 + 1 = 0 .

Aquesta equació tè només un zero negatiu K_^(C) , quan C<3 ; si 03
tè, a més, 2 zeros positius K^(C) i K2(C) tals que:

K1(C)<l<K2(C)<C/2
i que es confonen per a C=3 : K ^(3)=—1/2 , (3)=K2(3)=1 .

Això ens assegura que lr té dues components connexes per a 03

i una per a C<3 .

D'ara en endavant, considerarem 03 i ens fixarem només en la

^ , T Text -ext C1
component exterior de 1^ : 1^ -1^ X5

Pot trobar-se més informació sobre això en {16}.
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Fig 5 c): C>3 .
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Els següents enunciats recullen aquests resultats i ens donen in-

formació analítica i intuitiva de 1^

Paopoòlcló 3.1. i„ ilmíüUca Azópzctz zt pla lí* ip_=0} ; ta.
L r

paAt òupzAloA a aquz&t pla zi pot dzfanlA zxpttcitamznt pzA ta funció:

Pr(r,p0) = (2p0-C+2/r-pg/rZ)^Z,
dzfanlda zn zt conjunt dz puntó (r,pQ) quz fan po-òltlu zt Aadlcand.

2
Aquzóta fancló pAZòznta un màxim, òzgoni r , òobAZ ta paAàbota r=p0 .

©Xt
PAopoblcló 3.2. I„ zòtà faAmat pzA:'

L

a) una ÒAblta cIacuIoa: C= {(r=r^=Kp,pr=O,p0=K^)} xS^=CxS^ .

b) òAbltzA zl.líptlquzA'-

E» í{r,pr,pQ)|pZ = 2p0-C+2/r-pZ/rZ , p0e(Kc,KR)} xS?=ÈxS^ .

c) ÒAbltzò paAabÒliquzò’.

P= í(r,Pr,p0)|pZ = 2/r-pZ/rZ , P0=Kp} xS* =PxS* .

d) QAbltzi kípzAbòlcquzó:

H= í(r,pr,p0)|pZ=2p0-C+2/r-pZ/rZ , p0>Kp}xS*=HxS* .

2

(Kj, &6 Zt ZZAO rn&6 petit dz <(> (p0) =2p0+//p0-C l Kp=C/2 ) .

PAopoAlcló 3.3. E talla zt pla 11 zn 2 baanquzi:

b2,3= í(r,pe)ir=r2,3^p0)= í7 + f7_p0fc-ZP0))7)/Íc-Zpe) , p0e(Kc,Kpi} ;
- 2 1
P talla zn zt punt (r=Kp/2,pQ=Kp)=(r=C /$,p0=C/2) l ta IntZA&zccló dz
H amb n tí. lloc nomíò zn la baanca

b2 = 1 r=r2 ípe1 ' VV »

quz continuació dz ta B. , ja quz la buanca B aAAlva a l’infanlt
L· j

en p0=c/2 .

Una visió intuitiva de I
u

es dóna en la figura 6.
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2
Lema 3.1. En les cooadenades (s=r/p„,p ,p.) s'obseAva que les

0 r o

projeccions de ïaxt sobae plans pQ=const. són homeomoabismes amb la
Imatge; aquestes Imatges són homeomoAfies a un semldlsc obext pollat com

Indica la filguAa 7, de loAma que C , E , P l H es coAAesponen amb

el punt centAal, la Aegló d’ònbltes tancades, la pAlmeAa conba no tan-

cada l la Aesta de coAbes no tancades, Aespectlvament.

2 1/2 2
Demostració: Definim £(p0) = (l-p0(C-2p0)) en l-pg(C-2pg)>0

^2
En les noves coordenades, la parabola (r=p0,pr=O) passa a ésser

la recta (s=l,pr=0) i les branques ®2U^2 ^ a:
“1 2

B2= {(s,p0) |s=s2(p0)=s(r2(p0) ,pe) = (l+ç(p0)) , p0 :l-p0(C-2p0)>O>
i

B3= {(s,pQ) |s=s3(p0)=s(r3(p0) ,p0) = (l-ç(p0)) p0 :l-Pg(C-2p0)>O ,

P0.<c72 > ,

respectivament.

L'òrbita circular, que cumpleix Ç(K^)=0 , està en s^=s2(K^)=l i
m

Pfílí , que cumpleix ç(Kp)=l , en Sp=s2(Kp)=l/2.
Per demostrar els homeomorfismes amb la imatge de l'enunciat, cal

veure només que s2 i s3 són funcions estrictament decreixent i crei-
xent, respectivament; o bé, equivalentment, que £ és estrictament

creixent. Aixo sera cert si la funció derivada de f(p0)=p0(C-2p0) és
estrictament negativa:

f' (Pe)=2p0(C-3p0)>O sii p0>C/3 .

Aquesta ultima relació és certa perquè p0>Kç i K^>C/3 , deguda a la
continuitat de <j> i a les relacions:

lim <J>(p0)=“ i <KC/3)=2C/3-9/C2-C<0 O
Pfl-"°°
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El lema 3.1 ens permet d'enunciar el següent teorema que ens dóna

la topologia de 1^, :

psumeAament, pen tou encatxonató eJü> anà dtnò deJU> oJLtJiu, eA&ent L’òu

btta cVicuLxvi V qàx d’aqueAtò tou que. ^oAmm La. tiegtó homzomo^a. a La.

zona. d'ònbttu eL.LXptíquu; contínua La fioLJjació amb ctLíndJiU en La

matetxa cLUpoòtcu.ó faonmant La nejgld homeomon^a a La zona d'òh.b-CteA pana-

boLtquu t kípeAbòttqueA.

A {8} es troba un estudi topològic de Iç » àdhuc en el cas de
considerar varietats amb col·lisions regularitzades pel mètode de Levi-

Civita.

Fig. 7



4. Importància de la corba de velocitat zero exterior.

Recordem la formula (1.3):

H(r,0,f,è)=(r2+r2è2)/2-r2/2-V(r,0) ;

d’on:

C=2(r2/2+V(r)-(r2+r202))=2(r2/2+V(r)- p|2) , (4.1)

essent v la velocitat sinòdica.

-»•
. 2

"v=0 equival a r=O,0=O i a pr=0,Pg=r , usant les equacions del
moviment; llavors:

2
C = r + 2V(r) (zqua.cÀ.6 dz lzt> cox.bz& dz vzlozittvt zzao) . (4.2)

Fent m=0 , tenim:

C = r2 + 2/r

o, equivalentment,

r^ - Cr + 2 = 0 . (4.3)

Si C<3 , aquesta equació no té solucions reals més grans que 0;

si 03 , té dues solucions reals r’(C) i r"(C) tals que

0<r’(C)<l<r"(C)<C1/2
que es confonen per a C=3 : r'(3)=r"(3)=l .

El valor r"(C) correspon a la corba de velocitat zero exterior.

Considerant 03 i fixant-nos només en la component exterior de “I ,

ens adonem que la corba de velocitat zero exterior correspon al punt de la

branca ^£^^2 ^ue m^-I1;'·ina r •

És a dir, fent d/dpQ(r2(pe))=0 , això equival a
3/2 .1/2 - _ 0

Pq “ cPq + 1 ~ u »
2

que resulta ésser (4.3), ja que aquesta corba està en (pr=0,pQ=r ) .
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Estudiant aquesta ultima equació per a diferents valors de C ,

en el sentit de veure quan la seva solució mes gran es mes petita, igual

o mes gran que Kp=C/2 , sabrem en quina regió (circular, el·líptica,
parabòlica o hiperbòlica) esta aquesta corba de velocitat zero exterior.

El resultat obtingut es el següent:

?n.opoòXcX6 4.1. SX

ta n.egXó eZ.tX.ptx.ca; &X

C<32 7/3

C=32I/3
ta coaba dc velocitat zexo extejuioh. íò en

en ta panabOtXca, X, en caò cont/uxAZ,

en ta hXpen.bOtXca.

Escrivint l'equació de 1^ en la forma
2 2 2 2 2

p0 -2r P0+Prr +Cr -2r=0 ,

veiem que, fixats C,r,p , tenim dues determinacions de p en la re-
r 0

2 2
gió: r +2/r>pr+C ; això ens indica que fixades la constant de Jacobi,
la distància a l'origen i la velocitat radial no es determina completa-

ment el moviment si cumpleixen la relació anterior, ja que llavors po-

den haver-hi moviments amb dos valors diferents del moment angular si-

deri:

pg’2(C,r,pr) = r(t±(r2+2/r-p2-C)lyí2) .

Podem donar una .interpretació física d'aquest fet: fixades C i r ,

usant (4.1), queda determinat el mòdul de la velocitat sinòdica; si aques-

ta no te la direcció radial, donant r=Pr , hi han dues determinacions
d'aquesta velocitat sinòdica i, per tant, de la sidèria i del moviment,

que pot tenir lloc amb 2 valors diferents del ijoment angular sideri, pg .
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La frontera de la regio anterior ve donada per 1*equació:
2 2

r +2/r=p +C i esta formada pels mínims de la funció r=r(p ) en cada
r 0

secció p =const. de I . En particular, quan p =0 , aquest mínim
r L r

correspon a la corba de velocitat zero exterior. En aquesta frontera, el

valor de p està ben determinat, es determina completament el moviment0

fixant només C , r i pr ,perquè,en aquests punts,la direcció de la
massa infinitessimal és radial.

En una terminologia més matemàtica, podem recollir aquesta informació

en el següent teorema:

Tzonma 4.1. La zonba dz vetozttat zzna zxtzfújoa tí zl valosi cxí-

tic. dz pQ , p* tat quz, hl pg>p* , la- piojzzzló dz ï®xt ÍPq<Pq)
àobtiz planà pQ=zonàt. dzixa d*í&òzn Injzztiva.



5. Estudi del flux sobre les varietats invariants I.EK—

Fixem K^O .

2 -1
En l'òrbita circular I_„ , E=(-2K ) , les equacions del moviment

“3
son: r=Pr=PQ=0, Ò=K -1 . El moviment, vist des del sistema de referència
sinòdic, es una rotació de velocitat angular constant 0=K -1 . Aquest

moviment serà directe quan 0<K<1 i retrògrad per a K<0 i K>1 ;

2
quan K=1 , tot punt de la circumferència (r=K ,pr=0) invariant és
d'equilibri.

2 -1
L'anàlisi de la zona el·líptica ((-2K ) <E<0) es facilita amb

la introducció de les variables d'acció-angle que donarem a continuació,

veieu ({3}?pp.276-83).
Notarem aquestes variables per (^i*^2**1**2^ * ^ren^rem

l2*Pg=K i restringirem l'estudi a les variables 1^ i .

De la referència anterior:

►

1 ír<7 (E) .

0 pr(E,r)dr = (
2

+

r3(E)

r32 21/2J
)(2E+2/r-K /r ) 7/dr =

r„(E)

= (-2E)"1/2-K
La integració curvilínia es fa al voltant del cicle base corresponent

sobre la varietat; en aquest cas això és molt simple.

La funció generatriu que dóna el canvi de coordenades és:

-2 221/2

Sd^r) = f pr(E(I1),r)dr = / (-(I^K) ^+2/r-K /r )A/ <lr ,

/ designa una primitiva qualsevol i E(I^) , la inversa deon I1(E) .
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La variable s'obté llavors fent:

$> = 9 S = arc cos((l+2Er)(l+2EK2)1/2H-2E)1/2(-2Er2-2r+K2)1/2 ,

1
en una certa determinació.

En les noves variables, el hamiltonià depèn només dels moments 1^
i !2 :

H(I1(I2) = -(2(I1+I2)2)-1 - I2
que implica un comportament molt simple del flux:

Ò = ü> (I ,1 ) = (I +1 )-3 , í. = 0 ;

(5.1)
$2 = ■ (VV"3 -1 » \ = 0 •

D’on, usant ({5},p.ll3):

Teonema 5.1. Si k/0 , el {lux hamiltonià, en la zona el.liptica i

vi&t de& del -óiòtema de ne£enencia AinOdic, fa quaòipeniodie de ^neqain-
H +3 H

eie& neòpectiveó (-2e) i (-2e) -1 , uu>ant vaniableò d1 acció-
1 10

angle. Si (-2e) fa nacional, aque&t ilux fa peniodic; en caò contna-

ni, engddie Aobne el ton l£K .

En la zona hiperbòlica (E>0) , la varietat I no està afitada,

és un cilindre; no podem usar, per tant, la tècnica de les variables d’ac-

cio-angle. Donarem només informació sobre el comportament prop de l'in-

finit. Es poden escriure les equacions del moviment prop de l'infinit en

la forma: r=pr » $=K(l/r)2-l , pr=-l/r2(l+0(l/r)) ; d'on, la partícula
arriva espiralant a l'infinit,fent tendir la velocitat angular a -1 i la

1/2
velocitat radial a (2E)
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Donarem, finalment, unes idees del moviment en el cas K=0 .

* 2
El flux hamiltonià és molt simple: r=pr , 0 = -1 , pr=-l/r . Per

tant, el moviment de la partícula infinitessimal es produeix segons una

recta en el sistema sideri; en el sistema sinòdic, té a més un moviment

de precessio de velocitat angular igual a -1. Si E<0 , aquest cos es

mou fins a una distància r^(E)=-l/E i torna a l'origen de coordenades
amb velocitat infinita. Quan E>0 , la partícula arriva a 1'infinit amb

1/2velocitat radial (2E) i si va en derecció contraria també arriva a

l'origen amb velocitat infinita.



6. Solucions semiexplícites del problema de 2 cossos.

Treballant en el sistema de referència sideri i en coordenades polars

i usant ({7},pp.146-8) tenim les relacions:

d0
2K

d(1/R)

2pR(R,E,K)
= const. (6.1)

-t +
dR

pR(R,E,K)
= const.

essent pR(R,E,K)=(2E+2/R-K2/R2)1/2
De (6.1):

Ro(0) =
K

21/2 - -

1+(1+2EK ) ' cos(0o-0) l+ecos(0o-0)
2 2 1/2

on hem fet A=K i e«(l+2EK ) ' . 0 be:

R (0) = 0n + arc cos((X/R-l)/3)o U

(6.2)

2
Per tant, el moviment té lloc sobre una cònica de parametre A=K i

2 1/2
excentricitat e=(l+2EK )

De (6.2), s'extreu:

t = (-2E)"3/2arc cos((1+2ER0) (l+2EK2)·1/2K-2E)"1/2(-2ER2-2R()+K2)1/2 ,
(6.3)

en la regio el·líptica.

2 -1/2 -1
Usem la variable u tal que cos u=(1+2ERq) (1+2EK ) i a=(-2E)

que resulten ésser l'anomalia excèntrica i el semieix major de 1'el·lipse,

respectivament (veieu

La relació (6.3) es transforma en:

u — e sin u = a 3^2t (c.qtuz(Lt5 dz Kzp-tZA) (6.4)
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Canviant el temps t pel temps fictici u , la següent proposicio

ens dona les solucions de les equacions del moviment del problema de 2

cossos en els sistemes sideri i sinòdic, (1.5) i (1.6).

Ph.opoòicjó 6.1. Le6 bolucjonb dzl pn.oblzma dz 2 cobbob en la azgió

zl.tiptiza, en funció de l'anomalia zxcznthjca u , &6n:

Rq (u) = a( 7-eco^u) , 0Q (u) =Q+ah.z cob ((co^u-e) / (1-ecobu)) ;
7/2

p_ (u) =ebinu/(a ' (7-eeo.óu)) ,

0
en e£ bibtema bidzhi; 1

3/2
Tq(u) = a(7-eC04u) , 6q(u)=0+oA.C ZOb ((C04u-e) / (1-eC0bu)) -a ' . (u-e4inu) ,

7/2
p (u) =e4inu/(a ' (7-eco-óu)) ,

r0 -

en ei bibtzma binddia

En la zona parabòlica convé usar la variable z , tal que

cos z = K/(2RQ)1/2 = C/(8RQ)1/2 ,

que és l'anomalia excèntrica en el cas parabòlic.

La relació entre z i el temps t és:

t = c3(tgz+tg3z/3)/16 (zquacM5 de Baakzh.) . (6.5)

D'on:

Vh.opobi.ojJ5 6.2. Le6 bolucjonb dol ph.oblzma de. 2 zobbob en la zona

pahabòljca, en fiuncjó dz l'anomalia zxztnthjza z , b5n:

R_(z)=C24ec2z/í , 0_(z)=0+2z , p {z)=2bln2z/C ,
0 u kq

en ei biAtema bidzhj} i.

r_(z) =(^bzzzl% , 0 (z)=0+2z-C^(Ígz+·&}^z/3)/76 , p [z)-2bi.n2z/C ,0 u ro
en ei 4ióiema blndcUc.
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Es pot donar un tractament uniforme a les solucions del problema de

2 cossos en les tres regions el·líptica, parabòlica i hiperbolica que es

troba detallat a ({15},pp.42-51) , donarem aquí els resultats que ens

interessen.

Es treballa amb el temps fictici s tal que d/ds=RQd/dt i es no-
ten amb primes les derivades respecte a s.

La transformació de Levi-Civita:

X + iY = (ux + íu2)2
ens permet de regularitzar el problema i transformar-lo en;

UJ - Eü1/2 = 0 , UJ - EU^/2 = 0 (6.6)
que resulta ésser un oscil·lador harmònic en la zona el·líptica.

(En el problema espacial això s'aconseguiria usant la transformació

K-S).

Notem, però, que en l'obtenció de (6.6) s'ha fet fls explícit de la

integral de l'energia. Això explica l'aparent paradoxa de que el pro-

blema de 2 cossos no sigui estable Liapunov i (6.6), sí; ja que en el

problema de 2 cossos una variació de les condicions inicials pot origi-

nar canvi d'energia i, per tant, de freqüència i en (6.6) pressuposem que

l'energia E és perfectament fixada i, llavors, la freqüència resta in-

variant; és a dir, en (6.6) només s'admeten variacions isoenergètiques.

Es poden reconstruir les proposicions d'aquesta secció escrivint les

solucions d'aquest oscil·lador i refent els canvis de variables.

Per donar l'anàlisi uniforme dels tres cassos, s'han de discutir les

solucions de l'equació;

U" + pü = 0

per a p<0 , p=0 i p'>0 .
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Definint les funcions d'Stumpff per: c Cz)a I (-l)kzk/(2k)! n>0 ,n
k>0

la solucio s'expressa fàcilment:

U(s) = U(0)c0(ps2) + U'(0)sC;l(ps2) .

La solucio de l'equacio (6.6) sota les condicions inicials Standard,

es:

U1(s)=U1(0)c0(-Es2/2) , U1(s)=U^(o)sc1(-Es2/2) ,

on E=(2U^(0)-1)/U1(0)2 i e=2U^(0)+EU][(0)2 .

Refent el canvi de variables de Levi-Civita i passant a polars sinò-

diques, tenim:

Rq - Rq + es2c2(-2Es2) ,

PR0= V1+<0 •
on Rq és la distància al perigeu, que en el cas el·líptic val RQ=a(l-e)

Les solucions donades en les proposicions d'aquesta secció surten

fàcilment usant les següents igualtats:

c2n(w2) = (-l)n(cosw-cosw|2n_i^/w2n »

c2n+i (w^) = (-l)n(sinw-sinw |2n_i^w2n+1 »

cn(0)=l/n! ;
i les relacions entre els temps ficticis s , u i z :

u=(-2E)^2s i s=Ctgz/2 .

Les equacions (6.4) i (6.5) son uniformitzades per:

t = RqS + es2Cg(-2Es2) .

S'usaran essencialment aquests resultats en la secció 15, en la uni-

formitzacio d'una solucio del sistema d'equacions variacionals homogenit-

zat corresponent a la perturbacio de 1^ i que només es coneixia pel cas

parabòlic (E=0) .



7. El problema restringit de 3 cossos, pla i circular, com una perturba-

cio del de 2 cossos.

El hamiltonià del problema restringit de 3 cossos podem escriure’l

com:

H(r,0,pr,p0) = Ho(r,0,pr,p0) + Al·l(r,0) .

essent H i Hq els donats en les formules (1.1) i (1.4) i
AH = (l-nO/r^r,©) + m/r2(r,0) - l/r .

Aquesta secció es dedica a explicitar aquesta perturbacio fins a pri-

mer ordre en els casos que sigui prou petita.

Es pot començar aquesta anàlisi considerant m?;0 , perquè si m=0 ,

tenim un problema de 2 cosos de masses m^=l (situat a l’origen) i m^ ,

infinitessimal.

El comportament assimptòtic de AH , quan m tendeix a 0, és el se-

güent;

AH
(m)

m(l/r - cos0/r
2 (r^-2rcos0+l)^2) + O(m^) .

D’altra banda, AH té un desenvolupament assimptòtic en potències de
-1

que deduïm a continuació:

AH = - -
1-m m

|(x,y)-(m,0)| |(x,y)-(m-l,0)|
v ,,, n K, ,, .k.pk(cos0)l ((l-m)m +(-l) m(l-m) )-

k> 0
k+1
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on hem aplicat el ben conegut desenvolupament de
1

>rrr2
en polinomis

de Legendre en el cosinus de r^,r2=ct :

~V", = l Pk(cosà) , r<=min( |r^ | , |r21) , r>=max(\r11 , |r2| )
lr1-r2 I k>0 r>

i la simetria P^(-x)=(-l)^P^(x) , en els casos:

r1=(x,y) , r2=(m,0) i r1=(x,y) , r2=(m-l,0) ;

d'on,els angles emprats son: 0 i tt-0 .

Explicitant els primers termes del desenvolupament anterior obtenim

un desenvolupament assimptòtic de AH en potències de r ^ , quan r

tendeix a infinit:

AH(i/r) = r 3(m(l-m)(3cos20-l)/2 + 0(r 1)) (771)'
Intentarem escriure aquesta perturbacio en termes de C ^ , quan C

és gran; en realitat, només l'afitem. La corba de velocitat zero exterior

(4.2) delimita el recinte de l'espai de configuració que estem estudiant

i té 1'equació:

C = r2 + 2(m/r1+(l-m)/r2) ;
si C és gran, r també ho serà i es poden relacionar afirmant que r

està afitada inferiorment per la r corresponent a la corba de velocitat
2 -3

zero exterior i, conj que C=r +2/r+0(r ) en la corba de velocitat zero

exterior,

r < C1/2(1+0(C-1)) ; (7.2)

d'on: (C/r2)3/2<(l+2/r3+O(r~5))3/2=l+3/r3-H)(r"5)<l+0(C-3/2) ,

que ens permet d'afitar l'expressio (7. ):

AH(1/c) < C-3/2(l-K)(C~3/2))(m(l-m)(3cos20-l)72-K3(C"I/2)) =
= C_3/2m(l-m)(3cos20-l)/2 + 0(C~2) .
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És a dir, quan la constant de Jacobi és molt gran, el problema es

pot entendre també com una perturbacio petita del problema de 2 cossos;

això és degut, com hem vist, al fet que C gran força a moure el tercer

cos a una distància molt gran dels primaris de manera que gairebé confon

llur interacció; quan C es fa infinita,tenim un problema de 2 cossos.

Aquest raonament ens porta al següent: un problema restringit de

3 cossos, pla i circular amb la distància entre els primaris prou petita

i una constant de Jacobi finita es pot reduir al cas anterior, un pro-

blema amb distància entre els primaris unitat i constant de Jacobi molt

gran, i recíprocament.

En efecte, considerant aquest ültim problema i que, per simplificar,

el tercer cos esta formant triangle isòsceles amb els primaris i a la

mateixa distancia de tots dos, aquell els veu sota un angle 2a tal

que:

-

r? - ^T72 (1 + 0(crl» •

per tant, per conservar aquesta condicio per a una distància entre els

primaris més petita, d , i una constant de Jacobi , aquestes han de

cumplir la relació:

C, = Cd2
d

que ens permet d'afirmar que AH té un desenvolupament assimptòtic segons

el petit paràmetre d , del tipus:

AH,,, = d3cT3/2m(l-m)(3cos2e-l)/2 + 0(d4) .(d) d
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S'ens presenta el següent problema: al tractar un problema restrin-

gut de 3 cossos amb la distància entre els primaris petita tenim dificul
g

tats ja que, segons la 3 llei de Kepler, es mouran a velocitats molt

grans i quan d=0 (problema de 2 cossos) la velocitat d'aquests serà

infinita. Per evitar-la, aprofitem el raonament anterior i convertim el

problema en un que té distància entre els primaris unitat i constant de

Jacobi gran, que també presenta inconvenients: si C és gran, la corba

de velocitat zero exterior està prop de l'infinit de forma que, quan C

sigui infinita, la corba es redueix al punt de l'infinit. Ara bé, evi-

tar aquesta dificultad és facil, donat que la corba de velocitat zero

cumpleix 1'equació (4.2). Fent un escalat de les variables de posicio:

(x,y) = C1^2(x,y) ,

tenim la corba de velocitat zero exterior en aquestes noves variables:

C1^2 = 2((l-m)/r1 + m/r2)/(l-r2) ,
- -1/2 - -1/2 - -1/2

essent r=C r , r^=C ri i r2=C r2 . En aquestes noves varia
bles, quan C es fa infinita, la corba de velocitat zero exterior ten-

deix a la circumferència de radi rQ=l que permet l'estudi del compor-
tament prop de l'infinit.

D’on:

Pk.opoaàjú.6 7.1. Podem zonAidznnx un paobtema azò&u.ng&t dz 3 zoaaoa

pta -í cuAzuZaA. com una pztZta pzrutuH.bacU.6 dzt dz 1 zoaaoa, quan m , C

o d aíqàji paou peXJXA.



8. Aplicació del teorema del twist de Pfoser a petites perturbacions del

problema de 2 cossos.

Les variables d'accio-angle ^i»®2'*1’*2^ introduides en la secció
5 son les mes adequades en la regió el·líptica del problema de 2 cossos

perquè produeixen una gran simplificació del problema: el flux hamiltonià

ès quasi-periòdic en aquestes coordenades, com indiquen les equacions (5.1).

De totes formes, en el sistema sideri, és periòdic.

Aprofitant aquest fet,podem estudiar les petites perturbacions del

sistema de la següent forma:

Fixem C i suprimim una altra de les variables del sistema, usant

1*aplicació de Poincaré sobre una secció transversal al tor sòlid obert

que representa la regio el·líptica, tal que la imatge d'un punt de la

secció és el nou tall de l'òrbita del flux que passa per aquest punt amb

la mateixa secció.

Si tallem per plans $j=const. obtenim la següent aplicació sobre
la corona (K^,Kp)xS^ :

T(I2,0) = (i2,e+2Tr(I1(I2,C)+I2)3) ,

on la funció I^I^C) es troba aïllant en l'equació de 1c escri-
ta en les variables d'accio-angle:

C = (Ij+I^-2 + 2I2 .

Per tant:

T(I2,0) = (i2,e+y(i2))
on y(I2)=2tt(C-2I2) 3^2 .

9
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Aquesta apicacio és un twist ({13},p.227) , ja que

Y' ^^>0 , en la zona el·líptica.

A més, com que ® son variables conjugades, aquesta

aplicació conserva mesura; veieu ({4},p.237).

Estem, per tant en les condicions del teorema del twist de Moser

({13},pp.227-243) que apliquem d'immediat a les perturbacions dels ti-

pus permesos en la secció 7 i que també permet aquest teorema: el teo-

rema del twist ens assegura l'existència de corbes invariants en la co-

rona (Kç,Kp)xS^ i, per tant, l'estabilitat de les òrbites amb moment
angular sideri pròxim a Kç (òfibj£z& pZtiZòdLiquZl) dz pfujnZïux. ZL·pdlJjL).

D'on:

Tzonoma 8.1. En dU ptioblmu A.u>&Ungdti> dz 3 zoíòoò, plam l

cÓLCLiíau amb m , C * o d pn.ou pztdtò 4*cu>i>zguhjx V z&tabsCLítat dz

■ÍZ& ònhÀXzii pznJJòd/quzi, dz ptrÀm.ZAa. <^phú,z.



9. Variables de McGehee.

Les variables de McGehee, en {II'},es defineixen per la transformació:
2

r= 2/q , q<0 ; Pr * p , pQ « u •

En aquesta secció es dona una breu exposicio del que hem fet en les

seccions anteriors, usant aquestes variables.

Les varietats invariants del problema de 2 cossos,(2.1) i (3.1),

s'expressen així:

ïEk = í(q»P) I (p2+K2q^/4)/2 - q2/2 = E} x S1 ,

Ic = {(q,P,w) I 2(1) - p2 - 0)2q^/4 + q2 = c} x s1 .

El teorema 2.1 pren la forma:

T<LOK.<Zma. 9.7. S-i KfO :

IEK=(Í ' qaan E<(·Zk2)"? •

IEK={(q=qC=zí/2/KP’p=0)}xSl2:Sl' qUCin e=(-2kZ)_Í •

IEK={(q,p) |(p2+K2q4/4)/2-qZ/2=E , q^(E)$q<q2(E)JxS1- T2
quan (-2k2) *<E<0 , on q2 3(E) =2(7 + {7 +2ek2}^2)/K2 .

I_»{ (qFpï |(p2+KZq4/4)/2-qZ/2 = E , 0<q<q (E) JxS1-® xS1 , quan E>0 .

IE0 = {(q,p) |(pZ-qZ)/2=E , q<q4(E)}xS1^]RxS1 , quan E<0 ; q4(E)«f-2E)
IE0“^q,p^ I(pZ_c1ZJ/Z=e * q>0}xS1=5Ox]RxS1 , quan E>0..
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Les proposicions (3.1) i (3.2) es transformen en:

?h.opoi>tcjL6 9.7. ic <Lt>ta. fionmcut pzn:
a) una habita cMtaulaa: C={(q=q^= 2?/Z/Kç,p=0,w=Kc }xS1=CxS1 ,

ò) òab.itte zZ.Jtlpttqu&A:

E={(q,p,w) |2a)-pZ-coZq4/4+qZ=C , we(Kç,Kp) }xS1 =ÈxS1 ,

c) habitem panabbL·Lquzò:
P=í (q>P>w) I p^-q^+C^q4/16 = 0 , 0)=Kp}xS^ = PxS^ ,

d) òablte-ò hlp2Ji.bbtl.qu2M:

H = { (q,p,M) |2o)-p^-w^q^/4+q^=C , (J>Kp}xS^=RxS^ *;
3

on Kj. ÍM la &olucló m&ò gaan de 2w -Ciú+1=0 1 Kp=C/2 .

?n.opo&lcujS 9.2. È tatla 1í en daeó baanquem:

B2 3=^q2 3 Jf7 + í7 +a)2 í2íaj-G) )7) /oo2,oj) , üje(Kç,Kp)} ;
P tatZa en e£ punt:

(qp=2/Kp=t4/C,w=Kp) ;
1 H , en ta baanca:

B^={(q2(w),w) , W>Kp} .

t
Si apliquem la transformació de McGehee sobre I , podem dir el

L*

següent; S'observa que la paràbola sobre la qual hi ha la "carena" de
-ext x 1/2
1^ s'ha transformat en la hipèrbola q=2 /w del mateix pla 11 .

Aquesta varietat talla el pla {q=0} en la corba d'equació: p =2co-C ;

que dona la velocitat radial amb que la partícula arriva a l'infinit,

fixats la constant de Jacobi i el moment angular sideri.
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Aquestes variables presenten el mateix problema que les polars sinò-
• ~0Xt

diques quan a la no■injectivitat del sistema (q,p) per descriure I
v

(veieu la secció 4) .Si anem dibuixant sobre un pla q-p les projeccions

de ï^Xt íw=const.} per a valors de 0) creixents, s’observa que aquestes
corbes es comencen a tallar a partir del valor de la variable oú ,

corresponent a la corba de velocitat zero exterior. Per simplificar, consi-

derarem C gran i, per tant, segons la proposicio 4.1, aquesta corba es

troba a la zona hiperbòlica. Una representació del que passa es troba a la

figura 8. L’evolvent d’aquestes corbes resulta esser, usant ({12},p.292) :

4 2 2
4/q - p + q = C .

En la regio de corbes interior a aquesta evolvent, qualsevol punt es

punt d’intersecció de dos corbes amb valors diferents de to : to^ i .

En la mateixa evolvent, el valor de to està determinat unívocament.
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Les equacions del flux del problema restringit de 3 cossos que trac-

tem (1,2) es transformen en:

q = -pq3/4 , è * -1 + q^w/4 ;

p = -q^/4 + q6 + ü)2/8 - Re(e i0g(2ei0/q2)) ,

0) = -2Im(e g(2e /q )/q ) ;

on g(z)=(l-m)(z-m)/|z-m|3+m(z-(l-m))/|z-(l-m)|3 -z/|z|3 , z=x+iy .

La deducció d'aquestes formules pot trobar-se a {10}

Les solucio d’aquest sistema d'equacions, quan m=0 , en funció de

les anomalies excèntriques el·líptica i parabòlica en cada cas son, trans

formant les proposicions 6.1 i 6.2, les donades en la següent proposicio.

Propoò*Ccló 9.3. En la A&gló eZ.llptlca:

qQ(u) = (2/(a(7-ec.04u) ) ) ,
3/2

0q(u) =Q+aAC coò ((co4u-e) / [l-eco·&u] )-a ' (u-eó^óiu) ,
7 H

Pq (u) =eòlnu/ (a (7-ec.o4u)) ;
3/2

on u-eAlnu=a t [equació de Kepler).

En la regió parabòlica:

qQ(z)=4co4z/C , BQ[z)=Q+2z-C^[tgz+tg^z/3)/16 , pQ (z) =2-ó/tn2z/C ;
2 2

on t=C[tgz+tgz/3)/76 [equació dc 8arker).



10. Perturbacio de les òrbites parabòliques. Introducció.

Quan m=0 , la varietat d’òrbites parabòliques P (varietat inva-

riant del punt de l'origen, si usem variables de McGehee) té les dues com-

ponents, estable i inestable, identificades i s'expressa analíticament

per l'equacio (proposició 9.1):
2 2 2 4

p = q - C q /16 . (10.1)

P talla el pla 11 en la circumferència q=qp=4/C .

Si m és petit i no nul, volem veure con es modifica aquesta va-

rietat en el primer ordre de la teoria de perturbacions respecte al petit

parametre m , particularitzant en les interseccions amb 11 d'aquestes
s u

varietats estable i inestable, W i W , que ja no coincidiran.

Començarem aquesta anàlisi expressant el primer tall de WU amb

com una funció de l'angle 0 del tipus:
«

qp(6) = qp + mqp(0) + 0(m2) ,

on pretenem calcular qp(0) • El tall de W és simètric d'aquest respec-
te 0 -*■ -0

Per guanyar simplicitat i seguint {10) es treballa amb les variables

v=9_q i w=9_p i s'obté el següent sistema d'equacions variacionale
0 6'

en v i w :

v = b,, (t) .v + b. 0 (t) .w + 9 j=, (0,t)11 11 0 1
w = b21(t).v + b22(t).w ’

on bu-Cqj;p0/(4(2-q^/4)) .b^-q^+Sq^/ie+q^CÍ-aq^C2/*) / (8 (2-q*C/4) ) ,

b21=·q0^4 » b22*-^q0P0^4 ’
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c1=-qoC(i+q2(i+q2cos0o+qg/4) 1^2_qo+(ïocos0o^2)^8^2_qoc^4?^-
-qoíü-qQcosOjpM-u+qgCosOo) (i+q2cos0o+qg/4) 3/,2/g) ;

on (qg(t),0g(t)jpgít)) és la solució del problema de 2 cossos.

Per facilitar la integració es canvia el temps t per l'anoma-

lia excèntrica parabòlica z introduida en (6.5), les equacions variació-

nals homogenitzades en qüestió es transformen en:

256 sinzcos z

C3 2-64cos^z/C
5 3

. 8(-secz+3cosz)-256cos z/C
-•V + \~{ w

2-64cos z/C

w^-secz-v - 3tgz-w

Raonaments paral·lels als de la deducció de la proposició 5.1 de la

referència que estem seguint ({10},p.166) ens porten a afirmar que, en z=0

w(0)=8_qp(0)=-(2-64/C3)•
0 P

f ! lósinzcos z sin0 (4+2a"3/2-3A~5/2(2+16cos2z>cos0/C2)) +
0 2C3-64cos^z

. 4096sinzcos z . ,, a-3/2x
H ; sin0 (1-A ) dz ;

(10.2)

3 4 2
(2C -64cos z)

on 0=-C3(tgz+tg3z/3)+0+ïï/2+2z i A=l+16cos2zcos0/C2+64cos^z/C^ .

L'unic canvi que s'ha fet respecte a la referència és la no parti-

cularització del valor ïï/2 per a 0 .

Coneixem, per tant, l'òrbita parabòlica per a z=0 , que correspon

al primer tall amb H .
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1,7Considerem que qp(9) te un desenvolupament de Fourier del tipus:
i

q*(0) = An + £ A,cosk0 + £ B, sink0 .U
k>l k k>l ■

Podem conèixer els coeficients i , k>l , quan obtinguem

el desenvolupament de Fourier de w(0) :

w(0) = £ A^cosk0 + £ B^sink0 ,
fent!

k>l k>l

A^ = -Bk/k i Bk = Àj^/k , k>l . (10.3)
En realitat, el que s'aconsegueix és la determinació dels termes

dominants del desenvolupament assimptòtic de Aj^ i Bk , k>l , quan C
tendeix a infinit i m tendeix a 0, que detallem en la secció següent.

En la secció 12 es determina el desenvolupament assimptòtic de Aq ,

que requereix un trqctament diferent.

Els resultats obtinguts i llurs conseqüències es donaran en la sec-

ció 13.



k>l .11. Comportament assimptòtic dels coeficients i ,

Fent el canvi x=tgz i usant les següents notacions:

§=C3(x+T3/3)/16-2arc tgT , X=S(x+x3/3) , ó=C3/16 k=8/(C2(1+X2)) ;

(10.2) es transforma en:

w(0) —(1-2/5).
2 3(1+tV

[6(1- - .VA )2 2'(1+tV
*l +

d«2)5
62(1- 2/6 ■2

2 2;Ü+tV

sin0 dx

(11.1)

essent Q1»4+2A~3/2-6A-5/2(l-HCcos0) , Q2=l-A-3/2 , 0=0-§+ír/2 i
2

A=1-2cos(0+tt)k+k .

Comencem els càlculs fent el desenvolupament de A en polinomis

de Gegenbauer, C^V^ ({l},pp.776 i 783):
A-V=(1-2cos(0+ïï)k+k2)-V= l C^ (cos(0+ïï)) ;

ri^O n
„(v), V r(V+m)r(v+n-m) ,, „

on C (cos<j>) = l — j cos((n-2m)<p) .n
m=0 n!(n-m)!(r(v))Z

Tractarem de veure quins coeficients dels desenvolupaments de Q^sin0
i Q2sin0 en termes de sin0 i cos© donen una contribució assimptòti-
ca (per a C gran) mes elevada en el càlcul de w(0) ; així com, quins

son els termes dominants dels desenvolupaments assimptòtics dels coefir

cients i , k>l .

Necessitarem mes endavant els termes dominants dels desenvolupaments

assimptòtics, quan 6 és gran, de les següents integrals:
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\<«>

jk«>

V»

cos(ó(x+x^/3))(1+x2) Slx ,

0

sin(6 (x+x^/3)) (lJ*T2)~kdx ,

0

f°°
I xsin(ó(x+x^/3))(1+x2) ^dx
J0

xcos(ó(x+x^/3))(1+x2) ^dx
0

Integrant per parts, s’obtenen les següents fórmules de reducció:

*

ïózir Tk-2<» - Vs) - üèïT <1-5·WS» • k>2 •

Del lema 5.2 c) de {lO), 1^ es comporta com exp(-25/3)5 ^ .

Estudiem el compotament dels :

Considerem les corbes r(R,e):0-A(R)-B(R,e)-C(e)-D(e)-0 de la fi-

gura 9. Els punts C(e) i D(e) pertanyen al cercle x=i+ee
i4>

£ pe-

tit. L'arc C(e)-B(R,£) està definit per Re(x+xJ/3)=0 ; o sigui, escri-
2 2

vint x=p+ia , és un arc de la hipèrbola: 3+p -3a =0 ,

Integrem h(x)=exp(i6(x+x^/3))(1+x2) ^ al llarg de r(R,e) , fent

tendir després R a infinit i e a 0.

Si posem x=Re1<^ en A(R)-B(R,e) , |h|<exp(-ó(Rsin<{>+R sin3<}>))/R ,

lim
R»-“

/•B(R,e)

A(R)
h = 0

0

Fig. 9
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Com que h és holomorfa en les regions interiors a les corbes

r(R,e) :

fB(R,e)fD(e) fC(e)
lim h + lim h + lim
E+0 0 £-*) J D(e) e-*0 ■ C(e)

h = h1(e)+h2(e)+h2(R,e) .

R-*»

Les integrals que apareixen en els diferents arcs tenen termes en

n
e , n<0 , n=0 , n>0 i lne . Si n>0 , fent el límit quan re·'K) ,

se'n van; els termes en e11 , n<0 i en lne , s'hauran de compensar

forçosament perquè els 1^ i els , k>l , son finits; quedaran només
els termes amb n=0 , que calcularem.

En la demostració del lema 5.1 de {10} es veu que el terme en e^
del desenvolupament de t^Ce) és:

a0 = (ff/2)i*Res [exp(i6 (t-H3/3)) (1+r2) k;r=i] ;
_2 §/3

Re Sq i Im Sq tenen comportaments del tipus ^y (k) ( ^ •e > essent
P ... (6) un polinomi de grau y(k) en { , on y a la seva vegada és
y

una funcié polinomial. Es veu també, en la mateixa demostració, que el

desenvolupament de h^C00^) no té termes en e11 , amb n parell i, per
tant no en té en n=0 . No es fa en aquella demostració el càlcul de h^(e)
perque és imaginari pur i no dona contribució en el càlcul dels 1^ . Si
estem interessats en el valor de , necessitem fer-lo (en realitat, vo-

lem només el terme en n=0 del seu desenvolupament en e11 ):

ri(l-e)í1'
>l(e) = Jo

exp(ió(T+T3/3))(l+T2)"kdT =

■í,

rl-£

0

1

exp(-ó(Ç-Ç3/3))(l-Ç2rkd£ =

exp(6(-2/3+n2-n3/3))(2-n)“kn“kdn .



48

Siguin í,(Ti)=-2/3+ri^-ri^/3 , ’F(ri) = (2-n) kp ^ ; usant els mètodes

de Laplace i dels descendiments ràpids ({6},pp.36-40):per fer els desen-

volupament assimptòtic de la integral en questio, cal calcular-la només

en els entorns dels punts en que $ pren un valor mínim i d'aquells

en els quals ¥ és singular; en el nostre cas, prop de ri=l,0 .

Per tant, siguin y i y»e prou petits; usant la secció 2.7 de

{6}, tenim:

[ exp(6$(n))'i'(n)dri = [ exp(6(n-l)-(n-l)3/3) (2-m) kq kdn =J 1-y ) 1-y

= fY exp(-6(ç-ç3/3))(l-ç2)-kdç = 6~1+2(l+k)5~3+0(6_5) ;
J0

-26/3 j-k+1_ j-k+1
exp(6$(q))’l'(n)dq = -—r— • ( £ b (- — ) + b -ln(y/e))..

2K j?0 2 j-k+1
j/k-l

Es veu que el terme en d'aquesta segona integral té un

comportament del tipus exponencial negativa en 6 .

D'on els termes dominants del coeficient de del desenvolupament

de h^(e) seran:
6"1 + 2(l+k)6~3 .

Resumint:

Lma 11.1.

Ik(6) » 0(6
1^(6) = 0(6

(k-7)/2 e-26/3j
(k-2)/2 e-26/3,

Jk(6) = 6"7 + 0(6"3)
N,.(6) -

k+1

ZCk-7]
5-2, 0(5'4) .
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Introduint els valors dels polinomis de Gegenbauer:

c£V)=l , (cos(0+ïï))=-2vcos0 , (cos(0-Hr))= (v+l)cos204v^
en O^sin© i (^sinG , tenim:

O^sinG = (4+2(1-3kcos0+|k^(5cos20+3) + Rj -

-6(1+Ksin0) (l-5Ksin0+|K^(7cos20+5) + R'^sinG =
2

= -3k sin0 + 9<sin20 + R^
Ui.2)

i

C^sinG = (1-(1-3<cos04^k^(5cos20+3) + R^))sin0 =
9 2 3

= —7k sin0 + -KsinG + R„4 2 2

de forma que els coeficients dels termes en sink0 de R^ son combina-
cions lineals de potències de k , essent k la potència de grau mes baix

del terme en sink0 ; això es deu a les relacions:

cosj0*cos0 = (sin(j+l)0-sin(j-l)0)/2

cosj0·cos0·sin0 = (sin(j+2)0-sin(j-2)0)/4

i al fet que els coeficients dels termes en coskG de R’ i R^' tenen
el terme k com a potència de K mes baixa. R2 té un comportament del
mateix tipus que R^ .

Es té:
A

Q^sinG = 9x:cos20·sin20 - 9Ksin20·cos20 - 3k sin0*cosG +
2

+ 3k cos0*sin0 + R^ ,

i, per tant,el següent comportament de :

B = | l (t)^ (l+i2)-2^ Kcos20*dT(l+o(l))1 ò
JO (1+0 j?0

perquè l’altre sumand de (11.1) és del mateix tipus, però porta un factor
-2 -1

6 en compte de 6
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Tenim:

Tcos20 = xcos2X·cos(4arc tgx) - Xsin20*sin(4arc tgx) (11.3)

S'obté fàcilment el següent lema:

Lema 11.2. a) coAlnaAc tgx)=1^(11+x2}~1^2) , on í& et potí-
nomí de. Ckeby&heo de. 1a espècte de gnau n .

b) La òuma deJU> coefitctentA det deAe.motu.pame.Yvt de Atn(naA.e tgx)
2 -1

en potineteA de (7+x ) íò zeAo.

L'apartat a) d'aquest lema ens diu que;

cos(4arc tgx) = T^((l+x2) ^2) = 8(l+x2) 2-8(l+x2)-*+l ;

l'apartat b) ens assegura la no contribució del segon sumand de (11.3)

en el càlcul de , degut a que produeix una combinació lineal de ,

els coeficients de la qual só'n del tipus donat en aquest apartat del lema

i a que els termes dominants dels desenvolupaments assimptòtics de

no depenen de k , segons el lema 11.1 .

Per tant,

9-8
B2 " 6 C2 j >o ^^ ^(8N6+2j"8N5+2j +N4+2j > <1+0 <1>>

(SÍ - + ii5j l! u+0(1)) . lülli (fU(Ho(l))
r 5 j j

Els coeficients , k^l,2 provenen dels termes en sink0 de les

expressions (11.2) i aquests porten un factor < ; el terme en sin0
2

porta, però, un factor K . Per tant, fent càlculs paral·lels als fets
-2

per a B2 i tenint en compte que K porta el factor C i les relacions
(10.3), es veu que el terme dominant de ,k^l,2 té un comportament del

tipus A2C 2^ ^) i que A^ el té com A2C 2 .
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D'on:

Vh.opoí>ÀJÚ.6 7 7.?.

Ar - o{C-73) , A2 = - C-77 í 7+o(7) J ,

En {10} es demostra el comportament dels

= 0(C'7"2 )

» que resumim:

?h.opoí>yL(ú.6 7 7.2.

B1 = 1 c”7e”c3/24(T+o(I}) , Bk = 0(e"kc3/24) , k>2 .

, k>3



12. Comportament assimptòtic de Ap

Sigui F el camp creat pels primaris en el punt en que es troba

la massa infinitessimal. Voleip calcular l’efecte promitjat del camp F

quan els primaris donen una volta completa al voltant de llur centre de

masses, considerant m i C ^ prou petits, i comparar-lo amb el camp

Fq del problema de 2 cossos.
Donada una funció f , periòdica de periode 2ir, notem per f la

mitjana de f en un periode:

r2 tt

f =
2ïï

f .

Lma. 12.1.

—j) H— = —TT ( 1 + ( 1 tO ( 1 ) ) .
r +y -2yrC043 r

T
r

Demostració:

1
_ 1 2 rcosò'.-l

9 9 ~ 9 9 o o >
r +y -2yrcos$ r +y r +y

2 2
= -~9* i (1+ -~^r? cosB + |Z>o r9~~9 cos^3 (l+o(l))) =

r +y r +y (rV)

-

~r~x d+ —9U- ~ (i+o(i))) =
r +yZ (rV)

= \ (1- ^(l+o(l)) (1+ ^-(l+o(l))) =
r r r

= d+^d-tod))) □
r r
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D'on, aplicant el lema anterior per a y=m,l-m :

F = ï—21 + 2 =
2 2 2 2

r +m -2rmcosB r +(l-m) +2r(l-m)cosS

= (l+\(l+o(l))) +-^(1+ ^~m2)2(l+o(l))) =
r r r r

= -4- (1 + "% + 0(m2) + o(r 2)) .
r r

És a dir, l'efecte promitjat del camp, quan m i C ^ son petits,

és el mateix que el d'un problema de 2 cossos en el que la massa que crea

el camp no és l,sino:

M = 1 + mC-1 + D(m2) + o(C_1) ,

usant (7.2). En aquest problema, la varietat d'òrbites parabòliques talla

el pla 11 en la circumferència de radi qp+mAg , ja que mA^ és la per-
turbacio promitjada de qp . Aquest raonament ens permet de trobar Aq :

La varietat d'òrbites parabòliques d'un problema de 2 cossos, en el

que la massa del cos que crea el camp és M , té 1*equació (modificant

(10.1)):
9 ? L 2

p + C q /16 - Mq =0

i talla 11 en la circumferència:

q = qp = |r M1^2 = £ (1 + -^ + 0(m2) + o(C 1)) .

D'on:

Vnopo&iH'Ló 12.1.

Aq = 2c"2 + o(m) + o(c”Z) .



13. Perturbació de la varietat d’òrbites parabòliques. Resultats.

Recollint la informació donada en les seccions 10, 11 i 12, enunciem

el següent teorema que dona els desenvolupaments de Fourier assimptòtics,

quan m i C * son prou petits, de les primeres corbes de tall de les

varietats invariants de l’origen, W i W , amb fl i que notem per

Tzonma. 73.7.

qu,s(è) = 4C~1 * m [ 2C~Z {7 +o [7)) - b£.— c~J 1 {1+o [1) )zoà2Q t

i
J c"7e~c ^24àlnB + O(c"*3)co40 +

3
+ l 0(C~7~2j)zoàjè + l 0[z~jC /24)àlnjd] +

j>t M
+ O(m^) .

Cok.oI.IoaI 73.7. wu l Ws zà tallin zn ztà pantà amb 0=0, ir dz ^

amb un angle.:

3
m J C ^ e C ^4 (7 +o (1)) +0 (m^) .

CoKol.laAl 13.2. El pKoblzma Kzàtnlnglt dz 3 zoààoà, pla l zlAzulaA

no íà IntzgKablz.

Con.ol.laAl 13.3.

rnln q1*9 (0) = 4c 1 + m {Aq+A2 (7 + o[ 7 ) ) + O(m^) =
= qu’s(0) (7 +0 {7)) = qu"s(ïï) (7 + o(7)) .
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Els dos primers corol·laris es troben a {10}» veieu les considera-

cions fetes en les seccions 5 i 6 d'aquest article. El corol·lari 13.3

es deu a que es el terme dominant i és negatiu; el mínim, per tant,

té lloc tant a prop dels punts que fan màxim cos20 , tant

a prop de 0=0, ïï cojn vulguem.

Malgrat el corol·lari 13.2, podem parlar d'una quasi-integrabilitat

en el sentit següent:
S 11

Si el sistema fos integrable, W =W i, per tant, P+^=P pero,
11 s

l'angle de tall és extremadament petit quan C és gran i W i W

gairebé cincideixen en el primer tall amb 11 , la separació maxima

entre les corbes P+^ i P_^ té lloc tant a prop de 0=Tï/2 com vul-
guem (fent m i C ^ prou petits) i val:

3
m j C-1e~C /24(l+o(l)) + 0(m2) .

^ 11 s \ ,

Es a dir, W i W encara que matemàticament nocoincideixen,

des d'un punt de vista físic es confonen, quan m i C ^ son prou pe-

tits. Per tant, en aquestes condicions, semblarà integrable. Àdhuc, fi-

xat un valor E tal que físicament siguem incapaços de detectar dife-

ràncies entre P . i P . més petites que £ , i donats m i C *
Ti “1

petits podem dir si es veurà o no com a integrable. Per exemple, si

E=10 *2 i m=0.1 , és suficient C>8.2 .

Analitzant els resultats, veiem que:
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Aq , efecte de la perturbació promitjada, és positiu i, per tant,
fa créixer els valors de qp’ ; l'efecte màxim de les ondulacions de les
corbes (separacions respecte a la circumferència q=qp’s=qp+mAQ ) tenen
lloc en la forma A2COS20 i fan mínim el valor de qp’ en punts tant a
prop de 0 i ir com vulguem. L'efecte màxim de separació entre les dues

corbes, així com l'angle format en els punts d'intersecció de P+1 1 P-1

(0=0,tt) els dóna el terme B^sin0 , essent la separació màxima tant a prop
de 0=tt/2 com vulguem i val, com l'angle d'intersecció, 2B^ .

Per acabar aquesta secció, fem una petita comprovació dels resultats

d'aquesta secció, obtinguts analíticament. Els compararem amb els resul-

tats experimentals donats en la gràfica 12 c) de {10} , que calcula el

coeficient del terme de 1 ordre en m del primer tall de la varietat

parabòlica perturbada amb .

Considerem només els termes analíticament més importants del desen-

volupament de Fourier, quan C és gran, d'aquesta magnitud:

f (0)=AQ·+A^cos04A2Cos20·fAgCÒs30+B^sin0 .

Podem plantejar un sistema d'equacions en Aq , A^ , Aj , A^ i

Bj , mesurant els valors de f(0) , f(ir/2) , f(ïï) i f(3ïï/2) sobre la
gràfica en qüestió:

Aq + Aj + A2 + A3 fs f(0) - 22 mm.

Aq - A2 + = f (tt/2) - 27 mm.

Aq - Aj^ + A2 - A3 =s f (tt) sí 13 mm.

Aq - A2 - Bx * f(3ir/2) * 33 mm.
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Prenent cura dels escalats de la gràfica:

. f(0)+f(ïï)-f(ïï/2)-f(3Tr/2) 22+13-27-13 0.1 1 „ , , r , „-4
A2 4 “ 4 • TT • 64* -6-15'10

„ .. f(tt/2) —f(3tt/2) .. 27-33 0.1 . 1 .. -4
B1 - 4 " — ÏT 64 * -2*93-10 •

Teòricament:

2^*39 -4
A - -9.17*10

,

5*5.5

, tt -5.5/24
„ . . 1n-3Bl'F53e “2.1-10

Donat que les mesures son molt imprecises i que

gran, veiem que els ordres de magnitud de A^ i

C=5.5 no és massa

son aproximadament

correctes.



14. Afitacio de la zona d'estabilitat.

i

En la secció 13 hem vist que la distàncies a l'origen dels primers
u ♦ s

talls de W i W amb f , P+^ , estan afitades inferiorment per:

qp1} = qp°} + m(AQ+A2( 140(1») + 0(m2) , q£0)=q£ •

En aquesta secció es dona un procediment de càlcul d'aquestes cotes

inferiors per als talls successius, P+n , que notem per qp^ •

Definim A i À com les fites calculades, segons aquest mètode,

de la part promitjada i ondulada, respectivament, de la perturbacio de

la circumferència Yq: U de radi q^ al cap de n talls amb 1f ..

D'on:

q
(n) _

P "
0

qP + A +
n

A .

n

2 2
Coneixem ja , A^ = mA^ + 0(m ) i Aj = mAjCH-oCl») + 0(m ) .

Veiem com es calculen els següents:

Considerem la circumferència ^: (q=qp^=qp^-À^) que està molt a

prop de Yq , pero en E 11 . Y^ es correspon, pel flux no perturbat, amb
una circumferència Y^ 2 molt a prop de 1,°r:*·8en· Yj 2 es calcula a
partir de Y^ imposant que pertanyen al mateix 1^ . Ara bè, com indi-
carem mes endevant, podem conèixer la corba y2 taí que va a Parar> P®1
flux perturbat a Yi , de la mateixa manera que podíem conèixer la cori , /

ba Yj que, pel flux perturbat, anava a parar a l'origen i que explici-
tavem en el teorema 13.1. Llavors,

(2)
qp - rom y9r ‘ é
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és el terme independent del desenvolupament de Fourier de la pertur-

bacio de Yg que dona i es una fita dels termes dependents de
0 d'aquell desenvolupament, de forma que:

4» - ,«> + à2 + ï2 .

Iterant aquest procediment, obtenim tots els A^ i A^ que ens per-
meten de calcular:

lim 9pn^ = qp^ + lim 2 + lim A ;
ir*00 n>°° rr*»

que es una fita inferior de la zona d'estabilitat del problema.

El punt més difícil d'aquest mètode és el càlcul de y^ a partir
A

de Yj j i que detallem a continuació:
En el temps fictici u , els punts de y^ ^ corresponen a u=TT

i els de y£ , a u=0 . Volem conèixer, imitant el que feiem en la secció
10, w(0) en u=0 , sabent que v(0)=w(0)=O en u=ïï ; perquè y^ ^

una circumferència.

v = 3_p i w = 3Qq son les solucions a les equacions variacionals

en el I al qual pertanyen y, i y. 0 i que escrivim a continuació:EK 1 1, Z

V = KqQP0/(4-KqQ) .v + (-qQ+3K2qQ/4 + Kqg(K2qg-2qQ/(2(4-qg))).w + SgCj
w = -(q2/4).v - (3q2pQ/4).w

essent Cj^-KqgÜ+qgCH-qQCOseQ+qgM) 1^2-q2+qgCos0Q/2) / (2(4-Kqg))-
-qg((l-q2cos0o)/4-(2+q2cos0Q) (l+q2cos0Q+qg) 3^2/8)

i (qg(t),Pg(t),6g(t)) , la solució del problema de 2 cossos en IER .

(14.1)
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Sigui (v^,w^) la solució fonamental de les equacions variacionals
homogenitzades en el cas parabòlic, donada en {10}; es pot estendre aques

ta solucio als casos el·líptic i hiperbòlic, usant el tractament uniforme

mitjançant funcions d'Stumpff, descrit an la secció 5.

El resultat obtingut és:

Vn.opo·14.1.

, zn i£K U-2K2)'?<E<0) .

Veiem que, coneixent aquesta informació, hem resolt el nostre pro-

blema de la determinació de w(0) .

Si (v^ (u) ,w^ (u)), Cv^íu) jix^íu)) és un sistema de solucions fona-
mentals de les equacions variacionals homogenitzades en qüestió tal que

(v1»wi)(0) = (1,0) i (v2»w2>(o) “ (o,i) ;
com que

llavors

u

per tot u , segons ({3},p.l91).

Sigui

la solució de les equacions (14.1).
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Fer v(u=0) =w(u=0) =0 implica, per tant, ct(u=7r) = 3(u=Tr)=0 .

D'on:

r'n
w(u=0) = a(u=0)w1(u=0) + 3(u=0)w2(u=0) = 3(u=0) = - 3' du .

Usant el mètode de variació de les constants ({3},p.206)

9c,

6' -ií.
du

V1 1
0

V1 v2

W2

9c

90

1 dt
du

1 9H
dt
du

l .·expC/g Tr (M(v) )dv)

on hem usat també el teorema de Liouville ({3},p.l93) i M és la matriu

dels coeficients del sistema (14.1) escrit usant el temps fictici u .

Tenim, finalment:

w(u=0) 3(u=0)
rTT

exp(-
•u

Tr (M (v) ) dv) du
10

9

que permet de trobar els coeficients dels termes dependents de l'angle 0

del desenvolupament de Fourier de la corba Y2 •

El terme promitjat es troba de la mateixa manera que el Aq de ,

però treballant en el I„ corresponent.r»K



15. Comportament qualitatiu de la regio d'òrbites parabòliques.

Definim en 11 l'aplicacié de Poincaré T tal que a cada punt de H

li correspon el proper punt de tall amb ell mateix de l'òrbita que passa

per aquest punt.

Un punt (q,0) de H dona lloc a una òrbita parabòlica per T*1

(direm que pertany a P,j si arriva a l'origen (q=0,p=0) després de
travessar el pla U n-1 vegades, quan t-*jb» . ídem a una hiperbòlica

|
per T“ (direm que pertany a ) si arriva a un punt del tipus

(q=0,p^0) després de travessar n-1 vegades 11 , quan t->d<» . És a dir,

els punts de P^ sén els punts d'intersecció de WU,S amb 1í , quan
aquestes varietats han travessat n-1 vegades H , quan t->-±°° .

Notem per èls recintes tancants per P+^ , que son els con-
+n

junts de punts de 1T que no s'escapen per T“ . Anem a trobar els con-

+n ±(n-l)
junts que s'escapen per T“ i no ho fan per T i que notem per

±n

Òbviament, E^= CD±i .

Com que TD_1=D1 , E^T-1 (D_1-D1>=S KD^-D^T-1^,/^) Dl ;
essent S la simetria 0 0 •

Veiem com és aquest conjunt: Considerem un raig qualsevol T que

surti de l'origen i vagi a parar a 3D^=P^ . Tr és una corba que surt
de l'origen i va a parar, espiralant, a 9D_^=P_^ • ^er tant> TF talla
infinites vegades D ^-D^ • Els punts de T , la imatge per T dels
quals talla S^-D ^) pertanyen a 3E2 . Per continuitat, E2
cinta que espirala tendint a 3d^ .

serà una
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Anàlogament, E =T ^(D , E .) .
n -1 n-1

Per veure la forma d'aquests conjunts, estudiem, primerament, E^ .

Observem que, els talls de Tr amb 8E2=?2 tenen lloc infinites vegades
per a cada volta de Tr al voltant de l'origen. Això ens diu que E^ serà
un conjunt d'infinites cintes: CL que espiralen dins de D,-E0 , de

J ;m 12

forma que tendeixen a una banda i altra de la cinta ^2=E2 , quan m*oo .

Aquest comportament es repeteix en una escala cada vegada més elevada en

n_2
E , n>3 , en el sentit que E estarà format per Z cintes

n n c

C m.e Z que van tendint a una banda i altra de les cintes
n;m,,. • • ~tn 0 , 1

i n—2

C . de E , , quan m , donant un veritable caos tant
n-1;m^,...,m^ ^ n-1 n-2

a prop de com vulguem.

Els índexs ük<0 corresponen a les cintes per l'esquerra, en el sen-

tit que veiem el seu tall a l'esquerra de la cinta C2 •

S'ha de notar que, eventualment, poden perdre's troços de la prime-

ra de les noves cintes a cada etapa; això implicarà que, a l'etapa següent,

els índexs corresponents seran tots positius.

La figura 10 aclareix els diferents talls de les cintes sobre el raig T

Degut a la simetria S , es té un comportament similar en D_^-D^ ,
-n

> E±ncorresponent als conjunts d'escapament per T
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En la figura 15 de {10} es veu que per a certs valors de C ^ i m

mes grans es tenen, a mes dels anomenats punts homoclínics primaris (0=0,ïï)

(ja tractats), 2 punts homoclínics secundaris 0 i -0
sec sec

- -1
Es a dir, per a uns certs valors de m i C , no massa petits,

i P_^ es tallen en 4 punts i no en 2.

El problema que surgeix es el següent: com estan distribuides les cin-

tes en aquest cas? i, què passa en la transició d’un comportament a l’altre?

Podem donar la següent resposta:

Com que,en el cas de 4 punts homoclínics, D tè dues components-

connexes, la seva antiimatge per T també les tindrà. Per tant, E£ està
format per 2 cintes no conectades: i . E^ estarà format per
una doble infinitat de cintes, tendint unes a i les altes a C^ ,

etc. com indica la figura 11.

Al augmentar C o disminuir m , les 2 components connexes van dis-

minuint en amplada; a mes, una augmenta en longitud i l'altra, disminueix.

Aquest comportament continua fins quan desapareix l'homoclínic secundari

(0 =0). Per tant, en la transició, les cintes secundàries es fan cada ve-

gada mes curtes fins que desapareixen, al mateix temps que els dos tipus de

cintes disminueixen en amplada.

Per exemple, si fixem m=l/2 , les experiències numèriques (veieu fig.

15 de {10}) diuen que si C creix, les cintes secundàries acaben desaparei-

xent sempre; pero, si fixem C i fem disminuir m , aquestes desapareixeran

si C és més gran que C-4.95 .

Veieu la fig. 11 per a una interpretació més o menys artística del fe-

nòmen.
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Fig. 11 a)
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Fig. 11 b)
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e
sec

=n/2

fig- U O



Problemes oberts.

- Demostrar que les cintes de la secció 15 s’acumulen en algun lloc

per tal d’obtenir una fita de la regio d'estabilitat.

- Veure quin es el límit d'existència de corbes invariants al vol-

tant de l'òrbita circular del problema de 2 cossos. En él cas que no coin-

cideixe amb l'anterior, fer l'estudi de la regio que resta al mig.

- Fer una anàlisi dels proprobles tractats, quan C sigui mes peti-

ta, particularitzant en el cas que C<3 i, per tant, 1^ sigui connexa.

- Quan C<3 , buscar òrbites que vinguin de l'infinit parabòlicament

i empalmin amb col.lisio; en cas de trobar-ne extreure'n conseqüències

referents a aplicacions astronòmiques a- l'origen de cometes, a la manca

de significat dels periodes dels cometes, si aquest ès gran, etc.
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