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1. INTRODUCCIG




La present tesina estd dedicada integrament al problema restringit
de 3 cossos, pla i circular, quan es pot considerar com una petita per=
turbacid del de 2 cossos, en el sentit que sigui vidlida una teoria de

. e
perturbacions de 1 ¥ ordre.

Esta dividida en 15 seccions que tracten diversos aspectes d'aquest

problema.

La seccid 1 presenta el problema, en els sistemes de referéncia si-~
deri i sinodic i en coordenades cartesianes i polars, com un sistema ha-
miltonia de 2 graus de llibertat. Aixo permet d'escriure facilment les
equacions del moviment. Es trien les coordenades polars sinodiques com
les més adequades i eé fa 1'estudi, en aquestes coordenades, de les inte-

grals primeres d'aquest sistema, aixi1 com de les del de 2 cossos.

Les seccions 2-6 es dediquen gairebé exclusivament al problema de 2
coésos, entenent que molts dels resultats es poden estendre a problemes
restringité de 3 cossos, plans i circulars que siguin petites perturbacions
d'aquest.

La seccid 2 fa una andlisi topologica de les varietats invariants
d'energia i moment sideris constants, I i

EK

. La seccid 3 fa el mateix amb les de constant de Jacobi fixa, IC .

En la seccid 4 es realga la importancia de la corba de velocitat ze-

ro exterior.



La seccid 5 es dedica a analitzar alguns comportaments interessants
del flux en les diferentes varietats IEK .

En la seccid 6 g'expliciten les solucions del problema de 2 cossos
en funcid de l'anomalia excéntrica en les regions el.liptica i parabodlica
de 1'espai de fases, donant finalment un tractament uniforme d'aquestes

solucions, usant un altre temps fictici i funcions d'Stumpff, que ens

permet de conéixer les solucions en la regid hiperbdlica.

La seccid 7 ens informa que un problema restringit de 3 cossos, pla
i circular &s una petita perturbacid del de 2, quan la distancia entre els
primaris o la massa d'un d'ells &s prou petita, o bé, quan la constant
de Jacobi &s molt gran. S'expliciten en aquesta seccid els hamiltonians

: e . s
perturbats fins a 1 ¥ ordre de la teoria de perturbacions en els 3 cassos.

La seccid 8 ens assegura, usant el teorema del twist de Moser,
1'existéncia de corbes invariants prop de 1'Orbita circular del problema

de 2 cossos per a les perturbacions permeses en la seccid anterior.

S'introdueixen les variables de McGehee en la seccid 9 que s'usaran
en les seccions posteriors, actu @litzant els resultats més importants

de les seccions anteriors a aquestes variables.

Les seccions 10-15 estan dedicades a la perturbacid de la varietat
d'orbites paraboliques.
En la 10, s'introdueix el problema i es citen els resultats coneguts

referents a la primera interseccid d'aquesta varietat amb el pla T dels



punts de l'espai de fases amb velocitat radial nul.la, per a temps crei-
xents 1 decreixents, P:‘:1 .

En la seccid 11 es troben els termes dependmts de 1'angle del desen-
volupament de Fourier assimptotic, quan la massa d'un dels primaris ten-
deix a zero i la constant de Jacobi a infinit, de Pil .

La seccid 12 dona 1'expressid del terme independent, que requereix
un tractament diferent.

La seccid 13 agrupa els resultats de les 2 seccions anteriors i en
extreu consequencies.

La seccid 14 explica un procediment, sense fer els calculs, per ob-
tenir una fita de fins on poden entrar les successives interseccions de
la varietat d'orbites parabdliques amb T , Pin s que permetria de deter-
minar una fita inferior de la zona d'estabilitat.

En la 15, es fa un estudi qualitatiu dels Py -

Es clou la memoria amb uns quants problemes oberts a tractar més en-

davant.



2. MEMORIA




1. Problema restringit de 3 cossos, pla i circular. Cas particular:

problema de 2 cossos.

Es considera la segiient configuracid de masses: my m son
les masses de 2 cossos (anomenats paimaiis) amb la normalitzacid
m1+m2=1 , escriurem m;=l-m , my=m , me(0,1) ; m, és la massa infi-
nitessimal d'un tercer cos que es mou sota l'accid deis primaris, sense
produir cap influéncia en llur moviment. EL problema nestrningit de 3
0484058, pla L circulan tracta del moviment d'aquest tercer cos, impo-

sant que tots tres es moguin en un mateix pla de forma que els primaris

recorrin orbites circulars al voltant de llur centre de masses.

Escalant les variables de longitud i de temps, es pot aconseguir
que la distancia entre els primaris, d , aix1 com llur moviment mig,
n , siguin 1; aixd implicar3d que la constant de la gravitacid universal,

G , també valgui 1, usant la llei de Kepler: nd=G(m1+m2) .

Fixant 1l'origen en el centre de masses dels primaris, s'usen 2
sistemes de referéncia: el sistema de referéncia 4{derd, inercial, i
el sistema de referéncia 44n0d{c, que gira amb velocitat angular cons-
tant igual a 1 i que fixa els primaris en (m,0) i (m~1,0) . Veieu

les figures 1 i 2.

Obviament, les equacions del moviment sén les obtingudes a partir
de la llei de Newton. Es tindran singularitats quan el cos infitessimal

coincideixi amb algun primari, ja que l'acceleracid no roman afitada.
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En el sistema de referéncia sideri, l'espai de éonfiguraciﬁ, sense
regularitzar les col.lisions, &s:

M= égmﬂﬁg- {(mcost ,msint), ((m-1)cost, (m~1)sint)})x (&} ;
1'espai de fases serd, per tant:

W= THi = x R2.

En coordenades cartesianes (X,Y,px,pY) , la funcid hamiltoniana
(definida en W) que representa el problema restringit de 3 cossos en
qiestid, ve donada per:

B(X,Y,p,0,) = (0a4p3)/2 = VX, 1,0)
essent ?(X,Y,t)=(1-m)/Rl(X,Y,t)+m/R2(X,Y,t) 4
on R%(X,Y,t)=(K—mcost)2+(Y-msint)2 i
Rg(X,Y,t)=(x-(1—m)cost)2+(Y—(1—m)sint)2 .

Les equacions del moviment corresponents son:

X = Py > Y = Py Py = axﬁ " ﬁY =3V .

Usant coordenades polars (R,G,pR,pe) , tenim:

ﬁ(R.G.pR,pa ,t) = (p§+pg/R2)/2 - V(R,0,t)
essent ﬁ(R,e,t)=(l-m)/RI(R,e,t)+m/R2(R,e,t} ’
on Rf(R,e,t)=R2—2chos(e—t)+m2 i
R> (R,0,t)=R’-2(1-m)Reos (6-t)+(1-m)? ;
el flux hamiltonid s'expresa com:

R = PR 0 = pR/R2 : ﬁR = p;/R3+BR§ , §e= aBV .

En el sistema de referéncia sinddic, el problema €s més simple.
L'espai 5e configuracid, sense regularitzar col.lisions, resulta &sser:

M = ®- {(m,0), (m-1,0)}

i 1'espai de fases:



W=T¥ =M X Eg .

Les coordenades cartesianes d'aquest sistema de referéncia
(x,y,px,py) es relacionen amb les de l'anterior per:

(xy) = 6_ XYV 1 (p,p) = G, (pyspy) »
on Ga simbolitza un gir d'angle a a Ig-.

El nou hamiltonid ja no depén del temps:

- T . :
H(x’vaxnpy) = (pK+Py)/2 b 1 pr = xP'_V "-'V(st) »
essent V(x,y)=(1—m)/r1(x,y)+m/r2(x,y) ’
2 . 2 2, 2
on rf(x.y)=(x-m) +y2 i r,(y)=(x-@-1)) +y" .
Les equacions del moviment en W seran:

Rap Yy, Fep mxy fowp POV, P F UV .

Aquestes equacions permeten d'expressar el hamiltonid en les variables

(x,y,x,y) :

H(x,y,%,9) = GoH50) /2 = (P4y0) /2 = Vix,y) .

Passant a coordenades polars (r,&,pr,pe):

H(rsespr,pe) - (pi—f—pg/rz)fz = pe = V(r,B) ’ (1.1)
V(r,e)n(l—m)/rl(r,B)ﬁ/rz(r,ﬁ) :

2 2 2 . 2 2 2

on rl(r,e)-r -2mrcosftm- i r2(r,9)=r -2(1l-m)rcost+(1l-m)“ .
_ 2,3 ' ;
=pg/r> +3V, Py =23V, (1. 2)

. s 2 ,
B=p_, B=pg/t -1 B,

H(r,0,f, 8 = (224+:285/2 - £2/2 - V(z,0) . (1.3)

Es comproven facilment les igualtats:

r=R, 6=0~-t; p_= =i=R,pe-pe-r2'9=r2(é;l).
Els moments P, i Py Tepresenten fisicament la velocitat radial en
ambdds sistemes de referéncia i el moment angular sideri, respectivament.

El moment angular sinddic ve donat per pe+r2,.
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En el cas m=0 , el problema es redueix al problema (restringit) de
2 cossos que tractarem en coordenades polars sidéries i sinodiques.
L'espai de configuracid associat al problema &s (en ambdds sistemes

de referéncia):

2
My = R*- (0,00} ,

i 1'espai de fases:
2
= * =
WO TMO MOX]R .

Els hamiltonians sideri i sinddic no depenen del temps i sdn, res—

pectivament:

H)(R,0,pp5pg) = (patpa/RD)/2 = L/R i

Ho(r,ﬁ.pr,pe) = (P§+p§/r2)/2 ~pg - 1/r . (1.4)
Els fluxos hamiltonians respectius son:

R=py, 0= pe/R2 > Pp = pg/R3 - 1/8%, Pp =03 (1.5)
I = P, > 6 = Pe!r2 -1, ﬁr = p‘;'fr3 ~ 1/r2 . ﬁe =0 . (1.6)

Aquest problema &s integrable, té dues integrals primeres en invo-

lucid:
E = (po+po/r?) /2 - 1/r (energia sidenia) i (1.7)
K = p, (moment angularn siderdl) . (1.8)

Si m#0 , ni E ni K sdn integrals primeres del moviment, pero ho &s:

C = 2pe - pi - p‘g/r2 + 2V(r,8) (constant de Jacobi) ,
ja que representa el doble de l'energia sinddica canviada de signe i el
hamiltonia sinodic no depén del temps.

Tenim la relacid C=2(K-E5 ,on E i K s0n les funcions energia
sidéria i moment angular sideri, pero E i K s0n integrals primeres

només si m=0 .
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A ({1}, cap. 9) es troben tractaments en d'altres variables, aixi

com resultats classics, del problema de 2 cossos.



2. Estudi topoldgic de les varietats invariants I

EK—-

Es defineixen les varietats invariants IEK del problema de 2
cossos:
2. 2,2 - : T
IEK = {(r_,e,pr,pe)[ (pr+pe/r )/2 - 1/r = E, Py = K} gIEK xS,
= 2 2,2
on IEK = {(r,pr)lpr=2E+2/r*K /) . (2.1)

£s a dir, IEK es el conjunt de punts de l'espai de fases Wy en
que l'energia (1.7) i el moment angular (1.8) sideris valen E i K,

respectivament. Aquest conjunt &s invariant pel flux hamiltonia.

Fixem, primerament, K#0 .
Si E-:(—Zléz)-1 , €l segon membre de l'equacid que defineix I_, &s
sempre negatiu i, per tant, IEK=0 .
Quan E=(—2K2)m1 , aquesta equacid té& solucid dnica:
(r=r,=k’,p_=0) (onbita circulan)
i1~ {(r=K2,pr=0)} )
En el cas (~2K2)_1<EK0 (zona d'onbites el.liptiques), la inter-

seccido de iEK amb br=0} te lloc en punts tals que:
r =1, (B = 0z /28 ;
]
.. T L 2 2,2 - ol
d'on: IEK {(r,pr)|pr 2E+2/r-K"/x", rz(E)<r£r3(Eﬁ St .

Si E=0 (onbites paraboliques), un dels punts de tall desapareix
(:: lim_ra(E)nm) i 1'altre té lloc en r=rP=lim rz(E)=K2/2 ; per tant:
E~0 E»0
= 2 ,, 2,2 _ 2,
IEK—{(r,pr)|pr-2/r K°/r°, 3K°/2} = R,

Si E>0 (zona d'orbites hiperbdliques), el tall t& lloc en el punt:

1/2

r = rl(E) = (-1+(1+2EK2) )/ (2E) ;

per tant, TEK- {(r,pr)[pf_-ZE-f-z/r-Kz/rz, r}-rl(E)bSOXJR.
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S'estudia, finalment, el cas K=0 .

" 2 -
1 - - - = < -
L'equacid de IEO €s: p_ 2E+2/r . Quan E<O0 , IEO talla {pr 0}
en el punt r-ra(E)=-1/E i, com que lim pi(E,r)#" §

-0
TE0={ (r,pr) ‘pi=2E+2/r, rsra(E) }*R . En cas contrari, no hi ha cap

punt de tall, i ja que 1lim pz(E,r)=m i lim pz(E,r)=2E g
r T
- 2 0 0 o
IE0={ (r,pr) lpr=2E+2/r, 0}=SXR .

La figura 3 dona una idea dels IEK en els diferents casos esmentats.

-~ 2
e 2y

' N,
| 2 L1 BB %
\ Tp. re ./'r
\ \. EQ<E<0,  /
b E=h ”
T "

- —--——-

E>0

*

r'd

Fig. 3 a): I per a K#0 i

E>(—2K2)-1=E0 .
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Aquest estudi completament analitic ens porta al teorema d'Smale

(veieu {14}):
Teorema 2.1. S{ K#0 :

_ ] 2,-1
IEK;¢ , 84 E<(-2K")
1

X L B

Ig™S » 84 E=(-2K)

1 s'xs's T, se (-2F) 7 <mco;
1 ;

I K’-‘S XR, 44 EX0 .

b) IEO:SIX R, 44 E<0 ;

IEO-:SoxSIx R, 84 E>0 .

La figura 4 ddna qui és I en funcid de E i de K.

EK

STXR

SxS XR

'\

Fig. 4



3. Estudi topdlogic de les varietats invariants I, .
A¥]

La constant de Jacobi C @&s una integral primera del problema res-
tringit de 3 cossos que estudiem; ho &s també del problema de 2 cossos.
El proposit d'aquesta seccid &s l'estudi de les varietats invariants IC
del problema de 2 cossos (formades pels punts de l'espai de fases Wo en
qué la constant de Jacobi §a1 C) per als diferents valors d'aquesta
constant del moviment. Es déna aixI una visid aproximada d'a&uestes va-

rietats en problemes de 3 cossos que sdn petites perturbacions del de 2.

Definim, per tant,

_ 2 2,2 - O = 1
IC = {(rsprvespe) l ZPB = Pr = Palr + 2/r Cl= IC xS, 5. 13
= _ 2_ _ _ 2o 2 .
on IC-{(r,pr,pe)|pr—2pe C+2/r pe/r I -

Fixem C, definin A(pe)=1+p§(2pe—c) i analitzem els talls de ic

amb el pla 1: br=0} . Observem el seglient:

a) No hi ha solucid de 1'equacid que defineix I. per a aquells

c

valors de Py que cumpleixin ﬁ(pe)<0.
b) La solucid &s dnica (r=p§,pr=0,pe) per a aquells valors de Py
wfl Pes 2_
tals que A(pe)—O (2 2paf1/pe—C) ‘
c) Quan 0<6(pe)<1 . Icnﬁ son conjunts que poden expresar-se per:

s 2 1/2
T =1, 400y = (E(1-p2(c-2p) /%) /(C-2p) ;
a més, quan Pg tendeix a C/2 (per al qual A(pe)=1):

lin r,(p,) = = i lim r,(p,) = C2/8 .

d) En A(pe)>1 només perduren els talls d'equacid:

r = r,(py) = (-1+(1+p}(2pg-00) /D) 0p g0
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Sigui pr(r,p6)=(2pe-c+2/r-p§/r2)1/2 , 3rpr(r,pe)-0 implica r-p'; .

Ens adonem de l'existéncia d'una '"carena" de la varietat IC segons
1'algada p, ienla direccid de r sobre la corba (pr'=0,r=p§) i
de la seva simétrica respecte el pla T , en el sentit que en aquests
punts tenim un mdxim i un minim, respecte a r , de les funcions
ipr(r,pe) , respectivament.

Es donen les gridfiques de 1'algada d'aquesta 'carena" respecte a
Py per a valors de C més petits, m&s grans o iguals que 3 en la figu-
ra 5.

L'andlisi de les interseccions d'aquestes corbes amb 1l'eix br=d}

del pla P ~Pg ems informa sobre la topologia de les varietats IC -
p_(p2,pg) = T(2py-C+l/p2) /% = 0 implica 2p) - Cpi+1=0.

Aquesta equacid té només un zero negatiu K;I(C) » quan C<3 ; si ©3 ,

té, a més, 2 zeros positius Kl(C) i Kz(C) tals que:
KI(C)<1<K2(C)<C/2

i que es confonen per a C=3 : K_1(3)=-1/2 A K1(3)=K2(3)=1 .

- .
Aixo ens assegura que IC té dues components connexes per a (>3

i una per a C<3 .

D'ara en endavant, considerarem C>3 i ens fixarem només en la

component exterior de I, : ISXt='I_§xtx51 ¢

Pot trobar-se més informacid sobre aixo en {16}.



K, (3)=K2(3)

Pt

K_, (©)
Po

Fig. 5 a): C<3 .
K_,(3)
1
pl‘
K_,(©) K, (E/

Fig 5 ¢):

K] (©) \ Py

Cc>3 .

Fig. 5 b): C=3 .,

17
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Els seglents enunciats recullen aquests resultats i ens donen in-

~ A s & e ext
formacid analitica i intuitiva de Ic

Proposdicib 3.1. I, és simitrnica nespecte el pla 1: @r=0} 3 La

part superion a aquest pla es pot deginin explicitament pern La funcif:
p.r,pg) = (2p9-0+2/r—Pg/r2}1/2,
definida en el conjunt de punts (x,p,) que gan positiu el nadicand.

Aquesta funcil presenta un maxim, segons r , sobre La pardbola r=p§ .

Proposicib 3.7. Ig"t estd fonmat pen:

; ; . A N _ _ 1.3l
a) una onbita cinculan: C-{(r-rc-KP,pr-D,pe-Kt)}xS =CxS’ .

b) onbites el.Liptiques:
E={{r,pr,pa)|pf=2pe-C+2/r"p§/r2 s 1;.ecs[1<t,.1~:p‘)}xsl=f,‘cslr .
c) onbites parabdliques:

P= {(r,pr.peilpiﬂlr—pg/rz ’ pe=Kp}X5]=5xS
d) onbites hipernbdliques:

1

2 2,2 I = .1
H={Tr,pr,pa)|pr=2pe-C+2fr-pe/r A pe>KP}x5 =HxS" .

(l(C &s el zeno més petit de ¢(pe):2pe+1/pg—c L I(P‘-'C/Z )

Proposicib 3.3. E talla oL pla 1 en 2 branques:

B, 37 {(r,pg) [r=r, 4 (pg)=(1311-p5 (c-2pg ) /%) /lc-2) | pyelie, Ry

oI

takla en el punt {r=x§/z,pe=xpy=(r=c2/s,pe=c/z) i La intensecci de

amb 1 1€ LLoc només en La branca

o |

Bé '-{(r’l’ellr*rz[?e) » P9>KF} >
que &8 continuacil de La B, » fja que La branca 53 aviva a L'ingingit

en pB=C/2 "

Una visid intuitiva de igxt es ddna en la figura 6.
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Lema 3.1. En Les coordenades (s=r/pze,pr,pe) s'observa que Les

ext
C

imatge; aquestes Lmatges s6n homeomonfes a un semidisc obert foliat com

projeccions de I dobne plans p,=const. s6n homeomonfismes amb La

indica La g§igura 7, de forma que c , E , P i H es corrnesponen amb
el punt centrnal, La negib d'dnbites tancades, La primera corba no Zan-
cada 4L La nesta de cornbes no tancades, respectivament.

/2

Demostracid: Definim C(pe)=(1—p%(c-2pe))1 en 1—p%(C-2p9)>0 "
et

En les noves coordenades, la parabola (r=p%,pr=0) passa a ésser
- - : v .
la recta (s—l,pr 0) i les branques 32U32 i B3 a:
-1 2
B,= {s,pg) [s=s, (p)=s(r, (pg),p)=(1+2(py)) Pg :1-p(C-2p4)> O}

i
By= {s,p) [s=s5(pg)=s(r;(pg),p)=(1-8(pg)) ", g :1-p(C~2p)>0 ,
Pe<C./2 } s
respectivament.

L'orbita circular, que cumpleix C(KC)=0 , estd en sc=sz(Kc)=1 i
PNT , que cumpleix C(KP)=1 , en sP=92(KP)=1/2.

Per demostrar els homeomorfismes amb la imatge de 1'enunciat, cal
veure només que S, i Sq son funcions estrictament decreixent i crei-
xent, respectivament; o bé, equivalentment, que C &s estrictament
creixent. Aixo sera cert si la funcid derivada de f(pe)=p§(C—2pe) és
estrictament negativa:

1 oo = L]

f (pe) Zpe(C 3pe)>0 sii p9>Cf3 . -

Aquesta {ltima relacid &s certa perque pé>Kc i Kc>Cf3 , deguda a la

continuitat de ¢ i a les relacions:

lin ¢(p== i ¢(C/3)=2¢/3-9/c’~c<0 O
P - @
6
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El lema 3.1 ens permet d'enunciar el segient teorema que ens ddna

la topologia de ngt :

Teorema 3.1. IEXt &s homeomonf§ a un torus s084d obert foliat,
puimerament, pern torns encaixonats els uns dins dels altnes, essent £'on-
bita cirnewlan £'eix d'aquests tors que gormen La negdd homeomorga a La
zona d'dnbites el.Liptiques; continua La foliacil amb cilindres en La
matedixa disposicil fonmant La regil homeomonfa a La zona d'Onbites para-
bdliques £ hipernbdliques.

A {8} es troba un estudi topologic de IC , d4dhuc en el cas de
considerar varietats amb col.lisions regularitzades pel métode de Levi=-

Civita.
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4. Importancia de la corba de velocitat zero exterior.

_Recordem la formula (1.3):

H(r,0,%,08)=(2+r28%) /2-r2/2-V(r ,0)

d'on:

C=2(c%/24V () - (:24r28%)) =2 (2124 () - B |%) (4.1)

-
essent v la velocitat sinddica.
-> -
v=0 equival a 1=0,6=0 i a pr=0,pe=r2 , usant les equacions del
movimentj llavors:

C =>4 2V(r) (equacil de Les conbes de velocitat zero). (4.2)

Fent m=0 , tenim:
C = r2 + 2/r

o, equivalentment,

O D mil 4.3)

Si C<3 , aquesta equacid no té solucions reals més grans que 0;

si ©3 , té dues solucions reals r'(C) i r"(C) tals que

0<r'(C)<l<r"(C)<ClI2.

que es confonen per a C=3 : r'(3)=r"(3)=1.

El valor r"(C) correspon a la corba de velocitat zero exterior.

Considerant C>3 i fixant-nos només en la component exterior de "IC s

ens adonem que la corba de velocitat zero exterior correspon al punt de la

branca BZUBE que t& minima r .

£s a dir, fent d/dpe(rz(pe))=0 , aixd equival a

3/2 1/2 _
Pg - Cpg  + 2=0,

que resulta ésser (4.3), ja que aquesta corba esta en (pr=0,p8-r2) .
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Estudiant aquesta {iltima equacid per a diferents valors de C ,
en el sentit de veure quan la seva solucid més gran &s més petita, igual
0 més gran que KP=C/2 , sabrem en quina regid (circular, el.liptica,
parabolica o hiperbdlica) esta aquesta corba de velocitat zero exterior.
El resultat obtingut &s el segiient:

1/3

Proposicll 4.1. S&i C<32 , £a conba de velocitat zerno exteriorn €s en

La negib el.liptica; &4 c=32”3 , en La parabdlica, £, en cas contrand,
~en La hiperbolica.

Escrivint 1l'equacid de EC en la forma

pg -2r2pa+p§r2+Cr2—2r=0 s
veiem que, fixats C,r,pr , tenim dues determinacions de p8 en la re-
gid: r2+2/r>pi+C s aixd ens indica que fixades la constant de Jacobi,
. la distdncia a 1l'origen i la velocitat radial no es determina completa-
ment el moviment si cumpleixen la relacid anterior, ja que llavors po-
den haver-hi moviments amb dos valors diferents del moment angu1a£ si-
deri:

/2

L2 et B B
Py (C,r,pr) =p(rr(r"+2/r P, C) )

Podem donar una .interpretacid fisica d'aquest fet: fixades C i r ,
usant (4.15, queda determinat el modul de la velocitat sinddica; si aques-—
ta no té la direccid radial, donant f=pr » hi han dues determinacions
d'aquesta velocitat sindodica i, per tant, de la sidéria i del moviment,

que pot tenir lloc amb 2 valors diferents del moment angular sideri, Pg -
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La frontera de la regid anterior ve donada per l'equacid:
r2+2/r=p§+0 i esta formada pels minims de la funcid r=r(pe) en cada
seccid pr=const. de igxt . En particular, quan pr=0 , aquest minim
correspon a la corba de velocitat zero exterior. En aquesta frontera, el
valor de pe estd ben determinat, es determina completament el moviment

fixant només C, r 1 P, sPerqué,en aquests punts,la dirececid de la

massa infinitessimal &s radial.

En una terminologia més matemdtica, podem recollir aquesta informacid

en el segilient teorema:

Teorema 4.1, La conba de velocitat zeno exterdion té el valon c;:;-

e de Py » pg , tal que, 84 pé>pg , La profeceis de Tgxt {pe<pé}

dobre plans pg=coins. deixa d'éssen Linjectiva.



5. Estudi del flux sobre les varietats invariants I“K—;

Fixem K#0 .

En 1'drbita circular g » E=(-—21(,2)_1 , les equacions del moviment
son: f=ﬁr=§e=0, 9=K_3-1 . El1 moviment, vist des del sistema de referéncia
sinddic, &s una rotacid de velocitat angular constant é=K-3—1 . Aquest
moviment sera directe quan O0<K<l i retrdgrad per a K<0 i K1 ;

quan K=1 , tot punt de la circumferéncia (r=K2,pr=0) invariant és

d'equilibri.

L'andlisi de la zona el.liptica ((-2K2)-1<E<0) es facilita amb
la introduccid de les variables d'accid-angle que donarem a continuacid,
veieu ({3},pp.276-83).

Notarem aquestes variables per (¢1,Q2,Il,12) . Prendrem ¢2=9 i
Iz-pa=K i restringirem l'estudi a les variables L i @1 .

De la referéncia-anterior:

+ y 2E+2/r-k2/r2) 1 24r =

‘rz(E) NG
r3(E) rz(E)

1 1
I, (E) = 55 % Pr(E,r)dr T (
= (-25)7} 2 g .
La integracid curvilinia es fa al voltant del cicle base corresponent
sobre la varietat; en ajuest cas aixd €s molt simple.

La funcid generatriu que dona el canvi de coordenades &s:

1/2

S(1,,r) = f p_(E(1)),0)dr = [ (—(11+K)“2+z/r-K?/r2) dr ,

on J designa una primitiva qualsevol i E(Il) , la inversa de Il(E) .
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La variable ¢1 s'obté llavors fent:

1/2 / 2 2,1/2

& =3 = arc cos ((142Er) (1+2EK%) 2/ 2y(-28) /2 (2B 2-2p4k%) /2 |

1
en una certa determinacid.

En les noves variables, el hamiltonid depén només dels moments I1

i I2 :

H(1,,1) = -+ -1,

que implica un comportament molt simple del flux:

_3 - - .
61 =0 (1,L,) = (L+1)° , 1, =0;

o = = -3— =
¢2 = mz(Il,Iz) (Il+12) 1, 12 0.

D'on, usant ({5},p.113):

(5.1)

Teorema 5.1. S{ K#0 , el §lux hamiltonid, en £a zona el.Liptica L

vist des del sistema de neferdnedia s4inddic, &s quasiperiodic de freqaén-

cies nespectives (-2E) /2 L (-2E]+3/2-T , wsant variables d'accis-

1/2

angle. S{ (-2E) és nacional, aquest glux &€s perivdic; en cas contra-

ni, ergddic sobre el Zon Lig

En la zona hiperbolica (E>0) , la varietat I.x no esta afitada,
€s un cilindre; no podem usar, per tant, la técnica de les variables d'ac-
cio-angle. Donarem només informacid sobre el comportament prop de 1'in-
finit. Es poden escriure les equacions del moviment prop de l'infinit en
la forma: f=pr " G=K(1/r)2—l s ﬁr=—l/r2(l+0(1/r)) ; d'on, la particula
arriva espiralant a l'infinit,fent tendir la velocitat angular a -1 i la

velocitat radial a (215'.)1/2 .
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Donarem, finalment, unes idees del moviment en el cas K=0 .

El flux hamiltonii €s molt simple: fzpr , B =-1, ﬁr=—1/r2 . Per
tant, el moviment de la particula infinitessimal es produeix segons una
recta en el sistema sideri; en el sistema sinddic, té a més un moviment
de precessid de velocitat angular igual a -1. Si E<O , aquest cos es
mou fins a una distincia r4(E)=—1/E i torna a 1l'origen de coordenades
amb velocitat infinita. Quan E>0 , la particula arriva a l'infinit amb

1/2 i

velocitat radial (2E) si va en dereccid contraria també arriva a

1'origen amb velocitat infinita.




6. Solucions semiexplicites del problema de 2 cossos.

Treballant en el sistema de refer2ncia sideri i en coordenades polars

i usant ({7},pp.146-8) tenim les relacions:

do d(1/R) -
i
dR
-t + Jm = const. , (6.2)
essent pR(R,E,K)=(2}1-1-1-2/11--1(211{2)”2 =
De (6.1):
2
1+(142EK") cos(@o—@) 1+ecos(@0~6)
on hem fet A=k? i e=(142Ek%)1/2, o be:

RO(G) = @0 + arc cos((A/R-1)/3) .

Per tant, el moviment t& lloc sobre una cdnica de parametre A=K2 ‘i
excentricitat e=(1+2EK2 1/2 .

De (6.2), s'extreu:

t = (-ZE)-3/ 2 e cos((1+2ER0)(1+2EKz)"1/ 7)—(-2E)'” 2(-2ER(?)—2R0+K2)” 2 -

en la regid el.liptica. (6.3)

/2

Usem la variable u tal que cos 1u=(1+2E]R.0)(1+2EK?')-1 i a=(-2E)—1 ,

que resulten ésser 1l'anomalia excentrica i el semieix major de 1l'el.lipse,
 respectivament (veieu

La relacid (6.3) es transforma en:

u-esinu=a>% (equacis de Kepter) | (6.4)
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Canviant el temps t pel temps fictici u , la seglient proposicid
ens dona les solucions de les equacions del moviment del problema de 2

cossos en els sistemes sideri i sinddic, (1.5) i (1.6).

Proposicib 6.1. Les solucions del problema de 2 cossos en La negib
el.liptica, en guncié de L'anomalia excéntrica u , 86n:

Ro(u)=a(1-ec04u} , eo[u)=é+aac coa((c04u-e)/(l—ec04u}j H

1/2

pp (u) =esinu/(a’""(1-ecosu)) ,

0
en el sistema sidernd; 4
rOIu)=a{T-ec06u) P 90(u1=§+anc COA((coéu-e]/(T-ec06u))-asI?(u-eéinu) ;
P, (u) =eé£ﬂu/(a1/2(1-ecoéu}} ,

0
en el sistema sinddic

En la zona parabolica convé@ usar la variable z , tal que

cos z = K/ (R)'/? = c/(8r /%,

que &s l'anomalia excéntrica en el cas parabolic.
La relacid entre 2z i el temps t &s:

t = Ca(tgz+tg3zf3)/16 (equacis de Barken) . (6.5)

D'on:

Proposicib 6.2. Les sofucions del problema de 2 coss0s en La zona

parabilica, en funcib de L£'anomalia excénirnica =z , A6n:

Ro(z)=0242022/8 , Oo(z)=@+22 ’ PRO(Z)=ZA£n2z/c ;
en el sistema sideni; L

rolz)=c’sec’a/s , eo(z}=‘é’+zz-c3(zgz+:93z/3)/16 by (F)e2sdnta/C
en el sistema sinddic.
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Es pot donar un tractament uniforme a les solucions del problema de
2 cossos en les tres regions el.liptica, parab&lica i hiperbolica que es
troba detallat a ({15},pp.42-51) , donarem aqui els resultats que ens
interessen.

Es treballa amb el temps fictici s tal que d/ds=R0d/dt i es no-
ten amb primes les derivades respecte a s.

La transformacid de Levi-Civita:

X+ iY = (U, + i0,)°
ens permet de regularitzar el problema i transformar-lo en:

UY - EU1f2 =0, U; - EUE/Z =0 (6.6)
que resulta €sser un oscil.lador harmonic en la zona el.liptica.

(En el problema espacial aixo s'aconseguiria usant la transformacid
K-S).

Notem, perd, que en l'obtencid de (6.6) s'ha fet fis explicit de la
integral de l'energia. Aixo explica l'aparent paradoxa de que el pro-
blema de 2 cossos no sigui estable Liapunov i (6.6), si; ja que en el

"problema de 2 cossos una variacid de les condicions inicials pot origi-
nar canvi d'energia i, per tant, de freqiiéncia i en (6.6) pressuposem que
l'energia E @&s perfectament fixada i, llavors, la freq@iéncia resta in-

variant; &s a dir, en (6.6) només s'admeten variacions isoenergétiques.

Es poden reconstruir les proposicions d'équesta seccid escrivint les
solucions d'aquest oscil.lador i refent els canvis de variables.

Per donar 1'analisi uniforme dels tres cassos, s'han de discutir les
solucions de 1l'equacid:

U" +pU =20

per a <0, p=0 i p>0 .
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Definint les funcions d'Stumpff per: cn(z)w 2 (-l)kzk/(Zk)! n30 ,
k0
la solucid s'expressa facilment:
U(s) = U)cy(ps”) + U (0)se, (ps?) .

La solucid de 1l'equacid (6.6) sota les condicions inicials standard,

m
1]
.

2 2
Ul(s)=U1{0)c0(-Es /2) , Ul(s)=Ué(o)sc1(—Es 12)
on E=(2U)(0)-1)/U;(0)° i e=2u}(0)+EU, (0)° .
Refent el canvi de variables de Levi-Civita i passant a polars sino-

diques, tenim:

= 2 2
R0 = R0 + es cz(-ZEs )

on ﬁO &s la distdncia al perigeu, que en el cas el.liptic val ﬁ0=a(1-e) 5

Les solucions donades en les proposicions d'aquesta seccid surten
facilment usant les segilients igualtats:
c2n(w2)=(-1)n(cosw—coswlzn_l)/wZn .
c2n+1(w2)=(—1)n(sinw-sinw|2n_1)/w2n+1 "
cn(0)=1/nl 3
i les relacions entre els temps ficticis s, u i z :

u=(—2E)1/25

i s=Ctgz/2 .
Les equacions (6.4) i (6.5) sdn uniformitzades per:
- 2 2
= + -2E .
t Ros es c3( s )
S'usaran essencialment aquests resultats en la seccid 15, en la uni- .
formitzacid d'una solucid del sistema d'equacions variacionals homogenit-

zat corresponent a la perturbacid de IEK i que només es coneixia pel cas

parabdlic (E=0) .



7. E1 problema restringit de 3 cossos, pla i circular, com una perturba-

cid del de 2 cossps.

El hamiltoniid del problema restringit de 3 cossos podem escriure'l
com:

H(r,e,pr,pe) = Ho(r,e,pr,ps) + AH(r,8) .
essent H i Hy els donats en les formules (1.1) i (1.4) i

M = (1-m)/x, (r,8) + m/r,(r,0) - 1/r .

Aquesta seccid es dedica a explicitar aquesta perturbacid fins a pri-

mer ordre en els casos que sigui prou petita.

Es pot comengar aquesta analisi considerant m~0 , perqué si m=0 ,
tenim un problema de 2 cosos de masses m1=1 ‘(situat a 1l'origen) i m, ,
infinitessimal.

El comportament assimptotic de AH , quén 'm tendeix a 0, &s el se-
guent:

1/2

MHeny = n(l/r - cosd/r’ - (r2-2rcoso+1) /%) + o(m?) .

D'altra banda, AH té un desenvolupament assimptotic en poténcies de

-1 ] . .-
C que deduim a continuacid:

1-m m

N -
r | (&x,y)-(m,0)| | (x,¥)=(m-1,0) |
' Py (cosB)

S SR I (¢ P SRS UL T L LA
. o _ m Kt
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on hem aplicat el ben conegut desenvolupament de -:—i:—f en polinomis
[ri-r2
> %
de Legendre en el cosinus de IsTy=a @
k
.1 r . . -+ + -+ >
el Z —i Pk(casa) . r<=m1n(\r1(,‘r2]) 5 r>=max(lr1|,lr2|)
lrl-rzl k0 ry

i la simetria PK(-x)=(~l)kPk(x) , en els casos:

=00y . T,em0) i T=(xy) . T,=@-1,0) ;
d'on,els angles emprats sén: 8 i T-0 .

Explicitant els primers termes del desenvolupament anterior obtenim
un desenvolupament assimptétic de AH en poténcies de r_l , quan " T
tendeix a infinit:

My = £~ (m(1-m) (3cos?0-1)/2 + 0(x™~1)) (771)°

Intentarem escriure aquesta perturbacid en termes de C_1 » quan C
€s gran; en realitat, només l'afitem. La corba de velocitat zero exterior
(4.2) delimita el recinte de l'espai de configuracid que estem estudiant
i té 1l'equacid:

C=x2+ 2(m/x +(1-m)/xy) 3
si C @&s gran, r tamb€ ho sera i es poden relacionar afirmant que r
esta afitada inferiorment per la r corresponent a la corba de velocitat
zero exterior i, com que C=r2+2/r+0(r-3) en la corba de velocitat zero
exterior,

r < 20y ; (7.2)

2)3/2 3/2 /2) ,

d'on: (C/r c+2/e340 e~y 3 2e143/ 340 () <10 (c 73

que ens permet d'afitar 1l'expressid (7. ):

My/c) < ¢3/2 (140(c3 %)y (m(1-m) (3cos26-1) /240(c” 1/ 2)) =

= ¢ 32 (1m) (3cos26-1) /2 + 0(C2) .
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£s a dir, quan la constant de Jacobi &s molt gran, el problema es
pot entendre tamb& com una perturbacid petita del problema de 2 cossos;
aixd &s degut, com hem vist, al fet que C gran forga a moure el tercer
cos a una distancia molt gran dels primaris de manera que gairebé confon
llur interaccid; quan C es fa infinita, tenim un problema de 2 cossos.

Aquest raonament ens porta al segient: un problema restringit de
3 cossos, pla i circular amb la distancia entre els primaris prou petita
i una constant de Jacobi finita es pot reduir al cas anterior, un pro-
blema amb distancia entre els primaris unitat i constant de Jacobi molt
gran, i reciprocament.

En efecte, considerant aquest Gltim problema i que, per simplificar,
el tercer cos esta formant triangle isosceles amb els primaris i a la
mateixa distancia de tots dos, aquell els veu sota un angle 2o tal

que:

1
2C1/2

1 -1
tga—ﬁ— (L+o0(C 7)),

per tant, per conservar aquesta condicidé per a una distancia entre els
primaris més petita, d , i una constant de Jacobi Cd » aquestes han de

cumplir la relacid:

i
Cd = Cd

que ens permet d'afirmar que AH t& un desenvolupament assimptotic segons

el petit parametre d , del tipus:

MR gy = d3053/2m(1~m)(3c0329~1)/2 + o0 .
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S'ens presenta el segient problema: al tractar un problema restrin-
gut de 3 cossos amb la distancia entre els primaris petita tenim dificul-
tats ja que, segons la 3% 1lei de Kepler, es mouran a velocitats molt
grans i quan d=0 (problema de 2 cossos) la velocitat d'aquests sera
infinita. Per evitar-la, aprofitem el raonament anterior i convertim el
problema en un que t& distancia entre els primaris unitat i constant de
Jacobi gran, que també@ presenta inconvenients: si C &s gran, la corba
de velocitat zero exterior estd prop de l'infinit de forma que, quan C
sigui infinita, la corba es redueix al punt de 1l'infinit. Ara bé, evi-
tar aquesta dificultad &s facil, donat que la corba de velocitat zero
cumpleix 1'equacid (4.2). Fent un escalat de les variables de posicid:

1/2 = =

(x,y) = C "7 (x,y) ,

tenim la corba de velocitat zero exterior en aquestes noves variables:

1/2

¢!/? = 2(a-my/E, + WEPIA-TD

_1/2r , ;1=C_1/2r1 i §2=C-1/2

bles, quan C es fa infinita, la corba de velocitat zero exterior ten-

essent r=C Ty - En aquestes noves varia-

deix a la circumferéncia de radi ;0-1 que permet l'estudi del compor-
tament prop de 1l'infinit.

D'on:

Proposicid 7.1. Podem considerar un problema nestningit de 3 coss0s,

pla i cirneular com una petita penturbacil del de 2 coss0s, quan m , ¢

0 d &4gin phou petits.



8. Aplicacid del teorema del twist de Moser a petites perturbacions del

problema de 2 cossos.

Les variables d'accid-angle (¢1,¢2,11,12) introduides en la seccid
5 sdon les més adequades en la regid el.liptica del problema de 2 cossos
perqué produeixen una gran simplificacid del problema: el flux hamiltonii
€s quasi-periddic en aquestes coordenades, com indiquen les'equacions (5.1).
De totes formes, en el sistema sideri, &s periddic.

Aprofitant aquest fet,podem estudiar les petites perturbacions del

sistema de la segient forma:

Fixem C i suprimim una altra de les variables del sistema, usant
1'aplicacid de Poincaré sobre una seccid transversal al tor sélid obert
que representa la regid el.liptica, tal que la imatge d'un punt de la
seccid és el nou tall de 1'orbita del flux que passa per aquest punt amb
la mateixa seccid.

Si tallem per plans ¢1=const. obtenim la seglient aplicacid sobre
la corona (KC,KP)xS1

3

T(Iz,e) = (12,e+2n(11(12,c)+12) ) 5
on la funcid Il(IZ’C) es troba afllant I1 en 1'equacid de IC escri-
ta en les variables d'accid-angle:

-2
C = (Il+12) + 212 ¥
Per tant:

on y(1=2m(c-21,)"%
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Aquesta apicacid &s un twist ({13},p.227) , ja que
Y'(12)=6F(C—212)-5/2>0 , en la zona el.liptica.

A més, com que 12=pe i © sdn variables conjugades, aquesta
aplicacid conserva mesura; veieu ({4},p.237).

Estem, per tant en les condicions del teorema del twist de Moser
({13},pp.227-243) que apliquem d'immediat a les perturbacions dels ti-
pus permesos en la seccid 7 i que també permet aquest teorema: el teo-
rema del twist ens assegura l'existéncia de corbes invariants en la co-
rona (KC,KP)XS1 i, per tant, l'estabilitat de les orbites amb moment
angular sideri proxim a Ke (onbites peniddiques de primera espiele).

D'on: -

Teonema 8.1. En els problemes restrningils de 3 cossos, plans £

cincularns amb m , C 0 d prou petits s'assegura £'estabilitat de

Les dnbites periddiques de primerna esplele.



9. Variables de McGehee.

Les variables de McGehee, en {1'1'},es defineixen per la transformacid:
2

r=2/q" , q0; p =P, Pg= W.

En aquesta seccid es déna una breu exposicid del que hem fet en les

seccions anteriors, usant aquestes variables.

Les varietats invariants del problema de 2 cossos,(2.1)'i (3.1,

s'expressen aixi:

K= {(q,p) | (p2+1(2q4/4)/2 - q2/2 = E}xSl .
2

I

IC = {(q,p,w) | 2w - p2 - mqu'/ﬁ +q = C}xSl .

El teorema 2.1 pren la forma:

Teonema 9.1. S& K#0 ¢
2,-1
IEK=¢ , quan E<(-2K") ‘ _
1/2 Lol 2,-1
IEK={(q=qc=2 / /Kp,p=o)}xs =S*, quan E=(-2K") ° .
1~ {la,) |(p2k%a? /41 /2-a" /278, ay(E)<acq, (E)Ixs'sT"

quan {-21(2]_] 2}”21/1(2 .

<E<0 , on gq, 3{E)=2(I;(I+2EK
2.2 4 2,,. Ll

I=tla,p) |(p"+K"q" /4)/2-q"/2=E , 0<q<q,(E}}xS"*RXS", quan E>O.

1y=Ula,p) (pP-aP1/2:E ,  acq, (EIDS'=RXS , quan B<O 5 g (m)=t2'/"

IEO={(q,p) sz-qz}/2=E , q>0}x51=80xmx51 , quan B>0..
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Les proposicions (3.1) i (3.2) es transformen en:

Proposici6 9.1. Tg'" estd fonmat per:

a) una onbita cireulan: C={(q=qg= 2”2/xc,p=o,m=xc pxst=Bxs! ,

b) onbites el.Liptiques:
E={(q,p,w}\Zw—pz-w2q4/4+q2=c ,we(Kc,KP)}xS1 =Ex51 #
c) onbites paraboliques:

P={(q,p,0) |p*-a’+c’q?/16=0 , wer Ixs!-Pxs!,

d) onbites hiperboliques:

H={{q,p,w) |2w—p2—w2q4/4+q2=c 5 'mzl<|,}>(51=l-'l><51 "

on K, € la sotucif més gnan de 2u’-Cutl=0 & Kp=c/2 .

Proposici6 9.2. E talla T en dues branques:
1/2

B, 3={la, jlwl=2013(1+ad (20-c))/2) 1ad u) , welkp ko)) 5

P zalla en el punt:
(qP'z/KP’4/Crw=KP} ’

£ H, en La branca:
Bé={(q2(w),wl » WK}

Si apliquem la transformacid de McGehee sobre ngt » podem dir el

seglient: S'observa que la pardbola sobre la qual hi ha la "carena" de

TEXt s'ha transformat en la hipérbola q=21l2/w del mateix pla ¥ .

Aquesta varietat talla el pla {q=0} en la corba d'equacid: p2-2m-C :

que ddna la velocitat radial amb que la particula arriva a 1l'infinit,

fixats la constant de Jacobi i el moment angular sideri.
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Aquestes variables presenten el mateix problema que les polars sino-

diques quan a la no-injectivitat del sistema (q,p) per descriure iEXt

(veieu la seccid 4) . Si anem dibuixant sobre un pla q-p les projeccions
de stt {w=const.} per a valors de w creixents, s'observa que aquestes
corbes es comencen a tallar a partir del valor wo de la variable w ,
corresponent a la corba de velocitat zero exterior. Per simplificar, consi-
derarem C gran i, per tant, segons la proposicid 4.1, aquesta corba es
troba a la zona hiperbolica. Una representacid del que passa es troba a la
figura 8. L'evolvent d'aquestes corbes resulta &sser, usant ({12},p.292):

t'u'q4 = p2 + qz =C .

En la regid de corbes interior a aquesta evolvent, qualsevol punt &s
punt d'interseccid de dos corbes amb valors diferents dé w: w i w, .

1

En la mateixa evolvent, el valor de w esta determinat univocament.

P

\

NN
—

AN
D)\

[/
/[

Y

Fig. 8

7/
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Les equacions del flux del problema restringit de 3 cossos que trac-
tem (1.2) es transformen en:

- L 4

= -pq’/h , b=-1+qulh;

® + w8 - re(e % 2e%/5%))

p=-q"/b +gq
O = -ZIm(e_ieg(Zeie/qz)/qz) ;
on g(z)=(1-m) (z-m)/ |z=m | **m(z- (1-m)) / |z-(1-m) |* -2/|z|> , z=x+iy .

La deduccid d'aquestes férmules pot trobar-se a {10}.

Les solucid d'aquest sistema d'equacions, quan m=0 , en funcid de
les anomalies excentriques el.liptica i parabolica en cada cas sdn, trans-

formant les proposicions 6.1 i 6.2, les donades en la seguent proposicid.

Proposici6 9.3. En La negi§ el.Riptica:

aglu)=(2/(a(1-ecosu))1/2

BO(u)=§+anc cob((c06u—e)/(1-ecoéu])-asjzfu-eéinu) .
plul=esinu/(a' % (1-ecosu)) ;
on u—eéinu=33/2t (equacib de Keplen).
En La negil parabdlica:
aplz)=deosz/c , 6, (z)<B+22-C (tgz+tg’2/3)/16 , y(2)=2sin2z/C ;

on t=83(£gz+2932/3]/16 (equacif de Barker).



10. Perturbacid de les orbites paraboliques. Introduccid.

Quan m=0 , la varietat d'Orbites paraboliques P (varietat inva-
riant del punt de l'origen, si usem variables de McGehee) té& les dues com-
ponents, estable i inestable, identificades i s'expressa analiticament
per 1l'equacid (proposicid 9.1):

2.2 -

P =4 /16 . (10.1)

P talla el pla T en la circumferéncia q=qg=&IC .

Si m &s petit i no nul, volem veure con es modifica aquesta va-
rietat en el primer ordre de la teoria de perturbacions respecte al petit
parametre m , particularitzant en les interseccions amb T d'aquestes

: % 7 s . .u . s s
varietats estable i inestable, W i W , que ja no coincidiran.

Comengarem aquesta analisi expressant el primer tall de W' amb
‘com una funcid de l'angle § del tipus:
= = 2
ap®) = qp +map(®) + 0@’) ,

on pretenem calcular qé(a) . El tall de W° &s simétric d'aquest respec-

te §-8 .
Per guanyar simplicitat i seguint {10} es treballa amb les variables
v=d_q i w=0_p i s'obt@ el segient sistema d'equacions variacionals

G

en v i w:

v bll(t).v + b12(t)'w - Bgcl(ﬁ,t)

W = bzl(t).v + bzz(t).w

3. . 5.2 6 3:2 4

3 a2
by ==dg/4 » byp==3qgpy/4 »
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6 2 2 4 -1/2 2 4 4
--qOC(1+q0(1+q0c0560+q0/4) / -q0+q0c0580/2)/(S(Z-qOC/A?)-

/2/8) 3

c
1
—qg((l—qgcosﬁo)/4—(2+qgc0360)(1+qgcoseo+qg/4)-3

on (qo(t),eo(t),po(t)) €s la solucid del problema de 2 cossos.

Per facilitar la integracid es canvia el temps t per 1'anoma-
lia excéntrica parabdolica z introduida en (6.5), les equacions variacio-

nals homogenitzades en questid es transformen en:

1256 sinzcos3z 4 8(—secz+ﬁcosz)—256cossz/03.w
3

v
c 2-64cosz'z/C3 2—6400842/C3

w'=-secz.v - 3tgz.w

Raonaments paral.lels als de la deduccid de la proposicid 5.1 de la
referéncia que estem seguint ({10},p.166) ens porten a afirmar que, en 2z=0 :
w(®)=0_ap(8)=-(2-64/C)
12 \6einscos’s . ~3/2_,,~5/2 2 2
. I ———————— sinf (4+2A =3A (2+16cos zcos0/C7)) +

0 2C3-64cos 'z
(10.2)

]

5 7
4096sinzcos’ z sinf (1-&_3/2) de

(263 -64coa2)*

+
3 3 = : 2 2 4 4
on 6=-C”(tgz+tg z/3)+6+m/242z i A=1+l6cos zcosB/C +64cos z/C" .
L'unic canvi que s'ha fet respecte a la referéncia &s la no parti-

cularitzacid del valor m/2 per a 0 .

-Coneixem, per tant, 1'érbita parabdlica per a -z=0 , que correspon

al primer tall amb f.
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Considerem que q;(é) te un desenvolupament de Fourier del tipus:

+ z coskf + Z B, sinkf .
0" 4" k>l ©
Podem conéixer els coeficients Ak i Bk , k>1 , quan obtinguem

ql(a) = A

el desenvolupament de Fourier de W(E) s

w(B) = E Ekcoskg + Z ﬁksink§ .
k>l k>l
fent:

A = -Bk/k i B, = A.k/k , k> . (10.3)
En realitat, el que s'aconsegueix &s la determinacid dels termes
dominants del desenvolupament assimptotic de Ak i Bk , k21 , quan C

tendeix a infinit i m tendeix a 0, que detallem en la seccid seguent.

En la seccid 12 es determina el desenvolupament assimptotic de ‘AO.,
que requereix un trgctament diferent.
Els resultats gqbtinguts i llurs conseqiiéncies es donaran en la sec-

cid 13,




11. Comportament assimptdtic dels coeficients AL i Bk , k2L .,

Fent el canvi T=tgz i usant les segients notacions:
8=3(t413/3) /16-2arc tgr , A=S(T+T3/3) , 6=C/16 , x=8/(cZ(1+7%)) ;

(10.2) es transforma en:

T T
® 2.3 7.5
w(8)=-(1-2/4). (1+TZ}6 Q) +— L1e6e %/6 5 *Qy sinB dt ,
(1= —=—) §°(1- —=—)
0 (1+1°) (1+17) (11.1)
essent Q1=4+2A_3/2—6A_5/2(1+Kc056) , Q2=1*&—3/2 s 9=§-§+ﬁ/2 i

ﬁ=1-2cos(8+ﬂ)K+K2 .

. -V - .
Comencem els calculs fent el desenvolupament de A en polinomis

(v)

de Gegenbauer, C_ ({1},pp.776 i 783):

A™V=(1-2c0s (8+m)k+k2) V= § Cﬁv)(cos(6+ﬁ)) ;

n>0
n
on C(v)(cos¢)= ) I1(\H-m)F(\Hﬂn-m2 cos((n-2u)0) .
n m=0 n! (n-m)! (T'(V))

Tractarem de veure quins coeficients dels desenvolupaments de leinﬁ
i stine en termes de sinf i cosB donen una contribucid assimptdti-
ca (per a C gran) més elevada en el calcul de w(B) ; aixi com, quins
son els termes dominants dels desenvolupaments assimptdtics dels coefi-

cients Ak i Bk , k>l .

Necessitarem més endavant els termes dominants dels desenvolupaments

assimptdtics, quan ¢ &s gran, de les segllents integrals:
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() = [ cos (8 (v+1°/3)) (1+7) et Lo -
0 .

JR(B) = I sin(6(1+T3/3))(1*12)-kd1 .
0

OO

M (6) = J, rein(8 (rHro/3)) (14r2) Kdr

Nk<6) = uTcos(d(T+13/3))(1+12)-kd1 i
0

Integrant per parts, s'obtenen les segiients férmules de reduccid:
1
Mk(é) 2(k ») k 2(6) s Nk(ﬁ) = TG-1) (l-GJk_Z(G)) , k>2 .

[(k-1)/2]

Del lema 5.2 c) de .{101 I, es comporta com exp(-28/3)8 .

k

Estudiem el compotament dels Jk :

Considerem les corbes T(R,e):0-A(R)-B(R,e)-C(e)~-D(e)~0 de la fi-
gura 9. Els punts C(e) i D(e) pertanyen al cercle 't=i+t-:ei¢ , E pe-
tit. L'arc C(e)-B(R,e) esta definit per RE(T+T3/3)=0 s o sigui, escri-
vint T=p+ic , &s un arc de la hipérbola: 3+pz-302=0 .

Integrem h(T)“EXP(iG(T+T3/3))(1+12)—k al llarg de T(R,e) , fent
tendir després R a infinit i € a O.

Si posem T=Rei¢ en A(R)-B(R,e) , [h|<exp(—G(Rsin¢+R35in3¢))/R2k .

que tendeix a 0, quan R« i, per tant:

lim h=20.

IB(R,E)
Rre

A(R)

i}
D(e)

Fig, 9

—
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Com que h @&s holomorfa en les regions interiors a les corbes

r(R,e) :
D(e) C(e) B(R,e)
Ik+iJk = lim J h + 1lim I h + 1lim J h = hl(e)+h2(e)+h3(R,e) -
g0 ‘0 e+0 ‘D(e) e=0 ‘C(g)
R

Les integrals que apareixen en els diferents arcs tenen termes en

", m0, n=0, n>0 i Ine . Si n>0 , fent el 1imit quan re40 ,

n 2
se'n van; els termes en € , n<0 i en 1ne , s'hauran de compensar
forgosament perqué els Ik i els Jk , k»1 , son finits; quedaran només

els termes amb n=0 , que calcularem.

En la demostracid del lema 5.1 de {10} es veu que el terme en eo
del desenvolupament de hz(e) és:
ag = (1/2)i-Res[exp(id(+1°/3)) (1+12) 1=i] 5
. i -28/3
Re a; i Imaj tenen comportaments del tipus Pu(k)(ﬁ).e , essent

Pu(k)(ﬁ) un polinomi de grau u(k) en §, on u a la seva vegada és
una funcid polinomial. Es veu també, en la mateixa demostracid, que el
desenvolupament de ha(m,e) no té termes en ¢ , amb n parell i, per
tant no en té en n=0 . No es fa en aquella demostracid el calcul de hl(e)

perque &s imaginari pur i no dona contribucid en el calcul dels I . Si

k

estem interessats en el valor de Jk , necessitem fer-lo (en realitat, vo-

e n
lem només el terme en n=0 del seu desenvolupament en € ):

Fi(l""e) 3 2 —k
hl(E) = exp(iS(t+17/3)) (1+17) dt =
lo
[1-€ 3 2.k
= exp(-6(£-£7/3))(1-g") dE =
o
1
- [ exoese-2/3+n2-n313)) @2=n)¥nEan .
le
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k

Siguin @(n)=—2/3+n2-n3/3 ) W(n)=(2-n)-kn- ; usant els métodes
de Laplace i dels descendiments rapids ({6},pp.36-40):per fer els desen-
volupament assimptotic de la integral en questid, cal calcular-la només
en els entorns dels punts en que ¢ pren un valor minim i d'aquells
en els quals Y @&s singular; en el nostre cas, prop de n=1,0 .

Per tant, siguin ¥y i wu¥e prou petits; usant la seccid 2.7 de
{6}, tenim:

o 1 3 -k -k
I - exp(6¢(m))¥(n)dn = J exp(§(n-1)-(n-1)"/3)(2-n) n "dn =
1-y 1-y

Y - s — -
- I exp(-8(2-23/3)) (1-t2) ¥dz = 6 L+2(1+k) 6734067 ;

0
u 8-26/3' j-k+1_ej—k+1
J exp(§8(n))¥(n)dn = =—— - ( ] b (- ) + b, _ In(n/e)). .
e 2 js0 J j-k+1
j#k-1
Es veu que el terme en eo d'aquesta segona integral té un

comportament del tipus exponencial negativa en & ,

D'on els termes dominants del coeficient de eo del desenvolupament

de hl(e) seran:

sL 4+ 2(1+»1<)as‘3 .

Resumint:

Lema 11.1.

I (8) = 0(s (k-11/2 ,-28/3) 3,(8) = s +o(67%)

(k-2)/2 e-25/3) , N l6) = kt] -2, 0[5-4} )
2 (k-1)

Hk(a) = 0(6
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Introduint els valors dels polinomis de Gegenbauer:
Cév)‘l > Cfv)(cos(8+ﬂ))=-2vcose ’ Cév)(cos(a+ﬂ))‘ CU+1)°°325+”2

en leinﬁ i stine , tenim:

leinﬁ = (4+2(1-3Kcose+%K2(5c0528+3) + Ri -
-6 (14xsin) (1-5ksing+3c” (7cos2045) + RY)sing =
= —3KzsiuB + 9%sin20 + R1
: (11.2)
i
" 32 Y i
Q231n8 = (1-(1—3KCOSB+ZK (5c0s20+3) + RZ))SlnB =
_ 92 . 1
= =5 sind + 2K51n8 + R2
de forma que els coeficients dels termes en . sink®@ de R, sOn combina-

1

cions lineals de poténcies de k , essent k la potéencia de grau més baix
del terme en sinkf ; aixd es deu a les relacions:

cosjB-cosf = (sin(j+1)6-sin(j-1)08)/2

cosjB-cosB.-sind = (sin(j+2)6-sin(j-2)6)/4
i al fet que els coeficients dels termes en coskO de Ri i R; tenen
el terme Kk com a poténcia de Kk més baixa. 'R, té un comportament del
mateix tipus que R1 i

Es té:

leine = 9¢cos26+5in28 - 9ksin26.cos2f - 3Kzsiné-cos§ +

+ 3K2cosé-sin§ + Rl 5

i, per tant el segiient comportament de 52 :
B -2 Jm — s 1 G asH ™I keos2f-dr(1+0(1))
0 (1+17)° 'j»0

perqué l'altre sumand de (11.1) &s del mateix tipus, perd porta un factor

§ en compte de 6_1 .
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Tenim:

Tcos28 = Tcos2)-cos(4arc tgT) ~ Tsin26-sin(4arc tgT) . (11.3)

S'obté facilment el seglient lema:

Lema 11.2. a) cos(nare IgT)=Tn((I+Tz)-I/2}

, on T &s el poli-
nomi de Chebyshev de 1% espleie de grau n .
b) La suma dels coegficients del desenvolupament de sin(narc tg7)

en potdncies de (I+T2)-I és zeno.

L'apartat a) d'aquest lema ens diu que:

cos(4arc tgT) = T4((1+T2)-1/2

) = 8(1+1%) "2-8(1+15) 141 ;

1'apartat b) ens assegura la no contribucid del.segon sumand de (11.3)

en el cdlcul de 52 , degut a que produeix una combinacid lineal de J, ,
els coeficients de la qual sén del tipus donat en aquest apartat del lema

i a que els termes dominants dels desenvolupaments assimptdtics de Jk

no depenen de k , segons el lema 11.1.

Per tant,
B, =28 7 ()3(an ) (140(1)) =
2 dc 350 8 6+25 5+23 4+23
7 8 15
_ 92 (857 _ 846 135) 33-(1+o(1)) _2 539 ¢ (140 (1)) .
cd c

Els coeficients Ak , k#1,2 provenen dels termes en sinkf de les
expressions (1l1.2) i aquests porten un factor Kk ; el terme en sinf

porta, pero, un factor Kz . Per tant, fent cdlculs paral.lels als fets

= -2 5
per a 32 i tenint en compte que K porta el factor C i1 les relacions

(10.3), es veu que el terme dominant de Ak ,k#1,2 t& un comportament del

apat) ique A el té com A ¢ .

tipus A,C 2

2
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D'on:

Proposdicds 11.1,
-13

3,214

), a2l Mwein, s = o)

A, = 0fC

) , W3 .

En {10} es demostra el comportament dels Bk » que resumim: .

Proposici6 11.12.

3
= O(Q-RC /24] ’

a9
B =5 M o)),

1 x k2 .



12. Comportament assimptotic de A

0..._'

Sigui F el camp creat pels primaris en el punt en que es troba
la massa infinitessimal. Volem calcular l'efecte promitjat del camp F
quan els primaris donen una volta completa al voltant de llur centre de
masses, considerant m 1 ('J-1 prou petits, i comparar-lo amb el camp

F0 del problema de 2 cossos.

Donada una funcid £ , periodica de periode Zm, notem per f 1la

mitjana de f en un periode:

2T
f-%—rj £,

0
Lema 12.1,

1
r2+u2-2urc063

2
“ J%.[I+ E?-[Ifo(lil .
Tr r

Demostracid:
1 -1 s 2 rcosB)—l -
r2+u2-2urcosﬁ r2+u2 r2+u2
1 e )
= ——7 (I+ 5 cosB + —5—>— cos"B (l+o(1))) =
r+U r +u (r™+u™)
2 2
1
g s 2 o -
r +u (r™+u7)
2 2
= L - Haro) a+ Erarea))) =
r T r

2

1 u
5 (1+ 2(1+O(1))) O

r r
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D'on, aplicant el lema anterior per a u=m,l-m :

F o= 1-m ” m =

r2+m2-2rmc038 r2+(1-m)2+2r(1-m)c058

2 2
= 12+ Ero(1))) + B+ L2100 1)) =
T r r r '
=-j§ (1 +-E% - O(mz) + o(r-z)) 3
T -
fs a dir, 1'efecte promitjat del camp, quan m i C = sdn petits,

€s el mateix que el d'un problema de 2 cossos en el que la massa que crea

el camp no és 1l,sind:

1

M=1+mC + D(mz) + O(C_l) ’ I‘

usant (7.2). En aquest problema, la varietat d'orbites parabdliques talla

ja que mA, @&s la per-

el pla T en la circumferencia de radi qg+mA 0

0 ’

turbacid promitjada de qg . Aquest raonament ens permet de trobar AO :

La varietat d'orbites paraboliques d'un problema de 2 cossos, en el
que la massa del cos que crea el camp és M , té l'equacid (modificant

(10.1)):

p2 + Czq4/16 - qu =0

i talla T en la circumferéncia: i

L= 4 1/2 _ 4
Q=9 =gM =g

D'on:

1+ 2+ o@?) + o(c’ly) . [

Proposdicdld 12.1. 1

A, - 2¢ 2 + olm) + olc7?) .




13. Perturbacid de la varietat d'orbites paraboliques. Resultats.

Recollint la informacid donada en les seccions 10, 11 i 12, enunciem
el seguent teorema que ddna els desenvolupaments de Fourier assimptotics,
quan m i C~ sén prou petits, de les primeres corbes de tall de les
varietats invariants de l'origen, Wit , amb g i que notem per
P‘-"l i

Teonema 13.1.

— ol -2 3.214 11 .
q*%(6) = 4¢c”" #+m[2c7 " (140(1)) - +—c (1+0(1))cos26 *

. 3

+ %C-Ie—c /2464'.n§ + 0(0_13)0,04@ +

. X -jc* /24, .
+ ) o(c™"")coss® + Y ole )8infB] +
> £1
+ O(mz) "

u

Conol.fani 13.1. W 4 W° es tallen en els punts amb 8=0,7 de T

amb un angle:

3
nT ¢ 1S 14011)) + 0la?) .

Conol.lani 13.2. EL problema nestrningit de 3 coss0s, pla L circulan

no &s 4integrable.

Conol.Lani 13.3.

min 9% (9) = 40“1 + m{A0+A2”*°“” " 0(m2] i

=M S0) (1+0(1)) = **3(m (1+0(1)) .



35

Els dos primers corol.laris es troben a {10}, veieu les considera-
cions fetes en les seccions 5 i 6 d'aquest article. El corol.lari 13.3
es deu a que A, &s el terme dominant i &s negatiu; el minim, per tant,
té lloc tant a prop dels punts que fan maxim cos28 , tant

a prop de 8=0,7 com vulguem.

Malgrat el corol.lari 13.2, podem parlar d'una quasi-integrabilitat
en el sentit seglent:
. . . s .
Si el sistema fos integrable, W =w" i, per tant, P+1=P_1; pero,
1'angle de tall &s extremadament petit quan C &s gran i woiow

gaireb@ cincideixen en el primer tall amb ¥ , la separacid maxima

entre les corbes P+l i P__1 té lloc tant a prop de §=F/2 com vul-
guem (fent m i C = prou petits) i val:

T -1 —03/24 2

—C e (14+0(1)) + O(m™) .

g

Es a dir, w i W® encara que matemdticament nocoincideixen,
des d'un punt de vista fisic es confonen, quan m i C_l sdn prou pe-
tits. Per tant, en aquestes condicions, semblara integrable. Adhuc, fi-
xat un valor € tal que fisicament siguem incapagos de &etectar dife-
réncies e?tre P+1 i P_1 més petites que € , i donats m i Cm1

petits podem dir si es veura o no com a integrable. Per exemple, si

e=10"1? i m=0.1 , &s suficient C>8.2 .

Analitzant els resultats, veiem que:
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AO , efecte de la perturbacid promitjada, &s positiu i, per tant,

fa créixer els valors de q;'s ; 1'efecte maxim de les ondulacions de les

corbes (separacions respecte a la circumferéncia q=a;’s=qg+mA0 ) tenen

lloc en la forma A2c052§ i fan minim el valor de q;’s en punts tant a

prop de 0 i 7 com vulguem. L'efecte maxim de separacid entre les dues

corbes, aixi com 1l'angle format en els punts d'interseccid de Py 1 Py

(6=0,7) els déna el terme B sinB , essent la separacid maxima tant a prop

1
de B=r/2 com vulguem i val, com 1l'angle d'interseccid, 2B1 .
Per acabar aquesta seccid, fem una petita comprovacid dels resultats
d'aquesta seccid, obtinguts analiticament. Els compararem amb els resul=-
tats experimentals donats en la grafica 12 ¢) de {10} , que calcula el
coeficient del terme de 1°% ordre en m del primer tall de la varietat
parabdlica perturbada amb T .
Considerem només els termes analiticament més importants del desen~
volupament de Fourier, quan C @&s gran, d'aquesta magnitud:
cosB+A sinf .

£(9) =A+A cos.2§+A3cd.s 3848

1 2 1

Podem plantejar un sistema d'equacions en Ao . Al ; A2 5 A3 i

B, , mesurant els valors de £(0) , f£(m/2) , £(m) i £(3m/2) sobre la

grafica en questid:

AO + Al + A2 + A3 e £(0) = 22 mm.
AO.— A2 + B1 ~ f(n/2) = 27 mm.

AO - Al + Az - A3 = £(m) = 13 mm.
A. .- A, =B, ~ £(37/2) =~ 33 mm.

0 2 1
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Prenent cura dels escalats de la grafica:

o E(O)+E(M)-£(1/2)-£(31/2) _ 22413-27-13 _ 0.1 _ 1 _ -4
Az - 4 = 4 . 16 64 - -6l15'10 3
. E(n/2)-£(31/2) _ 27-33 0.1 . 1 _ -4
B, = - = 253, St e 2.93.107
Tedricament: . ‘
14
A2-=-3———3?—12 A7
5:5.5
B oo T e-5.53/24 - 511073
1 8-5.5 & '

Donat que les mesures sdn molt imprecises i que C=5.5 no .€s massa

i B, sdn aproximadament

gran, veiem que els ordres de magnitud de Az 1

correctes.



14. Afi;aciﬁ de la zona d'estabilitat.

]

En la seccid 13 hem vist que la distancies a l'origen dels primers

u . s . . ;
talls de W i W amb T, P+1 , estan afitades inferiorment per:

oS = of? + magra, (1to(1)) + 0?) , qfP=ql .

En aquesta seccid es dona un procediment de calcul d'aquestes cotes

inferiors per als talls successius, P+n » que notem per qgn) .

Definim ﬁn i En com les fites calculades, segons aquest métode,
de la part promitjada i ondulada, respectivament, de la perturbacid de
la circumferéncia YO: 7 de radi qg al cap de n talls amb T .

| D'on:
qgn) = qg +3 + A .

n n

Coneixem ja , A, = mAj + o) i & = mA, (1+0(1))) + om?) .

Veiem com es calculen els seglents:

1

~(1)_ (D) =

Considerem la circumferéncia ?1:(q=qP =qp -Al) que esta molt a
prop de YO , peroen E T. ?1 es correspon, pel flux no perturbat, amb
una circumferencia ?1’2 molt a prop de l'origen. ?1,2 es calcula a
partir de ?1 imposant que pertanyen al mateix T « Ara bé, com indi-
carem més endevant, podem conéixer la corba Y, tal que va a parar, pel
flux perturbat a ?1’2 , de la mateixa manera que podiem conéixer la cor-
ba Yy Que, pel flux perturbat, anava a parar a l'origen i que explici-
tavem en el teorema 13.1. Llavors,

i e,
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&2 €s el terme independent del desenvolupament de Fourier de la pertur-
bacid de Yy due dona Y, i EZ €s una fita dels termes dependents de
8 d'aquell desenvolupament, de forma que:

qéz) - qéo) +E, + 1, .

Iterant aquest procediment, obtenim tots els En i En que ens per-

meten de calcular:

lim qF(,n) - qF(’O)
o oo o

4+ 1lim A+ lim A
n n

que &s una fita inferior de la zona d'estabilitat del problema.

El punt més dificil d'aquest métode &s el calcul de Y, @ partir
de ?1’2 i que detallem a continuacid:

En el temps fictici u , els punts de ?1,2 corresponen a u=m
i els de Y, s @ u=0 . Volem conéixer, imitant el que feiem en la seccid
10, w(6) en u=0 , sabent que v(B)=w(B)=0 en u=7 ; perqué ?1,2 és
una circumferéncia.

v = asp i ws= an sdn les solucions a les equacions variacionals

en el IEK al qual pertanyen ?1 i ?1 2 i que escrivim a continuacid:
H]
. 3 25 4
v = qupof(é-qu).v + (-q0+3K q0/4 + qu(qug—ZqOI(Z(&—qo))).w + aéc1

= —(@3/8).v = (Balpy/4).w

£

(14.1)
122 qhcos/2)/ (2 (4-Ka) -

4 2 2 2 4.-3/2
-qo((l—qocoseo)/4-(2+q0c0580)(l+q0coseo+q0) /8)

6 2 2 4 -1
essent c1=—Kq0(l+q0(1+q000590+q0/4)

i (qo(t),po(t),a (t)) , 1la solucié‘del problema de 2 cossos en |
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Sigui (vl,wl) la solucid fonamental de les equacions variacionals
homogenitzades en el cas parabolic, donada en {10}; es pot estendre aques-
ta solucid als casos el.liptic i hiperbdlic, usant el tractament uniforme,
mitjangant funcions d'Stumpff, descrit mn la seccid 5.

El resultat obtingut &s:

Proposicil 14.1.

§2q4 2 ﬁzp q3
0% k" 2 _ 0PoY o2y -1
mi=dy = 1) o W= - e e I ((-ZK7) T<E<O) .

vy

Veiem que, coneixent aquesta informacid, hem resolt el nostre pro-
blema de la determinacid de w(8) .

Si (Vl(u),Wl(u)),(vz(u),wz(u)) €s un sistema de solucions fona-
mentals de les equacions variacionals homogenitzades en qﬁestiﬁ tal que

Ww)(0) = (1,00 i (v,,%,)(0) = (0,1) ;

com que
v, V
det( 1 2) =140
Y %
u=0
llavors

v v
det( 1 2) #0,
o
u

per tot u , segons ({3},p.191).

Sigui

(-6 ()

la solucid de les equacions (l4.1).
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Fer v(u=0)=w(u=0)=0 implica, per tant, é(u=n)=8(u=w)=0 .
D'on:
T
w(u=0) = a(u=0)wl(u=0) + B(u=0)w2(u=0) = B(u=0) = - I B' du .
0

Usant el métode de variacid de les constants ({3},p.206):

o | ' dc
w, 0 ac W, - . -'QE
g =.QE.= 1 L1 ,de _ 1 53§ du 2
du Vl Vz 3@ du ’

; lrexp(fg Tr (M(v))dv)

on hem usat també el teorema de Liouville ({3},p.193) i M &s la matfiu
dels coeficients del sistema (l4.1) escrit usant el temps fictici u .
Tenim, finalment:
i Bcl u
w(u=0) = B(u=0) = J Wy = exp (- J Tr (M(Vv))dv) du , '
0 o 0
que permet de trobar els coeficients dels termes dependents de l'angle ]
del desenvolupament de Fourier de la corba Yy - &
El terme promitjat es troba de la mateixa manera que el Ao de Pii 4

pero treballant en el I corresponent.

EK



15. Comportament qualitatiu de la regid d'drbites parabdliques.

Definim en ¥ 1'aplicaci8 de Poincar@ T tal que a cada punt de ¢
1li correspon el proper punt de tall amb ell mateix de 1'drbita que passa
per aquest punt.

Un punt (q,0) de T déna lloc a una drbita parabdlica per s
(direm que pertany a Piﬂ si arriva a l'origen (q=0,p=0) després de
travessar el pla T n-1 vegades, quan t>}» , Idem a una hiperbdlica
per T-":n (direm que pertany a Hin') 8i arriva a un punt del tipus
(q=0,p#0) després de travessar n-l1 vegades T , quan t»>iw . £s a dir,

els punts de P s6n els punts d'interseccid de WS amb 9 , quan

in
aquestes varietats han travessat n-1 vegades 1 , quan t>iw .
Notem per Dil éls recintes tancants per P+1 , que sdn els con-
e .
junts de punts de T que no s'escapen per T~ . Anem a trobar els con-

F(n-1)

‘*'Tl N
junts que s'escapen per T~ ‘i no ho fan per T i que notem per

Eiu :

Obviament, Eil=ﬂnil ;

Com que TD_;=D, , E2=T_1(D_1—Dl)=5 T(D_I—D1)=T"1(D_10El) D,
essent S la simetria 6 +-§ .

Veiem com &s aquest conjunt: Considerem un raig qualsevol T que
surti de 1'origen i vagi a parar a 8D1=P1 . TI' &s una corba que surt
de 1'origen i va a parar, espiralant, a BD_1=P_1 . Per tant, TI' talla
infinites vegades D_l--IJ1 . Els punts de T , la imatge‘per T dels
quals talla 3(D1-D_1) pertanyen a BEZ . Per continuitat, E, sera una

cinta que espirala tendint a 3D1 ;
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o . & ).

Analogament, En=T -1 Bt

Per veure la forma d'aquests conjunts, estudiem, primerament, E3 .

Observem que, els talls de Tl amb OE,=P, tenen lloc infinites vegades

2 2
per a cada volta de TI' al voltant de 1l'origen. Aixo ens diu que E, sera
un conjunt d'infinites cintes: C que espiralen dins de D,-E, , de

3;m 1 2

forma que tendeixen a una banda i altra de la cinta CZ=E2 » quan mrew .

Aquest comportament es repeteix en una escala cada vegada més elevada en

# . n .
En s 0”3 , en el sentit que En estara format per Z cintes

m.€ Z que van tendint a una banda i altra de les cintes
n;ml,....,m‘:l_2 s 1 :

C de E

n-1 * duan mn_2+m , donant un veritable caos tant

n-1 Sy seeesll o

a prop de P, com vulguem.

1

Els indexs mi<0 corresponen a les cintes per l'esquerra, en el sen-
tit que veiem el seu tall a 1l'esquerra de la cinta C2 .
S'ha de notar que, eventualment, poden perdre's trogos de la prime-

ra de les noves cintes a cada etapa; aixo implicara que, a 1l'etapa segiient,

els Indexs corresponents seran tots positius.

La figura lO0aclareix els diferents talls de les cintes sobre el raig T .

Degut a la simetria S , es té& un comportament similar en D-I-Dl ’

, -n
corresponent als conjunts d'escapament per T ~ E+n A



TR LTS

¥ aeat

) T T
R DA )
o ORI Sd

e T e Ty

R R T AT PPN TN (&)

S TR ST RO IR

TS L O T T T N TR

o et mard bt Byt Aoat nt [oh

S ®T et 3D 4 ),

NN S DT AT

LT AT

T Y TN

!

L L

C&;I,l'

64



65

En la figura 15 de {10} es veu que per a certs valors de ¢l im

més grans es tenen, a més dels anomenats punts homoclinics primaris (6=0,)

(ja tractats), 2 punts homoclinics secundaris © i -6 .
sec sec
2 ; . ~1 ;
Es a dir, per -a uns certs valors de m i C , No massa petits, Pl

i P_; es tallen en 4 punts i no en 2.

El problema que surgeix &s el segient: com estan distribuides les cin-
tes en aquest cas? i, que passa en la transicid d'un comportament a 1l'altre?

Podem donar la seguent resposta:

Com que,en el cas de 4 punts homoclinics, D_l—D1 té dues components-
connexes, la seva antiimatge per T també les tindra. Per tant, E2 esta
Cél) . & Céz) . E, estara format per

3
Cél) i les altes a Céz)

format per 2 cintes no conectades:
una doble infinitat de cintes, tendint unes a s
etc. com indica la figura 11.

Al augmentar C o disminuir m , les 2 components connexes van dis-
minuint en amplada; a més, una augmenta en longitud i 1'altra, disminueix.

Aquest comportament continua fins quan desapareix 1l'homoclinic secundari

(§SQC=O). Per tant, en la transicid, les cintes secundaries es fan cada ve-
gada més curtes fins que desapareixen, al mateix temps que els dos tipus de
cintes disminueixen en amplada.

Per exemple, si fixem m=1/2 , les experiencies numeriques (veieu fig.
15 de {10}) diuen que si C creix, les cintes secundaries acaben desaparei-
xent sempre; pero, si fixem C i fem disminuir m , aquestes desapareixeran
si C @&s més gran que C=4.95 .

Veieu la fig. 11 per a una interpretacid m&s o menys artistica del fe-

nomen.
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11 a)

Fig.
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Fig. 11 b)



Fig. 11 c)

68



Problemes oberts.

- Demostrar que les cintes de la seccid 15 s'acumulen en algun lloc

per tal d'obtenir una fita de la regid d'estabilitat.

- Veure quin &s el 1imit d'existencia de corbes invariants al vol-
tant de 1'Orbita circular del problema de 2 cossos. En el cas que no coin-

cideixe amb l'anterior, fer l'estudi de la regid que resta al mig.

- Fer una analisi dels proprobles tractats, quan C sigui més peti-
ta, particularitzant en el cas que C<3 i, per tant, IC sigui connexa.

- Quan C<3 , buscar orbites que vinguin de 1'infinit parabolicament
i empalmin amb col.lisid; en cas de trobar-ne extreure'n consequéncies
referents a aplicacions astronomiques .a  1l'origen de cometes, a la manca

de significat dels periodes dels cometes, si aquest &s gran, etc.
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