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Abstract

Introducing ourselves in the world of finance, we propose final boundary value problems
that arise when pricing and hedging certain financial derivatives, specifically plain vani-
lla european options and some exotics such as Asian, lookback and barrier. Due to its
important influence on the current way of pricing and hedging financial options, we will
assume the Black-Scholes model.

There are closed formulas for the simplest financial options but, unfortunately, not for the
vast majority of them. Even when there exist explicit solutions, these are very complex
and they are lacking of utility in practice. These factors often make us resort to numerical
methods. Using the finite difference method, we will obtain approximate solutions to the
posed problems and we will verify the efficiency of the numerical solutions that it offers
us.

Resum

Introduint-nos en el mén de les finances, plantegem els problemes de valor final i de fron-
tera que es presenten a 1’hora de realitzar valoracions i cobertures de determinats derivats
financers, concretament, d’opcions europees plain vanilla i algunes d’exotiques tals com
les asiatiques, les lookback i les barrera. Degut a la seva important influéncia en ’actual
forma de valorar i cobrir opcions financeres, el model de mercat que assumirem és el model
de Black-Scholes.

Existeixen férmules tancades per a les opcions financeres més senzilles, perd, malau-
radament, no per a la gran majoria. Tanmateix, moltes vegades les solucions explicites
existeixen, pero sén molt complexes i manquen d’utilitat a la practica. Aquests factors
ens fan recérrer en nombroses ocasions als metodes numerics. Mitjangant el metode de
diferencies finites, obtindrem solucions aproximades dels problemes plantejats i compro-
varem l'eficiencia de les solucions numeriques que ens ofereix.

2020 Mathematics Subject Classification. 35G16, 35Q90, 35Q91, 58J90, 65M06, 91-08, 91-10

v



Agraiments

Voldria agrair especialment als tutors d’aquest treball, el Dr. Miquel Bosch i el Dr. Josep
Vives, el recolzament i 'ajuda que m’han facilitat en el desenvolupament del treball.
També voldria agrair a la meva familia i als meus amics el seu suport i la seva confianca
durant la meva etapa en el Grau de Matematiques, ja que han sigut imprescindibles per
a superar aquest repte i poder arribar fins aqui.



Index

Introduccio

Valoracio i cobertura d’opcions europees i el model de Black-Scholes
2.1 Opcions financeres Uropees . . . . . . . . . . v vt e
2.1.1 Opcions plain vanilla . . . . . . . .. . oo
2.1.2 Opcions exotiques . . . . . . . . oo e

2.2 El model de Black-Scholes . . . . . . . . . . ... .

Equacions diferencials en derivades parcials de segon ordre

3.1 Operadors i equacions diferencials lineals . . . . . . . ... ... ......
3.2 EDPs de segon ordre i equacions diferencials estocastiques . . . . . . . ..
3.3 Classificacié: EDPs lineals paraboliques de segon ordre . . . . . . ... ..
3.4 Problemes de valors final i de frontera de tipus parabolic . . . . . . .. ..
3.5 L’equacié diferencial de Black-Scholes i ’equacié de la calor . . . . . . ..

3.6 Teoria de Fourier . . . . . . . . . . . ..

Meétode de diferéncies finites
4.1 Diferéncies dividides . . . . . . . .. e
4.2 Metodes explicit, implicit i de Crank-Nicolson . . . . . . . ... ... ...

4.3 Resolucid de sistemes lineals tridiagonals usant la descomposicié LU

Problemes de valoracié i cobertura d’opcions
5.1 Opcions barrera down-and-out call . . . . . . . . . ... ... ... ....
5.2  Opcions lookback strike call . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

5.3 Opcions asiatiques arithmetic-average strike call . . . . . . . . . ... ..

Solucié als problemes de valoracié i cobertura d’opcions

6.1 Opcions plain vanilla . . . . . . . . . . . . . .
6.1.1 Soluci6 analitica al problema de valoracié . . ... ... ... ...
6.1.2 Soluci6 analitica al problema de cobertura . . . . . . .. ... ...
6.1.3 Solucié numerica . . . . . . . ...

6.2 Opcions barrera down-and-out call . . . . . . . . . . .. ... ... ....
6.2.1 Solucié numerica . . . . . . ...

6.3 Opcions lookback strike call . . . . . . . . ... Lo
6.3.1 Solucié numerica . . . . . . .. L.

6.4 Opcions asiatiques arithmetic-average strike call . . . . . . . . . .. ...

vi

= =N N

10
10
11
13
15
17
21

23
23
24
28

30
30
31
34



6.5 Solucié numerica als problemes de cobertura. . . . . . . .. ... ... ..
7 Comparaci6 entre les solucions analitiques i numeériques
8 Conclusions
Annexos
A Glossari

B Resolucié dels problemes de valoracié i cobertura d’opcions en C

vii

49

51

52

52

62



1 Introduccio

El projecte

En els darrers anys, ’activitat dels mercats financers ha crescut extraordinariament rapid.
La presencia d’una gran varietat d’instruments financers en el mercat i la complexitat de
molts d’ells han donat lloc a models i tecniques matematiques que pretenen analitzar-los.

Un instrument financer és un contracte entre dues parts que atorga un actiu financer
al comprador i un passiu financer al venedor. D’una banda, el venedor de I'instrument té
I'objectiu de financar-se i, d’altra banda, la finalitat del comprador és o bé obtenir una
font de rendibilitat per a una inversié o bé cobrir riscos d’una inversié, és a dir, utilitzar
I'instrument com un contracte d’asseguranca.

Els instruments financers complexos sén els anomenats derivats financers, que sén actius
els valors dels quals es deriven dels canvis d’altres actius, anomenats actius subjacents.
Un dels derivats financers més destacats és 'opcié financera europea. Aquesta consisteix
en un contracte que proporciona el dret, pero no 'obligacid, al comprador de 'opcié de
comprar o vendre una quantitat de l’actiu subjacent a un preu i a una data acordats
préviament.

Davant la gran varietat de derivats financers, en particular, d’opcions europees, ens
podriem preguntar quin valor present tenen les opcions en cada cas particular, és a dir, te-
nint en compte la volatilitat de I’actiu subjacent, el preu d’exercici, la data de venciment,
etc. A més, en cas de ser el venedor d’una opcid, caldria pensar quina seria l'estrategia de
cobertura adequada que hauriem de seguir per tal de poder assumir els costos en cas que
el comprador exerceixi I'opcié. Aquestes dues qiiestions sén un objecte d’estudi molt des-
tacat en el sector financer i es coneix pel nom de valoracié i cobertura d’opcions financeres.

El matematic frances Louis Bachelier (1870-1946), en la seva tesi doctoral “Théorie de
la Spéculation”, publicada ’any 1900, va ser el primer en utilitzar el moviment brownia
com a model matematic per intentar explicar la variacié dels preus de les accions en borsa
i el primer en desenvolupar la teoria de la valoracié d’opcions i futurs financers. Com a
curiositat, Henri Poincaré va ser membre del seu tribunal i va escriure un informe molt
favorable?. Tot i que va ser un bon comencament per a la valoracié d’opcions, la férmula
obtinguda es basava en suposicions no gaire realistes, per exemple assumia que no existien
taxes d’interes, i el moviment brownia no explicava amb suficient rigor la variacié dels
preus de les accions borsaries. Segurament aquest va ser el motiu pel qual el model va
ser oblidat durant molts de temps. No va ser fins 60 anys més tard, quan ’economista
Paul A. Samuelson (1915-2009) va involucrar-se en els inconvenients del model de Bac-
helier, que la modelitzacié matematica va comencar a agafar forca en el mén financer.
L’any 1973, els economistes Fischer S. Black (1938-1995) i Myron S. Scholes (1942-) van
publicar l'article ”The Pricing of Options and Corporate Liabilities”[2], on van utilitzar
la versi6 modificada del model de Bachelier que va proporcionar Paul Samuelson i van
obtenir I'anomenada féormula de Black-Scholes, que calcula el valor present d’una opcid
de compra europea, i va adquirir rapidament molta influéncia en el mén financer.

2Ho explica el Dr. D. Walter Schachermayer en el discurs amb motiu de la seva investidura com a
Doctor Honoris Causa per la Universidad de Murcia [19]



Cal destacar la contribucié del matematic japones Kiyosi Itd (1915-2008) en la teoria
dels processos estocastics durant els anys 40. Utilitzant el calcul estocastic d’It6 s’obté
que, en el model de Black-Scholes, el comportament dels preus de les accions borsaries
segueix un moviment brownia geometric. L’any 1973, I'’economista Robert C. Merton
(1944-) va publicar V'article ”Theory of Rational Option Pricing”[13], on va estendre i
generalitzar el model de Black-Scholes i va proporcionar la solucié al problema d’optimit-
zacié d'una cartera de valors. Cal esmentar que Merton va introduir el calcul estocastic
en ’economia financera i que el director de la seva tesi doctoral va ser Paul A. Samuelson.

Els estudis de Black, Scholes i Merton van revolucionar els metodes utilitzats per a la
valoracié i cobertura d’opcions i la resta de derivats financers i van introduir els metodes
estocastics a I’ambit financer. Aquest va ser el motiu pel qual Myron Scholes i Robert
Merton (Fischer Black va morir dos anys abans) van compartir el Premi Nobel d’Econo-
mia l'any 1997.

L’equacié diferencial en derivades parcials del model de Black-Scholes, com la majoria
d’equacions diferencials, té moltes solucions que depenen de les condicions inicial (o final)
i de frontera, corresponents a una multitud de possibles derivats financers. Malaurada-
ment, en la gran majoria de problemes de valor inicial i de frontera que se’ns presenten
no és possible trobar una solucié analitica o, tot i ser possible, obtenim una solucié mas-
sa complexa i, per tant, poc util a la practica. Aquestes realitats fan necessari I'is de
metodes numerics, que ens ofereixen aproximacions numeriques precises. Degut a la se-
va facil implementacié en programacio i la rigorositat de les solucions aproximades que
ofereix, el metode més utilitzat per a solucionar aquesta problematica és el metode de
diferencies finites.

En aquest projecte ens plantegem els objectius segiients:

1. Aprendre la teoria basica de les opcions financeres i estudiar el model de Black-
Scholes.

2. Estudiar la teoria basica de les equacions en derivades parcials, aprofundint en aque-
lla que sigui necessaria per a la valoracio i cobertura de les opcions que tractarem.

3. Estudiar el metode de diferencies finites i la seva aplicacié en la valoracio i cobertura
d’opcions europees.

4. Desenvolupar analiticament 1’equacié diferencial en derivades parcials de Black-
Scholes, transformar-la en ’equacié de la calor i resoldre analiticament el problema
del valor inicial amb aquesta equacid, obtenint aixi la solucié al problema de valora-
ci6 d’'una opcié de compra estandard europea. També desenvolupar una estrategia
de cobertura per aquest tipus d’opcions.

5. Plantejar els problemes de valors final i de frontera associats a la valoracié de certs
tipus d’opcions de compra europees exotiques barrera, lookback i asiatiques.

6. Aplicar el metode de diferencies finites per tal de resoldre numericament els proble-
mes plantejats, aixi com també oferir una estrategia de cobertura per a cadascuna
d’aquestes opcions.

7. Implementar els algoritmes en C i comparar els resultats analitics i numerics per
comprovar l’eficiencia del metode utilitzat.



Estructura de la Memoria

En la primera seccié, definim el concepte d’opcié financera europea i els diferents tipus
d’opcions europees que tractarem en aquest treball. També presentem el problema de
valoracié i cobertura d’opcions europees i expliquem el model de Black-Scholes, que és el
model de mercat que assumirem en el projecte.

En la segona seccid, introduim i classifiquem les equacions en derivades parcials, apro-
fundint en aquelles que utilitzarem en el treball i fent una especial mencié a ’equacié de
la calor. Seguidament, presentem els problemes de valors final i de frontera (PVFFs) i
plantegem aquell que es correspon amb el problema de valoracié d’una opcié de compra
europea plain vanilla. Finalment, transformem aquest PVFF, format per ’equacié en
derivades parcials de Black-Scholes, en un problema del valor inicial (PVI) format per
I’equacié de la calor.

En la tercera seccid, presentem i estudiem el metode de diferencies finites i la seva aplica-
ci6 a 'hora d’aproximar les solucions exactes dels PVFFs que haurem de resoldre. També
expliquem breument la resolucié de sistemes lineals tridiagonals usant la descomposicid
LU.

En la quarta seccid, plantegem els PVFFs associats a un tipus particular de cadascu-
na de les opcions exotiques barrera, lookback i asiatiques.

En la cinquena seccié, resolem analiticament el PVI amb l'equacié de la calor corres-
ponent al problema de valoracié d’una opcié de compra europea plain vanilla, trobant
aix{ la formula de Black-Scholes. Seguidament utilitzem el principi de paritat call-put per
tal d’obtenir la solucié al problema de valoracié de la respectiva opcié de venda i també
resolem els problemes de cobertura d’ambdues opcions. Finalment, donem les solucions
analitiques de les opcions barrera i lookback i, mitjancant el metode de diferéncies finites
de Crank-Nicolson, es resolen numericament tots els problemes de valoracié i cobertura
plantejats.

En la sisena seccid, es comparen els resultats obtinguts en el cas de les opcions plain
vanilla, barrera i lookback estudiades amb la finalitat de comprovar I'eficiencia del metode
utilitzat.

En la setena seccid, exposem les conclusions extretes del treball.
Finalment, el treball consta de dos annexos: el glossari amb conceptes financers per tal

de facilitar la comprensié del projecte i el codi en llenguatge C amb el qual hem obtingut
els resultats numerics de la sisena seccid.



2 Valoracié i cobertura d’opcions europees i el model de
Black-Scholes

En aquesta seccié definirem els conceptes d’opcid financera europea, d’opcid plain vanilla
i de les opcions exotiques barrera, lookback i asiatica. També explicarem el significat
de la valoracié i cobertura d’opcions, donarem resultats financers que utilitzarem en les
seccions posteriors i definirem el model de Black-Scholes, que sera el model que assumirem
durant tot el treball degut a la seva rellevancia en ’actual valoracié i cobertura d’opcions
europees.

2.1 Opcions financeres europees

En aquest projecte treballarem exclusivament amb un tipus de derivat financer: 1'opcid
financera europea, la definicié de la qual expliquem detalladament a continuacio.

Definicié 2.1. Una opcio o opcié financera és un derivat financer que consisteix en
un contracte que proporciona el dret, pero no la obligacio, al comprador de l'opcio de
comprar o vendre una quantitat d’un actiu a un preu i en una data acordats préviament.
L’actiu sobre el qual actua l'opcid s’anomena actiu subjacent. Si l’opcio proporciona el
dret de compra, s’anomena opcié de compra o opcid call i, si l'opcio proporciona el dret
de venda, s’anomena opcié de venda o opcid put.

Definicié 2.2. Una opcid (financera) es diu que és europea si només pot ser exercida
en la data de venciment acordada en el contracte.

Comentari. Una opcid financera pot ser europea o americana. Les opcions americanes
sén més complexes, ja que es poden exercir en qualsevol moment de la vida de ’opcid, no
només en la data de venciment.

Ara, coneixent el significat d’opcié europea, ens podriem preguntar quin és el valor o
preu actual d’una opcié financera en particular. A estudi que determina aquest valor
se'n diu valoracié d’opcions. El valor o preu de l'opcié és la prima que haura de
pagar tot inversor que vulgui comprar-la a temps present i que, simultaniament, rebra el
venedor de I'opcid.

En general, el preu d’una opcié de compra o venda europea és una funcié
V=V(SKT,mro)

on S és el preu de l'actiu subjacent, K és Ustrike o preu d’exercici, 1" és la data de
venciment o d’exercici, r és la taxa d’interes lliure de risc i o és la constant de volatilitat.

Notacié 1. Denotarem per V el valor d’una opcié de compra o venda europea. En cas
de necessitar fer distincid entre una opcio de compra i una opcié de venda, denotarem
per C' el valor d’una opcid call i per P el valor d’una opcid put.

Seguidament presentem una important relacié entre els preus de les opcions de compra i
venda europees, la demostracié de la qual es pot trobar a la referencia [22].

Proposicié 2.3. Paritat Call-Put. Siguin una opcio call i una opcié put europees sobre
el mateir actiu subjacent amb la mateiza data de venciment T i el mateix preu d’exercici



K. Sigui C el preu de l’opcid call a tempst i P el preu de l’opcid put a temps t. Aleshores,
es compleix la segient igualtat:

P=C-S+4Ke T (2.1)

Per tant, donades una opcié de compra i una opcié de venda europees sobre el mateix actiu
subjacent, amb la mateixa data de venciment i amb el mateix preu d’exercici, si conei-
xem el valor d’una de les dues opcions, podem calcular el valor de 'altra de forma directa.

Les opcions financeres es poden utilitzar amb 'objectiu d’obtenir beneficis economics de-
gut a prediccions encertades de les tendencies futures del mercat, tot tenint sota control
les perdues que ens pot comportar una prediccié erronia. En aquest cas, diem que s’utilit-
za l'opcié financera com un instrument d’inversié o d’especulacié. Per exemple: Si
preveiem que el preu de les accions borsaries d’una empresa augmentaran (disminuiran),
pagant la prima d’una opcié call (put) que ens permeti comprar (vendre) una quantitat
d’accions a un preu i en una data previament acordats, obrim la possibilitat a obtenir
beneficis. Si es produeix l’escenari alcista (baixista) tal i com haviem predit, exercirem
I'opcié de compra (venda) i al vendre-les (comprar-les) al preu de mercat obtindrem be-
neficis. Si la nostra prediccié no es compleix, aleshores no exercirem 'opcié i la nostra
perdua sera el cost de la prima.

Tot i aixi, el principal motiu pel qual els inversors compren opcions financeres és el
de cobrir riscos i, en aquest cas, diem que les opcions s’utilitzen com a instruments
d’assegurancga. En canvi, els venedors d’opcions tenen com a principal objectiu el d’ob-
tenir una font de financament a través del cobrament de les primes i necessiten plans de
cobertura per tal de poder afrontar els costos en cas que s’exerceixi 'opcié. Nosaltres
estem interessats en estudiar quina estrategia seguir per tal de, havent venut una opcié
financera, assegurar-nos que, arribada la data de venciment, si el comprador de 'opcié
decideix exercir-la podrem fer front al cost que aixd suposi. Aquesta teécnica rep el nom
de cobertura d’opcions.

A continuacié introduim la lletra grega delta, un parametre molt important en la co-
bertura d’opcions, i el concepte de cartera delta-neutral.

Definicié 2.4. La delta d’una opcio, A, és la taxa de canvi del preu de I’opcid respecte
del preu de lUactiu subjacent. En general, la A d’una opcié ve donada per [’expressio
A =dV/dS, on S és el preu de lactiu subjacent i V és el valor de l’opcid.

Definicié 2.5. La delta d’una cartera d’opcions que depén només d’un actiu subja-
cent, el preu del qual és S, és A = dI1/dS, on 11 és el valor de la cartera. Si la cartera
conté una quantitat q; de Uopcio i, 1 < i < n, la delta de la cartera ve donada per

l’expressio
n
A= Z GA;
i=1

on la A; és la delta de l'opcid i-ésima. La formula es pot utilitzar per calcular la posicid
sobre l'actiu subjacent que necessitem per tal que la delta de la cartera sigui igual a 0. En
aquest cas, diem que la cartera és delta-neutral.

En la seccié 4 establirem cobertures delta-neutrals per a la cobertura de les diferents car-
teres de valors que crearem per a cada tipus d’opcié estudiada.



Finalment, cal distingir dos tipus d’opcions financeres que definirem a continuacié: les
opcions estandard o plain vanilla i les opcions exotiques.

2.1.1 Opcions plain vanilla

Definicié 2.6. S’anomena opcio plain vanilla o estandard aquella opcio amb un
perfil de beneficis que no depén del preu que pugui tenir l'actiu subjacent durant la vida
de lopcid. Aixi mateix, el preu d’exercici, també anomenat strike, queda fixat en el
moment de compra i venda de [’opcid.

El perfil de beneficis o payoff d’una opcié plain vanilla és C(St,T) = maxz{St — K, 0}
en el cas d’'una opci6 call i P(Sp,T) = max{K — Sp, 0} en el cas d’una opci6 put, on Sp
és el preu de I'actiu subjacent en la data de venciment ¢ =T i K és I'strike.

2.1.2 Opcions exotiques

Definicié 2.7. S’anomena opcié exodtica aquella opcid les caracteristiques (preu d’e-
zercici, data de venciment, actiu subjacent, etc.) de la qual difereizen de les opcions
estandard.

Hi ha diferents tipus d’opcios exotiques, com per exemple les opcions barrera, lookback,
asiatica, basket, bermuda, etc. A continuacié definim les tres primeres opcions exotiques
esmentades, ja que formen part de l'objecte d’estudi d’aquest projecte, junt amb les
opcions plain vanilla.

Definicié 2.8. Una opcio barrera és una opcio exotica que permet al comprador de
lopcio comprar o vendre un actiu subjacent al preu d’exercici establert, pero només si
durant la vida de 'opcid el preu de lactiu subjacent assoleiz (in) o no assoleir (out),
respectivament, un determinat nivell anomenat barrera.

Comentari. El risc que suposa assolir o no la barrera comporta que les opcions barrera
acostumin a tenir un valor inferior al de les opcions estandard.

Definicié 2.9. Una opcidé lookback és una opcio exotica que permet al comprador de
l’opcio comprar o vendre l'actiu subjacent al millor preu que ha cotitzat durant el periode
de vida de l'opcio. Concretament, es caracteritzen per tenir un payoff que depén del preu
mazxim o minim que ha assolit ’actiu subjacent durant la vida de [’opcio.

Comentari. Aquest tipus d’opcions exotiques permeten al comprador beneficiar-se de
cotitzacions passades si sén més favorables, fet que les fa més costoses que les opcions
estandard.

Definicié 2.10. Una opcid asiatica és una opcié exotica en la qual el preu d’exercici es
calcula fent la mitjana del preu de I’actiu subjacent durant un periode de temps preestablert
1 el qual esta inclos en el periode de vida l’opcio.

Comentari. Amb les opcions asiatiques es redueixen les possibilitats de manipulacié del
preu subjacent en dates properes a la data de venciment. Degut a que la mitjana de ’actiu
subjacent és menys volatil que el mateix actiu subjacent, aquestes opcions acostumen a
tenir un valor inferior al de les opcions estandard.



2.2 El model de Black-Scholes

En aquest apartat presentem els suposits del model de Black-Scholes i la solucio al proble-
ma de valoracié d’una opcié de compra europea estandard que van obtenir Fisher Black
i Myron Scholes sota aquests suposits, la famosa formula de Black-Scholes.

Les suposicions del model de Black-Scholes, que seran les assumides durant tot el projecte,
sén les segiients:

1. Les opcions sén europees, és a dir, només poden ser exercides en la data de venci-
ment.

2. El preu de I'actiu subjacent d’'una opcié segueix una una distribucié lognormal amb
parametres g i o constants.

3. La taxa d’interes lliure de risc r i la volatilitat de I’actiu subjacent o sén conegudes
i constants.

4. No hi ha possibilitats d’arbitratge.

5. Es permet la venda al descobert i els actius sén perfectament divisibles. Es a dir,
suposem que podem comprar i vendre qualsevol nombre (no necessariament un
enter) de 'actiu subjacent i que podem vendre actius dels quals no som propietaris.

6. La negociacié de ’actiu subjacent pot tenir lloc continuament.
7. No hi ha costos de transaccié ni impostos associats a la cobertura d’una cartera.

8. L’actiu subjacent no paga dividends durant la vida de 'opcid.

Comentaris.

e Anomenem taza d’interés lliure de risc a aquella taxa d’interés que es pot guanyar
amb una inversio sense correr cap risc.

e El parametre o de la distribucié lognormal que defineix el comportament del preu
de I’actiu subjacent és la mateixa o que representa la volatilitat de ’actiu.

o Gairebé tota la teoria financera assumeix que no hi ha possibilitats d’arbitratge en el
mercat, és a dir, que no existeixen oportunitats d’obtenir beneficis instantanis sense
risc. Un exemple de possibilitat d’arbitratge seria que una mateixa accié tingués un
valor diferent en el mercat de EEUU respecte del mercat de la UE.

e El model de Black-Scholes té algunes limitacions. Calcular el valor d’opcions que
només es poden exercir en la data de venciment, exclou les opcions americanes. A
més assumeix que les societats dels actius no paguen dividends, suposicié que no és
certa per a tots els actius, i que tant la taxa d’interes lliure de risc com la volatilitat
sén constants, fet poc realista.

A continuacid, definim la distribucié lognormal, la qual hem suposat que defineix el com-
portament dels preus dels actius del mercat:



Definicié 2.11. Una variable aleatoria X sequeix una distribucio lognormal amb
parametres i € R i 0 € (0,00), i ho denotem per X ~ Lognormal(u,o?), si la vari-
able aleatoria In(X) sequeix una distribucié normal amb els mateizos parametres, és a
dir, In(X) ~ Normal(p,0?). La funcid de densitat de la variable X és:

) = —L can -

ox\ 2T

(Inz — p)?
202

), x>0

La mitjana o valor esperat de X és E(X) = et°/2 i la variancia de X és Var(X) =
62“+"2(e‘72 —1).

Sota el suposit 2, tenim que In(St) segueix una distribucié normal amb parametres cons-
tants. Concretament, podem veure a [9] que la mitjana o valor esperat i la desviacié
estandard de In(St) sén:

2

E(In(S7)) = In(So) + (M - %) T i S.D.(In(Sy)) = ovT

i, per tant, tenim que la variable in(St) segueix la distribucié normal segiient:

In(St) ~ N(In(So) + (1 — 022) T, o*T)

Observem que considerant la distribuci6 de In(S7) i les propietats de la distribucié normal,
tenim que

In(St/So) ~ N(vT,oT)

onv=pu-—a’/2.
També podem veure a [9] que la mitjana i la variancia de St sén respectivament:
E(St) = Spe!T 1 Var(Sr) = SgeQ“T(eUQT -1)

. La distribucié lognormal té dues caracteristiques importants que fan que sigui adequada
per representar el comportament dels preus dels actius. D’una banda, una variable que
segueix una distribucié lognormal, a diferencia d’una variable amb distribucié normal, no
pot prendre valors negatius, com és el cas dels valors possibles que pot prendre un actiu.
D’altra banda, la distribucié lognormal presenta un biaix positiu i té una cua dreta molt
llarga. Aquest fet es correspon també amb el cas dels preus dels actius, ja que la gran
majoria d’actius no tenen uns valors desorbitats i es mouen entorn uns valors relativament
propers.

En la figura 1 mostrem el grafic de la distribucié dels preus de les accions de les empreses
que cotitzen a I'SP500 a data 24 de maig del 20213. Podem observar una semblanca
notable entre aquesta i la distribucié lognormal.

Finalment, podem presentar la férmula de Black-Scholes, I'expressié de la qual es
pot trobar a la referencia [2]:

C(] = S()N(dl) - KB_TTN(dQ) (22)

3Les dades obtingudes per fer el grafic les hem trobat a [10]
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Figura 1: Histograma de freqiiencies que mostra la distribucié dels preus de les accions
de les empreses que cotitzen a ’'SP500.

on N(z) és la funcié de distribucié normal estandard definida per

1 o
N(x):m/ e 92/2dy

idyidsy son

4y — In(So/K) + (r+0%/2) T
ovVT

gy — 150/ K) ;r\%— DT _ o GJT

Aquesta férmula proporciona el valor present (t=0) exacte d’una opci6é de compra euro-
pea sota els suposits del model de Black-Scholes. A més, utilitzant el principi de paritat
call-put (2.1) obtenim el valor present exacte de la corresponent opcié de venda europea:

Tenim la igualtat
P(Sy,t) = C(Sy,t) — S+ Ke "I

on C(S,t) i P(S;,t) sén els valors a temps ¢ de les opcions call i put, respectivament.
Prenent ¢ = 0 i substituint C(S;,t) per (2.2), obtenim

Py = SN (@) — Ke 7N () — S+ e T
=So(N(dy) — 1) — Ke "' (N(dp) — 1)

i, com que N(—d) = 1 — N(d), degut a la simetria de la distribucié normal estandard,
podem reescriure la igualtat previa de la forma

Py = Ke_rTN(—dg) — S()N(—dl)

Comentari. En la secci6 segiient presentarem 1’equacié de Black-Scholes, a partir de la
qual se’n pot deduir la férmula (2.2), que és la solucié explicita al problema de valoracié
d’una opcié de compra europea.



3 Equacions diferencials en derivades parcials de segon or-
dre

Aquesta secci6 esta basada principalment en les referéncies [7], [11], [23] i [16]. Més enda-
vant, veurem que el comportament dels preus dels actius pot ser descrit mitjancant una
equacié diferencial estocastica i que podem modelar el valor d’un derivat financer utilit-
zant una equacio en derivades parcials combinada amb unes condicions final i de frontera
adequades. Aleshores, resolent el conseqiient problema de valors final i de frontera, obte-
nim el valor o preu del derivat financer corresponent.

Abans de tractar amb les equacions diferencials en derivades parcials de segon ordre i
introduir el concepte d’equacié diferencial estocastica, és necessari explicar breument els
conceptes d’operador i equacié diferencial lineal.

3.1 Operadors i equacions diferencials lineals

En aquest apartat, definirem una série de conceptes (explicats més extensament a [16])
necessaris per a la notacié habitual de la teoria de les equacions diferencials en derivades
paricals.

Definici6é 3.1. Una transformacio lineal o operador lineal d’un espai vectorial Vi
a un espai vectorial Vo €s una funcié A que associa tot vector x € V1 a un dnic vector
Az € Vs i que compleix:

A(xl + 1‘2) = A(ml) + A(ZEQ)

A(ax) = aA(x)

on x1,r9,x € Vi ia € R.

Exemple 3.2. Sigui C![a, b] 'espai de totes les funcions derivables amb derivades continues
en [a,b]. D : C'a,b] — Cla,b] definit per D(f) := f', Vf € Clla,b], s’anomena ope-
rador de diferenciacié i és una transformacié lineal que va de Cl[a,b] a C[a,b]. Més
generalment, tot operador D : C"[a, b] — Cla, b] que transformi una funcié f € C"[a, b] en
la seva derivada n-esima és una transformacié lineal. Succeeix el mateix amb els polinomis
en D, com per exemple xD? + D + z.

Les transformacions lineals que involucren a D i les seves poténcies s’anomenen operadors
diferencials lineals. A continuacié, donem la seva definicié formal.

Definicié 3.3. Siguin I C R un interval arbitrari i C*(I), amb n > 0, l’espai vectorial
del conjunt de funcions amb n derivades continues en I. Una transformacio lineal L :
C"(I) — C(I) s’anomena operador diferencial lineal d’ordre n en l’interval I si
es pot expressar de la forma:

L = a,(x)D" + an_1(z)D" + ... + a1 (z) D + ap(x),

on els coeficients ag(x), ...,an(x) son funcions continues en I i an(x) # 0 Vo € I. Per
tant, Vf € C*(I), tenim que:

d’n

dan

(@) + ot ar(@) L (@) + ao(a) f(x)

Li(@) = (L() (@) = an(x) =
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0, equivalentment, si denotem per ', ...,y les primeres n deriwades de la funcidé y =
f(x):
Ly = an(x)y™ + ... + a1 (2)y + ao(x)y.

Direm que Lf(x) és la transformacié lineal L aplicada a la funcié f(x). A més,
la transformacio que envia f € C™(I) a la funcid zero també és un operador diferencial
lineal en I, tot i que no té cap ordre assignat.

La definicié6 d’operador diferencial que acabem de donar es pot estendre facilment per
tal d’incloure els operadors que involucren derivades parcials, és a dir, aquells operadors
que actuen sobre funcions que depenen de diverses variables. Les equacions associades a
aquest tipus d’operadors sén precisament les equacions en derivades parcials.

Exemple 3.4. Un operador diferencial d’ordre 2 que actua sobre una funcié que depen
de n variables independents és de la forma segiient:
0 0? 0? 0?

0
L= — ... () =— — + ... i () =——— + ... nn—
ao(7) +a1(x)6x1 T ta (x)axn + bn(x)(?x% Tt bj(x) O0x;0x; T tb ox2

on z = (x1,...,x,) € R" amb n > 1, sén les variables independents.

Ara podem definir el concepte d’equacié diferencial lineal utilitzant les definicions previes.
Per fer-ho, generalitzarem la definicié d’operador diferencial lineal d’ordre m fent que
aquest actui sobre una funcié f : R® — R, n > 1, derivable i amb derivades continues.
Es clar que encara es podria generalitzar més, pero la notacié es complicaria i no és
necessari.

Definicié 3.5. Considerant la notacio prévia, una equacio diferencial lineal d’ordre
m €s una expressid de la forma

on f:R"™ — R és una funcio derivable i amb derivades parcials continues desconeguda,
h : R" — R és una funcié continua en R™ coneguda i L és un operador diferencial
lineal d’ordre m. Direm que l'equacié és homogénia si h = 0 en R i direm que és no
homogénia en cas contrari. Finalment, direm que una funcié f(zx) és una solucicé de
lequacio (3.1) si, i només si, f(x) satisfa l’equacié Vo € R™.

Finalment, ja podem definir els conceptes d’equacié diferencial en derivades parcials i
d’equacié diferencial estocastica. Ho fem en el segiient apartat.

3.2 EDPs de segon ordre i equacions diferencials estocastiques

Degut a que, en aquest treball, només ens interessa coneixer les equacions en derivades
parcials de segon ordre, presentarem la teoria necessaria de les EDPs prenent per referéencia
aquest cas particular.

Definicié 3.6. Una equacio diferencial en derivades parcials o equacid en deri-
vades parcials (EDP) de segon ordre és una expressid de la forma:

ou ou 0%u 0%u 9%
F(:p,u,—,...,—,—Q,..., Y 2) =0,
Ox1 Oxy, Ox3 O0x;0x; ox?
on FF': RF — R ambp € N, z = (z1,...,2,) € R”, amb n > 1, son les variables

independients i u = u(z), de classe C?, és la funcié desconeguda.

11



Observacié 3.7. En principi, p=n+1+n+n? = (n+ 1)2, perd, com que u € C*>(R"),

aleshores 851-28123- = 32_25‘% itenimquep=n+1+n+ "(";1) = n(";l) +2n+ 1.

Comentari. En el nostre cas, el nombre de variables independents sera gairebé sempre
n = 2 i denotarem per x1 = S o 1 = x la variable espacial i per x5 = ¢ la variable
temporal.

Definicié 3.8. Una equacié diferencial estocastica (SDE) és una equacié diferencial
en la qual un (o més) terme(s) és un procés estocastic, fet que comporta que la solucid de
la equacic diferencial estocastica sigui també un procés estocastic.

Les SDE s’utilitzen per modelar diferents fenomens, com és el cas que ens concerneix de
modelar els preus dels actius d’un mercat. Donat un model que suposi la volatilitat dels
actius constant al llarg del temps, com és el cas del model de Black-Scholes, el preu dels
actius segueixen I’anomenat moviment brownia geomeétric?. L’equacié en derivades
parcials que defineix aquest moviment inclou com a variable la derivada del movimient
brownia, també anomenat procés de Wiener®. Notem que, a part del moviment brow-
nia, també sén possibles altres tipus de comportaments aleatoris, pero la resta de casos
queden al marge de 'objectiu d’aquest treball.

Com acabem de comentar, els preus dels actius subjacents sota els suposits del model
de Black-Scholes segueixen un moviment brownia geometric, 'equacié diferencial es-
tocastica del qual és:

dSy = ,uStdt 4+ oSy dWy, te€ [0, OO) (32)

on S; € [0,00) és el preu de l'actiu subjacent a temps t; 4 € R és constant, s’anomena
paramatre de deriva o tendencia i mesura la mitjana del creixement del preu de 'actiu;
o € (0,00) és constant, s’anomena parametre de difusid o volatilitat i mesura la desviaci6
estandard del rendiment de ’actiu; i Wy denota el procés de Wiener. La segona component
de l'equacié, anomenada component de difusio, modela la volatilitat de la variable S;.

Comentari. Degut a que els increments del procés de Wiener, AW, = Wy, — Wy, sén
independents al llarg del temps, els increments futurs del procés de Wiener sén impredic-
tibles amb la informacié donada a temps t.

Un teorema molt important del calcul estocastic, i que utilitzarem més endavant per
deduir I'equacié diferencial de Black-Scholes a partir de (3.2), és el segiient:
Teorema 3.9. Lema d’It6. Suposem que S satisa l'equacio diferencial estocastica
dS = pSdt + o SdW,
on W (t) és un procés de Wiener. Sigui V =V (S,t) € C%((0,00) X (0,0)) una funcié que

pren valors reals. Aleshores,

AV = 0Se—dW + (= + pS—— +

v OV OV 1, 0PV
99 <8t o5 T27 7% 852)dt

A continuacio, classificarem els diferents tipus d’equacions en derivades parcials lineals de
segon ordre, estudiarem les EDPs paraboliques i presentarem un cas particular d’aquestes,
l'anomenada equacié de la calor o equacié de difusié.

*Veure la definicié de moviment brownia geometric al glossari.
5 . ez 7 . .
°Veure la definicié de procés de Wiener al glossari.
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3.3 Classificacié: EDPs lineals paraboliques de segon ordre

Definicié 3.10. Anomenem EDP lineal de segon ordre a una equacio de la forma
Lu = f(x), on Lu és un operador diferencial lineal en derivades parcials de segon ordre
lineal respecte la funcié desconeguda u(x), x € R™. Direm que aquesta equacid és ho-
mogeénia si f(x) =0 i que és no homogénia si f(x) # 0. En cas contrari, és a dir, si
l’equacid mo és lineal, direm que és no-lineal.

En el cas n = 2, una equacié en derivades parcials de segon ordre amb dues variables
independents és:

Lu = Augy + 2Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = f(x). (3.3)

Direm que ’EDP és lineal si els coeficients A, B, C, D, E, F no depenen de la funcié
desconeguda u(x,y), x,y € R. A més, si tots els coeficients sén constants direm que (3.3)
és una EDP lineal amb coeficients constants, i en cas contrari direm que (3.3) és una
EDP lineal amb coeficients variables.

Notacié 2. De forma general, denotem per u, la derivada parcial de u respecte x, per
Ugg la derivada parcial segona de u repecte x i per uzy = Uy, la derivada parcial segona
de u respecte de x 1 y.

Prosseguim a establir la classificacié d’EDPs lineals de segon ordre en dues variables.
Classificarem les equacions en derivades parcials en tres categories: paraboliques, hi-
perboliques i el-liptiques. Per fer-ho, considerem els resultats principals que s’obtenen en
un estudi detallat de 1’equacié (3.3) que es pot trobar a [4], on s’examina 1’equaci6 lineal
homogenia segiient:

AL +2B&E, +CE =0 (3.4)
on {(z,y) és una familia de corbes en 'espai (z,y).

Observacié 3.11. La classificacié només depen dels termes amb derivades parcials de
segon ordre.

Sigui A = B? — AC, diem que la EDP (3.4) és el-liptica si A < 0, parabolica si A =0
i hiperbolica si A > 0. Notem que els coeficients A, B i C' poden no ser constants i, en
aquest cas, la classificacié donada és en cada punt (z,y) del domini. En canvi, en cas que
els coeficients siguin constants, la classificacié és global, és a dir, és la mateixa per tot el
domini.

Exemple 3.12. Un cas particular d’EDP parabolica és 'anomenada equacié de la
calor, la qual s’escriu de la forma segiient:
ou 0%u
— —=—=0 3.5
ot Ox? (3:5)

Notem que una de les dues variables independents representa el temps i, per aquest motiu,
la denotem ¢.

Més endavant veurem que, mitjangant canvis de variables adequats, és possible transfor-
mar ’equacié de Black-Scholes en ’equacié de la calor.
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Observacié 3.13. L’expressié de I'equacié de la calor que hem donat és per al cas d’una
dimensié espacial, z € R!, perd es pot generalitzar per a qualsevol dimensié z € R”,
n > 1.

A continuacid, aprofundirem en les equacions paraboliques lineals de segon ordre, ja que
I’equacié de Black-Scholes és un cas particular d’aquesta categoria. Cal destacar que les
EDPs elliptiques també sén rellevants en ’estudi de ’equacié de Black-Scholes, ja que
conformen la part independent del temps d’aquesta equacié. Notem que les generalitza-
cions i extensions del model de Black-Scholes poden presentar equacions hiperboliques,
pero aquestes queden fora del nostre objecte d’estudi.

Primer cal que definim dos operadors diferencials que anirem utilitzant des d’aquest mo-
ment.

Definici6 3.14. Definim ['operador diferencial el-liptic, Ly, de la manera segiient:

- 0%u & ou
Leu= Y aij (@, 1) 5 —— + > bj(,t) 5~ + el t)u (3.6)
ij=1 T =1 J

on x = (T1,...,7,) € R", u = u(x,t) és una funcié de classe C2(R"*1) i les funcions
a;j(x,t), bj(z,t) i c(x,t) prenen valors reals finits

n n
ajj = aj; 1 E az‘j(xyt)aiaj >0 st E ozjz >0, on o0;€C
ij=1 j=1

Definicié 3.15. Definim l’operador diferencial parabolic, L, de la forma:

0
Lu= —£+LEU (3.7)

on u = u(w,t) és una funcié de classe C2(R"*1) i Lg és l'operador diferencial el-liptic
definit previament.

Comentari. Gairebé sempre tractarem amb dimensié n = 1.

Observacié 3.16. Distingim les coordenades x i ¢t perque, quan resolguem els problemes
numericament, utilitzarem discretitzacions diferents per cadascuna.

Ara considerem ’expressié general d’una equacié parabolica lineal de segon ordre amb
una dimensié espacial:

ou
Lu=——+ Lgu = 3.8
U ot + Lpu=f (3.8)
on Lp és l'operador diferencial el-liptic (3.6) amb n = 1, L és l'operador diferencial

parabolic (3.7), z € R és la variable espacial, ¢ € [0, 00) és la variable temporal, u = u(z, t)
és una funcié derivable amb derivades parcials continues desconeguda i f = f(x,t) és una
funcié coneguda.

Definicié 3.17. Anomenem termes de difusio als termes de segon ordre de (3.8) i
termes de conveccid als termes de primer ordre de (3.8). Si apareixen els termes de
conveccid i difusid, direm que és una equacié de conveccio-difusié. En canvi, si no
apareixen els termes de conveccio, direm que es tracta d’una equacio de difusio i, si
no apareizen els termes de difusid, direm que es tracta d’una equacié de conveccid de
primer ordre.
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Un cas particular de 'equacié (3.8) és l'equacié diferencial parabolica de Black-
Scholes amb una dimensié espacial:

2
-2529°C + LA By (3.9)

oc 1
ot T 277 9527738

on C' = C(S,t) és el preu d'una opcié call europea sobre un actiu subjacent de preu S a
temps t i amb volatilitat ¢ i taxa lliure d’interes r constants.

Recuperant la classificacié d’EDPs lineals de segon ordre, notem que, en el cas de l'e-
quacié diferencial de Black-Scholes, els coeficients no sén constants. Tot i aixi, com que
se satisfa que B2 — AC =0 VS, jaque A =01i B = 0, 'equacié de Black-Scholes és
sempre parabolica.

Observacié 3.18. Notem que I'equaci6 (3.9) és una equacié de conveccié-difusié. Més
endavant, veurem que és possible transformar-la en una equacié de difusié, concretament
en l'equacié de la calor (3.5).

En general, 'equaci6 (3.8) té infinites solucions. Per tal d’obtenir una tnica solucié es
necessiten una serie de condicions auxiliars, les anomenades condicions inicial (o final) i
de frontera.

Una propietat interessant de les equacions diferencials paraboliques ve donada pel prin-
cipi mazxim de les equacions paraboliques, el qual podem trobar a [7]. Aquest principi ens
diu que si u és soluci6 d’'una EDP parabolica, donades unes condicions inicial (o final) i
de frontera postives, u sera sempre positiva a l'interior del seu domini, és a dir, v mai
assolira valors negatius d’inputs positius. Per tant, sabem que la solucié de certs PVFFs
amb 'EDP de Black-Scholes (3.9) sera positiva, resultat congruent amb el fet que el valor
d’una opcié mai pot ser negatiu.

3.4 Problemes de valors final i de frontera de tipus parabolic

Les opcions financeres que modelarem en aquest treball estan descrites per ’anomenat
problema de valor final i de frontera de tipus parabolic. L’equaci6 (3.8) genera-
litzada a I’espai n-dimensional és ’equacié general que descriu el comportament de molts
derivats financers. Per exemple, com hem dit anteriorment, un cas particular d’aquesta
és ’equacié de Black-Scholes, que descriu el comportament d’una opcié call plain vanilla
europea. Les equacions diferencials dels PVFFs que estudiarem sén totes iguals o molt
semblants a ’equacié de Black-Scholes (3.9).

D’una banda, com veurem més endavant, plantejant adequadament el PVFF de Black-
Scholes és possible resoldre’l i obtenir la solucié exacta del problema, és a dir, la férmula
de Black-Scholes. A més, utilitzant la paritat call-put, tenim (2.1), que ens donara el
valor de la corresponent opcié de venda. D’altra banda, per a les opcions exotiques no
sempre és possible trobar una solucié analitica dels PVFFs. En aquest treball, prendrem
un tipus particular de cadascuna de les opcions lookback, barrera i asiatica que si es poden
resoldre analiticament. Tot i aixi, a la practica els PVFFs d’aquestes opcions s’acostumen
a resoldre numericament degut a la complexitat de les seves solucions analitiques. Sorto-
sament, és possible trobar la solucié numerica d’una gran quantitat d’opcions financeres,
fins i tot de moltes que no tenen solucié analitica. En particular, estudiarem el metode de
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diferencies finites per tal de resoldre el problema de valoracié i cobertura de les opcions
financeres europees que tractem en aquest treball.

Tornant a 'equacié (3.9), veiem que aquesta presenta una derivada de segon ordre res-
pecte S i una derivada de primer ordre respecte t. Per tant, podem esperar que definint
dues condicions de frontera i una condicié inicial o final adequades obtindrem una tnica
solucié del problema resultant.

Observacié 3.19. Es pot veure a [7] que, donat un problema de valor inicial i de frontera
amb una EDP parabolica, existeix una solucio i és unica.

A continuacio, presentem diferents tipus de condicions de frontera que considerarem en
els PVFFs corresponents a les opcions que estudiarem. Per fer-ho anomenem f(z,t), amb
x € [a,b) CRit>0,ala funcié desconeguda d’'un PVFF.

Definicioé 3.20. Les condicions de Dirichlet ens donen el valor de la funcid desco-
neguda en els valors frontera del domini de x, és a dir, en © = a i/o en x = b. Per
exemple:

fla,t) =g(t), Vt>0, (3.10)

per alguna funcic g coneguda.

Definici6 3.21. Les condicions de Neumann ens donen el valor de la derivada parcial
de f respecte x en els valors frontera del domini de x, és a dir, en x = a i/o quan © = b.
Per exemple:

of

oz

per alguna funcid g coneguda.

(a,t) =g(t), Vt=0, (3.11)

Definicio 3.22. Les condicions de Robin sén una combinacio de les dues anteriors.
Per exemple:
of

%(a,t) + h(a,t)f(a,t) = g(t), YV t>0, (3.12)

per algunes funcions h i g conegudes.

Observacié 3.23. Notem que si h(z,t) = 0 tenim les condicions de Neumann.

En el nostre cas, la variable x sera la variable corresponent al preu de ’actiu subjacent, és
a dir, S € [0, L] C R, o una variable que hem utilitzat per fer una reduccié de semblanca
del PVFF inicial. Tanmateix, la funcié desconeguda sera la que determina el valor de
Popcié de compra, C(S,t), o un part d’aquesta funcié i la variable ¢ prendra valors en
[0, T7.

Observaci6 3.24. Hem presentat casos on l'interval de la variable x és finit, pero podriem
tenir x € (—00,00) 0 x € [a,00). Es clar que, en el primer cas, les condicions frontera es
determinarien en x — +00 i, en el segon cas, en x = a i en £ — 0.

Analiticament sempre es considera S € (0,00), pero a la practica és habitual resoldre els
problemes de valoracié d’opcions europees numericament i assumir un domini de 'espai
[0,L] on L és un valor molt gran, pero finit.

A continuacié, partint de I’equacié diferencial estocastica (3.2), construirem el PVFF del
model de Black-Scholes aplicat a les opcions plain vanilla call europees i, seguidament, el
convertirem en un PVI on '’equacié en derivades parcials del problema sera 1’equacié de
la calor.
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3.5 L’equacié diferencial de Black-Scholes i I’equacié de la calor
Les principals fonts consultades per a realitzar I’analisi d’aquest apartat sén [8] i [6].

Sota els suposits del model de Black-Scholes, hem vist que els preus dels actius subjacents
segueixen un moviment brownia geometric, el qual satisfa ’equacié diferencial estocastica
(3.2). Amb l'objectiu d’obtenir ’equacié en derivades parcials de Black-Scholes, recupe-
rem ’'SDE amb la variable temps t € [0, 7], on T és la data de venciment:

dSt = MStdt + O'Sth

Sigui V' (S, t) el valor d’una opcié financera europea a l'instant ¢, on el preu de I'actiu
subjacent és S; > 0. Considerem una cartera de valors lliure de risc formada per una
posicié curta® en aquesta opcié i una posicié llarga en A unitats de 1’actiu subjacent
d’aquesta. Aleshores, el valor de la cartera a temps ¢ és:

II; = AS; — Vi

Observaci6 3.25. A representa la lletra grega delta de I'opcid, és a dir, la taxa de canvi
del preu de l'opcié respecte del preu de 'actiu subjacent, i ve donada per I'expressié
A =9V/0S.

Observacié 3.26. D’una banda, hem realitzat una venda al descobert d’una opcid, és
a dir, hem venut 'opcié sense posseir-la. Per aquest motiu, el valor de 'opcié a temps
t resta valor a la cartera a temps t. D’altra banda, tenim A quantitat de l'actiu a
temps t. Aquesta quantitat pot ser positiva o negativa en funcié de si comprem o venem,
respectivament, quantitats de ’actiu subjacent de 1’opcid.

Notacio 3. Per simplificar la notacio, a partir d’ara considerarem que les variables que
depenen del temps i no presenten subindex estan evaluades a temps t.

Derivant la igualtat anterior respecte t i, seguidament, substituint dS obtenim
dll = AdS — dV = A(uSdt + o SdW') — dV

Ara, utilitzant el lema d’It6, tenim que

LoV oV OV 1, ,0%V
dV = oS edW + <8t +pS o+ 500S 832>dt

i podem escriure I'equacio previa de la forma

B ov 1% oV 1 4 0%V
dll = A(uSdt + oSdW) 08$dW (875 + MS% +50 S as2> dt

Separant la part determinista de l'estocastica i substituint A per 9V/9S obtenim

oV 1, 0%V
M= 4+ 22522~ 1
d <0t+2as 052>dt (3.13)

SEs poden consultar les definicions de posicié curta i posicé llarga en el glossari.

17



A més, com que (3.13) no depen de dW, és clar que la nostra cartera de valors és lliure

de risc i, degut al suposit que no existeixen possibilitats d’arbitratge, la rendibilitat de la

nostra cartera és igual a la taxa d’interes lliure de risc de 'actiu subjacent, r. Es a dir,
dll

o= rdt = dIl =Ilrdt (3.14)

Igualant (3.13) i (3.14) tenim que:

_ (v 1Y

Finalment, simplificant d¢, substituint I = AS —V = 835’ V' i multiplicant la igualtat

per —1 ens queda:
G1% oV 1 4 0%V
(V - ass> = 277 g

0, equivalentment,

ov

Ll ag®V OV -
o 7375 g5z T~V =0

Finalment, prenent V = C obtenim I’equacié diferencial de Black-Scholes:

8C

L o 2620 oC

—0*S rS— —rC=0 3.15
ot 2 852 28 ( )
on C = C(S,t) és el preu d'una opcié call europea a temps t i S és el preu de 'actiu
subjacent a temps t, el qual té volatilitat ¢ i taxa lliure de risc r constants.

Les condicions de frontera per una opcié call plain vanilla sén:
c0,t)=0 i C(S,t)~S, quan S — oo,

és a dir, si I'actiu té un valor igual a 0 a temps ¢, el valor de 'opcié també és 0, i, si
I'actiu té un valor molt elevat, 'opcié té un valor proper a aquest. A més, en la data de
venciment, el valor d"una opcié call plain vanilla és (St — K)™, on K és I'strike, és a dir,
a temps t = T, el valor de 'opcié és S — K en cas que S — K > 01 és 0 en cas contrari.
Per tant, podem afegir la condicié final donada pel payoff de 1'opcid:

C(St,T) = maz(St — K, 0) (3.16)

Notem que hem obtingut un problema de valor final i de frontera (PVFF) que es correspon
amb el problema de valoracié d’una opcié de compra europea plain vanilla:

oc 1 0?C ocC

= t3 252852 rdos —rC=0
C(0,t) =0

C(S,t)=S, quan S — o0
C(S7,T) = max(St — K, 0)

A continuacié, mitjangant canvis de variables adequats, transformarem el PVFF anterior
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en un PVI facil de resoldre. En particular, transformarem l’equacié parabolica de con-
veccio-difusié de Black-Scholes en I'equacié de la calor.

Primerament, observem que els coeficients de 92C/35% i 9C/A0S no sén constants. A
més, tenim una condicié final i ens agradaria tenir una condicié incial, és a dir, una con-
dici6é per a t = 0 enlloc de per a t = T. Per tal de modificar aquests aspectes, fem els
canvis de variables segiients:

_ S _ 1 2 _ _ C(Svt)
x—ln(?» T=50 (T —1t), v=v(z,T)= e
Aleshores,
S=Ke", t=T-— ILQ, C = Kv(z,T)
50'
i les derivades parcials de (3.15) sén
(K
%f _ I(Ev(,7)) %Uz Kg
T — = T
( 5‘72>
Qg__auaxafn__3<K”UHGVK%%U%T—¢D> _ o v 9(nS — Ink)
2S  O(Ke®) 08 ox 08
_Kov
- S0z
9*’C 9 (8C> (K(% 1 @JFEQ(@)
852~ 95\ oS S oz 52 dr S 0S\ox

S20r T 52027

)=-
1 ov K v K v 0%
57< ox + @)

Substituint a (3.15) obtenim

e (0%

il L (3.17)

Q

8
—

q
no

on —oco<zx<o0ir el —QT] Jaquetemmt—T—ﬁ,tE[O,T]itzOquanT:T%Q

it=T quan 7 = 0.

A més, observem que la condicié final (3.16) ara és la segiient condicié inicial de v(x,t)
v(x,0) = max(e® — 1,0) (3.18)

ja que, d’'una banda, tenim C(S,T) = Kv(z,7)i7 = %Z(T —t) iprenent t = T ens queda
7 = 0 i, d’altra banda, max (St — K,0) = maz(Ke* — K,0) = Kmaz(e® —1,0). Per tant,

tenim

ov 820 ov o2
(3.19)

v(z,7) =mazx(e® —1,0), z€R
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on k = 2r/0%. Novament, fem un canvi de variable, aquest cop prenent v = e®*57y(x, 1),
amb « i § constants reals. Calculem les derivades parcials de v:

Ov = e thT (au + %>

Oz ox
o aipr ou
or € (Bu + 87)
(921) _ 9 (0v _ 2 _ax+pT azr+pT du ar+p6T 82'&
527 = Bz ) = CET U aet T e

Substituint les derivades parcials a (3.17) obtenim

ou ou  0%u ou
azr+pBT 7\ . jaxtpT 2 et vw _ azx+pT e
I (Buct 5) = e (oPu 2050+ 55 ) = De T (au+ o) (3.20)
— keortBTy,
Simplificant e**+77 a (3.20) ens queda:
ou 9 ou  0%u ou
o 2028 + Y L (k-1 g 21
Bu—l—aT a‘u+ a8m+8x2+(k )(au+8$) ku (3.21)

Per tal de treure els termes amb u i el terme % de (3.21) imposem, sense perdua de

generalitat, el seglient:
B=ao*+(k—1)a—k

3.22
0=2a+ (k—1) (3.22)
Resolent el sistema tenim que
1-k
oa=—
2
(3.23)
g 1-k)? (1-k)? o (1—k)?+4k  (1+k)?
4 2 B 4 B 4
Finalment, obtenim ’equacié de la calor
ou  0%u
onz € (—o0,00) 17 € [0, T";}
D’altra banda, com que u(z,7) = v(x, 7)e"**~A7, la condicié inicial és
_ _ —ar __ z Lk—1)z
up(x) = u(x,0) = v(z,0) e * = mazx(e® — 1, 0) e2
(3.25)

_ max<e%(k+1)x _ 6%(k71)x7 0)

on k = 2r/o.
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Acabem de reduir I'equacié de conveccié-difusié de Black-Scholes (3.15) a I'equacié de
la calor (3.24) i hem passat de tenir dues condicions frontera i una condicié final a sim-

......

plement tenir una condicié inicial (3.25). Per tant, per trobar el valor d’una opcié call
europea sera suficient resoldre el segiient PVI:

2

ou  0%u o
E = W’ T € (—O0,00), T E |:O, T?i|,

(3.26)

up(z) = u(x,0) = mam{ skt _ o5k Dz, 0}, k=2r/o%.

3.6 Teoria de Fourier

En aquest apartat, presentem la teoria de Fourier necessaria que utilitzarem en la seccié 6
per a resoldre analiticament el problema del valor inicial (3.26). Les definicions i resultats
d’aquest apartat es poden veure amb més detall a [7], [11] i [1].

Definicié 3.27. Definim la transformada de Fourier com [’operador lineal de la for-
ma:

F[]: L*(R, (C)—>L2(R(C
o) s P = e [ s

La transformada de Fourier inversa és ['operador lineal segiient:

F7]: L*(R,C) — L*(R,C)

) — F gl = [ " @) dw

—00

Comentari. L?(R,C) és 'espai de funcions de quadrat integrable definides de R a C,
és a dir, funcions f : R — C tals que f )] dxr < oo. Per a una definicié més
acurada cal estudiar Teoria de la Mesura, materla que escapa dels objectius d’aquest
treball. Assumirem que les funcions que utilitzem pertanyen a I’espai L?(R, C).

La importancia de la transformada de Fourier és que ens permet transformar equacions
diferencials en equacions algebraiques, les quals podem resoldre, i després, aplicant la
inversa, obtenir la solucié de ’equacié diferencial inicial.

Proposicié 3.28. Siguin f,g € L?>(R,C), es compleiven les dues propietats segiients:
(P1) FIFflJ(w) = f(w) @ FF[f])(z) = f(z).

(P2) Si g(x) = L(x) = Flg(w) = iwF[f](w).
Observacié 3.29. Per la propietat (P2) tenim que:

o(0) = T4 = 1 (@) = Fll@) = iwF | L | @) = intiwFL)e)

— W F(f](w).
Definicié 3.30. Siguin f,g € L*(R,C), definim la convolucié de f i g, i ho denotem

f =g, de la manera segiient:
— [ - ey
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Proposicié 3.31. La convolucio té la propietat commutativa:
frg=gxf
Teorema 3.32. Siguin f,g € L*(R,C), aleshores h = fxg <= F[h](w) = 27F[f](w)F[g](w)

Observacié 3.33. Pel teorema anterior tenim que:
M) = ( +9)(0) = (o) =207 FIfI) Pl | @

Lema 3.34. Regla de derivacid sota la integral. Sigui f € L?*(R,C), es compleiz la

seguient igualtat:
d af
o [ #wndn = [ S

Observacié 3.35. La condicié donada en el lema anterior podria ser més suau. En
qualsevol cas, és una condicié suficient i la necessitem per aplicar altres resultats.

Definicié 3.36. Anomenem funcions Gaussianes a les funcions de la forma G(w) =
—aw? P
e ", on a >0 és una constant.

Proposicié 3.37. Sigui G(w) una funcié Gaussiana. Aleshores,

00 : o0 . 22
FLG)(z) = / Gw)e "“*dw = / e eI gy — \/Ze_m (3.28)
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4 Metode de diferéncies finites

Aquesta seccié esta basada principalment en les referéncies [7], [20] i [3].

El métode de diferéencies finites és un metode numeric que s’utilitza per resoldre
equacions diferencials aproximant les seves derivades mitjancant diferéncies dividides.
En el nostre cas, utilitzarem aquest metode per resoldre aproximadament el problema de
valoracié d’opcions europees. Obtindrem solucions discretitzades, tal com expliquem a
continuacio.

El problema que se’ns presenta consisteix en un PVFF amb una equacié en derivades
parcials parabolica lineal de segon ordre amb funcié desconeguda u(z,t), on x € R és la
variable espacial i t € [0, 00) és la variable temporal. Aleshores, I’objectiu és aproximar la
soluci6 de 'equaci6 diferencial, és a dir, aproximar wu(z,t). El primer pas és discretitzar
I'interval de temps i el domini de I'espai en un nombre finit de passos, creant aixi una
xarxa de punts (zj,t,),j7 = 0,...,J,n = 0,...,N, tal i com podem observar a la figura
2. Tant els valors x;’s com els t,,’s seran equidistants. Seguidament, s’escriuen l'equacié
diferencial i les condicions donades de forma discretitzada susbtituint les derivades par-
cials per les aproximacions d’aquestes utilitzant diferéncies dividides. D’aquesta manera
transformem 1’equacié diferencial amb les respectives condicions en un sistema lineal d’e-
quacions algebraiques que podem resoldre amb un metode numeric. Concretament, el
sistema d’equacions resultant tindra tantes equacions com incognites u(xj,t,). Aquestes,
una vegada trobades, seran aproximacions dels valors buscats. Notem que els errors seran
més petits quant més petits siguin els passos de discretitzacié.

S
S — & *
— @ *
S =Si+AS |- & .
S_] — @ L
— e °
| | I | | t
ty t, 4=t AL [N

Figura 2: Xarxa discreta de punts (5;,t,) amb distancia equidistant entre els punts.

A continuacid, presentem les diferéncies dividides en les seves possibles formes i els tres
metodes de diferencies finites més habituals.

4.1 Diferéncies dividides

Les diferéncies dividides s’utilitzen per aproximar derivades d’ordre n > 1 d’una fun-
ci6 que és desconeguda i, per tant, resulta impossible determinar les seves derivades
analiticament. En el nostre cas, sera suficient considerar derivades de primer i segon
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ordre. Considerem una funcié derivable les vegades que calgui:
f:R— R

Hi ha tres férmules basiques de diferencies dividides que aproximen la primera derivada
de la funcié f: la diferéncia central dividida, la diferéncia posterior dividida i la diferéncia
anterior dividida. Les seves respectives expressions son:

fla+h) - fla—h)

f'(a) = Dof(a) = o
f'(a) = Dy f(a) = f(a+h2_ f(a)
7'(a) ~ D_f(a) = L2 = £<a —h)

Les férmules anteriors s’obtenen a partir del desenvolupament de Taylor de la funcié f al
voltant del punt x = a, avaluant-lo en els punts x = a + h i operant. Es pot veure a [7]
que Dy és una aproximacié de segon ordre de la primera derivada en el punt a quan h és
suficientment petita i f € C3, és a dir, f'(a) — Dof(a) = O(h?). Aix{ mateix, Dy i D_
sén aproximacions de primer ordre si h és suficientment petita i f € C2.

Finalment, per aproximar la segona derivada de f en el punt a considerem la popular
formula dels tres punts:

fla—h)=2f(a) + fla+h)

f"(a) ~ D1 D_f(a) = ;

Es pot veure a [7] que aquesta aproximacié té una precisié de segon ordre quan f € C*.

Notem que necessitarem prendre valors del pas de discretitzacié A molt petits si volem
molta precisié. Alhora, haurem de vigilar el comportament dels errors d’arrodoniment,
ja que aquests revertirien la millora feta respecte la precisio.

Comentari. Tot i haver introduit aquestes definicions prenent una funcié que només
depén d’una variable independent, nosaltres utilitzarem les diferéncies dividides per apro-
ximar derivades parcials de primer i segon ordre d’una funcié que en depen de dues. En
aquests casos, s’apliquen diferéncies dividides respecte una de les dues variables i es fixa
laltra. Per exemple, si f = f(x,y) i volem aproximar la derivada parcial de f respecte x
en el punt (a,b), la férmula analoga a D, seria:

of fla+h,b) = fla—hyb)
ox 2h

(a,b) ~

4.2 Metodes explicit, implicit i de Crank-Nicolson
En aquest apartat explicarem les tres formes més habituals en que es presenta el metode

de diferencies finites: el métode explicit, el metode implicit i el metode de Crank-Nicolson.
També farem algunes observacions rellevants al respecte.
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Equaci() en Discretitzaci6 ——> Sistema
derivades d’equacions
parcials ¢ Consisténcia algebraiques

Estabilitat
L A Solucio
Soluci6 exacta % Convergeéncia .
aproximada
quan Ax, At —0

Figura 3: Relacié conceptual entre la consistencia, ’estabilitat i la convergencia.

Abans introduim els conceptes de consisténcia, estabilitat i convergencia (podeu trobar
informacié més precisa a les referéncies [20] i [3]):

Siguin =z € [a,b] C R it € [0,00) les variables independents que volem discretitzar i
Az i At la distancia entre els punts discretitzats x; i ¢, respectivament.

Definicié 4.1. Diem que hi ha consisténcia si l’aproxrimacié de I’EDP convergeix a
UEDP original quan Ax 1 At tendeizen a zero.

Definicio 4.2. Diem que hi ha convergéncia si l’error de la solucio aproximada evaluada
en un punt qualsevol de la xarza discreta tendeix a zero quan Ax i At tendeizen a zero.

Definicioé 4.3. Diem que hi ha estabilitat si l’aproximacio de la solucid es manté acotada
a mesura que el nombre de passos del temps augmenta.

Un teorema molt important que relaciona aquests tres conceptes és el segiient:

Teorema 4.4. Equivaléncia de Lax. Donat un meétode de diferéncies finites consistent
aplicat a un problema de valor inicial lineal adequat, el metode és convergent si, © només
st, €s estable.

Aquest teorema ens diu que si tenim un metode de diferencies finites consistent, ales-
hores els conceptes de convergencia i estabilitat sén equivalents. Es pot veure a [7] que
els metodes que utilitzarem sén consistents. Per tant, només caldra estudiar les seves
estabilitat i precisié.

Considerem I’expressié general d’una equacié en derivades parcials parabolica lineal amb
una dimensié espacial:

0
_871:+Lu:f($>t)v (41)
on f(z,t) és una funci6 coneguda i L és un operador diferencial el-liptic
0%u ou
Lu = o(z, t)@ + p(z, t)a—x +b(z, t)u (4.2)

i, per tant, defineix una equacié de conveccié-difusié. Aquesta sera l'equacié que conside-
rarem en tots els PVFF corresponents a la valoracié de les opcions europees estudiades.
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Els metodes que presentarem discretitzen (4.1) respecte les variables x i ¢ de manera
simultania. Denotarem per h i per k la distancia entre els punts de la xarxa en direccid
x i en direccié t, respectivament. D’aquesta manera, sia < x < bi0 <t < T idividim
els intervals en J i N subintervals de distancia h i k respectivament, obtenim:

a=ro<r1<.<zyi<zy=>b i h:xj—xj_l Vj=1,...,J
O=to<ti<..<tnyn1<ty=T i k=t,—th.1 Yn=1,...N
Considerem la segiient discretitzacié de (4.2):

Lpu} = 07Dy D_uff + plf Dou} + bjuf,

on

? u(xj,tn)
o = o(xj,tn)
pi = p(wj,tn)
b} = b(x; )
i també la discretitzacié de la funcié coneguda f(xz,t) de (4.1): f;' = f(z;,tn), on

0<j<J,0<n<T,

Aleshores, definim els metodes de diferéncies finites explicit, implicit i Crank-Nicolson
aplicats a I'equaci6 (4.1) de la manera seglient:

Meétode explicit (d’Euler)

+1 +1
_u? — u;l + Lhun _ USL — ’LL? _+_O_nu;l—1 — 2u;l +u?+1 _i_unu?-f-l B U?—l
k k k J h2 J 2h
n,n __ fn
Vi=1,..J—1

Meétode implicit (d’Euler)

n+l _ n n+l __  n n+l n+1 n+1 n+l _  ntl
g u] gt u; u} +0n+1uj_1 2uj + iy //.H'luj—’_l (ah
k R k J h2 J 2h
bn+1 n+1 n
J J
Vi=1,...,J—1

(LRt + L) = f

26



j+1

—
—

t ———
—

+ ——————

Figura 4: Metodes explicit, implicit i de Crank-Nicolson respectivament.

Notem que els metodes s’apliquen a cada pas del temps k, és a dir, Vn = 0,..., N — 1.
En els tres metodes s’obtenen equacions amb valors desconeguts u}”l, Vi=1,...,J —1,
i amb valors coneguts uj, Vj = 0,...,J. Cal tenir present que els valors de u} en n = 0,
j=01j=J sén coneguts ja que tindrem condicions inicial i de frontera.

El metode explicit s’anomena aixi degut a que els valors desconeguts es poden calcu-
lar directament. En canvi, els altres dos metodes sén implicits perque en cada pas del
temps n = 1,...,T cal resoldre un sistema lineal per a trobar els valors u?“.
Observacié 4.5. Notem que també podriem tenir una condicié final en n = N enlloc
d’una condicié inicial en n = 0 i, aleshores, comencariem aplicant el métode en n = N i
acabariem en n = 1. En aquest cas, els valors desconeguts serien u?il, Vi=1,..,J —1,
i els coneguts u;?, Vi =0,..,J.

Podem veure a [7] que el metode explicit no és sempre estable, tot i que existeixen condi-
cions suficients per a comprovar si ho és. Per evitar aquest problema d’estabilitat es pot
aplicar el metode implicit, que és incondicionalment estable. Tot i aixi, els dos metodes
comparteixen un inconvenient i és que, usant desenvolupaments de Taylor com es pot
veure a (3], tenen una precisi6 d’ordre O(k) + O(h?). Aquest fet requereix que els in-
tervals de temps siguin molt més petits que els intervals de l'espai per assegurar una
bona precisié i aixo implica fer molts passos i augmentar els errors de propagacié. Se-
ria desitjable tenir un metode amb precisié d’ordre O(k?) i O(h?), que és precisament
el que s’aconsegueix amb el métode de Crank-Nicolson, el qual és una combinacié dels
dos metodes anteriors i és incondicionalment estable. Aquest metode és implicit ja que
requereix resoldre un sistema lineal a cada pas del temps, k, per tal d’obtenir els valors
U(I‘j,tn+1), Vj = 1, ceey J—1.

Observacié 4.6. Notem que en els algoritmes dels metodes implicit i Crank-Nicolson,

sz : : n+1 n+1l: n+1 .
en cada equacié j, apareixen les variables desconegudes u jo1> u; 1wy i, per tant, per

cada pas del temps, n, s’obté un sistema d’equacions lineal tridiagonal
A un+1 — bn+1
on A és una matriu tridiagonal de dimensié (J — 1) X (J — 1) coneguda, u™*! és el vector

de dimensié J — 1 format per les variables desconegudes u(xj,tpt1), Vj = 1,...,J — 1, i
b+ és el vector de dimensi6 J — 1 que depen dels valors ja coneguts u(zj,ty,).

Degut a la precisi6 i la propietat de ser incondicionalment estable, el metode que uti-

litzarem per resoldre numericament els PVFFs que obtindrem sera el metode de Crank-
Nicolson.
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4.3 Resolucié de sistemes lineals tridiagonals usant la descomposicid
LU

Existeix un algoritme basat en la descomposicié LU d’una matriu quadrada que és molt
eficient per a resoldre els sistemes tridiagonals que apareixen en els metodes implicits.

L’expliquem a continuacio.

Sigui M una matriu tridiagonal de dimensié nxn no singular de la forma:

by ¢4 0 .- .. 0
a9 bQ C2 0 cee 0
M= 0
0
0 -+ 0 ap-1 bp1 cpa
0 -+ -+ 0 an by,

Si es verifiquen unes condicions molt generiques (les quals comentarem properament),
M es pot descomposar com a producte de dues matrius M = LU, on L és una matriu
triangular inferior amb valors 1 a la diagonal principal i U és una matriu triangular
superior. Més concretament, L i U sén de la forma segiient:

1 0 -+ v o0 di w0 oo e 0
lo, 1 0O -+ .- 0 0 do wus O 0
- 0 I ) 0 . . ) . .
0 -+ 0 Il,.1 1 0 0 -+ o 0 dy_1 up_q
0 -+ - 0 I, 1 [ 0 d,

Notem que el producte LU és una matriu tridiagonal de dimensié n X n amb vectors:
d= (dl, lour + dg, ceey lptp—1 + dn)
I = (lady, l3dy, ..., lpdy 1)
u = (U1, U, ..., Up—_1)
on d és la diagonal, [ la diagonal inferior i u la diagonal superior.
Igualant els coeficients de M als coeficients de la matriu resultant del producte LU,

és facil veure que
u=c¢, Vi=1,..,n—1

di =by
ique, Vi = 2,..,n, es té la recurréncia segiient:
li =ai/di

di = bi — liuj—

Notem que el procediment anterior només es pot fer si d; # 0 Vi. Es pot veure a [3] que
si la matriu M és diagonal dominant (|b;| > |a;| + |c;| Vi), aleshores d; # 0 Vi. D’aquesta
manera, donat un sistema lineal Mx = f tal que M és diagonal dominant, el podem
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reescriure de la forma LUz = f i per resoldre’l només ens cal fer el segiient:

1. Prenem y = Uz i resolem el sistema Ly = f. Observem que:

Y1 = flu
vi = fi —Liyi—1, Yi=2,...n

2. Resolem el sistema Uz = y. Observem que:

ORI L B e 7 S T
d;
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5 Problemes de valoracié i cobertura d’opcions

En aquesta seccié plantejarem els problemes de valoracié de les opcions plain vanilla.
També plantejarem els problemes de valoracié d’unes determinades opcions de compra
exotiques: barrera down-and-out call, lookback strike call i asiatica arithmetic-average
strike call.

Notem que hem triat un tipus concret de cada opcié exotica. Aixo és degut a que el
problema varia depenent de cada tipus d’opcid i el nostre objectiu no és estudiar-les to-
tes, sind estudiar-ne algunes i valorar si el metode de diferencies finites és un bon metode
numeric per aproximar les solucions dels problemes de valoracié i cobertura d’opcions.

Recordem que, en la seccié 3, ja vam plantejar el problema de valoracié d’opcions de
compra plain vanilla. Aquest consistia en el segiient problema de valor final i de frontera:

0C 1, ,0°C  _0C B

ot T27 Y ge TroGg Tre =0

C(Sr,T) = mazx(St — K,0) (5.1)
C(0,t) =0

C(S,t) ~ S, quan S — oo
on S €0,00)itel0,T].

Observacioé 5.1. Observem que una de les condicions frontera ens diu que quan S tendeix
a infinit, aleshores C'(.S, t) val aproximadament S. Més endavant, a l’apartat 6.1.1, veurem
que quan S tendeix a infinit, C'(S,t) tendeix a S — K e "It que evidentment és un
valor proper a S. Aquest fet el tindrem en compte quan discretitzem el PVFF per tal
d’assegurar la continuitat del punt comu entre les condicions final i de frontera esmentada.

Ens queda plantejar els problemes de valor final i de frontera de les opcions exotiques
europees esmentades préeviament. Ho fem a continuacio.

5.1 Opcions barrera down-and-out call

Les formes basiques de les opcions barrera sén les anomenades down-and-out, put-and-
out, down-and-in i up-and-in. Totes elles es caracteritzen pel fet que el dret a exercir-les
apareix (in) o desapareix (out) en un valor frontera en l’espai, X, que se situa per sobre
(up) o per sota (down) de I'actual preu de I'actiu subjacent.

Nosaltres estudiarem les opcions barrera down-and-out call, el valor de les quals esdevé
zero definitivament si el preu de 'actiu subjacent disminueix fins arribar a Sy = X durant
la vida de 'opcid. Aixi doncs, en cas que el preu de 'actiu subjacent creu-hi la frontera,
Popcié veng. Les opcions de venda analogues serien les barrera up-and-out put, les quals
perden el seu valor si el valor de ’actiu subjacent augmenta fins arribar a Sy = X durant
la vida de I’opcio.

Notem que la funcié de valoracié de lopcié barrera down-and-out call és C(Sy, X,t),
on X és un parametre constant i, per tant, podem considerar C(St, t). El seu payoff és
equivalent al de les opcions plain vanilla sempre i quan Sy > XVt € [0,T7:

C(St,T) = max(St — K, 0).
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En cas que S; = X en algun moment durant la vida de 1'opcid, aquesta veng amb valor
zero. Es per aquest motiu que les opcions barrera sén més barates que les estandard,
perque tenen el mateix payoff perd amb el risc afegit que el preu pugui creuar la frontera
i, aleshores, venci ’opcid.

Comentari. Suposarem sempre que K > X.

Degut a que I'inica diferencia amb les opcions plain vanilla és I’esmentada previament,
I’EDP associada al problema de valoracié d’aquest tipus d’opcions és ’equacié de Black-
Scholes. El valor del parametre X estara present en les condicions del PVFF. D’una
banda, la condicié final és el payoff esmentat i, d’altra banda, les condicions frontera ve-
nen donades pel fet que el valor de I'opcié és aproximadament el valor de I'actiu subjacent
quan aquest pren valors molt elevats i que el valor de 'opcié és zero quan Sy = X.

Per tant, el PVFF corresponent a les opcions barrera down-and-out call és el segiient:

oc 1, ,0°C oC B

5‘1‘50 S @‘FTSﬁ—TC—O

C(St,T) = max(Sr — K, 0), (5.2)
C(S,t)~ S, quan S — o0,

C(S,t)=0, quan S=X,

on S €[0,00)ite€[0,7]1cal tenir en compte que si en algun moment S; = X, aleshores
veng 1’opcid i deixa de tenir valor.

5.2 Opcions lookback strike call

Una opcid lookback es caracteritza per tenir un payoff que depen del preu maxim o minim
que ha obtingut I'actiu subjacent durant la vida de I’opcié. Nosaltres centrarem el nostre
estudi en un tipus concret d’opcié de compra lookback: les opcions lookback strike call.
Aquestes tenen per preu d’exercici el valor minim que ha obtingut ’actiu subjacent durant
la vida de 'opcid, és a dir, si de notem per
my = min S

b7 o<r<t (7).
I'strike de I'opcié és K = mp. Per tant, el valor d’aquesta classe d’opcions ve donat per
una funcié de la forma C(S;, my,t) i el seu payoff és

C(Sp,mp,T) = max(Sy —mp,0), on mp= min S().
0<t<T

El minim es pot mesurar de forma continua o discreta. Nosaltres presentarem les opcions

prenent un mostreig continu dels valors de S, tot i que a la practica ho farem com es fa
habitualment, és a dir, prenent un mostreig discret.

Observacié 5.2. En la respectiva opcié de venda prendriem el maxim enlloc del minim
i el payoff seria P(St,Mr,T) = max(St — M7,0) on My seria el maxim de l'actiu
subjacent a temps t = T.

Aquestes opcions sén més cares que les estandard per motius evidents: es compleix que
0 <my <8y, Vt €[0,T]1i, per tant, el comprador de 'opcié podra comprar les quantitats
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acordades de I'actiu subjacent a un preu igual o inferior al de mercat arribada la data de
venciment de I'opcié. Notem que aixo implica que amb un mostreig continu del minim la
probabilitat que s’exerceixi 'opcié és 1 i, per tant, no és, en esséncia, una opcio.

Podem veure a [21] que 'equaci6 en derivades parcials associada a aquesta opcié és:
o0 (S,m,t) 1 o 0%C(S,m,t) oC(S,m,t)
o 27 o T8 o

Notem que és ’equacié de Black-Scholes 1-dimensional estandard pero amb una variable
afegida, m, la qual es comporta com un parametre variable en el temps.

—rC(S,m,t)=0  (5.3)

Ara ja tenim 'EDP i la condicié final del corresponent PVFF, pero ens queda estudi-
ar les condicions de frontera en S = m ien S — oo. Ho fem a continuacié:

D’una banda, quan S; — oo, el valor de l'opcié sera aproximadament Sy, com pas-
sava en el cas de les opcions de compra plain vanilla.

D’altra banda, per estudiar C'(S, m,t) quan S; = m;, considerem S; ~ my, amb t € (0,7).
Es pot veure a [22] que la probabilitat que el minim a temps ¢ sigui el minim a temps 7'
és zero. Aixo implica que el valor de 'opcié no es pot veure afectat per petits canvis de
my, és a dir,

w =0, quan S;=my.
omy

Aleshores, obtenim que el PVFF corresponent a les opcions lookback strike call és:

aC(S,m,t) 1 4 _,0%C(S,m,t) oC(S,m,t) B
5 57 S 552 +7rS 99 —rC(S,m,t) =0
t
780(S,m, ) =0, quan S=m (5.4)
om

c(S,m,t)~ S, quan S — 0
C(Sp,mp,T) = maz(Sy — myp,0)
on

m=m = min S(7),

iamb S € [0,00)1te€[0,T].

Podem veure a [22] que fent una restriccié sobre C(S,m,t), trobem una classe de lo-
okbacks el problema de valoracié dels quals es pot simplificar de tres a dues variables
fent 'anomenada reduccid de semblanca. Aquesta restriccié és que la funcié C(S,m,t) es
pugui expressar de la manera seglient:

C(S,m,t) :mW(%,t

)

per alguna funcié W. En aquest cas, el payoff de 'opcid és:
S
C(Sp,mp,T) =mp max{—T —1,0}.
mr

Nosaltres estudiarem aquesta classe de lookbacks ja que la solucié explicita del PVFF
resultant és coneguda i podrem comparar la solucié numerica amb la solucié exacta.
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Aixi doncs, definint la nova variable z; = S;/my i prenent C(Sy, my,t) = mW (z,t),
les derivades parcials de (5.4) queden de la forma segiient:

oc _ 9(mW) oW

ot - ot ot

oC _ O(mW) oW

s 9SS oz

9°C _ 999y D (I W 1

058?  0S5\0S oS\ Ox

T oz m
Substintuint les derivades parcials a (5.3), prenent = S/m i dividint I'equacié resultant
entre m obtenim:

oW (z,t) 1 o 40?°W(x,t) oW (z,t)
ot 27 T T o2 T o

—rW(z,t) =0
Ens queda adapar les condicions final i de frontera que tenfem a (5.4). Hem vist préviament
que
St
C(Sp,mp,T) =mp max{— — 1,0}
mr

i tenim C(S, m,t) = mW (z,t) amb x = S/m. Aleshores, és clar que la condicié final per
a W(x,t) és W(xr,T) = mazx{xr — 1,0}.

Observem que dividint entre m ’equacié de la condicié frontera per a S — oo, obtenim

que W(z,t) = x quan x — oo. L’altra condicié frontera esdevé:

A(mW) W ow 0

om Y or
quan S = m, és a dir, quan z = 1. Aleshores, obtenim la segiient condicié frontera per a
W (z,t):
OW (x,t)
ox
Finalment, el PVFF que cal solucionar per resoldre el problema de valoracié d’aquest
tipus d’opcions lookback strike call és el segiient:

= W(x,t), quan z=1.

2
OW (z,t) n 102,@28 W (z,t) n xGW(w,t) B

ot 2 G ey VD=0
oW (x,t
(9(9:) =W(x,t), quan z=1 (5.5)

W(z,t) =z, quan x — 00
W (zp,T) = mazx(xp —1,0)

on C(S,m,t) =mW(z,t) i x =S/m. Observem que x € [1,00) it € [0,T].
Comentari. Notem que una de les condicions frontera és de tipus Neumann.

Observacié 5.3. Resolent (5.5) s’obté W (xy,t) i fent mW (x4, t) 1 xy = Si/my s’obté
C(St,mt,t).
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5.3 Opcions asiatiques arithmetic-average strike call

L’opcié asiatica més comu és la que té per preu d’exercici un tipus de mitjana del preu
de I'actiu subjacent en un periode de temps previament establert i anterior a la data de
venciment. La mitjana pot ser aritmetica o geometrica i es pot mesurar continuament o
discretament.

A la practica, els problemes de valoracié i cobertura d’opcions asiatiques s’estudien de
forma discreta degut a la complexitat de les seves solucions o a la incapacitat de poder-les
trobar analiticament. Nosaltres estudiarem les opcions de compra asiatiques arithmetic-
average strike, les quals depenen de la mitjana aritmetica, i les presentarem amb un
mostreig continu de la mitjana, tot i que a la practica prendrem un mostreig discret.

En general, les opcions asiatiques depenen de tres variables independents, pero certes
opcions permeten fer el que s’anomenen reduccions de semblanca, mitjacant les quals es
pot reduir el valor de ’opcid a una funcié que depen només de dues variables. Aixo permet
trobar la solucié explicita, tot i que, com hem comentat préviament, aquesta acostuma a
ser complexa i el més habitual és recorrer als metodes numerics per aproximar-la.

En el nostre cas, el valor de I'opcié ve donat per una funcié C(Sy, I, t) on

I = /0 t S(r)dr.

% /0 " S(r)dr

és la mitjana aritmetica dels preus de 'actiu subjacent prenent un mostreig continu d’a-
quests des de t =0 finsa ¢t € (0,7).

Observacié 5.4. Notem que

Aix{ doncs, el payoff de 'opcid és

C(ST,IT,T) = max{ST — % T, 0}

Podem veure a [21] que I'equaci6 en derivades parcials que representa el comportament
del preu d’aquesta opcio és:

9C  9C 1 4, ,0°C  _OC B

Per tal que sigui possible fer la reduccio de semblanca, cal que es compleixi la condicié
que el valor de I'opci6 sigui de la forma:

C(S,1,t)=S*F(I/S,t)
per alguna constant a, normalment 0 o 1, i alguna funcié F.

En efecte, C(St,Ir,T) = Spmax{l — Ir/(TSr),0}. Aix0 ens permet afirmar que el
valor de 'opci6 és de la forma C(Sy, Ry, t) = SiH(Ry,t) amb Ry = I;/S;. Notem que en
aquest cas a = 1.
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Ara, prenent C(S, R,t) = SH(R,t) i R = 1/S, les derivades parcials queden de la forma
seglient:

oC  0(SH) _O0H

ot ot T ot

oC  0(SH) OH

or — oI  OR

oC _o(SH) . oH, I
5= a5 “Htar(~3)
020_6(60>_1282H
952 ~— as5\as) ~ S orz

Aleshores, substituint les derivades parcials a (5.6), prenent R = I/S i dividint 1’equacié
resultant entre S obtenim:
0’H OH

Ara ja tenim 'EDP i la condicié final (payoff) del PVFF, pero ens queda establir les
condicions de frontera en R = 01ien R — oo. Ho fem a continuacié:

D’una banda, R — o0 <= S — 0, jaque R =1/S i S esta acotada quan interval
de temps és finit. Sabem que quan S — 0 l'opcid no s’exercira i, per tant, H(R,t) = 0.

D’altra banda, si R = 0 = dR/dt > 01 R es mou rapidament cap a R > 0. Per
tant, no podem saber amb certesa el valor de la funcié H quan R = 0, pero el que si
sabem és que ha de ser finit. Observem que:

H H
R— 0= Ra— << on = Podem ignorar el terme de l'esquerra a (5.7)
OR OR
202 H :
R—0=R oz 0 = Podem ignorar el terme a (5.7)

Observacié 5.5. La segona implicacié es demostra a [21] suposant que el terme conver-
geix a un valor diferent a zero i arribant a una contradiccié amb el fet que H ha de ser
finit.

Per tant, concloem que només els termes 0H /0t i 0H/OR contribueixen al comportament
de H quan R = 0. Per tant, quan R = 0 tenim que:
OH OH
4 =
gt OR
Finalment, obtenim que el PVFF que cal solucionar per a resoldre el problema de valoracié
de les opcions de compra asiatiques arithmetic-average strike és el segiient:

0

OH 1 , ,0°H OH
— — 1 _ —
o T2 Bop T rRige =0
OH OH
B + E AR 0, quan R=0 (5.8)

H(R,t) ~0, quan R — o0
C(St,Rp,T) = SrH(Ry,T) = StF(Rr)
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on Re[0,00)ite]0,T].

Comentari. Notem que una de les condicions frontera és de tipus Robin.

Observacié 5.6. Resolent (5.8) obtindriem H(Ry,t) i fent SiH (R, t) i Ry = I;/S; ob-
tindriem C'(Sy, I, t).

Tot i que el problema de valoracié té solucid, aquesta s’expressa en termes d’una suma
infinita de funcions hipergeometriques. Degut a la seva complexitat, és molt més habitual
resoldre el PVFF plantejat numericament que avaluar la suma infinita. Per tant, només
estudiarem la resolucié numerica del problema.
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6 Solucié als problemes de valoracié i cobertura d’opcions

Aquest capitol esta basat principalment en les referencies: [7], [18] 1 [17].

En aquesta seccié resoldrem analiticament i numerica el problema de valoracié de les
opcions de compra plain vanilla. També resoldrem numericament els PVFFs associats a
les opcions de compra barrera down-and-out, lookback strike i asiatica arithmetic-average
strike, els quals hem plantejat en la seccié anterior. La resolucié numerica es fara utilit-
zant el metode de diferencies finites de Crank-Nicolson explicat en la seccié 4. En el cas
de les opcions plain vanilla, també estudiarem analiticament les respectives opcions de
venda utilitzant el principi de paritat call-put.

En el cas de les opcions plain vanilla call farem un estudi detallat de la resolucié del
PVI (3.26) i del problema de cobertura prenent temps continu. Tot i aixi, cal tenir pre-
sent que a la practica les opcions es valoren a temps discret, ja que no és possible fer-ho
d’una altra manera. Notem que en cas que fos possible valorar les opcions financeres a
temps continu, obtindriem els seus valors exactes i unes cobertures delta-neutral d’aques-
tes perfectes.

En canvi, en el cas de les opcions exotiques, exceptuant 1'opcié asiatica, donarem la
solucié explicita dels PVFFs plantejats anteriorment de forma directa, és a dir, sense
resoldre’ls analiticament. El motiu pel qual considerarem les solucions explicites és el
de comprovar la fiabilitat de les aproximacions que obtindrem utilitzant el metode de
diferencies finites. Aixi doncs, només estudiarem detalladament la solucié del problema
de valoracio i cobertura de les opcions exotiques numericament.

6.1 Opcions plain vanilla
6.1.1 Solucié analitica al problema de valoracié

Les principals referéncies consultades per aquest apartat sén [21], [6] i [8].

En la seccié 3, vam obtenir que el problema de valoracié d’'una opcid call plain vanilla
consistia en resoldre el PVI (3.26). A continuacié veurem que la seva soluci6 és exacta-
ment la féormula de Black Scholes (2.2) i establirem la cobertura delta-neutral per a una
cartera de valors lliure de risc amb una posicié curta en una opcié de venda i una posicié
llarga en ’actiu subjacent.

Havent introduit la teoria de Fourier necessaria en la seccié 3, recuperem el PVI (3.26)
amb l'objectiu de resoldre’l mitjancant la transformada de Fourier i una serie de canvis
de variables:
ou  O0%*u o?
5 =92 © € (—o0,0), TE (O, T;),
(6.1)

up(z) = u(x,0) = manv{e%(]’“rl)’C - e%(k_l)x, 0}, k=2r/c%.

Recordem que les variables del sistema les vam definir a la seccié 3 de la manera segiient:

2r

1 1
v = ’U(%,T) = eaerﬁTu((lj,T), on &« = _i(k - 1) i ﬁ = —Z(k + 1)2, k= ;,

(6.2)
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i també c(8.1) g .
j— P— ) — PR— 3 fre— 2 J—
v=uv(r,T)= 7 x-ln(K) ir=g50 (T —1). (6.3)

Per tal de simplificar el problema, apliquem la transformada de Fourier a I'equacié de la
calor i a la condicié incial que conformen el PVI.

D’una banda, aplicant el lema 3.34, tenim que

Ou 1 > Ou W _ gi o wx _ g
F|:87':| (w) = by . E(.CL‘,T)G dor = 5 27?/ u(x, 7)e"“dx = 6TF[U](w).

—00
D’altra banda, per 'observaci6 (3.27), sabem que

o
Ox?

) =~ Flu)

Denotem U(w, T) := F[u](w) i 'equacié de la calor transformada queda de la forma

oU
E(W,T) = —w?U(w, 7). (6.4)

Ara apliquem la transformada de Fourier a la condicié incial del PVI i obtenim

U(w,0) = Ff](w).

Observem que hem transformat el PVI incial, el qual tenia una EDP lineal, en un PVI
amb una EDO lineal facil de resoldre. Solucionem ara el nou PVI:

gg(w’ T) = *WQU(LLL T))
(6.5)
U(w,0) = F[f}(w)
Observem que e“’7 63 un factor integrant de la EDO. Aleshores, ens queda
ou _ 2 ou wr __ 2 w2t ou w?T 2 Wit _
E(wﬂ')——w Ulw,7) — 5,¢ =W Ue = g€ +wUe” " =0
— aa (Ue“’27> =0 < Uw, 7)Y’ = d(w)
T

2

— U(w,7) =P(w)e 7,
on ®(w) és una funci6 constant en 7. Ara, aplicant la condicié incial tenim que

Flflw) =U(w,0) = ®(w) = @(w) = F[f](w).

2

Per tant, la solucié del PVI (6.5) és U(w,7) = (F[f](w))e “"".

Ara, utilitzant la propietat (P1) de la proposici6 3.28, desfem la transformacié aplicant
la transformada de Fourier inversa i per la definicié de convolucié i les seves propietats
tenim

Uw,7) = Flul(w,7) = (FIf)@)e™" <= u(z,7) = F~[(Ff]w))e™""]



= 2mule,7) = (FUFIf@)] P~ ™)) (@),
on recordem que F~F[f](w)] = f(x).
Per tant, hem obtingut que

/ FEOF e (x — )de.

Ara, utilitzant (3.28) amb « = 7, tenim que

e = [ o/ ae

Finalment, obtenim que la solucié de I'’equacié de la calor és

u(z, 1)

1 _
5= s (6.6)

(k+1)a

on recordem que f(z) = u(z,0) = up(x) = max{e2 —ez(k—D)z 0}ique —oco <z < o0

ire(0,7%).

Ara cal resoldre la integral (6.6). Per fer-ho, fem el canvi de variable segiient:
(-2
Vor

1
Y \/?5 §=V2rdy

—co<y<oo = {=V2ry+uw

i ens queda que

2
uo(yv2r + x)e_y? V2rdy = o(yv2r + )e_%dey.

u(z, ) =

2\/17? \/%/

Observem que com (&) = maaz{e2 L ,0}, aleshores,

uo(€) = e3W+DE _ Fh-DE oy Ane 5 e oy KL KT

2 2

x
= (20 <= y>-—=
£ Yy 5
Per tant, tenint en compte el que acabem d’observar i que £ = x+y+/ 27, podem reescriure
la integral de la forma segiient:

o3 K+ D) (@tyv2ar) _ 3(k— 1)(x+y\/§)) —§y2dy

u(x, T)

=/
2 -

L (k1) (a+yv/ar) Ly L / k-1 (atyvEn) Ly
e3( e 2Y°(d ez e 2Y d
\/27‘(’ /— 4 _ Y

=0 — I
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Resolem I;:

Lk+1)2 00
%kﬂ )t g, - JE

271'

Completant quadrats a ’exponent, és a dir, fent

SOk DVET) — o = Lk 17— Ly — (kD)

i fent el canvi devariablep:y—%(k+1)\/272>dp:dyip€ (- —L(k+1)v2r, ),

Var
ja que tenfem y € (—\/%, o0) ens queda que:
I = %(kz-ﬁ-l)x-&- (k+1)2 e_%’ﬂdp.

\/27T — A= (1)V2r

Definim la variable segiient:

T 1
di = —+ =(k+1)V2T.
VT er 2( VT

Per tant, ens queda:
I, = ebthratiern?r 1 /oo e3P dp
mw J—
_ 6%(k+1)r+i(k+1)27(1 . N(—dl)),
on N(d) és la funcié de probabilitat de la distribucié normal estandard.
A més, per la propietat simetrica de la distribucié normal, tenim que 1—N(—d;) = N(dy).

Per tant,
Il _ %(k-ﬁ-l)x-{- (k:-‘rl) TN(dl)

El calcul per resoldre la integral I, és analeg al que acabem de fer, només cal tenir present
que en Is tenim k — 1 enlloc de k + 1. La solucié és

I = %(k 1)x+ (k—1)2 TN(dQ)

on
T 1

dg := —+ -(k—1)V2r.
= =t (k= 1)V
Aleshores, tenim que
w(z, 1) = I — I = Dot s (k127 (g ) — o3kt i (k=17 (g,

Ara, desfem els canvis de variables esmentats al comencament, (6.2) i (6.3), per tal d’ob-
tenir una expressié amb C(S,t). D’una banda,

v(z,7) = e 2k D=3 (D Ty (0 1y = PN (dy) — e FTN(do) = e N(dy) — e*%w(dz)

— GIH(S/K)N(dl) e zgé 2(T t)N(dQ),
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i, d’altra banda,
C(S,t)

v(z,T) = 7

= C(S,t) = Kv(x,T).

Per tant, tenim que

2r

C(8,t) = KemS/EIN(dy) — Ke o227 TN (dy).

Finalment, simplificant, obtenim la solucié analitica al problema de valoracié d’una opcié
call plain vanilla a temps t:

C(S,t) = SN(dy) — Ke " TN (dy),

on

_ In(S/K)+ (r+ 30%)(T —t)

= T i !
In(S/K) + (r— 1o*)(T —t)
dy = .

oI —t

Notem que prenent ¢ = 0 obtenim, efectivament, la férmula de Black-Scholes, que ens
dona el valor exacte d’una opcié call plain vanilla a temps present.

Observacié 6.1. Si o i 7 s6n conegudes, aleshores C'(.S,t) queda completament determi-
nada.

A continuacié, comprovem que la solucié satisfa les condicions de frontera del PVFF que
teniem inicialment a la secci6 3. Efectivament, d’'una banda tenim

li =— i 1 =— lim N = i lim N =
Sli%dl(S,t) oo i Slgbdg(S,t) co = lim (di)=0 i lim (d1)=0

i, per tant, lim C(S,t) =0, V¢t e (0,7),
S—0

i, d’altra banda,

lim di(S,t) =00 1 lim da(S,t) =00 = lim N(d;)=1 1 lim N(dy)=1
S—00 S—00 S—00 S—00

i, per tant, Slim c(S,t)y=8-— Ke " T x~g Vie (0,7).
—00
(6.7)

Recordem que, a la secci6 1, ja vam calcular el valor d’una opcidé put plain vanilla sobre
el mateix actiu subjacent que l'opcié call plain vanilla considerada i amb els mateixos
valors de K i T. Aquest era el segiient:

P(S,t) = Ke " T N(—dy) — SN(—dy), (6.8)

on di 1 dg son els definits anteriorment.
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6.1.2 Solucié analitica al problema de cobertura

Recordem que la delta d’una opcié call és

oC
Ac = —.
“~ 95
Aleshores, en el cas d’'una opcié call plain vanilla, tenim que
ody (T 0ds
Ac=N N'(dy) == — Ke "IN (dg) ==
c (d1) + SN'(dy) 35 e (d2) 59

A més, observem que
ody  0dy 1 1

9SS~ 9S  So T —t
Aleshores,
SN'(dy) — Ke " T=Y) N'(dy)

SovT —t '

Ac = N(dy)+
Observacié 6.2. Notem que

N'(dy) o’ ° )

I
Q]
(NI

A més,

di—dy =0VT —t,

2in(S/K) +2r(T —t)
oVl —t ’

di+do =

i, aleshores,

2Un(S/K) + 2r(T — t)

di — d3 = (di — d2)(dy + d2) = oVT —t
1 —dy = (di —dy)(dr +dp) =0 ( oI —1t

- 2ln(%) (T — t).

Per tant, ens queda

N'(dy) —
Per I'observacié obtenim que
SN'(dy) = Ke "= N'(dy)

i, finalment, obtenim:
Ac = N(dy).

)

(6.9)

Aixi doncs, si tenim una cartera formada per una posicié curta sobre una opcié plain
vanilla call i per una posicié llarga sobre 'actiu subjacent de 'opcié i volem que aquesta
sigui delta-neutral, cal que la quantitat de 'actiu subjacent que tinguem a temps ¢ sigui

Ac = N(dy).
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Si, en canvi, la nostra cartera esta formada per una posicié curta sobre una opcié plain
vanilla put i per una posicié curta sobre ’actiu subjacent, cal que la quantitat de 'actiu
subjacent que tinguem a temps t sigui Ap = N(dy) — 1 = —N(—d;). Vegem-ho:

Per la simetria de la distribucié normal, tenim que

P(S,t) = Ke "T"ON(=dy) — SN(—d1) = Ke "T=9(1 = N(dp)) — S(1 — N(dy)).

Aleshores,
oP od ad
Ap— — — K —T(T—t)N/ 72_ 1— N N/ 71
P=33 e (d2) 59 ( (d1)) + SN'(dy) 59
A més, abans hem vist que
ddy  Ods 1

98 05 SoyT —t
i també que
SN'(dy) = Ke "(T=DN'(d2),

Per tant,
Ap=N(dy) —1=—N(—dy).

Observacié6 6.3. Notem que la delta d’una opcié put és negativa. Aixo és degut a que, en
el cas de vendre una opcié de venda, ’estrategia consisteix en tenir venudes les quantitats
de l'actiu subjacent adequades a temps t. Diem que fem una venda al descobert dels
actius, ja que els venem sense posseir-los.

6.1.3 Solucié numerica

Considerem novament el PVFF (5.1), on recordem que Sy € [0,00) it € [0,T]. La discre-
titzacié de l'espai i el temps que considerarem és de la forma segiient:

D’una banda, definim k := T/N triant N € N. Aleshores, ¢, := nk, VYn = 0,...,N.
D’altra banda, prenem S;,;, = 0 i Spee igual a un valor suficientment gran i definim

h := Spaz/J triant J € N. Aleshores, S; := jh, Vj =0,...,J.

Observacié 6.4. Notem que tg =0, ty =T, So =01 .S és un valor suficientment gran.

Com hem dit a la seccié 4, per aproximar les derivades parcials de ’equacié utilitzarem les
diferencies dividides. Concretament, utilitzarem les diferencies posteriors per aproximar
les derivades parcials respecte ¢ i les diferéncies centrades per aproximar les derivades
parcials respecte S. Es a dir,

oC ’ N C(Sj,tn) — C(Sj, tn-1)

ot i tnm1) & k

oC ‘ N C(Sjt1,tn) — C(Sj—1,tn)

o St = o

9°C S ) C(Sj+1a tn) - 2C(Sj> tn) + C(ijly tn)
952 ( R TL) ~ 2
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Prenent v} = v(S;,tn) ~ C(S;,t,), considerant les discretitzacions esmentades i aplicant
el metode de Crank-Nicolson, ’equacio6 diferencial de Black-Scholes es transforma en JJ —1
(j =1,...,J — 1) equacions de la forma:

-1 -1 -1 -1 -1 -1
vj —vj L1 L oagln — 20+ +TS,“§'L+1 i
k 212" 7V h? J 2h

n n n n n
1 5 o¥i1 — 2vf + 0, Vi1 — Vi n
—0°S: +rS;———— — v}
27 h2 J 2h J

Agrupant els termes, prenent S; = jh i multiplicant ’equacié per &, obtenim:

—agot T (L= Bl = et = gl (L B0l s (6.10)

Vi=1,..,J -1 ona; = %k(anQ —rj), Bj = —%k(anQ +r)iy = %k(ijQ + 7).

Les condicions finals i de frontera del PVFF queden aproximades de la forma segiient:

c. final: vévzma:c{Sj—K,O}, Vj=0,..J

c. frontera 1: vy =Sy — Ke mtn=tn) = yp =0, N
c. frontera 2: vy =0, Vn=0,..,N

Observacié 6.5. Notem que la condicié de frontera 1 pren S; — Ke "N ~1n) com una
aproximacié6 al valor de S quan aquest s’apropa a un valor molt gran (teodricament quan
S s’apropa a l'infinit, pero a la practica considerem que s’apropa a un valor suficientment
gran). Aquest valor no és fortuit, siné que és l'obtingut préviament a (6.7). Aixo ens
assegura la continuitat de la condicié final i la condicié de frontera 1 en el punt comu

(SJ,tN).

Degut a que tenim una condicié final, es comenca a aplicar el metode prenent n = N i
s’acaba en n = 1. D’aquesta manera, els valors coneguts al pas n sén les vj”, Vi=0,..,J,
i els desconeguts s6n v;-‘_l, Vj =1,...,J—1 (ja que les condicions de frontera ens permeten

coneixer els valors de v;“l quan j = 01iquan j = J).

Notem que l'equacié (6.10) equival al segiient sistema matricial:

n—1
1 - 61 _’Yl /U}L_l
—az 1—-082 -7 Y2
—aj2 1=8592 —v52 :
—aj-1 1= i
1+ vi b+
1M 1 a1 (v +vg )
a1+ p2 7 Y2 0
. . ‘ . + :
aj2 1+B52 -2 : 0
aj-1 1+85 o vi-1 (v + v
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Considerant les condicions final i de frontera discretitzades i resolent aquest sistema
aplicant la descomposicié LU, obtenim les aproximacions v(Sj,t,), Vi = 1,...,J —11i
Vn =0,...,N —1. Notem que els valors de C'(Sj,t,) en j =0, j=J it =N els coneixem
amb exactitud degut a les condicions.

6.2 Opcions barrera down-and-out call

La solucié explicita al problema de valoracié (5.2) es pot trobar a [21] i és la seglient:

SN\ —(ki-1)_ X2
O(S,t) = V(8,t) — (Y) V(?,t> (6.11)
on k1 = 55 1 V(S,t) és la férmula de Black-Scholes per a una opcié de compra plain

vanilla.

Observacié 6.6. Notem que, efectivament, C'(X,t) = 0.

6.2.1 Solucié numerica

En la seccié 5, vam poder comprovar la gran similitud entre els PVFFs de les opcions
de compra plain vanilla i barrera down-and-out. Concretament, comparteixen la mateixa
EDP, la mateixa condicié final (amb 'inica diferéncia que si Sy = X per algun ¢ € [0,77,
Popcié veng sense valor) i la mateixa condici6 de frontera quan S; tendeix a infinit. Per
tant, la resolucié numerica d’aquestes opcions és analoga a la de les opcions plain vanilla,
exceptuant que, en aquest cas, la condicié de frontera restant és en S; = X, on X és el
valor frontera. Aquesta condicié es discretitza i s’aproxima de la forma segiient:

vl =v(8,t,) =0, quan S; <X
Observacié 6.7. Considerem S; < X enlloc de S; = X ja que, al prendre valors discrets,

podria ser que en algun moment Sy = X pero no consideréssim l'instant de temps exacte
en la xarxa discreta de punts en el qual es compleix 'igualtat.

6.3 Opcions lookback strike call

La solucié explicita al problema de valoracié (5.4) es pot trobar a [5] i és la segiient:

2 _2r
C(S,m,t) =SN(d) — e "TDmN(d — oVT —1) + e TDT g [(S) -

2
N(—d+=VT—t) - TDN(-d)
g

on

1 S 1
d=—— (Zn(m) + (T = 1) + 50T - t))

i N és la funcié de probabilitat de la disribucié normal estandard.
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6.3.1 Solucié numeérica

Recordem que, en la seccié 5, vam obtenir el PVFF de dimensié 2 (5.5) mitjangant
I’anomenada reduccio de semblanca, en la qual consideravem que:

S

C(St, me, t) = th(xta t)? on Ty = o - 0<r<t

La idea és discretitzar el problema i resoldre’l numericament obtenint una aproxima-
cié dels valors de W (x,t) en una xarxa discreta de punts (zj,t,). Després, aplicant
C(S,m,t) = mW (x,t) amb els valors obtinguts que aproximen W (z;,t,), obtindrem les
aproximacions del valor de I'opcié en la xarxa discreta de punts (S;,mj,t,).

Com en el cas de les opcions plain vanilla i barrera, definim k := T/N triant N € N
de manera que t, := nk, VYn = 0,..., N. Aquesta vegada, volem discretitzar el domi-
ni de z = S/m, que clarament és [1,00). Per fer-ho, prenem ., = 1 1 Zpes igual
a un valor suficientment gran i definim h := (2, — 1)/J triant J € N. Aleshores,
xj =1+ jh, Vj=0,..,J.

Observacié 6.8. Notem que z; := S;/m; i que el minim m; es mesura discretament.

Recordem que I'EDP del PVFF (5.5) és 'EDP de Black-Scholes pero intercanviant S;
per x; i amb la diferéncia que apareix el parametre m;. Per tant, sigui u’; ~ Wz, tn),
lequaci6 diferencial discretitzada es transforma en J —1 (5 = 1,...,J — 1) equacions de
la forma segiient:

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
uj — uj I Y B A O WL I B/ G
k 2\2° 7/ h? / 2h J
1 5 puj g —2uf +uff, ui g — Uy
+ 50 xj 2 x; 5 —ru; | =0
Agrupant els termes i multiplicant per k, obtenim:
—ozju?__ll +(1- Bj)u;-l_l — ’yju;-‘;ll = ajuj_q + (1 + Bj)uf +yjujyiq, (6.13)

2,.2
1 0Ty T
Recuperem les condicions finals i de frontera del PVFF amb la finalitat de discretitzar-les:

c. final: W(xp,T) = max(zr — 1,0)
c. frontera 1: W (x,t) =z, quan x — 00
oW (x,t)

c. frontera 2: 0 = W(x,t), quan z =1
x
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Les condicions finals i de frontera del PVFF queden discretitzades de la forma segiient:
c. final: uév =max{z; — 1,0}, Vj=0,...,J
c. frontera 1: uj =x;— e T(N=tn) quan j =J, Yn=0,...,N
ul —ug
1 0

W =up, quan j =0, Vn=0,..., N

c. frontera 2:

3 3 <] n ~ . . n .
Finalment, obtenim que si v R C(S;,mj,ty,), aleshores v = mjuy.

6.4 Opcions asiatiques arithmetic-average strike call

Com en el cas de les opcions lookback, en la seccié 5 vam obtenir el PVFF de dimensié 2
(5.8) mitjangant 'anomenada reduccid de semblanga, en la qual consideravem que:

I t
C(St,lt,t) = StH(Rt,t), on Rt = gt 1 It = / S(t)
t 0

Novament, la idea és discretitzar el problema i resoldre’l numericament obtenint una apro-
ximaci6 dels valors de H(R,t) en una xarxa discreta de punts (Rj,t,). Després, aplicant
C(S,m,t) = SH(R,t) i evaluant 1’equacié en els punts de la xarxa, obtindrem les aproxi-
macions del valor de 'opci6 en la xarxa discreta de punts (Sj, I}, ty).

Considerem, una vegada més, k = T/N triant N € N de manera que t, := nk, Vn =
0,..., N. Per discretitzar el domini de R = I /S, que clarament és (0, 00), prenem R,,;, = 0
1 Rynay igual a un valor suficientment gran i definim A = R4, /J triant J € N. Aleshores,
Rj = jh, Vj =0,...,J.

Observacié 6.9. Notem que R; := I;/S; i que la mitjana aritmetica es mesura discre-
tament, és a dir, a temps t,,, 0 < m < N, la mitjana aritmetica és

1 m
—1; I; = i, Vi=0,..,J
A, on I ZS], j=0,..,J

n=0

Recuperem el PVFF (5.8) amb 'objectiu de discretitzar-lo:

OH 1 0*H OH
EDP: — + —0’R*— + (1 — — =
8t+20R8R2+( TR)aR 0
H H
c. frontera 1: 8825 + ?)R =0, quan R=0

c. frontera 2: H(R,t) =0, quan R — o
c. final: H(Rp,T) = max{l — Rp/T,0}

Sigui u} ~ H(R;,tn), equacié diferencial discretitzada queda de la forma segiient:

—1 —1 —1 —1 -1 -1
u.?_u;l +1 102R2u?_1 —2“? +U§L+1 + (1—’]”R‘)U7j1+1 _u;‘l—l
k 2\ 27 7 h2 J 2h
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Agrupant els termes, prenent R; = jh i multiplicant I'equacié per k, obtenim:

—ogul T+ (1= Bpuf ™t = yuf) = agug + (14 Bj)uf + yjulfy (6.14)

on aj = 3k(0%? — (1= 13)), B = —3ko®s? i 7j = 1h(o?% + (1 = j)).

Les condicions finals i de frontera del PVFF queden discretitzades de la forma segiient:

n+1 n n

_n _
Ug ; Ug Ulh 0:0’ quan j =0, Vn=0,..., N

c. frontera 2: u; =0, quan j =J, Vn=0,...,N

c. frontera 1:

c. final: ujv = maz{l — %,O}, Vi=0,..J

Finalment, obtenim que si v} ~ C (Sj, Rj,tpn), aleshores v = Sjuj.

6.5 Solucié numerica als problemes de cobertura

L’aproximacié numerica de la solucié al problema de cobertura és analoga per a totes

les opcions, només cal considerar les aproximacions vj del valor de I’opcié obtingudes en
cada cas.

Amb la finalitat d’aproximar A = %, utilitzem les diferencies dividides seglients:

ot =t

A?:%, si 1<j<.J—1,
o —

Agzilh 0 si j=0,
o — ™

AG:%, si j=.J

Aixi doncs, al pas del temps n i amb un valor actual S; del preu de I'actiu subjacent,

posseint una quantitat A;? de l'actiu, obtenim aproximadament una cobertura delta —
neutral.

48



7 Comparacio entre les solucions analitiques i numeriques

En aquesta seccié comparem les solcions exactes i aproximades al problema de valoracié
d’opcions que obtenim, d’una banda, aplicant les férmules explicites i, d’altra banda,
utilitzant el metode de Crank-Nicolson. Concretament, compararem els valors exactes
i aproximats de les opcions de compra europees plain vanilla, barrera down-and-out i
lookback strike. Tanmateix, en el cas de les opcions de compra plain vanilla, també
comparem les solucions exactes i aproximades del problema de cobertura. Podeu consultar
en els annexos el codi en llenguatge C que hem programat per obtenir els valors de les
taules que presentarem.

Notacié 4. Denotem S; el preu de actiu a temps present (t =0), K Ustrike, X el valor
frontera, r la taxa lliure de risc, o la volatilitat de Uactiu, T el temps de vida de 'opcid
en anys, m; el minim valor de 'actiu assolit, k el pas de discretitzacio del temps i h el
pas de discretitzacio de l’espas.

Sigui C(Sj,to) el valor exacte d'una opcié de compra plain vanilla, a temps present
(t =0) i amb un preu de 'actiu subjacent Sj, i sigui v(S;,ty) I'aproximacié obtinguda.
Considerem una cartera lliure de risc amb una posicié curta en ’opcié i una posicié llarga
en l'actiu subjacent d’aquesta. Sigui A; el valor exacte de la delta que es necessita per
realitzar una cobertura delta-neutral i §; 'aproximacié obtinguda. Aleshores, obtenim els
valors segiients:

’ Sj H U(Sj, to) ‘ C(Sj, t(]) ‘ Precisié H 5]' ‘ AJ’ ‘ Precisié
80 || 1.859180 | 1.859420 | 99.99% || 0.221915 | 0.221922 | 100.00%
85 | 3.213191 | 3.213599 | 99.99% || 0.321811 | 0.321827 | 100.00%
90 | 5.090689 | 5.091222 | 99.99% || 0.429811 | 0.429832 | 100.00%
95 | 7.510276 | 7.510872 | 99.99% || 0.537241 | 0.537260 | 100.00%
100 || 10.449991 | 10.450584 | 99.99% || 0.636816 | 0.636831 | 100.00%
105 || 13.857368 | 13.857906 | 100.00% || 0.723717 | 0.723727 | 100.00%
110 || 17.662500 | 17.662954 | 100.00% || 0.795748 | 0.795754 | 100.00%
115 || 21.790154 | 21.790513 | 100.00% || 0.852864 | 0.852867 | 100.00%
120 || 26.168778 | 26.169044 | 100.00% || 0.896453 | 0.896455 | 100.00%
125 || 30.735857 | 30.736044 | 100.00% | 0.928637 | 0.928637 | 100.00%
130 || 35.440147 | 35.440271 | 100.00% || 0.951725 | 0.951726 | 100.00%

Taula 1: A la part esquerra de la taula, comparem els valors presents (¢ = 0) exactes i
aproximats d’opcions plain vanilla call. A la part dreta de la taula, comparem els valors
presents exactes i aproximats de les A; d’aquestes opcions. Per fer-ho, hem considerat
K =100, » =0.05, c = 0.21T = 11 hem pres els passos de discretitzacié h = 0.5 i
k = 0.01.

Siguin C'(Sj,t0) i C(Sj, mj,to) els valors presents (¢ = 0) exactes d’opcions de compra
barrera down-and-out i lookback strike, respectivament. Denotem les aproximacions ob-
tingudes u(S;,t,) en el primer cas i w(S;,mj,t,) en el segon. Aleshores, obtenim la taula
de valors segiient:
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’ S H u(Sj,to) | C(Sj,t0) \ Precisi6 H w(S;,mj,to) \ C(S;,mj,to) \ Precisid ‘
80 0.000000 | 0.000000 | 100.00% 79.524385 79.524385 100.00%
85 0.000000 | 0.000000 | 100.00% 84.524385 84.524385 100.00%
90 0.000000 | 0.000000 | 100.00% 89.524385 89.524385 100.00%
95 4.752223 | 4.144280 | 87.20% 94.524385 94.524385 100.00%
100 || 8.733170 8.275576 | 94.76% 99.524385 99.524385 100.00%
105 || 12.765162 | 12.482070 | 97.78% 104.524385 104.524385 | 100.00%
110 || 16.949808 | 16.808916 | 99.17% 109.524385 109.524385 | 100.00%
115 || 21.314041 | 21.269326 | 99.79% 114.524385 114.524385 | 100.00%
120 || 25.845086 | 25.855670 | 99.96% 119.524385 119.524385 | 100.00%
125 || 30.513606 | 30.550076 | 99.88% 124.524385 124.524385 | 100.00%
130 || 35.287133 | 35.331166 | 99.88% 129.524385 129.524385 | 100.00%

Taula 2: A la part esquerra de la taula, fem una comparacié entre els valors presents
(t = 0) exactes i aproximats d’opcions barrera down-and-out call. A la part dreta, fem
una comparacié entre els valors presents (¢ = 0) exactes i aproximats d’opcions lookback
strike call. Per fer-ho, hem considerat els valors K = 100, X = 90, m; = 0.5, r = 0.05,
0 =0.21T =11hem pres els passos de discretitzacié h = 0.51 k = 0.01.

Observant la taula 1, és clar que el metode de Crank-Nicolson té una molt bona precisié
a I'hora d’aproximar els valors de I'opcié plain vanilla call i les Aj;’s del problema de

cobertura.

Ara bé, com podem veure a la taula 2, el meétode de Crank-Nicolson no és gaire precis
aproximant els valors de les opcions barrera down-and-out quan el valor del preu de 'actiu
és proper al valor frontera. Tot i aixi, la precisié millora quan el preu de 'actiu s’allunya
d’aquest valor i el metode ens proporciona bones aproximacions.

Observant la part dreta de la taula 2, veiem que el metode aproxima gairebé a la perfeccié
els valors exactes de les opcions lookback strike call.

Finalment, notem que els resultats obtinguts es corresponen amb els esperats, ja que
les opcions barrera sén més barates que les opcions estandard i les opcions lookback sén
molt més cares.

Degut a les limitacions de l’espai del projecte, queda pendent per a futures investiga-

cions contrastar els resultats que s’obtenen en la resta de cobertures aixi com també els
obtinguts en la valoracié de les opcions asidatiques arithmetic-average strike call.
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8 Conclusions

En aquest projecte he descobert el mén de les finances i m’he introduit en la teoria d’e-
quacions diferencials en derivades parcials. També he pogut incrementar i portar a la
practica els coneixements de metodes numerics obtinguts en el Grau de Matematiques.

Inicialment, he realitzat un recull de conceptes en ’ambit financer, donant prioritat als
derivats financers i, més concretament, a les opcions europees estudiades. Tanmateix, he
pogut tractar amb un dels models més rellevants en aquest sector, el Model de Black-
Scholes. Seguidament, he plantejat alguns dels problemes de valors final i de frontera que
es presenten a l’hora de valorar opcions i he desenvolupat analiticament i numerica la
seva resolucid, aixi com també he estudiat la cobertura de certes opcions. Finalment, he
pogut comprovar Ueficiencia del métode de Crank-Nicolson a I’hora d’aproximar aquests
valors amb un programa propi en llenguatge C.

Degut a la limitacié tant de temps com d’espai d’un projecte de final de grau, em queden

pendents alguns objectius personals com és el de coneixer i estudiar les opcions america-
nes.
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Annexos

A Glossari

Actiu financer: Titol o anotacié comptable que proporciona al comprador el dret a re-
bre ingressos futurs procedents del venedor. En altres paraules, és un dret que adquireix
el comprador sobre els actius reals de I'emissor i Iefectiu que aquests generen. Per tant,
el comprador d’un actiu financer posseeix un dret (un actiu) i el venedor una obligacié
(un passiu).

Els actius financers poden ser emesos per qualsevol entitat economica: empreses pri-
vades, governs, etc. i no acostumen a tenir un valor fisic, siné que obtenen el seu valor
del dret contractual que proporcionen.

Gracies a aquests instruments les entitats que posseeixen deute es poden financgar i, al seu
torn, els compradors aconsegueixen una rendibilitat invertint en aquest deute.

La principal classificacié entre actius financers és la segiient:

e Actius financers de renda fixa: Sén aquells que emeten administracions ptibliques o
empreses amb el compromis de tornar el capital invertit amb una certa rendibilitat
al final d’un periode de temps préeviament establert. Un exemple serien els bons i
les Lletres del Tresor.

e Actius financers de renda variable: Sén la majoria dels actius financers i es carac-
teritzen per no garantir ni la rendibilitat ni la recuperacié del capital invertit. La
seva rendibilitat depen de diferents factors com el balang de resultats de la entitat
que ven l'actiu o la situacié economica del mercat on s’opera. Un exemple serien
les accions i els fons d’inversié.

https://economipedia.com/definiciones/activo-financiero.html
https://www.bbva.es/finanzas-vistazo/ef/fondos-inversion /activos-financieros.html

Actiu real: Actiu que correspon a béns fisics, generalment tangibles, objectes de consum
com immobles, metalls, productes agricoles, energies, etc.

La diferencia principal entre els actius reals i els actius financers és que els primers tenen
valor per si mateixos i els segons tenen valor pel que representen. En altres paraules, els
primers acostumen a tenir un valor fisic i els segons no. Aixi doncs, el concepte oposat a
I’actiu real és ’actiu financer tradicional.

Des del punt de vista de gestié de carteres, els actius reals, pel fet de tenir una baixa, o
fins i tot negativa, correlacié amb els actius financers, s’utilitzen per realitzar cobertures

de carteres o disminuir el risc global d’una inversié predeterminada.

https://economipedia.com/definiciones/activo-real.html
https://www.wiki-finanzas.com/index.php?seccion=Contenido&id=2011C0329

Actiu subjacent: Actiu financer sobre el que recauen contractes financers, és a dir,
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és el valor de referencia de determinats derivats financers. Un actiu subjacent pot ser
financer, per exemple una accié o un bo, o real, per exemple l'or o el petroli. Altres
exemples de possibles actius subjacents sén: materies primeres, indexs, valors de renda
fixa i renda variable, tipus d’interes, tipus interbancaris com I’euribor, etc.

https://economipedia.com/definiciones/activo-subyacente.html

Arbitratge: Estrategia financera que consisteix en aprofitar la diferéncia de preu en-
tre diferents mercats sobre un mateix actiu financer per obtenir un benefici economic
sense risc. En altres paraules, és una estrategia d’inversié que ofereix la possibilitat de
guanyar diners sense risc. Les finances modernes es basen en el principi que aixo no és
possible.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Bo: Instrument de deute que emet una empresa o administracié publica amb 1’objectiu
de finangar-se. L’emissor d’un bo es compromet a tornar els diners prestats al comprador
d’aquest bo, generalment amb uns interessos fixats préviament, coneguts com a cupd. Es,
per tant, un instrument de renda fixa.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://economipedia.com/definiciones/bono.html

Bo del Tresor: Titol amb interes periodic, en forma de cupd, emes per I’Estat amb
I’objectiu de financar el seu deute. Es caracteritza per ser un instrument financer a mig
termini, generalment entre 2 i 5 anys, i de renda fixa. Forma part de les emissions del
Tresor Public d’un pais per recolzar les seves operacions financeres.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://www.tesoro.es/deuda-publica/los-valores-del-tesoro/bonos-y-obligaciones-del-
estado

Camera de compensacio: Empresa que garanteix 'actuacié de les parts implicades
en una transaccié amb derivats financers que es negocien en borsa.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Cartera d’inversié o cartera de valors: Combinacié d’actius en els quals tenim
diners invertits de manera diversificada i derivats financers que utilitzem per tal de cobrir
riscos o especular amb els preus dels actius subjacents. El proposit de tenir una cartera
d’inversié és generar una plusvalua.

Una cartera d’inversié no només pot estar formada d’accions que cotitzen en borsa, siné

també de tot tipus d’actius tals com els fons d’inversié, els indexs borsaris, les divises o
les materies primeres. Aixi mateix, també pot contenir derivats financers, com podrien
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ser les opcions o els futurs.
https://economipedia.com/definiciones/cartera-de-inversion.html

Cartera delta-neutral: Cartera d’inversié amb una delta zero, és a dir, sense sensi-
bilitat a canvis en el preu de 'actiu subjacent.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://www.rankia.com/blog/opciones-desde-cero/4279028-estrategias-delta-neutral-
opciones

Cobertura: Estrategia financera dissenyada per reduir o eliminar el risc. Hi ha dife-
rents tipus de cobertura: cobertura curta, cobertura llarga, cobertura delta-neutral, etc.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Cobertura delta-neutral: Tipus de cobertura dissenyada per tal que el valor d’una
cartera d’inversié no sigui susceptible als canvis de preu de ’actiu subjacent.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014..

Cobertura d’opcions europees: Estrategia a seguir per tal de, havent venut una
opci6 financera europea, assegurar que, arribada la data de venciment, es podra fer front
al cost que suposi 'exercici de ’opcié en cas que el comprador 1’exerceixi.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Contracte per diferéncies (CFD): Contracte financer en el qual s’acorda intercanviar
la diferencia entre el preu de compra i el preu de venda d’un actiu. Aquests contractes
no tenen una data de venciment predeterminada. Els CFDs sén derivats financers OTC.

https://economipedia.com/definiciones/contrato-por-diferencia-cfd.html

Correlacié: Mesura que descriu en quin grau dos actius tendeixen a moure’s en la
mateixa direccié. Generalment es representa mitjancant el coeficient de correlacié, un
nombre que varia entre -1 1 1.

Els actius amb correlaci6 positiva (coeficient major a 0) tendeixen a moure’s en la mateixa
direccié la major part del temps. En canvi, els actius amb correlaci6é negativa (coeficient
menor a 0) tendeixen a moure’s en direccions oposades. Diem que dos actius tenen una
correlacié negativa perfecta quan el coeficient és igual a -1, que tenen una correlacié posi-
tiva perfecta quan el coeficient és igual a 1 i que no hi ha correlacié entre els actius quan
el coeficient és igual a 0. En general, no s’acostuma a donar una correlacié perfectament
positiva o negativa.
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En el moment de construir una cartera de valors és molt important tenir present la
correlacié entre els diferents actius financers. Intuitivament, una cartera formada per un
cert nombre d’actius que es mouen cap amunt o cap avall simultaniament sera més arris-
cada que una cartera en la qual alguns actius es mouen cap amunt quan altres es mouen
cap avall.

https://www.inbestme.com/blog/que-es-la-correlacion/
Cup6: Pagament d’interes sobre un bo.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Data de venciment: Data en la que finalitza el periode de vida d’un contracte. També
s’anomena data d’exercici.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Delta: Taxa de canvi del preu d’'un derivat financer respecte del preu de I'actiu subjacent.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Derivat financer: Actiu financer el valor del qual es deriva dels canvis d’un altre actiu,
anomenat actiu subjacent. La finalitat de comprar un derivat financer pot ser especular
amb el preu del subjacent, construir una cobertura de riscos o 'arbitratge.

Es poden classificar en funcié de la seva regulacié:

e Mercats organitzats: Mercats on els derivats estan controlats per una camera de
compensacio. Els derivats d’aquest mercat s’anomenen derivats estandarditzats.
Destaquen el mercat de futurs financers i el mercat d’opcions financeres.

e Mercats no organitzats (OTC, over-the-counter): Mercats sense regulacié on els
inversos acorden de forma bilateral les seves transaccions. Els derivats d’aquest
mercat s’anomenen derivats no estandarditzats. Els principals tipus de derivats
OTC sén els CFDs, els swaps i els forwards.

https://economipedia.com/definiciones/derivado-financiero.html
https://economipedia.com/definiciones/instrumento-financiero.html

Deute: Obligacié que té una persona fisica o juridica de complir els seus compromi-
sos de pagament, fruit de I’exercici de la seva activitat economica. L’emissié de deute té
com a finalitat principal el financament.

Existeixen dos tipus de deute diferenciats: el deute piblic (emes pels governs) i el deute

privat (emes per organs privats). Un tipus de deute és 'utilitzat com a actiu subjacent
en productes derivats, com per exemple en els futurs.
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https://economipedia.com/definiciones/deuda.html

Dividend: Pagament que realitza de manera periodica una societat als propietaris de les
seves accions. Representa la principal via de remuneracié dels accionistes com a propie-
taris d’'una empresa que reparteix dividends.

Els dividends formen part dels beneficis obtinguts d’una companyia i es reparteixen en-
tre els seus accionistes de forma proporcional a la quantitat d’accions de la mateixa que
aquests posseeixen.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://economipedia.com/definiciones/dividendo.html

Especulador: Agent que opera en mercats borsaris comprant i venent titols amb la
finalitat d’obtenir beneficis. En general, les seves operacions es basen en apostar que el
preu d’un actiu determinat augmentara o disminuira. Opera a curt termini i acostuma a
assumir riscos molt elevats.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://economipedia.com/definiciones/especulador.html

Futur financer: Derivat financer que consisteix en un contracte en el qual s’acorda
intercanviar un determinat actiu financer en una data futura i a un preu preestablerts.
Ambdues parts tenen l'obligacié de complir amb l'intercanvi. Les condicions d’aquests
contractes solen ser estandarditzades.

https://economipedia.com/definiciones/instrumento-financiero.html

Instrument financer: Contracte entre dues parts que atorga un actiu financer al com-
prador de I'instrument i un passiu financer al venedor de 'instrument. L’objectiu del
venedor és finangar-se i la finalitat del comprador és o bé cobrir riscos d’una inversié o bé
obtenir una font de rendibilitat per a una inversié.

Existeixen dos grups principals d’instruments financers: els complexos i els no comple-
xo0s. Els primers son els anomenats derivats financers i els segons son els valors de renda
variable, com per exemple les accions, i els valors de renda fixa, com per exemple els bons.

https://economipedia.com/definiciones/instrumento-financiero.html

Lletra del Tresor: Titol de deute public a curt termini emes pel Tresor Public per
tal de financar 'Estat. S’emeten al descompte, és a dir, que el seu preu d’adquisici6 és
inferior al seu valor nominal (valor de la Lletra). El rendiment per a 'inversor equival a
la diferencia entre el preu de compra de la lletra i I'import del reemborsament.

https://www.bbva.com/es/instrumentos-financieros-todos/

https://economipedia.com/definiciones/letra-del-tesoro.html
https://www.tesoro.es/deuda-publica/los-valores-del-tesoro/letras-del-tesoro
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Moén neutral al risc: Mercat en el qual se suposa que els inversionistes no exigei-
xen un rendiment addicional en mitjana pel fet de cérrer riscos.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Moviment brownia (Procés de Wiener): Procés estocastic a temps continu que
simula el moviment de les particules de pol-len en suspensié observat pel botanic Robert
Brown I'any 1828. Norbert Wiener va ser qui, anys més tard, va establir un model ma-
tematic per al moviment brownia, motiu pel qual també és conegut pel nom de procés de
Wiener. En matematica pura, ha donat lloc a I'estudi de martingales a temps continu.
Aquest procés és el fonament a partir del qual es poden construir processos estocastics
més complexos i és el nucli de la majoria de models financers.

El moviment brownia es caracteritza per ser un procés estocastic continu (X¢)i>o que
pren valors reals i té increments estacionaris i independents. Es a dir,

e La variable X; és continua respecte t.
e Vit s>0,increment X;;s — Xy és independent dels valors passats X, on r < t.

e Vit ,s >0 tals que s < t, els increments X; — X, 1 X;_s — X tenen la mateixa llei
de probabilitat.

A més, si (X;)i>0 6s un moviment brownid, X; — Xo ~ N(ut,0?t), on p i o sén nombres
reals constants.

En particular, el procés de Wiener es diu que és estandard si Xg = 0, la mitjana de
X; és B(X;) = 01 E(X?) = t. En aquest cas, la variancia de X; és Var(X;) = t i
X ~ N(0,t).

Lamberton, Damien; Lapeyre, Bernard: Introduction to Stochastic Calculus Applied to
Finance, 2nd edition, Chapman & Hall/CRC financial mathematics series, 2008.
Nualart, David: Les matematiques dels mercats financers, Revista Metode, 2013.

Moviment brownia geomeétric (GBM): Model que serveix per representar el preu
de certs actius que fluctuen al llarg del temps en els mercats financers. Sota els suposits
del model de Black-Scholes, els preus dels actius segueixen un GBM.

Formalment, es diu que un procés estocastic S; segueix un GBM si aquest satisfa la
segiient equacié en derivades parcials:

dSt = MStdt + O'Stth

on W; és el moviment brownia o procés de Wiener i els parametres constants p i o s’ano-
menen deriva i volatilitat, respectivament.

Nualart, David: Les matematiques dels mercats financers, Revista Metode, 2013.

o7



Opcié asiatica: Opcié financera en la qual el preu d’exercici es calcula fent la mit-
jana del preu del subjacent durant un periode de temps determinat o bé fent la mitjana
del preu del subjacent des de 'inici fins al venciment de 'opcié.

Amb les opcions asiatiques es redueixen les possibilitats de manipulacié del preu sub-
jacent en dates properes a la data de venciment. Aquestes opcions acostumen a ser més
barates que les opcions europees tradicionals, ja que la mitjana de ’actiu subjacent és
menys volatil que el mateix actiu subjacent.

https://www.ieb.es/diccionario-financiero-que-son-las-opciones-exoticas/
https://www.asociacionmercadosfinancieros.com/producto_financiero/derivados-renta-fij
a/opciones-exoticas/

Opcié barrera: Opcié financera que permet al comprador comprar o vendre un ac-
tiu subjacent al preu d’exercici, pero només si durant la vida de ’opci6 el preu de 'actiu
subjacent assoleix (in) o no assoleix (out), respectivament, un determinat nivell anomenat
barrera. En aquest cas, no només és rellevant el preu de I'actiu subjacent i I’strike, siné
que també ho és el valor de la barrera. Acostuma a tenir un preu inferior al preu d’una
opci6 estandard pel risc que suposa assolir o no la barrera.

https://www.ieb.es/diccionario-financiero-que-son-las-opciones-exoticas/

Opcié exotica: Opcié financera les caracteristiques de la qual difereixen de les opci-
ons estandard. Es caracteritza per negociar-se en mercats OTC i ser més complicada i
dificil de valorar que una opcié estandard o plain vanilla. Les opcions exotiques permeten
als clients gestionar els riscos amb una major flexibilitat o minimitzar els costos de les
opcions estandard. Alguns exemples sén les opcions asiatiques, les opcions lookback o les
opcions barrera.

https://www.ieb.es/diccionario-financiero-que-son-las-opciones-exoticas/

Opcié financera: Derivat financer que consisteix en un contracte que proporciona el
dret al comprador de 'opcié de comprar o vendre un actiu determinat, anomenat actiu
subjacent, a un preu determinat i en una data acordada previament.

El comprador d’una opcié financera, en el moment de pagar la prima, estd comprant
el dret, és a dir, 'opcid, que no ’obligacid, d’executar la compra o venda establerta en el
contracte i, al mateix temps, el venedor de ’opci6 financera, en el moment de rebre la pri-
ma, assumeix l'obligacié de satisfer el dret del comprador de I'opcid, en cas que I'exerceixi.

Si 'opcié pot ser exercida en qualsevol moment entre el dia de la compra de l'opcid i
la data de venciment (inclosos), s’anomena opcié americana. En canvi, si 'opcié només
pot ser exercida en la data de venciment, es tracta d’una opcié europea. Existeixen dos

tipus d’opcions financeres: les opcions estandard o plain vanilla i les opcions exotiques.

https://economipedia.com/definiciones/opcion-financiera.html
https://www.rankia.mx/blog/analisis-ipsa/3850526-que-son-opciones-vanilla-ejemplos

Opcié lookback: Opcié financera que permet al comprador comprar o vendre 'ac-
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tiu subjacent al millor preu que ha cotitzat durant el periode de vida de 'opcié. Amb
aixo s’aconsegueix que el comprador de 'opcié es benefici de cotitzacions passades si sén
més favorables, fet que la fa més costosa que una opcié estandard.

https://www.ieb.es/diccionario-financiero-que-son-las-opciones-exoticas/

Opcié plain vanilla o estandard: Opcié classica per excel-lencia. Consisteix en un
contracte que proporciona al comprador de ’opcio el dret, pero no la obligacid, de com-
prar (opci6 call) o vendre (opcié put) un determinat actiu, anomenat actiu subjacent, a
un preu i en una data predeterminats.

Una opcié plain vanilla es caracteritza pel fet que el seu perfil de beneficis no depen
dels preus que pugui tenir ’actiu subjacent durant la vida de 'opcié. Aixi mateix, el preu
d’exercici o strike es fixa en el moment de compra i venda de ’opcid.

https://www.rankia.mx/blog/analisis-ipsa/3850526-que-son-opciones-vanilla-ejemplos

Palanquejament financer: Estratégia basada en utilitzar algun mecanisme (com a
deute) per augmentar la quantitat de diners que podem destinar a una inversi6 i aixi
tenir la possibilitat d’obtenir més beneficis (o més perdues). Es la relacié entre el capital
propi i el realment utilitzat en una operacio financera.

El principal mecanisme per generar palanquejament és el deute. El deute permet que
invertim més diners dels que tenim gracies al que hem demanat prestat. A canvi, com és
logic, hem de pagar uns interessos. També es pot fer palanquejament financer utilitzant
altres instruments financers com les opcions o els futurs. Per exemple, amb les opcions
financeres, donat que comprem un dret sobre un actiu subjacent, que generalment té un
preu molt superior a la prima, es genera un efecte de palanquejament.

https://economipedia.com/definiciones/apalancamiento-financiero.html

Paritat call-put: Relacié entre el preu d'una opcié call i una opcié put europees quan
aquestes tenen el mateix preu d’exercici i la mateixa data de venciment.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Passiu financer: Obligacid, deute o compromis de pagament en un termini exigible
curt, mitja o llarg determinat.

https://economipedia.com/definiciones/pasivo-financiero.html

Perfil de beneficis o payoff d’una opcié: Valor d’una opcié en la data de venci-
ment. Es, per tant, el pagament que rep el comprador d’una opcié arribada la data de
venciment. Per exemple, en el cas d'una opcié de compra europea plain vanilla, el payoff
és el maxim entre 0 i la diferéncia entre el preu de 'actiu subjacent i el preu d’exercici.
En canvi, en el cas d’una opcié de venda europea plain vanilla, el payoff és el maxim
entre 0 i la diferencia entre el preu d’exercici i el preu de I’actiu subjacent.
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https://www.rankia.com/blog/opciones-desde-cero/3077796-opciones-relacion-precio-sub
yacente-ejercicio

Posicié curta: Posicié que implica la venda d’un actiu financer.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Posicié descoberta: Posicié curta en una opcié de compra que no es combina amb
una posicio llarga en 'actiu subjacent. Es a dir, posicié que implica vendre I’actiu subja-
cent sense tenir-lo en propietat.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Posicié llarga: Posicié que implica la compra d’un actiu financer.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Prima: Preu d’una opcié financera.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Rendibilitat: Rendiment produit per una inversié en un derminat periode de temps.
Es mesura com el ratio de guanys o perdues obtingudes sobre la quantitat invertida i
s’acostuma a expressar en forma de percentatge.

Tota inversié implica un risc, ja que existeix la possibilitat que es produeixin perdues.
Habitualment, quant major risc té un actiu, major és la seva rendibilitat esperada.

https://speedqueeninvestor.com/es/rentabilidad-retorno-de-inversion-y-rendimiento-dife
rencias-calculos-y-explicaciones/
https://www.andbank.es/observatoriodelinversor /que-es-la-rentabilidad /

Rendiment: Benefici, guany o retorn en unitats monetaries que genera una determi-
nada inversid. El rendiment s’utilitza per determinar la rentibilitat que proporciona una
inversio.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

https://speedqueeninvestor.com/es/rentabilidad-retorno-de-inversion-y-rendimiento-dife
rencias-calculos-y-explicaciones/

Taxa lliure de risc: Taxa d’interes que es pot guanyar sense correr cap tipus de risc.
S’utilitza per referir-nos a la rendibilitat que s’obté al invertir en un actiu lliure de risc.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice
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Hall Publishing, 2014. https://www.raisin.es/educacion-financiera/que-es-la-tasa-libre-
de-riesgo-y-como-se-calcula/

Titol financer: Document que genera un dret privat patrimonial i que, per tant, su-
posa la propietat d’un actiu financer. Un exemple seria una accié d’una societat.

https://economipedia.com/definiciones/titulo-financiero.html

Tresor Public: Organisme public encarregat de gestionar el finangcament d’un Estat.
Les seves funcions depenen del pais en qiiestié, pero la funcié comu és la d’aconseguir
finangament per ’Estat mitjancant ’emissié del deute piblic. Els valors de deute emesos
pel Tresor Public sén actius de renda fixa i es divideixen segons el termini de venciment
que tenen en: les Lletres del Tresor (curt termini), els bons (mig termini) i les obligacions
(llarg termini).

https://economipedia.com/definiciones/letra-del-tesoro.html

Valoracié d’opcions financeres: Estudi financer que busca trobar el valor o preu
actual de les diferents opcions financeres del mercat. El valor o preu d’una opcié és la
prima que haura de pagar tot inversor que vulgui comprar-la a temps present i que, si-
multaniament, rebra el venedor d’aquesta opcid.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.
https://economipedia.com/definiciones/teoria-valoracion-opciones.html

Valoracié neutral al risc: Valoracié d’un derivat financer, com per exemple d’una
opci6 financera, suposant que estem en un moén neutral al risc.

C. Hull, John: Fundamentals of Futures and Options Markets, 8th edition, Prentice Hall
Publishing, 2014.

Valor o preu d’exercici (strike): Preu acordat al qual es pot comprar (en el cas
d’una opcié call) o vendre (en el cas d’una opcié put) un actiu subjacent.

https://www.bbva.com/es/que-son-las-opciones-financieras/

Volatilitat: Mesura de la variabilitat de les trajectories o fluctuacions dels preus d’un
actiu financer en el mercat. Si el preu d’un actiu varia molt i molt rapid es diu que és
un actiu molt volatil i, en cas contrari, es diu que és un actiu poc volatil. En molts casos

s’utilitza la desviacié tipica com a mesura de la volatilitat.

https://economipedia.com/definiciones/volatilidad.html
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Resolucié dels problemes de valoracié i cobertura d’op-
cions en C

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>
#include <time.h>

void CrankNicolsonPlain(int, double, double, double, double, double, double, double *, double *, double *,
double *, double *, double *, double *, double *, double *);

void CrankNicolsonBarrera(int, double, double, double, double, double, double, double, double *, double *,
double *, double *, double *, double *, double *, double *, double *);

void CrankNicolsonLookback(int, double, double, double, double, double, double *, double *, double *,
double *, double *, double *, double *, double *, double *, double *, double *);

void CrankNicolsonAsian(int, double, double, double, double, double, double *, double *, double *, double
*, double *, double *, double *, double *, double *, double *, double x*);

void descomposicioLU(int, double *, double *, double *, double *, double *, double x*);
void sol_sistemaLU(int, double *, double *, double *, double *, double *);
void cobertura(int, double, double *,double *);

void coberturaasian(int, double, double *,double *);

int main(void){
clock_t time;
/*Nombre de passos temporals (N) i espacials (J)*/
int N, J;

printf("E:tcrlu enters N>=100 i J>=1000\n");
scanf ("%d %d", &N, &J);
printf ("\n");

/*%Preu mazim (Smaz) i temps de vida de l’opcid en anys (T)x/
double Smax=500., T=1.;

/*Pas temporal (k) % espacial (h), wvolatilitat (sigma), taza lliure de risc (r) 4 strike (K)*/
double k=T/N, h=Smax/J, sigma=0.2, r=0.05, K=100.;

int n,j;
double *t, *S, *v, *vl;
double *alpha, *beta, *gamma, *delta, *1, *d, *u;

/*Guardem meméria dels vectors*/

t = (double *) calloc(N+1, sizeof (double));

S = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

v = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

vl = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));
alpha = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));
gamma = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));
beta = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));
delta = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));
1 = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

d = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

u = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

if ( v == NULL || vi == NULL || alpha == NULL || gamma == NULL || beta == NULL || 1 == NULL || 4 ==
NULL || wu== NULL){
printf ("No hi ha suficient memdrial\n");
exit (1);
}

/*0mplim la zarza discreta de punts*/
for (n=0; n<N+1; n++){
t[n] = nxk;
¥
for (j=0; j<J+1; j++){
S[jl = j*h;

/*PLAIN VANILLA CALL*/
printf ("OPCIONS PLAIN VANILLA CALL\n\n");

/*0mplim el wvector v_N, és a dir, imposem la condicid final*/
for(j=1; j<J; j++){
if (S[j]1-K>0){
v[jl = S[jl-K;
Yelsed{
v[jl=0;

¥
v[0] = 0;
/*Definim i obrim fitzer de sortidax/

FILE *out2;
out2 = fopen("valorsplain.out", "w");
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if (out2 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);

¥

/*Calculem v_0 utilitzant el métode de Crank-Nicolson*/

time = clock();

CrankNicolsonPlain(J, N, K, h, k, sigma, r, v, vl, alpha, beta, gamma, 1, d, u, delta);
time = clock()-time; /* Inclou calculs de cobertura */

double t_out = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

/*Imprimim el vector solucid: v=v_0%/
fprintf (out2, "SOLUCIO (t=0): S_j \t C(S_j,t_0)\n\n");
for (j=0; j<J+1; j++){

fprintf (out2, "%16.8e \t %16.8e \n", S[jl, v[jl);

printf ("\nTemps d’execucié: %16.8e\n\n", t_out);

/*BARRERA DOWN-AND-OUT CALL*/
printf ("OPCIONS BARRERA DOWN-AND-OUT CALL\n\n");

/*Valor fronterax/
double X=90.;

/*0mplim el wvector v_N, és a dir, imposem la condicid final*/
for(j=1; j<J; j++){
if (S[j]1-X>0){
vI[jl = s[jl-K;
Yelsed{
v[j1=0;
}
¥
v[0] = 0;

/*#Definim i obrim el fitzer de sortidax*/

FILE *out3;
out3 = fopen("valorsbarrera.out", "w");
if (out3 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);
s
/*Calculem v_0 utilitzant el métode de Crank-Nicolson*/
time = clock();
CrankNicolsonBarrera(J, N, K, X, h, k, sigma, r, v, vl, alpha, beta, gamma, 1, d, u, delta);
time = clock()-time; /* Inclou calculs de cobertura */

t_out = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

/*Imprimim el vector solucid: v=v_0%/
fprintf (out3d, "SOLUCIO (t=0): S_j \t C(S_j,t_0)\n\n");
for (j=0; j<J+1; j++){

fprintf (out3, "%16.8e \t %16.8e \n", S[jl, v[jl);

printf ("\nTemps d’execucié: %16.8e\n\n", t_out);

/*LOOKBACK STRIKE CALL*/

/*

Observaci6: Prenem el minim comcret m_j = S_min = S[1] constant.

z_j = S_j/m_j. z[0]=1, z[1]=1,..., [5]=S[51/S[1],..., =[J]=S[J]/S[1].
*/

printf ("OPCIONS LOOKBACK STRIKE CALL\n\n");

/*Declarem el wvector vO_n, el qual aprozima W(z_j,t_n)*/
double *vO0;
vO0 = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

/*Declarem z_j = S_j/m_j*/
double *x;
x = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

/*%0mplim el vector z_j*/

x[0]=1.; x[1]=1.;

for(j=2; j<J+1; j++){
x[j] = s[jl/s[1];

}

/*0mplim el wvector vO_N, és a dir, imposem la condicid final*/
for(j=1; j<J; j++){
if (x[j1-1>00{
vol[jl = x[jl-1;

Yelse{
v0o[jl=0;

¥

vo[0] = vO[1]/((1-1/J)+1);
175
176 /*Definim i el obrim fitzer de sortida*/
177 FILE *outé4;
178 out4 = fopen("valorslookback.out", "w");
179 if (out4 == NULL){
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printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);
¥

/*Calculem v_0 utilitzant el métode de Crank-Nicolson*/

time = clock();

CrankNicolsonLookback(J, N, h, k, sigma, r, v, vO, vil, x, alpha, beta, gamma, 1, d, u, delta);
time = clock()-time; /*Inclou calculs de coberturax*/

t_out = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

/*Imprimim el wvector solucid: v=v_0%/
fprintf (out4, "SOLUCIO (t=0):\n\n");
fprintf (out4, "Observacié: Prenem m_j = S_1 = %16.8e sempre.\n\n", S[1]);
fprintf (out4, "S_j \t\t\t\t m_j \t\t C(S_j, m_j, t_0)\n\n");
for(j=0; j<J+1; j++){
fprintf (out4, "%16.8e \t %16.8e \t %16.8e \n", S[jl, S[jl/x[jl, v[jl);

printf ("\nTemps d’execucié: %16.8e\n\n", t_out);

/*ASIATIQUES ARITHMETIC-AVERAGE STRIKE CALL*/

/*
vO_n és el wector que aproxzima H(R_j,t_n)
z és el vector R_j=I_j/S_j, on I_j = mitjana dels preus a t_n
Observacié: Premem una mitjana I_j concreta.

*/
printf ("OPCIONS ASIATIQUES ARITHMETIC-AVERAGE STRIKE CALL\n\n");

/% Omplim el wector z_j = I_j/S_j */
int i = J-50;

x[0]1=0.; /*zerox*/
for(j=1; j<50; j++){
x[j] = (S[J-j1/i)/S[J-j]1; /*aproz 0*/
i-=;
¥

double aux = 0.95;
for (j=50; j<J/2; j++){
x[j] = (S[J-jl*aux)/S[J-jl; /*aproz 1, inferiorx/
T
aux = 1.05;
for(j=J/2; j<J-50; j++){

x[j] = (S[J-jlxaux)/S[J-jl; /*aproz 1, superiorx/
}
i= 2;
for (j=J-50; j<J; j++){
x[j]1 = (S[J-j1*i)/s[J-j1; /*aproz infinitx/
i++;
}
x[J]=Smax; /*Aprozimadament infinit (Smaz)*/

/* Omplim el vector vO_N, és a dir, imposem la condicid final */
for (j=0; j<J; j++){
if (1 > x[31/T ){
vo[j] = 1-(x[31/T);

Yelsed{
v0[j1=0;
}
vo[J] = 0;

/*Definim i obrim el fitzer de sortidax*/
FILE *out5;

outs = fopen("valorsasiatica.out", "w");
if (outs == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);
¥
/*Calculem v_0 utilitzant el métode de Crank-Nicolsonx*/
time = clock();
CrankNicolsonAsian(J, N, h, k, sigma, r, v, vO, vl, x, alpha, beta, gamma, 1, d, u, delta);
time = clock()-time; /*Inclou calculs de cobertura*/

t_out = ((double) time)/CLOCKS_PER_SEC;

/*Imprimim el vector solucid: v=v_0*/
fprintf (out5, "SOLUCIO (t=0):\n\n");
fprintf (out5, "Observacié: Prenem I_j molt propera a S quan S prén valors intermitjos i I_j llunyana a
S quan S propera a 0 o a infinit\n\n");
fprintf (outs, "S_j \t\t\t\t I_j \t\t C(S_j, m_j, t_0)\n\n");
for (j=0; j<J+1; j++){
fprintf (outs, "%16.8e \t %16.8e \t %16.8e \n", S[jl, S[jl*x[jl, v[jl);

printf ("\nTemps d’execucié: %16.8e\n\n", t_out);
/*FINAL DEL MAINx*/

/*¥Alliberem meméria dels vectors*/
free(t);
free(S);
free(v);
free(vl);
free(v0);
free(x);
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free(l);
free(d);
free(u);
free (alpha);
free(beta);
free (gamma) ;
free(delta);

/*Tanquem fitzers de sortidax/
fclose (out2);
fclose (out3);
fclose (out4);
fclose (outh);

return O;

}
/*METODE DE CRANK-NICOLSON PER OPCIONS PLAIN VANILLA CALL*/
void CrankNicolsonPlain(int J, double N, double K, double h, double k, double sigma, double r,
double *v1, double *alpha, double *beta, double *gamma, double *1, double *d, double *u,
delta){
int j, n;
double *f;
f = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

FILE *outcobl;

outcobl = fopen("coberturaplain.out", "w");

if (outcobl == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);

¥

/*v=v_n conegut, vi=v_{n-1} desconegut*/
for(n=N-1; n>=0; n--){

/*0mplim vectors alpha, beta, gamma, f*/
for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j] = (1./4)*kx(pow(sigma,2)*pow(j,2) - r*j);
gamma[j] = (1./4)*kx(pow(sigma,2)*pow(j,2) + r*j);
betal[jl = -(1./2)*k*(pow(sigma,2)*pow(j,2) + r);
}
for(j=1; j<=J-1; j++){
£f[j] = alphaljl*v[j-1]1 + (1+betaljl)*v[jl + gammaljl*v[j+1];
}

/*Redefinim alpha, beta, gamma com les diagonals d’una matriu A*/
for(j=1; j<=J-1; j++){

alphal[j] = -alphaljl;

gamma[j] = -gammal[j];

betal[jl = 1-betaljl;
}

/*Retoquem els wvalors extrems del vector f[]x*/
£f[1] = f[1]-alpha[1]l*v[0];
£[J-1] = £[J-1]-gamma[J-11%v[J];

/*Apliquem descomposicié LU a la matriu Ax/
descomposicioLU(J, alpha, beta, gamma, 1, d, u);

/*Resolem el sistema L*xUkul=f*/
sol_sistemalU(J, 1, d, u, vl, f);

for(j=1; j<J; j++){
vIijl=v1iljl;

v[J] = J*h-K*exp(-r*(k*(N-n)));

/*Fem la cobertura delta-neutral a cada pas del temps*/
cobertura(J,h,v,delta);

/*Imprimim cobertura a temps t_n pensant en la situacid a temps t_{n+1}*/
fprintf (outcobl, "Cobetura a temps: %16.8e\n\n", n*k);
for(j=0; j<J+1; j=j+10){

fprintf (outcobl, "j=Vd \t S=%16.8e \t Delta=%16.8e\n", j, j*h, deltaljl);
}
fprintf (outcobl, "\n");

}

/*Imprimim els wvalors propers a K per comparar*/

printf ("n=0:\n");
for(j=160; j
printf ("]

j+10) {
10.81e\t", j, v[jl);

printf ("\n");

free(f);
fclose (outcobl) ;

return;

}

366| /*METODE DE CRANK-NICOLSON PER OPCIONS BARRERA DOWN-AND-OUT CALL*/
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368| void CrankNicolsonBarrera(int J, double N, double K, double X, double h, double k, double sigma, double r,
double *v, double *vl, double *alpha, double *beta, double *gamma, double *1, double *d, double *u,
double *delta){

int j, n;

double *f;

f = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

FILE *outcob2;

outcob2 = fopen("coberturabarrera.out", "w");

if (outcob2 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);

¥

/*v=v_n conegut, vi=v_{n-1} desconegut*/
for (n=N-1; n>=0; n--){

/*0mplim vectors alpha, beta, gamma, f*/

for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j]l = (1./4)*kx*(pow(sigma,2)*pow(j,2) - r*j);
gamma[j] = (1./4)*kx(pow(sigma,2)*pow(j,2) + r*j);
betaljl = -(1./2)*k*(pow(sigma,2)*pow(j,2) + r);

for(j=1; j<=J-1; j++){
£f[j] = alphal[jl*v[j-1]1 + (1+betaljl)*v[jl + gammal[jl*v[j+1];
}

/*Redefinim alpha, beta, gamma com les diagonals d’una matriu A*/
for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j]l = -alphal[jl;
gamma[j] = -gammal[j];
betal[jl = 1-betaljl;
}

/*Retoquem els wvalors eztrems del vector f[]*/
f[1] = f[1]-alpha[1]*v[0];
£[J-1] = £[J-1]-gamma [J-1]1*v[J];

/*Apliquem la descomposicié LU a la matriu Ax*/
descomposicioLU(J, alpha, beta, gamma, 1, d, u);

/*Resolem el sistema L*xUkul=f*/
sol_sistemalLU(J, 1, d, u, vi, f);

for(j=1; j<J; j++){
i (j*h>X){
vIijl=v1iljl;
Yelse{
v[jl=0;

v[J] = J*h-K¥exp(-r*(k*(N-n)));

/*#Fem la cobertura delta-neutral a cada pas del temps*/
cobertura(J,h,v,delta);

/*Imprimim cobertura a temps n (pensant en la situacié a temps n+1)*/
fprintf (outcob2, "Cobetura a temps: %16.8e\n\n", n*k);
for(j=0; j<J+1; j=j+10){
if (j*h>X){
fprintf (outcob2, "j=%d \t S=%16.8e \t Delta=%16.8e\n", j, j*h, deltaljl);
}
¥
fprintf (outcob2, "\n");

}

/*Imprimim els wvalors propers a K per comparar*/
printf("n=0:\n");
for(j=160; j<=260; j=j+10){
printf ("j=%d, v_j=%10.8le\t", j, v[jl);

printf ("\n");

free(f);
fclose (outcob2) ;

return;

}
/*METODE DE CRANK-NICOLSON PER OPCIONS LOOKBACK STRIKE CALLx/

/%
v0 vector comegut que aprozima W_m,
vl vector desconmegut que aprozima W_{n-1},
Finalment calculem v = min*v0, que aproxzima C_n.

*/

void CrankNicolsonLookback(int J, double N, double h, double k, double sigma, double r, double *v, double
*v0, double *vl, double *x, double *alpha, double *beta, double *gamma, double *1, double *d, double
*u, double *delta){
int j, n;
double =*f;
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f = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

FILE *outcob3;
outcob3 = fopen("coberturalookback.out", "w");

if (outcob3 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);

s

/*Definim una nova h de manera que sigui adequada a la zarza (z_j,t_n) del main*/
double hO = 1-(1/71);

/*v0=v0_n conegut, vl=v_{n-1} desconegut*/
for(n=N-1; n>=0; n--){

/*0mplim vectors alpha, beta, gamma, f*/

for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j]l = (1./4)*k*((pow(sigma,2)*pow(x[jl,2)/pow(h0,2)) - r*(x[jl/h0));
gamma[j] = (1./4)*k*((pow(sigma,2)*pow(j,2)/pow(h0,2)) + r*(x[jl/h0));
betaljl = -(1./2)*k*((pow(sigma,2)*pow(j,2)/pow(h0,2)) + 1);

for(j=1; j<=J-1; j++){
£[j] = alphal[jl*vO[j-1] + (1+betal[jl)*vO[j]l + gamma[jl*vO[j+1];
¥

/*Redefinim alpha, beta, gamma com les diagonals d’una matriu A*/
for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j] = -alphaljl;
gamma[j] = -gammal[j];
betal[jl = 1-betaljl;
}

/*Retoquem els wvalors eztrems del vector f[]*/
f[1] = f[1]-alpha[1]l*v[0];
f[J-1] = £[J-1]1-gamma[J-11*vO[J];

/*Apliquem descomposicidé LU a la matriu A*/
descomposicioLU(J, alpha, beta, gamma, 1, d, u);

/*Resolem el sistema L*xUkul=f*/
sol_sistemalU(J, 1, d, u, vi, £f);

/*condicid frontera quan j=0*/
v1i[0] = v1[1]/(hO+1);

/*condicid frontera quan j=J*/
v1i[J] = x[J]-exp(-r*(k*(N-n)));

for(j=0; j<J; j++){
vol[jl = vi[jl;
vI[il = ((j*h)/x[j1)*v0[jl;
}
/* v0 = vl aprozima W(z_j,t_n) */
/* v aprozima C(S_j,m_j,t_n) */

/*Fem la cobertura delta-neutral a cada pas del temps*/
cobertura(J,h,v,delta);

/*Imprimim cobertura a temps n (pensant en la situacié a temps n+1)*/
fprintf (outcob3, "Cobetura a temps: %16.8e\n\n", n*k);
for(j=0; j<J+1; j=j+10){
fprintf (outcob3, "j=%d \t Smin=%16.8e \t S=%16.8e \t Delta=%16.8e)\n", j, ((j*h)/x[jl), (j*h),
deltaljl);
¥
fprintf (outcob3, "\n'");

}

/*Imprimim els wvalors a comparar*/
printf("n=0:\n");
for(j=160; j<=260; j=j+10){
printf ("j=%d, v_j=%10.8le\t", j, v[jl);

printf ("\n");

free(f);
fclose (outcob3);

return;

}
/*METODE DE CRANK-NICOLSON PER OPCIONS ASIATIQUES ARITHMETIC-AVERAGE STRIKE CALL*/

/%
v0 vector comegut que aprozima H_m,
vl wector desconegut que aprozima H_{n-1},
Finalment calculem v_{n-1} = S_j*vl que aprozima C_{n-1}=S*H_{n-1}.
Observacid: Al main considerarem I_j d’una forma concreta.

*/

void CrankNicolsonAsian(int J, double N, double h, double k, double sigma, double r, double *v, double *vO
, double *vl1, double *x, double *alpha, double *beta, double *gamma, double *1, double *d, double *u,
double *delta){
int j, n;
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double *f;
f = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

FILE *outcob4d;

outcob4 = fopen('"coberturaasiatica.out", "w");

if (outcob4 == NULL){
printf ("Error al obrir el fixer de sortida\n");
exit (-1);

T

for(n=N-1; n>=0; n--){
/*0mplim vectors alpha, beta, gamma, f*/
for(j=1; j<=J-1; j++){
alphal[j]l = (1./4)*k*(pow(sigma,2)*pow(j,2) - (1-r*j));
gamma[j] = (1./4)*k*(pow(sigma,2)*pow(j,2) + (1-r*j));
betaljl = -(1./2)*k*pow(sigma,2)*pow(j,2);

for(j=1; j<=J-1; j++){
£f[j] = alphal[jl*vO[j-1] + (1+betaljl)*vO[j]l + gammal[jl*vO[j+1];
}

/*Redefinim alpha, beta, gamma com les diagonals d’una matriu A*/
for(j=1; j<=J-1; j++){
alpha[j] = -alpha[jl;
gamma[j] = -gammal[j];
betal[jl = 1-betaljl;
}

/*Retoquem els valors extrems del wvector f[]*/
f[1] = f[1]-alpha[1]1*vO[0];
£[J-1] = £[J-1]-gamma[J-11*vO[J];

/*Apliquem descomposicid LU a la matriu A*/
descomposicioLU(J, alpha, beta, gamma, 1, d, u);

/*Resolem el sistema L*xUxvi=fx/
sol_sistemalU(J, 1, d, u, vi, f);

/*condicié frontera quan j=0%/
v1i[0] = (h*vO[0]+k*v1[1])/(h+k);

for(j=0; j<J; j++){
vol[jl = vi[jl;
v[jl = (j*h)*vO[jl;

/* v0 = vl aprozima H(z_j,t_n) */
/* v aprozima C(S_j},I_j,t_n) */

/*Fem la cobertura delta-neutral a cada pas del temps*/
coberturaasian(J,h,v,delta);

602 /*Imprimim cobertura a temps n (pensant en la situacid a temps n+1)*/

603 fprintf (outcob4, "Cobetura a temps: %16.8e\n\n", n*k);

604 for(j=0; j<J+1; j=j+10){

605 fprintf (outcob4, "j=Vd \t I=%16.8e \t S=%16.8e \t Delta=%16.8e)\n", j, j*h*x[jl, j*h, deltalj
1

}
fprintf (outcob4, "\n'");

}

/*Imprimim els wvalors a comparar*/
printf ("n=0:\n");
for(j=160; j<=260; j=j+10){
printf ("j=/d, v_j=%10.81le\t", j, v[jl);

printf ("\n");

free(f);
fclose (outcob4) ;

return;

}

/*DESCOMPOSICIO LU PER MATRIUS TRIDIAGONALS*/
void descomposicioLU(int J, double *a, double *b, double *c, double *1, double *d, double *u){

int j;

d[1]1=b[1];
ul1l=c[1];
for(j=2; j<=J-2; j++){
10j] = aljl/dalj-11;
uljl = c[jl;
dljl = b[j1-10jl1*ulj-1];
}
1[J-1]1 = al[J-11/d[J-2];
d[J-1] = b[J-11-1[J-1]1*ul[J-2];

return;

}

/*RESOLUCIO SISTEMA LU=f*/
void sol_sistemalLU(int J, double *1, double *d, double *u, double *vl, double *f){

int j;
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double *y;

y = (double *) calloc(J+1, sizeof (double));

if (y == NULL){
printf(”No hi ha suficient memdrial\n");
exit (1);

&

/*Resolem Ly=f*/
y[11 = £[1];
for(j=2; j<=J-1; j++){
y[31 = £03] - 1[31*y[j-11;

/%*Resolem Uz=y, on z=vi=v_{n-1}*/
vi[J-1] = y[J-11/d4[J-1];
for (j=J-2; j>=1; j--){

vi[jl = (y[jl-uljl*vi[j+11)/d[jl;

return;
665 ¥

667| /*COBERTURA DELTA-NEUTRAL*/
668| void cobertura(int J, double h, double *v, double *delta){
int j;

delta[0] = (v[1]-v[0])/h;
for(j=1; j<J; j++){
deltalj]l = (v[j+11-v[j-11)/(2*h);

¥
deltal[J] = (v[J]1-v[J-11)/h;
return;

678 ¥

379

680| /*COBERTURA DELTA-NEUTRAL ASIATIQUES*/
681| void coberturaasian(int J, double h, double *v, double *delta){

682 int j;

683

684 delta[0] = (v[1]1-v[0]1)/h;

685 for(j=1; j<J; j++){

686 deltal[j]l = (v[j+1l-v[j-11)/(2*h);
687 s

688 delta[J] = (v[J]1-v[J-11)/h;

689

690 return;
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