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Abstract

The finite element method (FEM) is one of the most widely used tools for solving different
problems governed by partial differential equations (PDE’s). In this work we study the
theoretical basis on which the FEM is based and we deal with two general problems:
elliptic and parabolic. The main numerical and computational methods used to implement
the FEM are also explained. Finally we apply the method in the one-dimensional and
two-dimensional case. In the one-dimensional case we solve two examples by programming
code in MATLAB language. In the two-dimensional case we solve an example using the
FEATool Multiphysics software.

Resum

El métode dels elements finits (FEM) és una de les eines més utilitzades per tal de solucio-
nar diferents problemes de medis continus governats per equacions en derivades parcials
(PDE’s). En aquest treball estudiem la base teorica que fonamenta el FEM i es tracten
dos problemes generals de medis continus: els el-liptics i els parabolics. També s’expli-
quen els principals metodes numerics i computacionals utilitzats per tal d’implementar el
FEM. Finalment apliquem el meétode en el cas unidimensional i bidimensional. En el cas
unidimensional solucionem dos exemples programant codi en llengiiatge MATLAB. En el
cas bidimensional solucionem un exemple utilitzant el software FEATool Multiphysics.
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1 Introduccio

Darrera la majoria de problemes fenomenologics i processos que s’estudien en el camp de
Penginyeria i models matematics de la fisica, s’hi fonamenten una o diverses equacions
en derivades parcials (PDE’s). El metode d’elements finits (FEM) és I'eina de calcul
aproximatiu més utilitzada a 1’hora de solucionar problemes de condicions de contorn
governats per aquestes PDE’s. El seu elevat grau d’adaptabilitat al domini del model fa
que esdevingui una de les tecniques més eficaces i eficients a ’hora de donar resposta a
aquests tipus de problemes.

Durant l’estiu de 2020 vaig realitzar practiques a una empresa on tractaven amb me-
talls. La tasca principal era, mitjancant un software de FEM, predir les deformacions
que patia una peca metal-lica quan se sotmetia al procés de soldadura. Aquest problema
implicava dos fenomens: la transferencia de calor i el desplacament mecanic del material.
Aixi doncs, vaig aprendre a fer servir el software per modelar el problema i poder oferir
uns resultats. Quan vaig acabar les practiques, la meva motivacié era aprofundir el FEM
per entendre’n les seves bases i aixi poder programar pel meu compte algun dels proble-
mes que havia resolt amb el software. Aquest és el motiu que em va fer escollir el FEM
com el tema del treball final de grau.

El primer objectiu d’aquest treball és entendre la base teorica sobre la qual es fona-
menta el FEM. Per fer-ho, cal tenir coneixement d’una serie de conceptes d’analisi real i
funcional que s’expliquen a una assignatura optativa del grau que no he cursat. Per tant,
es partira de “zero” i s’explicitaran les idees claus d’analisi real i funcional per poder expli-
car la teoria del FEM. Degut a la llarga extensié d’aquesta part i al nombre significatiu de
teoremes i proposicions, no s’han fet algunes demostracions pero s’han citat per poder-les
trobar a la bibliografia. El segon objectiu del treball és aprendre a implementar el metode
sobre el cas unidimensional i el cas bidimensional. El FEM requereix el calcul computa-
cional i una serie de metodes numerics per resoldre el problema de condicions de contorn.
No he cursat D'assignatura de Meétodes Numerics 11, aixi que els metodes implicats que
s’imparteixen en l'assignatura els he introduit en el treball. Pel cas unidimensional es
programara codi en llenguatge MATLAB per solucionar dos exemples de problemes. Pel
cas bidimensional, s’utilitzara un software de MATLAB anomenat FEATool Multiphysics
[6] per resoldre un exemple.

El treball es resumeix en quatre parts conceptualment diferenciades. L’objectiu de la
primera part (capitol 2) és introduir els espais de Sébolev. Tal com s’ha dit préviament,
per fer-ho s’establira una base teorica i simplificada amb conceptes propis d’analisi real i
funcional. A la segona part del treball (capitols 3 i 4) es tractaran dos tipus de problemes
generals de condicions de contorn: el-liptics i parabolics. A la tercera part (capitol 5) s’es-
tudiaran els metodes numerics i computacionals que s’utilitzen a ’hora d’implementar el
FEM. També s’explicaran les principals eines que utilitza el software amb el que resoldrem
un exemple al darrer capitol. La quarta part (capitols 6 i 7) correspon a l'aplicaci6 del
metode pel cas unidimensional i bidimensional. En el capitol 6 s’implementara el FEM
en el cas unidimensional sobre els dos tipus de problemes treballats: el-liptic i parabolic.
Per a cada problema es proposara un exemple i es solucionara mitjancant el llenguatge
MATLAB. En el capitol 7 s’implementara el FEM en el cas bidimensional pel problema
el-liptic. Per aquest problema també es proposara un exemple que es resoldra utilitzant
el software FEATool Multiphysics.



2 Espais de Sébolev

Aquest capitol serveix per introduir ’espai de funcions que constitueix la base del metode
dels elements finits. Els espais de Sébolev sén espais vectorials els elements dels quals sén
funcions definides en dominis de ’espai n-dimensional euclidia R™ i les seves derivades
parcials satisfan certes condicions d’integrabilitat. Per tal de desenvolupar les propietats
d’aquests espais necessitem conceptes propis d’analisis real i funcional.

2.1 Espai vectorial i producte intern

Un dels objectius principals del capitol és demostrar que 'espai de Sébolev és un espai
de Hilbert per un producte intern (o producte escalar) que definirem més endavant. Per
aquesta rad, cal tenir en compte una serie de definicions basiques d’analisi que sén de-
tallades en aquesta seccié. D’ara endavant, ’espai vectorial que tractarem és sobre el
subcos R.

Definicié 2.1. (Norma). Sigui V un espai vectorial. La norma de V' és una funcié real
definida a V', que denotem ||-||, que satisfa les segiients propietats:

1. JJul| >0 VYueV,ilul| =0 siinoméssiu=0.

2. |lau|| =| a | |ul| YueV iVaeR.

3. Nu+ vl < Jul|+ ||v]] Yu,v €V (desigualtat triangular).
En aquest cas, V' és un espai vectorial normat.
Definicié 2.2. Sigui {v,} una sucessid de vectors a un espai vectorial normat V. La
successio s’anomena successio de Cauchy si donat € > 0, existeixz un nombre natural

M € N tal que
Vk,m > M, |vx —vnl <e.

Definicié 2.3. (Espai complet). Sigui V' un espai vectorial normat. Direm V' és complet
respecte la métrica induida per la norma si tota successio de Cauchy de V' convergeiz a
un element de V.. També s’anomena espai de Banach.

Definicié 2.4. (Producte intern). Sigui V' un espai vectorial. Un producte intern a 'V és
una operacié (-,-) : V. x V — R que satisfa les seglients propietats:

1. (u,v) = (v,u) Yu,veV.

2. (au+ Pv,w) = a(u,w) + B(v,w) Yu,v,w €V iVa,s €R.

3. (u,u) >0 YueV,i(uu) =0 siinoméssiu=D0.
En aquest cas, V és un espai vectorial amb producte intern, també anomenat espai pre-

hilbertia.

Observacié 2.5. Sigui u € V, és facil veure que /(u,u) és una norma.

Definicié 2.6. (Espai de Hilbert). Sigui V un espai vectorial i (-,-) un producte intern
dins d’aquest espai. Direm que V és un espai de Hilbert pel producte (-,-) si és complet
respecte la norma associada al producte intern ||v|| = \/(v,v).



2.2 Espais de Lebesgue

Aquesta secci6 serveix d’introduccié pels espais de Lebesgue. En particular, com veurem
més endavant, els espais de Sébolev estan dins de I'espai de funcions de quadrat integrable.
Aixi doncs, és necessari estudiar-ne algunes propietats basiques.

A partir d’ara i durant tot el que resta de capitol, considerarem el domini €2 un obert
no buit de R™ amb punt generic x = (z1, ..., x,). També suposarem que totes les funcions
considerades prenen valors reals.

Sigui f una funci6 real i mesurable a 2, denotem

/Q f(z)da,

la integral de Lebesgue de f (dx denota la mesura de Lebesgue).

Definicié 2.7. Sigui f una funcio real i mesurable a 2. Fizat 1 < p < oo aleshores

definim la LP-norma com
1
p
1 fllzr ) = (/Q | f(x) [P da:) .

Per evitar diferencies trivials entre funcions, identifiquem dues funcions f i g quan
satisfan ||f — gl|z»(@)=0. Més endavant, a la demostracié del Teorema 2.13, veurem que
Il r (@) és una norma.

Definicié 2.8. Definim els espais de Lebesgue on 1 < p < oo:

LP(Q) == {f : Q — R]| f mesurable i || f||Lr(q) < +00}.

Exemple 2.9. Si prenem n =1, Q= [-1,1] i

1 st >0

f(:”)‘:{o si <0

() = 1 st >0

TE =00 si <0

Com que f i g difereixen només en un conjunt de mesura zero (un punt en aquest cas),
observem que representen la mateixa funcié a ’espai de Lebesgue.

Definicié 2.10. Sigui 1 < p < oo, direm que p' és l’element conjugat de p si
1

1
b D

Proposicié 2.11. (Desigualtat de Holder). Sigui f € LP(Q) ig € L (Q) amb1 < p < .
Aleshores fg € LY(Q) i
[ 1591 10000 ol

3



DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 92 del llibre [5].

Proposicié 2.12. Un espai vectorial mormat V és de Banach si i només si per tota
successio {vp} de V tal que )", |lvp|| < 400 es compleix que existeiz v € V tal que

N
v—g Un,
n=1

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 20 del llibre [9]

Teorema 2.13. Sigui 1 < p < 0o, aleshores LP()) és un espai de Banach.
DEMOSTRACIO: Primer de tot cal demostrar que LP(Q2) és normat respecte ||| 1»(q)

L |[fllze) = 08 [[fllzp() = O siinomés si f = 0 es dedueix de les propietats de les
funmons integrables.

2. |lafllre) = lalllfllLr(q) es dedueix de les propietats de les integrals.

3. La demostracié de la desigualtat triangular per p = 1 és immediata. Suposem doncs

que 1 < p < oo:

= x x €T = x T T )Pt dx
(IIf+gHLp(Q))”—/Q\f( )+ g(x)[Pd /Qlf( )+ g9(@)[|f(z) +g(z)[P"" do <
< [ 1@+ a@P da+ [ 1@ @) + o) de -
/‘f z) + g(z))P~ 1d$+/ lg(z)(f(x) + g(x))P~!| d.

Com que (f(z) + g(x))P~t € LP(Q2) apliquem la desigualtat de Hélder i seguidament fem
(p—1p =p

, 1/p
(1 + glliie)? < 1 Fllocen ( [ 16+ g daz) n

+ llgllzr () </Q I(F(z) + g(z))P | da;) 1/p' _
= [171iey + L] ([ 106 + P e

- Mf”L”(Q) + HgHL”(Q)} (|’f+gHLP(Q))p/p/ =

= [Ifllzn(@) + oy | (1 + o)~

Per tant, passant el terme de més a la dreta dividint a ’altra banda arribem a la desi-
gualtat triangular

1f + gllr) < I fllze) + 19l @)-
Ara provarem que aquest espai normat és de Banach usant la Proposicié 2.12. Suposem

que {fn} és una successié tal que Y% || fullzr() < C < 400. Definim Gy := Zi:/:l | fnl
iG:=3""]|fn|l. Observem que per la d651gualtat triangular tenim que V N:

N 00
IGNlzr) <D fallo) <D _llfallir@) < C.
n=1 n=1



Ara, si apliquem el teorema de la convergéncia monotona (lim,, [ f, = [ lim, f,) tenim
I1Glzr o) = m Gl < C.

aleshores G € LP(2) i G(z) < oo quasi per tot z. Aixi doncs, les sumes parcials Fiy(z) :=
25:1 fn(x), convergeixen absolutament quasi per tot x. En aquests punts anomenem
F(z) = limy Fn(z). Utilitzem ara que |F(z) — Fn(z)| < 3202 voq [fa(2)], i apliquem
normes, aleshores es compleix

oo
IF = Fxliey < D Ifallio@) — 0, si N — oc.
n=N+1

O

Teorema 2.14. L’espai L*(Q), també anomenat espai de funcions de quadrat integrable,
és un espai de Hilbert pel producte escalar.

(fag)o,QZ/Qf(a:)g(m)dx.

DEMOSTRACIO: Observem que la norma que indueix aquest producte escalar és

1/2
1o = (. Pog = ( / |f<x>|2dx) .

Pel Teorema 2.13 tenim que L?(£2) és un espai complet respecte la norma del producte
escalar (-, )o.q, per tant L*(Q) és un espai de Hilbert. O

Notacié 1. En el cas L*(S2), denotarem la norma com ||-||o.q-

2.3 Formes lineals i bilineals

Els espais de Soébolev sén espais vectorials de dimensié infinita. Per tal de caracteritzar
la naturalesa d’aquest tipus d’espais, estudiarem les aplicacions lineals sobre aquests. A
la primera part d’aquesta seccié s’introdueixen les formes lineals, la seva condicié de
continuitat i un teorema fonamental que estableix una bijeccié entre I'espai d’origen i
I’espai de les formes. A la segona part d’aquesta seccié es defineixen les formes bilineals
i la seva condicié de continuitat.

Definicié 2.15. Sigui V' un espai vectorial normat. Una forma lineal ¢ de V' és una
funcié £ : V — R que és lineal, i.e.

lou+ pv) = al(u) + pl(v) Yu,v eV, Va,peR.

La continuitat d’una forma lineal es defineix de la mateixa manera que qualsevol altra
funcio.

Definicié 2.16. Direm que l és continua a u € V si

lim 4(v) = £(u),

V—=U

o de forma equivalent

lu—v|| =0 = |£L(u)—~Lv)]|—0.



La linealitat té dues implicacions importants per la continuitat:
Proposicié 2.17. Sigui ¢ una forma lineal continua a uw € V, aleshores £ ha de ser

continua per tot u € V.

DEMOSTRACIO: Siguin ug i v vectors qualssevol de V. Demostrem que £ és continua
a ug si i només si £ és continua a u. Definim z := ug + v — u que és un vector de V per
ser espai vectorial. Tot seguit, usant la linealitat trobem:

| £(u) = £(v) |=[ £(u = v) [=] Lluo — (uo +v —u)) [=| £(uo — 2) [=] £(uo) — £(2) | -
Per construccié tenim que ug — z = v — v, per tant, aplicant normes:
|lu—v|| =0« |lup — z|| — 0.
Aleshores ¢ és continua a wu si i només si, £ és continua a . O

Observacié 2.18. En particular, si £ és una forma lineal continua a u, aleshores també
hoseraa 0 e V.

Proposicié 2.19. Sigui ¢ una forma lineal de V. Direm que £ és continua a 0 € V (i,
per tant, Yu € V') si i només si, exsteix una constant no negativa M tal que

| {(u) |< M||u|| per tot u € V.

DEMOSTRACIO: Si £ és continua a 0, aleshores Ve > 0 existeix § > 0 tal que Yu € V
amb |lu — 0]] < § implica que

| £(w) [=] £(u = 0) [=] £(u) = £(0) [< e.
Escollim € = 1. Pero ara, per qualsevol u € V, el vector (§/[|u||)u té una norma igual a

4, 1 per tant:

) )’ 1
I —u )| <1=1l{u)|< =|ul.
(i 1) < X

Si definim M = §~! arribem a la desigualtat que voliem veure.

Reciprocament, per demostrar que ¢ és continua a 0 només cal prendre 6 = 57 > 0 i
aleshores tenim que Vu € V amb |ju|| < ¢:

| f(u) |< M||ul| < Mo <e.
O

El conjunt de formes lineals definides a V' formen un espai vectorial normat que s’a-
nomena espai dual de V' i el denotem V’. Sigui £ € V' definim la seva norma a V' de la

segiient formas:
L(u
ey = sup L]

ueV,u#0 ||u|| ‘

A continuacio es presenta un teorema fonamental dels espais de Hilbert que consisteix
en la base de 'existencia i unicitat de la teoria dels problemes variacionals que explicarem
més endavant. Aquest teorema demostra la bijeccié entre un espai de Hilbert V i el seu
dual V' i com a conseqiiéncia permet representar els elements del dual V' a partir dels
elements de V.



Teorema 2.20. (Teorema de representacid de Riesz). Sigui V un espai de Hilbert pel
producte intern (-,-), aleshores el seu espai dual V' s’identifica amb V' en el segiient sentit:

1. Per cadau € V, la forma lineal ¢ definida per ¢(v) = (u,v) és continua, i.e. £ € V',
1

[l = llullv.
2. Per cada forma lineal continua ¢ € V', existeiz una inica uw € V tal que

VoeV, L) =(uv) i [y =ullv.

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 135 del llibre [5].

2.3.1 Forma bilineal

Definicié 2.21. Sigui V un espai de Hilbert. L’expressid a(-,-) és una forma bilineal
simetrica si satisfa les segiients propietats:

1. a(u,v) = a(v,u) Yu,v V.
2. a(lau + pv,w) = aa(u,w) + fa(v,w) Yu,v,w eV iVa,[eR.
3. a(u,u) >0, i u=0 implica que a(u,u) = 0.

D’una forma similar al cas de les formes lineals, una forma bilineal a(u, v) és continua
si existeix una constant M no negativa tal que:

a(u,v) < M|ull||v]] VYu,v e V.

2.4 Distribucions

Aquest apartat serveix per contextualitzar les formes lineals en un determinat espai de
funcions que tot seguit es definira.

Definicié 2.22. Es denomina suport d’una funcié a la clausura del conjunt de punts on
la funcid no és zero.

Notem que el suport d’'una funcié és un conjunt tancat per ser clausura. Direm que
una funcié és de suport compacte si el suport de la funcié és un subconjunt acotat.

Definicié 2.23. Sigui Q un obert no buit, definim 2(Q) com Uespai de funcions infini-
tament diferenciables al conjunt i de suport compacte a §). Les funcions que pertanyen
a aquest espai () s’anomenen funcions test.

La condici6 que ha de complir una funcié que pertanyi a Z(2) pot semblar excessiva-
ment forta. En efecte, si ¢ € Z(Q), aleshores ¢ i totes les seves derivades han de tendir
a zero si x s’apropa a la frontera del suport de ¢. A continuacié demostrem que Z({2)
trobant una funcié que compleixi aquestes condicions.



Exemple 2.24. Considerem un punt a € Qi R € Ry tal que la bola de R™ de centre a
i de radi R estigui continguda a . Sigui Bg(a) la bola esmentada, definim una funcié ¢
de 2(Q) com:

1
ele=al?-R* i 1z € Br(a)

p(z) =
0 si x ¢ Br(a)

on ||z — a|| és la norma eculidiana de x — a a R™. Observem que si x € Bgr(a) i fem
x — OBR(a), i.e, || — a|| — R aleshores:

1

i_>_
lr—aP—R2

i per tant,
o(z) = 0.

A més, notem que cada derivada parcial de ¢ dins de Br(a) consisteix en la mateixa funcié
multiplicada per per una funcié racional. Aleshores totes les derivades convergeixen a zero
si ens apropem a la frontera del suport de .

En primer lloc, introduim algunes notacions per a derivades parcials, la notacié multi-
index.

Notacié 2. Sigui ¢ € € i a = (a1,...,ap,) € N és un vector de nombres sencers

positius:
o\ 9\ ol
& o —_— . e —_— - —_—
o= (o) (o) omm

la|=a1+ -+ an.

amb

Seguidament, proporcionem una definicié de successié convergent a Z(£2).

Definicié 2.25. (Successio convergent). Sigui {¢m} una successio de 2(Q2). Direm que

2(Q2
©m tendeix a o € P(), ho denotem @y, 2@, ©, si es compleix:

1. El suport de @y, es manté dins un compacte fix K de 2.

2. Per qualsevol o € N, 0%p,, — 0%p uniformement sobre K.

Definicié 2.26. (Distribucid). Una distribucic T a Q és una forma lineal continua a
2(Q). Més explicitament, la funcio

T:2(Q) — R
o r—T(p) =(T,p),

és una distribucid si compleix:

1. (T,ap + Bo) = (aT, @) + (BT, ) Yp,¢ € 2(NQ), iVa,B €R.

2. Sigui {pm} una successio de 2(): om 7@, o = (T, om) — (T, ).



L’ espai de les distribucions el denotarem 2'(2).

Observacié 2.27. L’espai de les distribucions 2’(€2) és I'espai dual de 2(Q).

De forma analoga amb el que hem fet amb 'espai Z(£2), proporcionem una definicié
de successi6 convergent a 2'(€2).

Definicié 2.28. Si {T,,} és una successid de 2'(Y), direm que T, tendeiz a T de 9'(Q)
st per tota funcio ¢ de Z(Q), (T, ) tendeix a (T, p).

Exemple 2.29. Un exemple comu de distribucid és la massa de Dirac. Sigui a un punt
de , definim la distribucié massa de Dirac 6, al punt a com

Vo € 2(Q), (ba,p) = pl(a).

2.4.1 Espai L?(Q)

Un altre exemple que abordarem més profundament, degut a la seva gran importancia en
el context d’aquest capitol, és I’espai de funcions de quadrat integrable, L?(£2). Recordem
pel Teorema 2.14 que és un espai de Hilbert pel producte escalar (-,-)o.q i amb la norma

definida com:
12 ) 1/2
1l = (f HYZ = ( [ 151 dx) |
Q

L’objectiu és establir una relacié entre les funcions de L?(Q2) amb les distribucions de
2'(Q). Primer de tot notem un resultat classic de la teoria de la integracié que utilitzarem
tot seguit.

Proposicié 2.30. 2(Q) és dens a L*(Q)
DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 245 del llibre [7].

Donada una funcié f de L?(Q2), I'associem a la distribucié 7 a 2 definida com:
Tf: .@(Q) — R
¢ (Tpi) = | @)@
Proposicié 2.31. L’aplicacio

L*(Q) — 2'(Q)
f — Tf,

és injectiva.



DEMOSTRACIO: Sigui f una funcié de L?() tal que Ty = 0, i.e.

Ve € 2(Q), /Q F(2)o(w)ds = 0.

Degut a la Proposicié 2.30, tenim:

Vi € L2(Q), /Q F@)p(x)ds = 0.

fet que implica que f = 0. Per la linealitat de les distribucions, aix0o implica que la
igualtat entre dos distribucions T’ i T,, implica la igualtat de les funcions f i g en el sentit
de L?(Q). O

Aix{ doncs, podem identificar f i Ty, que equival a identificar L?(2) com un subespai
de 2'(2). A continuacié, aquesta identificaci6 es fara de forma sistematica i escriurem

L*(Q) C 2/(Q).

Proposicié 2.32. L’aplicacié identitat de L*(Q) a 2'(Q), també anomenada injeccid
canonica, és continua. Per tant, si f, tendeiz a f dins L*(Q), aleshores f,, tendeir a f

dins 2'(2).

DEMOSTRACIO: Si || fr, — fllo,0 — 0, volem demostrar que f,, tendeix a f dins 2'(Q)
que per la Definici6 2.28 aixo equival a veure que Vo € Z(12) es té que (T, ) tendeix a
(Ty,,, ). En efecte per linealitat i utilitzant la desigualtat de Holder trobem:

(T, @) = (T 0| = |(Ty = T )| = \ |7 = tadoda| <17 = fulos Ieloa = 0.

0

2.5 Derivada generalitzada (débil)

Hi ha una gran varietat de definicions de derivades que sén ttils a diferents situacions.
La definicié en la branca del “calcul” correspon a

o () = }Lli% u(z + h})L — u(x)’

i es tracta d’una definicié “local”’que déna informacié sobre la funcié u en un entorn
proper al punt zx.

La formulacié variacional que es desenvolupara en aquest apartat pren un sentit més
global perque no sén necessaris els valors puntuals de la derivada. En efecte, en els proble-
mes que analitzarem en capitols posteriors apareixen derivades que es poden interpretar
com a funcions a L?(9). Recordem I’exemple vist anteriorment on els valors puntuals de
les funcions de l’espai de Lebesgue sén irrellevants (Exemple 2.9). Per tant, una funcié
d’aquest espai esta determinada pel seu comportament global. Aixi doncs, és natural
desenvolupar una noci6 global de derivada més adequada a aquest tipus d’espais.

Definicié 2.33. Sigui T una distribucid a ), definim la derivada en el sentit de distri-

or
oT B Jy

bucions, bu; COM
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Observacié 2.34. Observem que

T
0z, 72(Q) — R
oT B dp
® <8$2790>_<T7 axz>7

és facil veure que és una forma lineal continua a Z(€). Aixd defineix % com una
3

distribucio.
Ara usem la identificacié que hem explicat a Papartat anterior, L*(Q) C 2/(Q). Si
prenem f € €1 C L%*(Q), la seva derivada en el sentit classic 8—1{_ coincideix amb la seva

derivada en el sentit de les distribucions. Vegem-ho a continuacié:

e Per una banda, la definicié de la derivada en el sentit de distribucions:

0Ty Op 8@
M Q Tr,— )= — d 2.2
v € D(Q), <8},so> <f,8xi> /Qf( o, 0 (2.2)
e Per altra banda, en el sentit classic i fent s de la integracié per parts:
of 3@
Q T = =— 2.
e o, (Tyw)= [ Lwp@a=- [ jofa @3

on s’ha utilitzat que les funcions ¢ sén de suport compacte a 2.

Definicié 2.35. D’una forma més general, si T és una distribucio a 2 i o € N™ és un
alelr

multi-index qualsevol, definim la derivada en el sentit de distribucions 0T = P ST
4. 0a

Vo€ 2(Q), (9°T,p) = (=1)*NT,0%). (2.4)

Per tant, una distribucié a €2 és infinitament diferenciable en el sentit de distribucions,
ja que ¢ sén infinitament diferenciables.

Proposicié 2.36. L’aplicacio

7'(Q) — 7' ()
T+ 0°T,

és continua.

DEMOSTRACIO: Sigui {7},} una successié de distribucions de 2'(Q) i T € 2'(Q0),
tenim que per a tot p € 2(Q):

(07T, ) = (0°T, )| = (0 (T = 1),9)| = |(T = T.0%0)| = [T, 0%0) = (1,0°9) .
Fent ts de la Definici6 2.28 tenim que si T,,, — 1" aleshores (T},,, 0%¢) — (T',0%¢) i per

tant

<8aTm7 90> — <8aT7 90>

11



2.6 L’espai de Sébolev H'(Q)

En aquest apartat es definira ’espai de Sébolev d’ordre 1 i les seves propietats corres-

ponents. Sigui v una funcié de L?(Q2); la identifiquem amb una distribucié a Q que

l’anomenem també v. Aixi doncs, podem definir les seves derivades % onl<i<mn
1

també com a distribucions a €.

Observaci6 2.37. En general, (%’i no pertanyen al subespai L?((2).

Definicié 2.38. Anomenem espai de Sébolev d’ordre 1 a €2 'espai

HY(Q) = {v € L*(Q): g; € L*(N),1<i< n}

Dotem H'(€2) del producte escalar

" Ou v
(u,v)1,0 —/Q (uv + ; 8%8%) dz, (2.5)

[oll10 = (v, 0))o- (2.6)

Teorema 2.39. L’espai H'(Q) és un espai de Hilbert pel producte escalar (2.5).

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 14 del llibre [11].
Teorema 2.40. L’espai H'(Q) és separable, i.e., conté un conjunt dens i numerable.

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 15 del llibre [11].

Recordant la Proposicié 2.30 que diu que I'espai 2(12) és dens a (L%(Q2), ||-[lo.), ara
ens podem preguntar si aquest espai és també dens a (H'(2), ||-|l1.o). En general no, per
aixo pren sentit definir-ne la seva adherencia.

Definicié 2.41. Definim HE(Q) com Uadheréncia de 2(Q) a H(S) .
No obstant tenim el seglient resultat en el cas on 2 = R™:
Teorema 2.42. L’espai 2(R"™) és dens a H'(R"), i.e.,
H}(R™) = HY(R™).
DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 16 del llibre [11].

Teorema 2.43. (Desigualtat de Poincaré). Si ) és acotat, ezisteiz una constant C' que
unicament depén de tot el domini (C = C(Q) > 0) tal que

9 N\ 1/2

0,9) '

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 18 del llibre [11].

ov
8:&

Yo € Hi(Q), |v]oga <C(Q) (Z

=1

12



Corolari 2.44. 5i Q) és acotat, la seminorma

oo = (Z

=1

ov
81,‘1'

9 N\ 1/2
)
0,2

és una norma a H}(Q) equivalent a la norma induida per ||-||1.0

DEMOSTRACIO: La demostracié de que | - |10 és una norma és trivial menys quan
volem demostrar que si la norma d’un element és nul-la, aleshores ’element és nul. Per
fer-ho utilitzem la desigualtat de Poincaré. En efecte:

n 2
0
phe=0=> |+~ =0= uloa=0=v=0,
’ - ox; 0.0 ’
=1 ’
on s’ha utilitzat que ||-||o,n és norma. O

2.6.1 Teorema de traca i aplicacions

Fins ara s’han estudiat les funcions de 'espai de Sébolev sota un conjunt obert i actotat
), pero no sabem com es comporten aquestes funcions sobre la frontera d’aquest conjunt,
que anomenarem [' = 9f).

Primer de tot vegem el resultat general que parteix del suposit que tenim una frontera
€ a trossos.

Teorema 2.45. (Teorema de traga). Suposem que Q és un obert acotat de R™ de frontera
I €' a trossos. Aleshores 2(0) és dens a H*(Q) i Uaplicacid vo : v = v |p de 2(Q) a
€O(T") s’estén per continuitat a una aplicacid lineal i continua de H'(Q) a L*(T') també
anomenada .

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 23 del llibre [11].

Teorema 2.46. Sigui ) un obert acotat dins R"™ de frontera T' €' a trossos. Aleshores

HY () = {v € H'(Q);v |p=0}.

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 25 del llibre [11].

Una altra aplicacié que s’utilitzara del Teorema de traga és la formula de Green gene-
ralitzada al conjunt €2 i la seva frontera I'.

Teorema 2.47. (Férmula de Green). Sigui Q un obert acotat dins R™ de frontera I' €
a trossos. Aleshores, siu iv son funcions de H'(Q), tenim

ou /
vde=— | u
o 0z; Q

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 27 del llibre [11].

0
Y da:+/uv1/ida, 1< <n.
Ox; r
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2.6.2 Els espais de Sébolev H™()

Quan tractem exemples de problemes de condicions de contorn més endavant, suposarem
inicialment que existeixen solucions prou regulars que compleixen equacions on apareixen
derivades d’ordre superior a 1. Aixo implica que farem s dels espais de S6bolev en general
d’ordre m.

Definicié 2.48. Anomenem espai de Sébolev d’ordre m a  ’espai

H™(Q) = {v € L*(Q);0% € L*(Q), |a|] < m}.
De forma analoga dotem H™(S2) del producte escalar

(U, V)m.0 —/Q{ Z 0%ud*v} dx, (2.7)

laf<m

i per tant la seva norma és
1/2
lellme = (v, )00

Teorema 2.49. L’espai H™(Q2) és un espai de Hilbert separable pel producte escalar (2.7).

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 31 del llibre [11].

Corolari 2.50. Sigui Q un obert acotat dins R™ de frontera T €' a trossos. Per tota
funcié u de H*(QY), tenim la segiient férmula de Green:

_/Q(Au)vdx:Jr/Q(vu)(Vv) dx—/rg:jvda.

14



3 Problemes el-liptics

Mostrarem en el cas de dos exemples simples de problemes de contorn el-liptics com és pos-
sible trobar una nova formulacié d’aquests problemes, denominada formulacié variacional
o debil.

3.1 Problema de Dirichlet

Una bona forma per entendre com transformar un problema de condicions de contorn a
la seva formulacié debil és inicialment particularitzar-ho al cas més senzill, que correspon
al problema de Dirichlet. Aquesta transformacié és analoga pels altres casos perd amb
certes singularitats.

Sigui € un obert acotat de R™ amb frontera I' €' a trossos. Donada una funcié
f € L?(), aleshores la funcié u definida a € és solucié del problema de Dirichlet si
compleix:

—Au=f aqQ, (3.1a)
u=0 al. (3.1b)

Per simplificar la discussié, suposem que aquest problema (3.1) admet una soluci6
suficientment regular, per exemple que u pertanyi a I'espai de Sébolev H?(£2).

L’objectiu principal de la transformacio a la forma debil és baixar ’ordre de la derivada
de la banda esquerra de (3.1a). Intuitivament, una forma per aconseguir-ho seria integrar
a banda i banda de ’equacié sobre el domini corresponent al problema.

Partim doncs de que u € H?(2) és solucié de (3.1). Prenem ara una funcid test que
compleixi les condicions de contorn, v € H&(Q), i la multipliquem a banda i banda de
I’'equacio:

—(Au)v = fu.

Si ara considerem cada banda de l'’equacié com a funcions, vegem que son iguals a €,
aleshores les seves integrals sobre el mateix domini també ho sén. En efecte:

—/Q(Au)vdx:/ﬂfvdx. (3:2)

Usant la férmula de Green (Corol-lari 2.50) a la banda esquerra de (3.2) ens permet baixar
un ordre la derivada parcial corresponent:

/Vu-Vvdx—/auvdU:/fvda:.
Q r v Q

Ara apliquem que v és zero a I, ja que v € H}(2), i per tant la integral a la frontera
s’anul-la. L’expressié resultant és:

Vo € HY (), / Vu-Vudr = / fodz. (3.3)
Q Q

Anteriorment, s’ha suposat que u € H?(Q) per tal de que sigui suficientment regular.
Ara, com que l'ordre de la derivada ha disminuit i degut a la condicié de contorn (3.1b)
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és suficient prendre u € H}(€2). Aix{ doncs, s’obté la formulacié variacional del problema
de Dirichlet (3.1):

Donada f € L?(Q), trobar una funcié u € HE(Q) que verifiqui

Vo € Hy (), /Vu-Vvd:c:/fvd:c.
Q Q

3.2 Problema de Neumann

Estudiem un altre problema que difereix del primer principalment degut a la tipologia
de la condicié de contorn: en comptes de donar-se sobre la funcid, s’imposa sobre la seva
derivada. Sota els mateixos suposits sobre els conjunts €2 i I' definim el problema segiient:
Donada una funcié f € L?(2), aleshores la funcié u definida a € és solucié del problema
de Neumann si compleix:

—Au+u=f aQ, (3.4a)
ou
— = T. A4
Y 0 a (3.4b)

Per simplificar la discussié, suposem que aquest problema (3.4) admet una soluci6
suficientment regular, per exemple que u pertanyi a 'espai de Sébolev H?(2).

Analogament al problema de Dirichlet, 'objectiu és disminuir ’ordre de la derivada
de la banda esquerra de (3.4a). Per fer-ho, multipliquem a banda i banda per una funci6
test v € H() (observem que ara no és necessari que la funcié test s’anul-li a la frontera)
i integrem sobre el domini €:

_/Q(AU)H/QW:/QM. (3.5)

De nou, aplicant la identitat de Green a la primera integral de la banda esquerra de (3.5)

s’obté: 9
—/(Au)v:/Vu~Vv—/vu:/Vu~VU,
Q Q r v Q

on s’ha aplicat la condicié de contorn (3.4b), i per tant integral a la frontera s’anul-la.
Per tant, I’expressié resultant és:

V’UEHl(Q),/QVu-VU+/quz/QfU. (3.6)

De la mateixa manera que l'apartat anterior, amb aquesta darrera expressié obtinguda,
és suficient que u € HY(Q).

Aix{ doncs, s’obté una nova formulaci6 del problema de Neumann (3.4), ’anomenada
formulacio variacional:

Donada f € L*(9), trobar una funcié u € H'(Q) que verifiqui

Yo e HY(Q /Vu Vv+/uv—/fv
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3.3 Problemes variacionals abstractes

El segilient apartat té com a objectiu expressar les formulacions variacionals dels dos
problemes anteriors d’una forma general abstracte que resultara adequat per la resolucié
de nombrosos problemes de condicions de contorn el-liptics. Suposem que tenim:

1. un espai de Hilbert V' (sobre R) de norma ||-||.
2. una forma bilineal u,v — a(u,v) continua a V' x V.

3. una forma lineal v — L(v) continua a V, és a dir un element L del dual V' de V/
que I'hem dotat de la norma dual:

L(u
Iy = sp LW
u€V,u#0 HUH

Definim el problema variacional general, que 'anomenarem problema &7:

Trobar una funcié v € V' que verifiqui
YveV, a(u,v)= L(v).

Per tal de que el problema descrit anteriorment pugui admetre una solucid, i a més
que aquesta sigui Unica, hem de donar una condicié suficient.

Definicié 3.1. La forma bilinear a(-,-) s’anomena V-el-liptica si existeix una constant
a > 0 tal que
Yo eV, a(v,v) > a|v|?

Teorema 3.2. (Laz-Milgram). Sigui la forma bilineal a(-,-) V-el-liptica. Alehsores el
problema (&) admet una solucié unica u € V; a més l'aplicacio lineal L — wu és continua
de V' aV.

DEMOSTRACIO: Denotem ((+,-)) el producte escalar a V. Com que L és una forma
lineal continua a V', aleshores pel Teorema de representacié de Riesz (Teorema 2.20) tenim
que existeix un unic element de V' que anomenarem 7L tal que

Yo eV, L(v)=((1L,v)). (3.7)

Demostrem ara que (3.7) defineix

TV —V

L+— 7L,

una bijeccio lineal. Provem primer la linealitat:

e Sigui € R, si multipliquem « a la expressié (3.7) obtenim Vv € V aL(v) =
a((tL,v)) = ((arL,v)) on hem usat la bilinealitat del producte escalar. D’altra
banda, si considerem «L € V' tornant a utilitzar (3.7) tenim Vv € V aL(v) =
((taL,v)). Per tant identificant les dues igualtats trobades tenim ((arL,v)) =
((raL,v)), aleshores ((aTL — TaL,v)) =0 Yv € V. Si ara prenem v = arL — TaL
aleshores per la propietat 3 del producte intern tenim que arL—7aL = 0. D’aquesta
manera arribem a arL = Tal.
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e Siguin L,G € V, tenim que Vv € V L(v) = ((7L,v)) i G(v) = ((tG,v)). Sumant les
dues expressions trobem (L+ G)(v) = L(v) 4+ G(v) = ((tL+ 7G,v)). D’altra banda
tenim que (L + G)(v) = ((7(L + G),v)). Per tant, identificant les dues igualtats
trobades i seguint el mateix procés que el punt anterior tenim 7(L 4+ G) = 7L+ 7G.

Ara per provar la injectivitat és suficient veure que el nucli és el zero. En efecte, si 7L =0
aleshores Vv € V ((7L,v)) = 0, per tant L(v) = 0 Vv € V que és equivalent a dir que
L = 0. Per veure 'exhaustivitat prenem w € V, aleshores podem definir la segiient forma
lineal Ly, (v) = ((w,v)) Yu € V, que pel Teorema de Riesz és continua i per tant L,, € V.
D’aquesta manera hem trobat que 7L,, = w.

A més, com que

L= sop By EO gy

veV,u#£0 HUH B veV,u#£0 HUH
tenim que 7 és una isometria.
Ara si fixem u € V definim la segiient tenim forma lineal
a(u,"): V—R
v — a(u,v),

que és continua a V', ja que a(-, -) és continua a V' x V. Doncs, pel Teorema de representaci6
de Riesz, tenim que existeix un unic element o/u € V tal que

Vo eV, a(u,v) = ((Hu,v)). (3.8)

Aixd defineix un operador lineal i continu & : u — «Zu. Es lineal degut a que a(u,-) és

lineal i continu, ja que
a(u,v)

[ ul| = sup < Mul].

veV,v#0 HUH

Notem doncs, que problema () és equivalent a buscar u € V' tal que sigui solucié de
Fu=TL.

Per provar-ho, és suficient demostrar que .o és una bijeccié de V a V. En efecte, com
que hem demostrat que .o/ és un operador lineal i continu, aleshores &7 ~! sera continu de
V a V. De fet, es mostrara que ./ ~! és un operador acotat, i per tant, continu de V a
V. Primer, per demostrar la injectivitat utilitzem la hipotesi de V-el-lipticitat de af(,-).
En efecte tenim que

voeV, aful? <a(v,v) = ((#v,0)) < [|ol||v],
aleshores
Yo eV, |v|=alvl, (3.9)
i, per tant, si Zu=0= || Fu||=0=02>alv|]|=||v|=0=v=0.

Per demostrar ’exhaustivitat volem veure que &/V = V. Per fer-ho, comprovarem
que &7V és un tancat de V i que l'ortogonal (&7 V) és igual a {0}. Anem a veure que és
un tancat: sigui w € &V i (2/v,,) una successié de &/'V que convergeix a w € V, tenim
per (3.9) que

| Vm — A vp|| = || (vm — vn)[| Z allvm — vnl,
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de forma que (v,,) és una successié de Cauchy a l'espai V. Com que és espai de Hilbert
aleshores (vy,) convergeix a un element v € V. Aleshores, utilitzant la continuitat de <7
tenim

[ 0m — 0| < [[om — ]| =0,

per tant (2/v,,) convergeix a 2/v. Aleshores tenim que w = @/v € &V, fet que demostra
que 7V és un tancat de V. Considerem vy € (27V)*, aleshores tenim per la V-el lipticitat

afjvol|* < a(vo, vo) = ((vo,v0)) = 0.

Per tant arribem a vy = 0. Doncs s’ha demostrat que (&/'V)* és {0} i per tant, que o7 és
exhaustiu.

Una vegada vist que &7 és bijectiu de V' a V falta demostrar que esta acotat, per
demostrar que és continu. En efecte, usant (3.9) tenim

1
YoeV, | M| < =|v|.
o'
Aleshores usant (3.8) tenim que la solucié u del problema () verifica
. 1 1
Jull = ll& 7Ll < ~|[7L][ = —[[ L]y
a a

O

Si a més suposem que la forma bilineal a(-, -) és simetrica, podem introduir el funcional
quadratic definit per tot v € V com

2

i considerem el problema de minimitzacio:

Trobar una funcié v € V' que verifiqui

J(u) = min J(v). (3.10)

Teorema 3.3. Suposem que la forma bilineal a(-,-) és simétrica i V-el-liptica. Aleshores
el problema (3.10) admet una solucié unica uw € V que coincideiz amb la solucd del
problema ().

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 38 del llibre [11].

Exemple 3.4. Apliquem els resultats al problema de Dirichlet (3.1). Un cop obtinguda
la formulacié variacional identifiquem els seglients termes respecte el problema variacional
general &:

o V = H}(Q) dotat de la norma -] = ||-||1.0-
o a(u,v) = [ VuVudz.
o L(v) = [, fvda.
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Observem que la forma bilineal a(-,-) (resp. la forma lineal L(-)) és continua a V x V
(resp. a V). En efecte:

a(u,v) < fulralvfio < lullie v
L(v) < [Ifllog llvllo.e < [ flloe[lv

1,9,

1,0-

D’altra banda, com que {2 és un obert acotat de R", la forma bilineal és H&(Q)—elh’ptica.
Tenim degut a la desigualtat de Poincaré:

Yo e HY,  a(v,v) > —————||v||? .

0 ( ) — 1 +02(Q)” Hl,Q

Pel Teorema de Lax-Milgram existeix, doncs, una funcié u € HZ () i una sola tal que
compleix la forma variacional del problema de Dirichlet. A més, com que la forma bilineal
és simetrica, degut al Teorema 3.3, aquesta funcié v minimitza el funcional quadratic

1
J(U)ZQ/QVUVvd:c—/vad:U.

3.4 Aproximacio variacional

Fins ara, tots els problemes que s’han plantejat parteixen d’espais de funcions V de
dimensio infinita. En aquest capitol s’aborda ’estudi de la resolucié numerica d’aquests
problemes. L’objectiu és trobar una aproximacié de la solucié exacta que anomenarem
up. Per fer-ho, considerarem un subespai V}, € V de dimensié finita I, de tal manera
que s’adapti el millor possible a la solucié del problema. El parametre h depen de la
dimensi6 de I de manera que quan h tendeix a zero, I tendeix a infinit. Al final d’aquesta
secci6 s’explicara quins espais V}, escollirem per resoldre els exemples dels darrers capitols.
Partim de les mateixes hipotesis fetes en la formulacié abstracta dels problemes el-liptics:
V un espai de Hilbert dotat de la norma ||-||; una forma bilineal a(-,-) continua a V x V' i
V-el-liptica; una forma lineal L continua a V. També considerem el problema &2 descrit
previament: trobar u € V tal que

YveV, a(u,v)= L(v).

admet una solucié i només una. Suposant que ens trobem en el cas on la forma bilineal és
simetrica, per obtenir una aproximacié de u podem considerar el problema de minimitzacid
de J (3.10) sobre el subespai V}, 1 buscar uy, la solucié de

J(up) = 11}161%2 J(v). (3.11)

Proposicié 3.5. El problema de minimitzacio (3.11) admet una solucid inica uyp, i aques-
ta solucid es caracteritza per ser lunic element de Vy, tal que

Yop € Vi, a(up,vn) = L(vp).

DEMOSTRACIO: Apliquem el Teorema 3.3.

Aixi doncs, definim el problema aproximat &, al subespai V}, C V: trobar u; € V},
que sigui solucié de:
Yo € Vi, a(uh, ’Uh) = L(Uh).
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Teorema 3.6. El problema aproximat &y, admet una unica solucid uy, de Vy,.
DEMOSTRACIO: Es la versié del Teorema de Lax-Milgram en dimensi6 finita. Sigui

(¢1,92, ..., 1) una base de 'espai V},, podem expressar la solucié uy, de la segiient forma

1

un =Y &, GERI<SF<I
j=1

El problema &7;, equival a la resolucié del sistema lineal de I equacions amb I incognites
I
> a(ps, )€ = Ligi), 1<i<I. (3.12)
7=1

Observem que, sota la hipotesi de que a(-, ) és V-el-liptica, tenim que la matriu (a(y;, ¥i))i<i j<r
és inversible i per tant, el sistema sempre tindra solucié. Suposem que tenim la segiient
situacié:

I
Za%,m]—o 1<i<I,

si imposem la condicié de V—e lipticitat tenim

I 1

I 2 I I
a|Y Gl <a Y &Y Goi | =D ales )& =0,
j=1 j=1 i=1

i=1 j=1
1 per tant, com que o > 0 tenim
I

> &wj =0,

j=1
i com que (¢j)i<j<r és una base de V},, aleshores

§ =0, 1<;<1I

Aixi, (3.12) defineix de manera tnica les coordenades de la solucié wuy, a la solucié base

(g01,<,02,...(,0[) de Vh. D

Observacié 3.7. La soluci6 del problema (£2;,) es correspon amb la solucié del sistema
lineal (3.12) sempre i quan la forma bilineal a(-,-) és simetrica.

Observaci6 3.8. Suposant que la forma bilineal a(-, -) és simétrica i V-el-liptica, la matriu
de coeficients del sistema lineal (3.12) és una matriu simetrica i definida positiva. Per
veure-ho, denotem per A la matriu de coeficients que es defineix de la segiient manera:

on A;j sén les components de la matriu, i {¢1,--- ¢} sén les funcions de la base de V.
Clarament, si a(-,-) és simetrica, aleshores la matriu A també ho sera. En cas de que es
vulgui calcular a(u,v), on u,v € V} sén dues funcions qualssevol, aleshores ho podem fer
de la segiient forma:

a(u,v) = ul Av.

Sia(-,-) és Vy-elliptica, tenim que existeix a > 0 tal que per tot v € V3, no nul tenim
0 < afjv]?* < a(v,v) = v Av,

per tant, A és definida positiva.
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Observacié 3.9. Els termes independents del sistema lineal (3.12) es calculen mitjangant
una integral. Sovint s’utilitzen metodes per aproximar aquestes integrals. Pel cas unidi-
mensional farem servir la regla del trapezi. Pel cas bidimensional s’utilitzaran regles de
quadratura sobre triangles. Més endavant, al capitol de Métodes Numerics i Computaci-
onals, ho tractarem amb més detall.

Tal com s’ha dit a I'inici de la seccid, abans de parlar de 'ordre del metode d’aproxi-
macié variacional, ens centrarem en els subespais V. El factor clau a ’hora d’obtenir una
bona aproximacié és escollir V;, de tal manera que la solucié aproximada uy s’adapti el
millor possible a la solucié u. Pels exemples que tractarem als darrers capitols, la solucié
u es pot aproximar bé per una poligonal uy i, per tant, prendrem V} com un espai de
funcions afins a trossos. Pel cas unidimensional dividirem §2 en intervals d’amplada h. Pel
cas bidimensional construirem sobre {2 una malla de triangles on h dependra del diametre
d’aquests. En aquest cas les funcions afins a trossos tindran dues variables corresponents
a la dimensié del problema.

Un cop trobada la solucié aproximada wuy del problema (£7,), ens podem preguntar
quin és lerror comes respecte la solucié exacta u del problema (£2). El fet és que no
podem calcular I’error com si uy, interpolés a u, ja que no sabem si realment l'interpola.
El segiient resultat fonamental il-lustra que aquest error dependra de si ’espai escollit V3,
aproxima de forma raonable o no la solucié del problema (22).

Teorema 3.10. Existeiz una constant C > 0 independent del subespai Vi, C V' tal que

- < C inf ||u—wvy|.
fu=wnll £C inf [lu= v

Definicio 3.11. Direm que el metode d’aproximacio variacional convergeix si

li — =0.
Jim u —

Sempre que el metode d’aproximacié variacional convergeixi, el Teorema 3.10 mostra
que el problema del calcul de Ierror d’aquest metode es redueix a avaluar inf,, cy; ||lu—wvn||,
que correspon a l’error d’interpolacié de l’espai V},. Volem coneixer la rapidesa de la
convergencia quan h — 0. L’objectiu, doncs, és trobar una cota superior de I’error:

[lu = unll < 9(h),

on 1 (h) és una funcié que tendeix a anul-lar-se quan h tendeix a zero. Apel-lant de nou
el Teorema 3.10 tenim que, a la practica, aquesta funcié és de la forma ¢(h) = Ch¥, on C
és una constant independent de h pero depen de la solucid u, i k és una constant positiva.
Direm que el metode d’aproximacié variacional té ordre k i escriurem

lu = un|| = O(R*).

Observacié 3.12. Pel cas unidimensional quan construim V}, usant funcions lineals a
trossos sobre intervals de llargada h tenim que t(h) = Ch%. Per tant, 'error de interpo-
laci6 té ordre 2 en aquest cas. Usant el Teorema 3.10 podem concloure que:

lu = unl| = O(h?).
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4 Problemes parabolics

Fins ara hem vist problemes les solucions dels quals només depenen de la coordenada
espacial. Aquest capitol serveix d’introduccié pels problemes evolutius on el temps és
una variable més de la solucié. Per fer-ho ens centrarem en el problema parabolic més
habitual: I’equacié de la calor; i en donarem una formulacié feble.

4.1 Equacié de la calor

Sigui © un obert acotat de R” amb frontera I' €' a trossos. A més de les condicions de
contorn, com que es tracta d’'un problema evolutiu, cal definir el domini temporal i les
condicions inicials. Prenem T > 0, definim

QT:QX(O,T), ET:FX(O,T),

i considerem el problema segiient: donades les funcions ug : 2 — R (temperatura inicial)
if:Qr — R (font de calor), trobar una funcié (temperatura):

U: QT — R
(z, 1) — u(z, 1),

que sigui solucié de les equacions:

ou

i Au=f a Qr (equacié de la calor), (4.1a)
u=0 a X7 (condicié de contorn), (4.1b)
u(-,0) =up a  (condicid inicial). (4.1¢)

Les equacions descrites representen 1’evolucio de la temperatura u en funcié del temps
t a un medi suposem continu, homogeni i isotrop. L’equacié de la calor hauria d’incloure
una serie de constants fisiques, com la conductivitat térmica. Per centrar-nos en la part
matematica, hem considerat les unitats adients de u per tal de que no apareixin aquestes
constants. En les condicions de contorn, s’ha definit una temperatura igual a zero i per
les condicions inicials la temperatura inicial ug.

Suposem que la solucié de (4.1) és suficientment regular. Analogament al problema
de Dirichlet, I'objectiu és disminuir l'ordre de la derivada de la banda esquerra de (4.1a).
Per fer-ho, multipliquem a banda i banda per una funcié test v € Hg(Q) i integrem sobre
el domini €:

/ Mv(m) dz / Au(z, t)v(z)dr = / f(z, t)v(z) de. (4.2)
o Ot Q Q
Observem que la derivada temporal pot “sortir”’de la integral:

ou(x,t) _d
/Qatv(:v)dx—dt Qu(x,t)v(m)d:n.

Usem la identitat de Green a la integral de la banda esquerra de (4.2), que conté la
laplaciana, i obtenim:

Yo € Hi (), Ccllt/ﬂu(x,t)v(w) dw+/QVu(x,t)Vv(w) dar:/ﬂf(a?,t)v(:c) dz. (4.3)
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El segiient pas sera integrar les funcions u(z,t) i f(x,t) en funci6 de la variable espacial x,
deixant fixada ¢t € (0, 7). Formalment, equival a resoldre la integral per trobar V¢ € (0,7
la funcié

u(t): @ — R
x +— u(t)(z) = u(x, t).

de manera que la funcié u pugui identificar-se amb la funcié ¢ — w(t) definida a (0,7),
amb valors dins un espai de funcions de €2 a R:

0, 7)) —{f|f:Q2—R}
t — u(t),

Observem doncs, que un cop feta la integracid, la solucié només dependra de la variable
temporal i obtindrem un sistema d’equacions diferencials.

Notacié 3. Sigui p,1 € L*(Q)

(0 8) = /ﬂ o(e)(z) de,

i per tot p, 1 € H(Q)
alp.t) = [ VeVvde

D’aquesta manera arribem a una nova formulacié del problema de la calor:

Trobar una funcié v : t € (0,T) — u(t) € H3(Q) que verifiqui

Vo e HY(Q), S u(t), ) + alu(t), v) = (F(1), )

o(0) — 1 (4.4)

d
on la derivada 77 ©8 pren en el sentit de distribucions a (0, 7).

4.2 Metode de discretitzacio

De la mateixa forma que hem fet al capitol d’aproximacié variacional pels problemes
el-liptics, escollim un subespai Vj de V de dimensi6 finita I per tal de construir una
solucié aproximada

Up - [O,T] — Vh

t— Up, (t),
solucié del sistema diferencial ordinari:
d
@(uh(t),v) + a(up(t),vn) = (f(t),vn) Yon € Vp, (4.5a)
up(0) = ul). (4.5b)
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Ara introduim una base (¢;)1<i<s de 'espai V}, i, per tant, podem expressar la funcié
up, com a combinacio lineal d’aquestes bases:

I
)= &)y
j=1
En particular també tenim
I
0 0
Up = Z &
j=1

D’aquesta forma podem “factoritzar” les solucions aproximades en el sumatori de dos
components: un que depén tnicament del temps (els coeficients) i 1’altre que depén de
Pespai (funcions de la base de ’espai). Aixi doncs, un cop substituim la solucié aproximada
en el problema (5.1), la part temporal del sumatori es pot extreure de la integral de tal
manera que en resulta:

I d§ I
> (e = )3 ales 006 (0) = (Ft, 00, 1<i<T, (4.6a)
J=1

7j=1
&i(0) = ¢ (4.6Db)

Notacié 4. Anomenem:

e Matriu de rigidesa a R = (a(p;, 0:))1<ij<r -

o Matriu de massa a M = ((¢;,9;))1<ij<I.

o B(t) = (Bu(b), .- B1(t)T. on Bi(t) = (F(£),05) per tot 1< i< T .
o &(t) = (Qa(t), & ()T

El sistema d’equacions diferencials, doncs, es pot expressar com a equacié diferencial
matricial:
% (t)

7 + RE(t)

5(75)’ (47&)
£(0) = ¢&°. (4.7b)

Hi ha varis metodes de discretitzacié temporal per resoldre (4.7). En el cas que ens
ocupa, utilitzarem el metode de Crank-Nicolson, un dels més comuns en el context del
metode dels elements finits. Aquest metode s’explica més endavant a la secci6 5.1 del tre-
ball i s’aplica al problema general de Cauchy (5.1). Aix{ doncs, primer de tot identifiquem
els termes del problema (5.1) amb el problema (4.7):

o y(t) = &(1).
o o(t,y(t)) = o(t,8(t) = M~1B(t) — MRE(Y).

obtenim per 0 <n < N — 1:

L€ € = (1, € S0, €,
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i aleshores, per 0 <n < N —1

1

n+1 n_} —1on+1 -1 n+1 } —1on -1 n
(€ =€) = ST MTTREM) 4 S (MTET — MTUREY),

Multiplicant per M, reagrupant termes i aillant £"*! trobem la segiient expressié:
At At At
(M+2R> el = <M—2R) §"+? (B 48", 0<n<N-1.  (4.8)

Observaci6 4.1. Per obtenir el sistema lineal (4.8) hem multiplicat per M per tal d’evitar
tenir M~!. El motiu rau en que invertir una matriu és un procés computacionalment
costés. A més, com veurem més endavant, M és una matriu que conté molts zeros, fet
que es pot aprofitar per accelerar el calcul computacional.

Observacié 4.2. La matriu de coeficients del sistema lineal (4.8), que és M + %R, és
una matriu simetrica i definida positiva.

Aixi doncs, el metode de Crank-Nicolson permet reduir una equacié diferencial matri-
cial a un metode iteratiu d’equacions lineals matricials. Aixi doncs, obtindrem per cada
pas de temps n la solucié £™. Per tant, tenint en compte la base que hem usat abans,
trobem la respectiva solucié aproximada a l'instant ¢,:

I
upp = un(ts) =Y &, 1<n<N.
j=1
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5 Metodes numerics i computacionals

5.1 Discretitzaciéo temporal

Considerem el segiient problema de Cauchy:

y'(t) = o(t,yt), 0<t<T, (5.1a)
y(0) = yo, (5.1b)

on ¢ :[0,7] x R — R és una funcié continua.

L’objectiu és estudiar com resoldre’l usant un metode numeric per obtenir-ne una
soluci6 aproximada. Comencem discretitzant U'interval [0,T] mitjancant un pas de temps

que definim com
T

Nv
associat a un enter N > 1 i aleshores, obtenim 'instant de temps en el pas n:

At =

tn =nAt, 0<n<N.

Aix{ doncs, per cada n = 1, ..., N volem calcular una aproximacié y" de y(¢,). Un metode
consisteix en transformar I'’equacié diferencial en una equacié de diferencies finites:

1

W Y =00,y + (L= 0)g(tn,y"), 0<n<N-1,  (52)
on # € [0,1] és un parametre. Observem que es tracta d’'un metode on la solucié aproxi-
mada a 'instant ¢,,1, y" 1!, es pot calcular si sabem la solucié aproximada a 'instant ¢,
y". Distingim dos tipus de metode segons el parametre 6:

1. Metode explicit (f = 0): en aquest cas podem trobar de forma explicita y"*' en
funcié de y".

2. Metode implicit (# > 0): en aquest cas y™*! s’obté implicitament com una solucié
d’una equacié, en general, no lineal.

En primer lloc, estudiem l'ordre de 'error d’aquest metode. Suposem que la soluci
y : t — y(t) del problema de Cauchy (5.1) és prou regular. Volem calcular lerror €,
de Paproximacié, i per fer-ho avaluarem la solucié exacta a l’expressié (5.2). En efecte,

tenim:

Ait(y(twrl) —y(tn) = 00(tnt1,y(tns1) + (1 = 0)(tn, y(tn)) + €n. (5.3)

Per calcular la banda esquerra de (5.3) considerem primer el desenvolupament de
Taylor de la solucié:

(t —tn)?

5 + O((t — tp)?).

y(t) = y(tn) + y,(tn)(t - tn) + y//(tn)

Si ara ho avaluem al punt 41 i fem (¢t,41 — t,,) = At obtenim

/ " AtQ 3
y(tn-i-l) - y(tn) =Y (tn)At +y (tn)T + O(At )
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Dividint per At I’expressié arribarem a 1’expressié que voliem:

W) = (ta) = ¥ (1) + 9" (1) 5+ O(AP), (.4

Per calcular els termes de la banda dreta de (5.3) usem que y(t) és solucié de (5.1a) i
per tant:

9<Z>(tn+1, y(tn-i-l)) + (1 - e)é(tm y(tn)) = ey/(tn-i-l) + (1 - e)yl(tn) =
=y (tn) + 0l (tnt1) — ¥/ (ta)]-

Si ara utilitzem el desenvolupament de Taylor de y/(t,+1) — ¥/(¢,) obtenim

0 G(tnr1,y(tn+1)) + (1= 0) d(tn, y(tn)) = y'(tn) + 6 Aty () + O(AL). (5:5)

Aix{ doncs, sabem que l'error de I'aproximacié sera la diferéncia entre (5.4) i (5.5):

1
en =y (tn) At (2 - 9> + O(At?).
Podem concloure que tenim dos casos:

e Sif# %, aleshores €, = O(At), i.e, el metode tindra ordre 1.

e Si @ =1, aleshores ¢, = O(At?), i.e, el métode tindra ordre 2.

El segiient objectiu és estudiar ’estabilitat del metode. Per fer-ho, aplicarem el metode
al segiient problema test:

on A és un valor real positiu i en coneixem la solucié:

y(t) = yle M.

Observem que esta acotada pels valors de ¢t € (0,00). Si el metode és estable, aleshores
les solucions que genera també sén acotades.

Apliquem el metode a l'equacié diferencial (5.6) i obtenim:

1
E(yn+1 o yn) — —0Ay”+1 . (1 . H)Ay”, 0<n<N — 1,

on reagrupant termes i aillant "1 s’obté:

v 1= (L= 0)AAE

"< n<N-—1.
1roan: 7o ==

Si ara volem expressar cada solucié y™ en funcié de y° arribem a:

N [ A — < < — 1.
y < 1+ OAAL ) y, OsnsN-1
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Ara considerant el canvi de variable x = AAt, definim la funcié segiient:

1-(1-0)x x

r(@) = 1+ 0x :1_14-91:'

I per tant, obtenim finalment la solucié aproximada de y(¢"):

y" = (r(AAL)" .

Per tal de que sigui una bona aproximacié, és necessari que la successié (y"),>0 sigui
acotada. Aquest fet tindra lloc quan:

r(AAL)| < 1.

Aixi, per estudiar 'estabilitat del metode, ens reduim a estudiar les solucions d’aquesta
desigualtat:

X

Contemplem dos casos:

e Si N;EW < 1, és facil veure que la desigualtat es compleix sempre, ja que la fraccié
és positiva. Aquest cas correspon als valors:

1
0>1——.
T
[ SIH_%ZLIG
p<1- L
= IL‘,

aleshores la desigualtat es compleix si:

T 1 1
= —1<l<=0>_-——.
1+ 0x — 2

1406z

8

‘ x

Per tant, observem que el metode sera estable sense cap condicié si 6 > % Ara, si
suposem que 0 < 0 < %, tenim que la condicié que ha de complir z és:

x

— — 1<l zx<
1+ 6x r=

:

oz
1+ 0z 1—26°
Si interpretem els resultats obtinguts desfent el canvi z = AAt:

e Sif > %, el metode és estable.
e Si0<h< %, el metode és estable només si AAt < ﬁw.

Notacié 5. En el cas de 0 = 1/2 el meétode s’anomena métode de Crank-Nicolson.
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5.2 Triangulacié del domini

Una de les bases fonamentals del metode dels elements finits és la discretitzacié del domini
espacial del problema en subdominis anomenats elements finits. Tal com s’ha comentat
a la seccié d’aproximacié variacional, per tal de construir el subespai V}, en el cas bidi-
mensional construirem una malla de triangles sobre el domini Q. Per fer-ho, utilitzarem
la triangulacié de Delaunay, que optimitza el calcul posterior i minimitza 1’error d’apro-
ximacio.

Definicié 5.1. Sigui X un conjunt de punts del pla, anomenem triangulacié J a la
familia de triangles {T;}icr, tals que

o Vx € X existeix T; tal que x n’és vértex.

o Q=Uie; T

o SiT,NT; # 0 peri # j aleshores T; NT; és un vértex de T; i de T, o bé és un
costat de Tj i de T}.

L’objectiu principal és: donat un conjunt de punts (vertexs) volem trobar la “millor”
triangulaci6 possible per tal de que la implementacié del metode dels elements finits pugui
efectuar-se de la forma més eficient possible. La qualitat de la malla no es determina pel
nombre de triangles, siné per la forma d’aquests. Sabem que per caracteritzar un triangle
podem recérrer a la mesura dels seus angles, la llargada de les arestes, l'altura i l’area.
Aixi doncs, la mesura d’una triangulacié vindra determinada per la suma, el maxim o el
minim de les mesures de tots els triangles.

El nombre de condicié de les matrius que construeix el metode dels elements finits
depén de l'angle minim de la triangulacié. L’error de I'aproximacié per elements finits
també esta relacionada amb ’angle minim i ’angle maxim.

Notacié 6. Denotarem ©(7) el conjunt dels angles de la triangulacié T .

Definicié 5.2. Siguin .7 i 7' dues triangulacions d’un conjunt de punts del pla X, direm
que la triangulacid 7 és millor que T’ si es compleix

m(sin{(s €O(T)} > méin{é' € 0(I}.
Definicié 5.3. Sigui X un conjunt de punts del pla. Definim la triangulacio de Deulanay

Ip aquella triangulacid que compleiz que la circumferéncia circumscrita de cada triangle
de Ip no té cap punt de X al seu interior.

Teorema 5.4. De totes les triangulacions possibles, la triangulacié de Delaunay Ip:

1. Minimitza el cercle circumscrit mes gran.

2. Maximitza l’angle minim de la triangulacio.

DEMOSTRACIO: Es pot trobar a la pagina 13 del document [3].

Observacié 5.5. Notem que pel punt 3 del Teorema 5.4 tenim que la triangulacié de
Delaunay és la millor de totes les triangulacions possibles.

Observacié 5.6. Si triangulem el domini amb triangles de diametre h i prenem Vj
com l’espai de funcions lineals sobre aquests triangles, es pot demostrar que el metode
d’aproximaci6 variacional tindra ordre 2, i.e.

lu = un|l = O(h?).
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5.3 Regles de quadratura sobre triangles

En el cas unidimensional, existeixen metodes numerics senzills que permeten donar una
aproximacié de l'integral definida sobre un determinat interval. Un clar exemple és la
regla del Trapezi o la regla de Simpson. En efecte, sén metodes que converteixen l'integral
en una mena de promig ponderat. Sigui f una funcié localment integrable, considerant
Pinterval de referencia [—1,1] C R, tenim la regla de n-punts definida com:

1 n
/1 fFydt = wif(t),
- i=1

on ty,ta,....t, € [—1,1] sén els anomenats nodes de quadratura i wi,ws,...,w, sén els
corresponents pesos.

Exemple 5.7. En el cas de la regla del Trapezi els nodes sén t; = —11ito = 1 i els pesos
sén w; = 11wy =1 (regla de 2-punts). En el cas de la regla de Simpson els nodes sén
t1 = —1,ty =01it3 =11 els pesos corresponents sén w; = 1/3, wo = 4/3 1 w3 = 1/3

(regla de 3-punts).

De forma general, si considerem l'interval [a,b] C R tenim que la regla de n-punts

resulta:
/ Cpwd~ 0 e
i ~ on i:1wz 7).

Aquestes regles de quadratura també es poden extendre en el cas bidimensional per tal de
resoldre integrals sobre triangles lineals. De la mateixa manera que el cas unidimensional,
comencem considerant el triangle de referencia Tg, que és aquell que té com a vertexs els
punts del pla (0,0), (1,0), i (0,1). La regla de n-punts pren la forma:

| 1= wrean),

=1

on (s1,t1), (s2,t2), ..., (Sn,tn) son els nodes que s’han d’escollir i wy,ws, ...,w, sén els cor-
responents pesos.

Exemple 5.8. Dos exemples, un pel cas de 3-punts i 'altre pel cas de 4-punts:

3-punts 4-punts

Gt | (1/6,1/6) | (1/3,1/3)

(s2,12) | (2/3,1/6) | (1/5,1/5)

(s3,t3) | (1/6,2/3) | (3/5,1/5)

(uts) | - | (1/5,3/5)
w1 1/6 —9/32
w2 1/6 25/96
w3 1/6 25/96
Wy - 25/96

Taula 1: Dues regles de quadratura per Tg: 3-punts [8] i 4-punts [1].

Considerem ara un triangle arbitrari 7" amb vertexs (x1,y1), (x2,¥2), 1 (z3,y3). L’ob-
jectiu és fer un canvi de variable per obtenir el triangle de referencia Tr com a limit
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d’integraci6. Aquest canvi envia (0,0) a (z1,v1), (1,0) a (x2,y2) i (0,1) a (z3,y3):
TR - T
(s,t) = (2,9),
on
x=1x1 + (x2 — 11)8 + (23 — 1)1,
y=y1+ (y2 —y1)s+ (ys — y1)t.
Per tant, podem definir la transformacié en forma matricial com:
(-0 =G 2= )
Y n 2=y y3—y1) \1

on la matriu és la jacobiana del canvi, que ’anomenem J.

Aixi doncs, tenint en compte la formula del canvi de variable en integrals, tenim:

/ Fo,y)dA = / o(s, )| det(.])| dA, (5.8)
T Tr

on
9(s,t) = f(z1+ (w2 — 21)s + (3 — 21)t, y1 + (y2 — y1)s + (Y3 — v1)t),
i el determinant de la Jacobiana és constant:

S = |det(J)| = |(z2 — 21)(y3 — y1) — (x3 — 1) (y2 — y1)|-

Observacié 5.9. Es pot demostrar que I'area del triangle T, que denotarem A(T), és
igual a £z
5

Exemple 5.10. Estudiem el cas de 1-punt. Aquesta regla assigna (s,t) = (1/3,1/3) i el
pes wy; = 1/2. Per tant, sobre el triangle de referéncia s’expressa:

1 11 Ty T2 T3 YL, Y2, Y3
NdA~-g(2,2) = (— R T —).
/TRQ(S) 29<33) T T R

Per qualsevol triangle T resulta:

[ tewir=s [ genitx Lian-anien, 69
on x1 T9 T3 Y1 Y2 Y3
r=(Grgry) = (55 +y)

Notem que el node (Z,y) es troba al centre de T, de la mateixa manera que el node
(1/3,1/3) és el centre de Tr.

Exemple 5.11. Estudiem el cas de 3-punts usant la regla de la Taula 1. En efecte, per
qualsevol triangle T tenim:

/Tf(a?,y)dA—/ TRg(s,t)dAzA(?)T) [g (é,é) —|—g<§7é> +g<é,§>} —

T)

= = @um) + [(32,02) + (73, 58)]

s
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on

(T1,91) = (2(x1,y1) + l(952,,92) + 1(3:3,y3)> ;

3 6 6
o 1 2 1
(T2,92) = (6(3717311) + §($2,y2) + 6(3?373/3)> ,

(@2,0) = (lonm) + lozn) + 3 aam)).

Exemple 5.12. Estudiem el cas de 4-punts usant la regla de la Taula 1. En efecte, per
qualsevol triangle T tenim:

fremsean( ()21 ) () ()

= A {0 + 4 U + S, + S0}

48
(Z1,41) = (zl,)(l“lvyl) + é(ﬂ%yz) + :1,)(9337%)) )
@2.) = (2on i)+ Hlonm) + 5.
(23,93) = <;(3:1,y1) + %(95%92) + ;($3,y3)> )
@) = (5o m) + oz + Hanam).

Observacié 5.13. Recordem que l'aproximacié del problema variacional es tracta de
buscar la solucié up € V3, que compleix

Yop, € Vi, alup,vp) = L(vp),

i sabem que si V}, el conformen funcions lineals a trossos sobre triangles, és un metode
d’ordre 2, i.e. ||u — up| = O(h?). Les regles de quadratura s'utilitzaran per donar una
aproximacié de la forma lineal L(vy,). Sidenotem Ly, (vy,) aquesta aproximacio, el problema
queda modificat de la segiient manera: buscar la solucié uy € Vj que compleix

Yop € Vi, (L(ﬂh,vh) = Lh(vh).
L’error d’aquesta nova formulacié es pot acotar utilitzant la desigualtat triangular
lu = anll < llu = upl + lun = unl,

on l'ordre ||uy, — uy|| depen de la regla de quadratura utilitzada. L’objectiu és que l'ordre
d’aquest nou problema no disminueixi, per tant és suficient que ||up — up|| tingui ordre
igual o major que 2. En efecte, a la pagina 893 llibre [1] podem trobar que 'error de la
regla de quadratura per 4-punts té ordre 3, aleshores ||uj, — @] = O(h3). Per tant, la
regla de 4-punts és una bona aproximacié en el sentit que no disminuira ’ordre de precisio
del metode. Aixi doncs, utilitzant aquesta regla tindrem

lu —an|| = O(h?).
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5.4 Metode del gradient conjugat

A continuacié s’explicara un metode numeric per tal de resoldre els sistemes d’equacions
lineals que apareixeran en el cas bidimensional: el metode del gradient conjugat. Es tracta
d’'un algorisme que es basa en minimitzar una forma quadratica. Sigui K € R™™™ una
matriu simetrica definida positiva i sigui f € R”, definim la funcié quadratica segiient:

6: RV SR

ur— d(u) = %UTK’U, — fTu.

Si ara en fem la derivada respecte u obtenim:
Vo(u) = Ku — f,
per tant, I'inic punt estacionari de ¢ és
u=K1f.
Estudiem ara la segona derivada i observem que
Hess(¢(u)) = K.

Aixi doncs, la segona derivada és definida positiva. Obtenim, doncs, que resoldre el
sistema Ku = f és equivalent a minimitzar la funcio ¢. Hi ha un gran nombre de
metodes iteratius per minimitzar la funcié ¢. Molts d’aquests métodes tenen la forma
general

k+1 k

W =k —app® k=0,1,..., (5.10)

on pF sén els vectors de direccid i els ay, els escalars que determinen la distancia recorre-
guda al llarg de p*. La varietat del metode depen de quina ay, i p* escollim. Per exemple,
el cami més natural per escollir oy, és el que minimitza ¢ en la direccié p*, de tal manera
que «y, satisfaci:
k By k 2
o(u” — app®) = rnéngf)(u —ap”).

Si fixem u¥ i p¥, I'equacié anterior esdevé un problema de minimitzacié respecte una vari-
able a1 es pot resoldre de forma explicita. Fent abtuis de notacid, eliminem els superindexs
de uF i pF. Aleshores:

4(0) = B — ap) = ~(u — ap) K (u— ap) — f7(u— ap)

2
1 1

= §uTKu —ap' Ku+ iaszKp +ap’ f— fTu
1 1

= §pTKpa2 —pT(Ku— f)a+ iuT(Ku —2f).

Com que K és definida positiva, aleshores p? Kp > 0 i la funcié quadratica g respecte
o és minimitzada quan ¢’(a) = 0 o, en termes de u* i p*, quan

(") (Ku* - f)
(PF)TKpk

ap = (5.11)
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5.4.1 Metode de direccions conjugades

Una classe de metode interessant és el metode de direccions conjugades. Siguin n vectors
de direcci6 p°,--- ,p" ! que satisfan:

(P)'EY =0, i#j.
Aquests vectors sén ortogonals respecte el producte intern (u,v) = u? Kv definit per K.

També s’anomenen conjugats respecte K.

Una de les propietats basiques dels metodes de direccié conjugada és el segiient teore-
ma:
Teorema 5.14. Sigui K € R™™ una matriv simétrica definida positiva i p°, ..., p" 1

s6n vectors no nuls conjugats dos a dos respecte K, aleshores per qualsevol u® els iterats

uF Tt = uF — aygp®, on ay s’escull pel principi de minimitzacié (5.11) , convergeizen a una

solucio exacta del sistema Ku = f en no més de n passos.

DEMOSTRACIO: Primer de tot observem que usant 'expressi6 (5.10) i que K és sime-
trica (és a dir K7 = K):

(Ku'*t = )Ty = (Ku* — ap Kp* = f)Tp’ = (Ku® = ))Tp! — an(Kp*)Tp =
= (Ku" = /)P —a(0") Kp .
Ara, si j # k i usem que p/ i p* sén conjugats tenim que per tot j < k
(KuP*t = )Ty = (Ku® = )T,
i, en canvi, si j = k usem la definicié (5.11) per obtenir

T (Kuk — ,

= (Ku* = )T — (") (Ku* — ) =0,

(Kb YTy = (Kb — )T~ &

on hem utilitzat la commutativitat del producte escalar. Per tant, tenim que per a tot
7=0,...,n—1:

(Ku" = )T = (Ku"' = )Tp = .. = (Ku?™ = ))Tp =0,

i com que p°,...,p" ! sén linealment independents, aleshores Ku™ — f = 0. Pot ser que

es doni el cas en que Ku™ = f per algun m < n. En aquest cas ja haurem arribat a la
solucié en m passos. O

Per tal d’utilitzar el metode de direccions conjugades cal tenir un conjunt de vectors
p’ amb j = 0,...,n — 1 tals que siguin conjugats dos a dos respecte K. Un conjunt classic
de vectors son els vectors propis de K. Siguin uq, ..., u, els n vectors propis ortogonals
amb els seus corresponents valors propis Ai, ..., A,. Aleshores si i # j:

(ui)TKuj = )\j (ui)Tuj = 0,

per tant, els vectors propis son conjugats dos a dos respecte K. Tot i aixi, aquesta eleccié
no és practica, ja que trobar tots els vectors propis de la matriu K és un problema molt
més substancial que resoldre el sistema lineal.
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5.4.2 Metode del gradient conjugat

La forma més eficient d’escollir el conjunt de vectors de direcci6, conjugats dos a dos,
és el metode del gradient conjugat, que genera els vectors de direccié conjuntament amb
I’aplicacié del metode de direccié conjugada explicat a priori. L’algoritme basic es pot
trobar a la pagina 191 del llibre [10] i esta basat en el metode d’ortogonalitzacié de
Gram-Schmidt.

Observacié 5.15. El metode de gradient conjugat presenta dos grans avantatges respecte
els metodes de resolucié directa de sistemes lineals:

e Si estem davant un problema que depén del temps, el metode del gradient conjugat
és molt més rapid degut a que les solucions per a cada pas sén “properes”. Aixo
proporciona una bona llavor al metode del gradient conjugat, que fa que trobi molt
més rapid la solucié sense haver de resoldre, per a cada pas, tot el sistema.

e Amb metode del gradient conjugat no cal emmagatzemar la matriu de coeficients
del sistema. Es pot calcular directament el producte de la matriu per un vector.

e El metode del gradient conjugat és un meétode directe si s’efectuen els n passos.
Pero en el context del FEM s’utilitza de forma iterativa. En efecte, a cada pas es
busquen vectors de direccié conjugats a mesura que ens aproximem a la solucié. Si
I’error és prou raonable a un cert pas, decidim aturar el metode i quedar-nos amb
la solucié trobada en aquest pas. D’aquesta forma, no fara falta tenir en compte
tot el conjunt de n vectors conjugats dos a dos.
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6 Aplicacié al cas unidimensional

En el seglient capitol es desenvoluparan dos exemples unidimensionals: el primer corres-
pon a un problema el-liptic de Dirichlet i I'altre a un problema parabolic corresponent a
I’equacio6 de la calor.

6.1 Problema el-liptic de Dirichlet

Sigui © = (0,1) (obert i acotat de R), I' = {0,1} i donada f € L?(2), hem de trobar
u:  — R que verifiqui el problema de Dirichlet (3.1), en particular

2u x
_ddwg) — f(z), z€(0,1), (6.1)
u(z) =0, xz€{0,1}. (6.1b)

Si anomenem V a H}((0,1)), la formulacié variacional corresponent consisteix en tro-
bar u € V' tal que verifiqui 'equacié integral segiient:

1 1
Yo eV, du‘dvda::/ fudz.
0 de dﬂ? 0

Definim:

1du dv dx

e alw,v) = Jo @ @

e L(v)= fol fvdz.

Ja hem vist que la forma bilineal a(-,-) és continua a V' x V i és V-el-liptica. Per tant,
pel Teorema 3.2 (Lax-Milgram) tenim que el problema

Yo eV, a(u,v)=L(v), (6.2)

admet una solucié v € V i només una.

6.1.1 Discretitzacié i base de funcions

Ara volem construir una solucié aproximada uy, de u. L’objectiu és dividir el domini en
un nombre finit d’intervals (elements), considerar una base de funcions adequada a la
discretitzacié efectuada i expressar la solucié aproximada com a combinacié lineal dels
elements d’aquesta base.

Suposem que volem dividir = [0,1] en I + 1 intervals de mateixa longitud, que
correspon a.

Denotem

per definir aquests intervals K; = [a;,a;4+1], 0 <7 < I.
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Prenem un subespai V;, € V' de dimensi6 finita. Designem P; com a espai de funcions
polinomiques de grau igual o inferior a 1:

Vh:{UGV:U‘KIEPbOSZ'SI}.

Ara caracteritzem aquest espai usant una definici6 més comuna. Recordem que V =
HZ((0,1)) i per tant, tota funcié v € V és (gairebé per tot igual a una funcié) continua
a [0,1] i verifica v(0) = v(1) = 0. D’altra banda, tota funcié v continua a [0,1], €*
per intervals i tal que v(0) = v(1) = 0, pertany a HJ((0,1)). Aix{, tenim la segiient
caracteritzacioé del subespai de funcions

Vi = {v e €%Q) :v(0) =v(l) = 0,9, €P,0<i<I}

Observem, doncs, que la dimensié de V}, és I. Un conjunt de funcions que podria constituir
una base d’aquest espai és la successié de funcions ¢; € V, 1 < i < I, tals que prenen
valor 1 al punt a; i s’anul-len al conjunt {ag, a1, ..., d;, ...,ar}, i.e.

wi(a;) =05, 1<j<1I

Més explicitament, per la seva condicié de continuitat, les definim analiticament de la
seglient forma:
%(a: —a;—1) St T € [aj—1,aq

pi(z) = —pl@—ai1) si x € laga;4]

0 altrament

Graficament es representen de la segiient manera:

Pi

T T
a1 a; Qi1 42

6.1.2 Sistema d’equacions

Un cop fixada la base, podem determinar la funcié aproximada com

I
up =Y &ipi, &GER
i=1

Observem que & = up(a;), 1 <i < I, sén les coordenades de uy, en funcié de la base
fixada. Doncs el problema per trobar uy rau en coneixer el valor d’aquestes coordenades.

Recordem que un cop definit el problema (7.3) a l’espai V, pel Teorema 3.6 podem
considerar el problema aproximat a ’espai Vj:

Vop € Vi, a(un,vp) = L(vy),
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admet una solucié uy, € Vj i només una. En conseqiiencia, el problema aproximat equival
a la resolucio del sistema lineal de I equacions amb [ incognites. Recordem-ne I’expressio
(3.12) corresponent:

alpj, pi)& = Llpi), 1<i<I. (6.3)
j=1

Expressant-lo de forma matricial:

a(p1, 1) aler,v2) ... ale1, 1) &1 L(¢1)
a(p2, 1) alp2,02) ... alp¢r) 13 L(p2)
a(w., ©1) aler,e2) .. a(SOI', ©r) éf L(;OI)

Observem que tal com estan definides les funcions de la base, el valors a(y;, ;) s’anul-len
si|i—j|> 1. Per tant, la matriu de coeficients (a(gj, p;))i,; és tridiagonal. En efecte,
tenim:

;o osiw€ [ai—1,ai
dpi(x)
dz

=q —f si € [a;ai]

0 altrament

Tenint en compte que a; = ih, calculem els valors de la diagonal:

Ydp;  dy; @ 1 1 @il ] ]
i i) = : dx = —d ————dr =
alen e = | e de /ai_lh h “H/ nn
2

1 @41 1 1 ' '
=13 - dr = ﬁ(ai-q—l —ai—1) = 5 (h(i+1)—=h(i—1)) = W

Degut a que la forma bilineal és evidentment simeétrica, la matriu sera simeétrica, per tant
només fa falta calcular els valors de la diagonal superior:

Vdo;  dpin a1 @it 1 1 a2
i) i) = . dr = Z.0d . 2d o dr =
a(pi, Pit1) /0 T a4 /ailh 0 :c—l—/ai o m—i—/aiH 0 - dz

1 [o 1 1 ) ) 1
:h2/a,i dx:fﬁ(aprlfai) :*ﬁ(h(l+1)*h(l)) ==y

Observem, doncs, que la matriu de coeficients, com que només depen de la discretitzacié
del domini, es pot calcular de forma general per tots els casos unidimensionals considerant
que els intervals tenen la mateixa longitud h.

Recordem ara la regla del trapezi:

[ o0y~ - [20 2900

Es evident que els termes independents depenen del problema, ja que ens cal coneixer la
funcié f € L?(£2), perd usant la regla del trapezi arribem a una forma general considera-
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blement compacta. En efecte, tenim:

1 a; Ai+1 —
Lo = [ fodo= [ @i —ader [ f@) 5@ - an) dos
~ (a; — ai-1) [f(ai)(ai ;hail) ha 0] + (ai+1 — ai) [—0 s f(ai)Q(Zi —air) | _
= f(a:) [(az — ai_l)g + (ai+1 — ai)Q] = M2h2 = hf(ai).

2h 2h

Observacié 6.1. A major nombre d’elements, i.e., a major I, el calcul dels termes inde-
pendents sera molt més precis.

En resum, el sistema lineal que caldra resoldre és el segiient:

2 -1 ... ... 0 0 & fla1)
R I flaz)
1 TR . : : : :
! ~ h
2 —1 :
0 0 -1 2 &1 far)

6.1.3 Exemple

Ara resoldrem un exemple de problema el-liptic de Dirichlet on préeviament ja coneixem
la solucié i en calcularem ’aproximada per comparar-les. He utilitzat el llengiiatge de
programacié MATLAB per calcular el sistema d’equacions corresponent.

Considerem doncs, una solucié del problema (6.1)
u(z) = 2%(1 — z),

i volem trobar quina és la f(x) que verifica

d?u(x)
a2 f(z).
Facilment trobem que
f(z) =2 — 6z,

que clarament pertany a L?().

Per construir el sistema lineal d’equacions (6.3), I'inic que falta trobar sén els termes
independents:
L(p;) =~ hf(a;) = h(2 — 6a;).

L’error € que calcularem correspon al maxim valor absolut de la diferencia entre la
soluci6 aproximada wy, i la solucié exacta u, avaluades a [0, 1] amb intervals de 0.01.
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Exacta vs FEM Exacta vs FEM
015 — 0.15

——FEM 7 N M

o1t 01l

(a) I =5. e =0.0122. (b) I =50. ¢ = 1.8931¢=%4,

Figura 1: Problema el-liptic amb condicions de contorn de Dirichlet: comparativa entre
solucié exacta i solucié aproximada segons diferents valors de I.

6.2 Problema parabolic: equacié de la calor

Definim el domini espacial de forma analoga a l'apartat anterior: = (0,1) (obert i
acotat de R) i I' = {0,1}. Ara hem d’afegir el domini temporal i en resulten els dominis:

QT:QX(O,T), ZT:FX(O,T)

Reformulem el problema (4.1) en la seva versié unidimensional: donades les funcions
uo : £ — R (temperatura inicial) i f : @7 — R (font de calor), trobar una funcié
u: Qr — R (temperatura), que sigui solucié de les equacions:

du(z,t) 0?u(x,t)

T 92 f(z,t) a Qr (equacié de la calor), (6.7a)
u=0 a X7 (condicié de contorn), (6.7b)
u(-,0) =up a Q (condicié inicial). (6.7c)

Tal com s’ha explicat al capitol anterior, la diferencia entre aquest problema i el de
Dirichlet és que la formulaci6 variacional consisteix en un sistema d’equacions diferencials.
Per tant, i resumint, si anomenem V = H}((0,1)) i definim:

o (u(t),v) = fol u(t)v dx,
o (F(t)0) = [y F(B)oda,

o a(u(t),v) = [} 20 0v gy

la formulacié variacional que cal resoldre és la segiient:

d
VeV, o (u(t),v) +alult),v) = (£(2),v).
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6.2.1 Discretitzacié i base de funcions

Discretitzem el domini espacial de la mateixa forma que el problema de Dirichlet unidi-
mensional i n’escollim la mateixa base. Per tant, considerem ’espai de funcions V}, C V'
de dimensié I que admet la base de funcions com la successié ¢; € Vi, amb 1 <4 < [,
definida a 'apartat anterior.

Si recordem el capitol anterior, el domini temporal també es discretitza d’una forma
senzilla. Ho hem fet mitjangant un pas de temps que definim com

At = —
N’

associat a un enter N > 1 i aleshores, obtenim l'instant de temps en el pas n:
tn =nAt, 0<n<N.

Aixi doncs, a diferencia de 'apartat anterior, aqui haurem de buscar les solucions apro-
ximades up(x) = u(x,t,), 1 <n < N, que corresponen a l'intant de temps t,.

6.2.2 Sistema d’equacions diferencials

Un cop fixada la base podem expresar les solucions aproximades de la segiient forma:

1

=1

on els coeficients §§L = &;(t,,) depenen només del temps i la base fixada depen només de la
posicié. L’objectiu per determinar ujy és coneixer el valor d’aquests coeficients. Per tant,
tal com s’ha explicat en el capitol anterior, substituint ’expressié de les solucions uy, en la
formulacié variacional aproximada (5.1) el sistema d’equacions diferencials aproximat es
pot reexpresar de forma matricial (4.7). Aplicant-ho al nostre cas, tenim que la condicié
inicial correspon a 55-) = 0 per tot 1 < 5 < I. Per trobar-los, s’utilitzara el metode de
Crank-Nicolson, ja explicat i que es resumeix a resoldre el segiient sistema d’equacions
(4.8):

At At At
<M+2R> gt = (M—2R> §”+?(5”+1+5"), 0<n<N -1,
on recordem que anomenavern:

e Matriu de rigidesa a R = (a(y;, ¥:i))i<ij<r -
e Matriu de massa a M = ((@j) @i))lgi,jg[-
o B(t,) =B" = (8Y,..00)T, on B = (f(tn), pi) pertot 1 <i < Iipertot 0 <n < N.

o L(ty) =& = (€7,..6MT per tot 0 <n < N.

Igual que a l'apartat anterior podem determinar les matrius R i M de forma general,
ja que no depenen de f. Observem que R, per definicid, correspon a la matriu tridiagonal
calculada a I’apartat anterior. Cal notar que la matriu de massa M també sera una matriu
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tridiagonal simetrica. Per tant, només fara falta calcular-ne els elements de la diagonal i
els de la diagonal superior:

1 a1 ) ai+1 5
(80@‘,90@‘)2/0 gpigoida::/ ﬁ(az—ai_l) dx—i—/ ﬁ(x_ai_i'_l) de =
a;_1 a

7

1 2
= 5l = (1) = <,

- 3T1z2[(ai —a;1)° — (a; — ai+1)°”]

1 ait1 _q
(pis pit1) = /0 i piv1dr = / ﬁ(ﬂﬁ —a;)(z — ajp1) dv =

ag

(i+Dh _q
:/ —(w—ih)(z — (i + 1)h) dz

" h2
1 (i+1)h (i+1)h

=—= / (:r—z'h)Qd:E—/ (x —ih)hdx
h% | Jin ih

10l ho [ 1,17, 1

= h2[3h 2h}—[3+2}h_6h.

Ara només falta calcular els vectors " i f7t! del sistema. Usant la mateixa aproxi-
macié temporal que hem fet servir anteriorment per la solucid, identificarem f(x,t,) amb
f™(x). De nou farem ts de la regla de la cadena, de tal manera que el calcul és ideéntic al
que hem realitzat a I’apartat anterior, tenint en compte que abans era f i ara és f™:

1
B = (f" ) = /O i de ~ b as).

6.2.3 Exemple

Analogament, resoldrem un exemple de problema parabolic on préviament ja coneixem
la solucié i en calcularem ’aproximada per comparar-les. He utilitzat el llengiiatge de
programacié MATLAB per resoldre el sistema.

Considerem doncs, una solucié del problema (6.7)
u(z,t) = x(1 — x)t(1 +t),
i volem trobar quina és la f(x,t) que verifica

du(w,t) 0u(x,t)
ot 0z

= f(z,1).
Facilment trobem que

flz,t) =x(1 —z)(1 4 2t) + 2t(t + 1).

Per construir el sistema lineal d’equacions (4.8) sols falta trobar exactament els valors
de Bn i Bn-‘rl:

Bt = hf"(ai) = hai(l — a;)(1 + 2tn) + 2tn(tn + 1),

B = hf" M as) = hai(1 = ai) (14 2tns1) + 2tpg1 (tngr + 1)

L’error €(t) el calcularem per a cada pas de temps, i correspon al maxim valor absolut
de la diferéncia entre la solucié aproximada uy, i la solucié exacta u, avaluades a [0, 1] amb
intervals de 0.01.
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Figura 2: Problema parabolic (equacié de la calor): comparativa entre solucié exacta i

solucié aproximada prenent I =51 N = 5.

3025

FEM

———FEM

Figura 3: Problema parabolic (equaci6 de la calor):

solucié aproximada prenent [ =50 i N = 50.
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Figura 4: Error en funcié del temps de les dues solucions trobades.
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7 Aplicacié al cas bidimensional

En el segiient capitol es desenvolupara el cas bidimensional corresponent al problema
el-liptic de Dirichlet: sigui = (0,1) x (0,1) el quadrat unitat de R2 T = 09 (vora €' a
trossos) i donada f € ¥°(Q), hem de trobar u : @ — R que verifiqui el problema segiient:

—Vu(z,y) = f(z,y), z€Q, (7.1a)
u(z,y) =0, zel. (7.1b)

Si anomenem V a H{ (), la formulacié variacional corresponent consisteix en trobar
u € V tal que verifiqui I'equacié integral segiient:

Yv €V, / Vu(z,y)Vo(x,y)d(x,y) = / fvdzdy. (7.2)
Q Q
Definim:

o a(u,v) = [o Vu(z,y)Vou(z,y)dxdy.

o L(v) = [, fodxdy.

Ja hem vist que la forma bilineal a(-,-) és continua a V' x V i és V-el-liptica. Per tant,
pel Teorema 3.2 (Lax-Milgram) tenim que el problema

Yo eV, a(u,v)=L(v), (7.3)

admet una solucié v € V i només una.

7.1 Discretitzacid i base de funcions

Ara volem construir una solucié aproximada uy de u. L’objectiu és dividir el domini en
un nombre finit de triangles, considerar una base de funcions adequada a la discretit-
zacié efectuada i expressar la solucié aproximada com a combinacié lineal dels elements
d’aquesta base per construir el sistema lineal.

Aix{ doncs, primerament obtenim una triangulacié de Q = [0, 1] x [0,1], .7, usant la
triangulaci6 de Delaunay. Suposem que tenim un total de M +1 triangles amb I+n vertexs
diferents. Anomenarem K; C  al domini de cada triangle obtingut, on 0 < k < M.
L’algoritme proporciona una enumeracié convenient dels I + n vertexs diferents a 'hora
de construir, més endavant, la matriu de coeficients.

De forma analoga al cas unidimensional, volem construir un subespai V;, € V de
dimensié finita. Designem P; com l’espai de funcions polinomiques de grau igual o inferior
a 1. Es tractara d’un espai de dimensié 3 generat per la base de polinomis {1, z,y}.
Definim l’espai V}, com:

VhZ{’UECgO(Q):’U‘F:O,’U‘Ki EPl,Oﬁk’SM}.

Suposem que n vertexs formen part de I', aleshores la dimensié del subespai sera I. Cada
un dels I vertexs restants 'anomenarem a;, on 1 < ¢ < I. Un conjunt de funcions que
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podria constituir una base d’aquest espai és la successié de funcions ¢; € Vi, 1 <1 < 1|
tals que prenen valor 1 al punt a; i s’anul-len al conjunt {ao, a1, ..., di, ..., ar}, i.e.

pila;) =615, 1<j<I.

Seguidament s’explicara com avaluar aquestes funcions sobre un dels triangles. Donat
un conjunt de punts de 2, 'algoritme de la triangulacié de Delaunay efectua la millor
triangulacio possible i per a cada triangle sabem quins son els seus vertexs. Si prenem un
triangle qualsevol de la triangulacié, anomenem-lo T}, amb vertexs suposem a; = (21, 1),
ay = (z2,y2), a3 = (x3,y3), per construccié sabem que només hi ha tres funcions de la
base que seran no nul-les, 1, 2, 3. En efecte, aquestes funcions es defineixen:

1 st 1=
0 st i#j
i es poden representar de la segiient forma:

SDZ(x7y) :pZ+sz+TZy7 (xay) ETk‘? 1= 172337

on els coeficients p;, ¢;, 7; € R es poden trobar resolent un sistema d’equacions. Per ¢ = 1
tenim:

p1+ @z +riyr = e1(r,y1) =1

P2 + gax2 + r2y2 = p1(w2,y2) =0

p3 + @373 +r3ys = p1(x3,93) =0

que de forma matricial resulta:

1 =z w»n D1 1
1 2 |- la]l=1|0
1 z3 w3 1 0

Ara, si ho fem per ¢ = 1,2, 3 alhora, és facil veure que I'equacié matricial a resoldre és la
segilient:

1 1 w»n P1 P2 P3 100
1 2z vl -l ¢ g | =010
1 =3 y3 L T2 T3 0 0 1
Per tant, tenim que
-1

P1 P2 P3 1z oy

G G2 q3| =1 z2

T T2 T3 1 z3 ys3

Aixi, repetint el procés per cada triangle T} per tot 0 < k < M podrem trobar les funcions
base ; per tot 1 <i < 1.

Observacié 7.1. Es facil observar que

Vi = (qz'> (7.4)

T

és un vector constant.
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7.2 Sistema d’equacions
Un cop trobada la base, podem determinar la funcié aproximada com
I
upn =Y &ipi, GER
i=1
Pel Teorema 3.6 podem considerar el problema aproximat a 1’espai Vj,:
Yy, € Vy, a(uh, Uh) = L(vh),

admet una solucié uj, € V}, i només una.

En aquest cas bidimensional utilitzarem directament la notacié integral. Partint de
I'equacié (7.2) i un cop obtinguda la triangulacié .7 (Q2) tenim:

Yoy, € Vy, / VupVoup dx dy = / fop dx dy.
7(Q) 7(Q)

Fent 1s servir la linealitat de les integrals s’arriba a:

M M
Yoy, € Vp, Z VupVup, de dy = Z fop dx dy.
k=0 " Tk k=0"Tk

Ara doncs, usant les funcions de la base obtenim el segilient sistema d’equacions:

M I M I
ZZ&;’/ Vi(z,y)Vei(z,y) de dy = ZZ/ fy)pi(,y)dedy, 1<i<I.
k=0j=1 “Tk k=0 j=1"Tk
(7.5)
Fent ds de 'observacié 7.4, tenim que el producte escalar de gradients de les funcions base
és constant, per tant pot sortir de l'integral. Aleshores ens queda la integral sobre un
triangle d’una funcié constant, que no és res més que la seva area, que denotarem A(-).
Per tant, la banda dreta queda de la segiient forma:”’

I
ng‘

j=1 k=

M

I
vaw/ d(z,y) = &
0 T

j=1 k=

M
ViV A(Ty).
0

Per simplificar la banda dreta de l’expressié (7.5) usarem la formula (5.8) del canvi de
variable per passar d’una integral sobre un triangle qualsevol T} a una integral sobre el
triangle referencia Tr. Després, tal com es justifica a ’observacié 5.13, podem prendre la
regla de quadratura de 4-punts sobre triangles per tal d’obtenir una aproximacié de cada
integral. En efecte, tenim:

| R - 1 - -
- f(xvy)()pi(x7y) dA ~ A(Tk){ - Ef(x1k7y1k)wi($1k’y1k) + @ f(m2k7y2k)(pi<x2k7y2k)+
k

+f(j3k7g3k)(pi (j3k’y3k) + f(i‘4k7g4k)g0i(j4kag4k):| }7
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on, si denotem (z1,,y1,), (T2,,%2,) 1 (23,,y3,) els vertexs de cada triangle, tenim

_ 1 1 1
(Z1,,71,) = (S(fﬁk,ylk) + §($2k, Y2,) + 3($3k,y3k)> ,
_ _ 3 1 1
(T2,,02,) = 5($1k,y1k) + 5(I2k,yzk) + g($3k7y3k) 7
_ 1 3 1
(x3k7y3k) = g($1k7y1k) + g(x%’y%) + g(w?)kvyfik) )
o 1 1 3
(T4, Uay) = 5(m1k,y1k) + g(@k,yzk) + g(xsk,ysk) :

Per tant, podem reescriure I'expressi6 (7.5) tenint en compte les dues simplificacions
que hem fet a banda i banda i les dues observacions en resulta el segiient sistema:

M

I M
ij Z Voi(xr, yr) Vei(rr, yr) A(Ty) ~ Z

T, o
A(Tk){ - 7f('751k7 ylk)¢i(x1ka ylk)+
Jj=1 k=0 j=1k=0

16

1 _ _ 3 a _ 3 3 3 a _ 3 _ .
+18 [f(xzkay%)%(mk’y%) + f(Z3,,93,)0i(T3,,73,,) + f($4k,y4k)<ﬂi($4k>y4k)] }, 1<i<I.

7.2.1 Exemple

Ara resoldrem un exemple de problema elliptic de Dirichlet utilitzant un software de
MATLAB anomenat FEATool Multiphysics. Aquest software ofereix una série de metodes
diferents per fer el mallatge i varis algorismes per tal de resoldre el sistema d’equacions
corresponent:

e Per construir la malla a ) s’ha seleccionat l'algorisme Triangle, que utilitza la tri-
angulaci6é de Delaunay (veure Figura 5a).

e Per construir I'espai de funcions aproximat V} s’ha seleccionat polinomis que tenen
grau igual o inferior a 1 per a cada triangle. En el software sén els polinomis

(P1/Q1).

e Per solucionar el sistema d’equacions s’ha seleccionat 1’algorisme bicgstab, que esta
basat en el metode iteratiu del gradient conjugat.

e Per aproximar les integrals s’ha seleccionat la regla d’integracié per 4-punts.

Ara suposem que f(z,y) = (z — 1)(y — 1)z2y?, aleshores la solucié corresponent la
podem visualitzar a la Figura 5b.
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(a) Triangulacié de Delaunay mit- (b) Soluci6 del problema el-liptic amb condicions
jancant I'algorisme Triangle. S’han ob- de contorn de Dirichlet sobre el quadrat unitat on
tingut 452 punts i 834 triangles. fla,y) = (z — 1)(y — 1)ay%

Figura 5: Problema el-liptic amb condicions de contorn de Dirichlet.

8 Conclusions

El FEM és un metode amb uns fonaments extensos i diversos que fa que inclogui con-
ceptes procedents de nombroses branques de les matematiques. En aquest treball s’han
inclos alguns dels temes basics que conformen el metode: 'analisi, 1'algebra, els metodes
numerics, els metodes computacionals i la programacié. A més, el metode també utilitza
altres branques, com per exemple la topologia i geometria diferencial a ’hora de demos-
trar el teorema de traca. Per aquest motiu, han sigut necessaries nombroses reunions amb
el tutor que m’han servit de guia per detectar els temes més rellevants.

Un dels objectius del treball era entendre la base teorica que fonamenta el FEM. El fet
de no tenir previament consolidats una serie de conceptes basics d’analisi real i funcional
ha dificultat el cami per aconseguir-ho. De fet, hi ha molts conceptes referents a la
convergencia del metode que m’hagués agradat treballar, pero 'extensié del treball i el
temps no m’ho han permes.

Un altre dels objectius era poder aplicar el FEM a exemples mitjancant un llenguat-
ge de programacid. S’han pogut programar dos problemes pel cas unidimensional, un
estacionari i l'altre depenent del temps. He utilitzat MATLAB perque trobo que és un
llenguatge senzill i disposa de moltes funcions que poden ser de molta utilitat si se’'n fa
un us auxiliar. També m’hauria agradat programar el cas bidimensional, pero el temps
dedicat a la base teorica no m’ho ha permes. Per aixo he decidit resoldre-ho amb un
software i explicar-ne les eines maximes que aquest fa servir. Gracies a 'aprenentatge
dels metodes numerics i computacionals que intervenen, el maneig del software ha resultat
ser molt més entenedor.

Una bona continuacié d’aquest treball seria programar exemples pel cas bidimensional
i seguidament pel tridimensional. També es podrien combinar diferents condicions de
contorn, tant homogenies com inhomogenies.
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