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Abstract

Elliptic curves play a very notable role in many number theory problems. In this work
we study the structure of the group of rational points of elliptic curves defined over the
rationals. More specifically, we give a proof of Mordell’s Theorem and include some results
to be able to present the Birch and Swinnerton-Dyer Conjecture.

Resum

Les corbes elliptiques juguen un paper molt destacat en molts problemes en teoria de
nombres. En aquest treball estudiem ’estructura del grup de punts racionals de corbes
elliptiques definides sobre els racionals. Més concretament, donem una demostracié del
Teorema de Mordell i incloem un conjunt de resultats per poder presentar la Conjectura
de Birch i Swinnerton-Dyer.

Resumen

Las curvas elipticas juegan un papel muy importante en muchos problemas en teoria de
numeros. En este trabajo estudiamos la estructura del grupo de puntos racionales de curvas
elipticas definidas sobre los racionales. Més concretamente, damos una demostracién del
Teorema de Mordell e incluimos una serie de resultados para poder presentar la Conjetura
de Birch y Swinnerton-Dyer.
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Introducci6

L’estudi de les corbes elliptiques ha sigut transcendental en molts problemes en teoria
de nombres. El cas més destacat de la importancia d’aquests objectes el podem trobar
en la demostracié de I'Ultim Teorema de Fermat, on a cada presumpta soluci6 (z,y, z),
amb zyz # 0, de 'equacié de Fermat, se li assigna una corba elliptica amb unes certes
propietats coneguda com a corba de Frey. Andrew Wiles va provar el 1995 que aquest
tipus de corbes no existeixen, demostrant aixi I'Ultim Teorema de Fermat.

Una corba elliptica és una cubica projectiva juntament amb un punt projectiu que
satisfa una certa condicié de regularitat. En aquest treball estudiarem principalment cor-
bes el'liptiques definides sobre els racionals. Més concretament, ens centrarem en estudiar
I’estructura del conjunt de punts racionals de corbes elliptiques definides sobre Q, és a
dir, ’estructura del conjunt de punts amb coordenades racionals que satisfan I’equacié que
defineix la corba.

Les corbes elliptiques tenen una riquesa algebraica i geométrica molt destacada. Aques-
ta riquesa recau en el fet que podem definir geométricament una llei d’addicié sobre el
conjunt de punts racionals d’una corba elliptica que dota aquest conjunt d’estructura de
grup abelia. Es coneixen resultats molt importants que ens permeten apropar-nos molt
acuradament a l'estudi dels punts racionals d’una corba elliptica definida sobre Q. Un
dels més rellevants és el Teorema de Mordell, demostrat el 1922 per Louis Mordell, que
ens diu que el conjunt de punts racionals d’una corba elliptica definida sobre QQ és un grup
abelia finitament generat, és a dir, donada una corba elliptica amb coeficients racionals
existeix un nombre finit de punts racionals de la corba a partir dels quals, utilitzant la llei
d’addici6 mencionada anteriorment, podem trobar-ne tots els altres.

En l'estudi de l'estructura del grup de punts racionals d’una corba elliptica trobem
també una conjectura molt important: la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. Do-
nada una corba elliptica definida sobre Q, la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer ens
relaciona el rang del grup de punts racionals de la corba amb un objecte analitic associat
a aquesta conegut com a funcié L de la corba.

L’objectiu d’aquest treball és doble: d’'una banda, donar la demostracié del Teorema
de Mordell; de ’altra, desenvolupar tota la teoria necessaria per poder presentar en I'tltim
capitol de la memoria la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. Per fer-ho, necessitarem
introduir alguns resultats previs. L’estructura de la memoria és la segilient.

Al capitol 1 s’introdueixen definicions i resultats preliminars per poder definir el con-
cepte de corba elliptica al capitol 2.

Al capitol 2 es defineix qué s’entén per corba elliptica i s’introdueixen conceptes re-
lacionats amb aquestes, com la llei de grup, els endomorfismes de corbes elliptiques i
I'invariant j. Es demostra que el conjunt de punts racionals d’una corba elliptica amb la
llei de grup mencionada abans té estructura de grup abelia i es presenta un endomorfisme
de corbes elliptiques que sera molt utilitzat durant tot el treball: 'endomorfisme [n]. Tot i
que, majoritariament, en tot el treball només considerem corbes elliptiques definides sobre
els racionals, en aquest capitol parlem breument de corbes elliptiques definides sobre un
cos finit. L’objectiu d’aixd és presentar el Teorema de Hasse, que sera utilizat en I'altim
capitol del treball.

Al capitol 3 comencem a estudiar I’estructura del conjunt de punts racionals d’una corba
el'liptica estudiant els seus punts de torsié. El resultat més important que demostrem en



aquest capitol és el Teorema de Lutz-Nagell, que ens diu com obtenir tots els punts de
torsi6 d’una corba elliptica definida sobre @Q. Com a conseqiiéncia directa del Teorema
de Lutz-Nagell, provem que el subgrup de torsié d’una corba elliptica definida sobre QQ és
finit.

Al capitol 4 demostrem el Teorema de Mordell. La demostraci6 d’aquest la dividim
en tres parts: a la primera demostrem un teorema conegut com a Teorema de descens;
a la segona desenvolupem la teoria d’altures; finalment, a la tercera part demostrem el
Teorema feble de Mordell-Weil. D’aquest darrer donem dues demostracions diferents:
d’una banda el demostrem utilitzant eines de teoria algebraica de nombres; de l’altra,
donem una demostracié basada en cohomologia de Galois.

Finalment, al capitol 5, presentem la funci6 L d’una corba elliptica definida sobre
Q i demostrem que aquesta funcié convergeix en un semipla concret del pla complex.
Desenvolupada tota aquesta teoria, acabem el capitol enunciant la Conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer.



1 Preliminars

En aquesta secci6 es definiran conceptes i es tractaran resultats que ens permetran més
endavant definir qué és una corba elliptica i estudiar-ne algunes de les seves propietats.

Definicié 1.1. Siguin K un cos, f € K[z,y| un polinomi de grau n z‘A%( el pla afi. El
conjunt
C = {(a,b) € A% : f(a,b) = 0}

s’anomena corba plana. Es diu que C és una recta si gr(f) =1, que C és una conica si
gr(f) =2 i que C és una cibica si gr(f) = 3.
Escriurem
C: flz,y)=0

per denotar la corba plana C' que ve donada pel polinomi f.

Exemple 1.2. Sigui K = Q.

(a) C:y—x =0 és una recta sobre Q.

(b) C:y—2? =0 és una conica sobre Q.

(c) C:y?> =2+ Az + B, amb A, B € Q, és una ctibica sobre Q.
)

(d) Sigui n € N. La corba
Cp:z"+y" =1

és una corba plana sobre Q.

Recordem a continuacio la definicié d’espai projectiu sobre un cos K.

Definicié 1.3. Sigui n € N (n > 1). Es defineix l'espai projectiu de dimensio n sobre K
com

o KT (0)
K — ~ )
on (zo,...,Tn) ~ (Yo,---,Yn) Si @ només si existeir X € K* tal que (zg,...,T,) =
)‘(yOa SRR yn)
Es denota la classe d’equivaléncia de (zg,...,zy) per [xo:...: zy].

Particularment, ens interessarem pel pla projectiu IP’%(. Dins de IP)%( distingim dos tipus
de punts:

e Punts finits: son els punts [z : y : 2] € P%4 amb 2z # 0. En aquest cas es té que
[x:y:2]=[2:%:1)
e Punts de I'infinit: son els punts de P2 de la forma [z : y : 0].
Recordem que es té una inclusié del pla afi A%{ en IP’%{ donada per:
i Ak — Py

(@,y) — [z y: 1,



és a dir, podem identificar A%( amb els punts finits de ]P’%(.

Un problema que se’ns presenta a ’hora de treballar amb polinomis a P%( és que el
conjunt de zeros d’un polinomi qualsevol no estd ben definit. Per exemple, sigui F' =
X3-YZ e K[X,Y,Z]isigui [1:1:1] =[2:2:2] € P2. Es té que F(1,1,1) = 0,
mentre que F(2,2,2) = 4 # 0. Es a dir, no es pot dir si F' s’anulla o no al punt [1: 1 : 1].
Introduim a continuaci6 el concepte de polinomi homogeni per solucionar aquest problema.

Definicié 1.4. Sigui K un cos. Sigui F(X,Y,Z) € K[X,Y,Z] un polinomi de grau n.
Es diu que F és homogeni si tots els seus monomis tenen grau n, €s a dir, si F' és de la
forma
F(X,Y,Z) = Z ain XYIZ",
0<i,j,k<n
itj+k=n

Treballar amb polinomis homogenis a IP’%( fa que el conjunt de zeros d’un polinomi
homogeni F' estigui ben definit. En efecte: si F(X,Y,Z) € K[X,Y, Z] és un polinomi
homogeni de grau n, es té que F(AX,\Y,\Z) = \"F(X,Y, Z), per atot A € K*. Per tant,
si F' és homogeni de grau n i [z1 : y1 : 21| = [z2 : Y2 : 22], se satisfa que F(z1,y1,21) =0
si i només si F'(x2,y2,22) = 0.

Donat f € K[x,y] un polinomi qualsevol podem transformar-lo en un polinomi homo-
geni (procés d’homogeneitzacio) de la manera segiient:

Definicié 1.5. Sigui f € K[x,y] un polinomi de grau n. S’anomena homogeneitzat de f
al polinomi homogeni de grau n F(X,Y,Z) donat per

XY

F(X.Y,2)=Z2"f(—, ).

Observem que podem recuperar f (procés de deshomogeneitzacio) fent F(z,y,1) =

f(z,y).

Per a poder definir el concepte de corba elliptica en la seccié segiient necessitarem
parlar de corbes projectives planes:

Definicié 1.6. Sigui K un cos. Sigui F(X,Y,Z) € K[X,Y, Z] un polinomi homogeni de
grau n. S’anomena corba projectiva plana al conjunt

€ :={la:b:c €P%: F(a,b,c) = 0}.

Observacié 1.7. El conjunt ¢ de la Definici6 [1.6] esta ben definit perqué el polinomi F
és homogeni.

Escriurem
¢:F(X,Y,Z)=0
per a denotar la corba projectiva plana ¢ que ve donada pel polinomi homogeni F'.

Definicié 1.8. Sigui K un cos. Sigui C : f(x,y) = 0 una corba plana sobre K. S’a-
nomena completat projectiu de C' (o homogeneitzacio de C') a la corba projectiva plana
€ :F(X,Y,Z)=0, on F és ’homogeneitzat de f.



Exemple 1.9. (a) El completat projectiu de la corba C : y? = 23 + Az + B és

€ :Y?’Z =X+ AXZ?+ BZ3.

(b) El completat projectiu de la corba C,, : 2™ 4+ y"™ =1 és

€ X"+ Y" = 7",

Donada una corba C' : f(x,y) = 0 sobre un cos K és molt natural voler estudiar el
conjunt dels punts de C' amb coordenades a un cos L O K, és a dir, el conjunt

C(L) :={(z,y) € Lx L: f(x,y) = 0}.

Gran part d’aquest treball consistira en estudiar el conjunt de punts amb coordenades
racionals d’una corba elliptica definida sobre Q.

Veiem a continuacié alguns exemples de com trobar punts racionals d’una corba plana
C.
Exemple 1.10. (a) Sigui C: 2% +3? =1.

Observem primer que (—1,0) € C(Q) i que si P = (z,y) € C(Q) amb P # (—1,0),
aleshores el pendent que uneix (—1,0) i P és racional. Vegem ara el reciproc, és a
dir, que si una recta que passa per (—1,0) té pendent racional, aleshores 'altre punt
d’intereseccié d’aquesta recta amb C' té coordenades racionals, és a dir, pertany a

C(Q):
Considerem 'equaci6é d’una recta que passi per (—1,0):
Yy = t(l‘ + 1)7

i busquem l'altre punt d’intersecci6 de la recta anterior amb C. Es té:

=tx+1
y2 (2 )} 1—@'2:t2($+1)2
Y+ =1

Fixant ¢ es té una equacié quadratica en x. Com que z = —1 és solucio, s’obté que
I’altra soluci6 és

2 -1 2t 2—-1 2t
T = = y= = P—< )

21 1+1¢2 23101 +¢2

Per tant, si t € Q, aleshores P € C(Q). Obtenim aixi una parametritzaci6 racional de
la circumferéncia unitat, tal i com es veu a la Figura 1.

Observem que obtenim d’aquesta manera una bijeccié entre C(Q) 1 QU {oo} , on oo
és un punt tal que si t = oo, aleshores P = (—1,0). Més concretament, observem que
si t tendeix a 0o, es t¢ P = (—1,0). Geométricament parlant, si la recta que passa
per (—1,0) és la recta vertical x = —1 (recta tangent a C per (—1,0)), el segon punt
d’intersecci6 entre la recta i C torna a ser (—1,0).



(L—(i’ﬁ_)
1+ " 1+¢

0,0

Figura 1: Parametritzacié racional de C : 22 4+ y? = 1.

(b) Sigui C : 22 4+ y? = 3. Vegem que C(Q) = 0
Observem que és suficient veure que el completat projectiu de C

¢ X?24+Y?=327

tampoc té punts amb coordenades racionals.

Suposem que existeix [a : b: ¢] € €(Q), és a dir, a® +b? = 3c%, amb a,b,c € Q. Sense
pérdua de generalitat podem suposar que a,b,c € Z i que sén coprimers dos a dos.
Reduint modul 4, tenim

a2, b?.?=0,1 (mod4) = a®+b2=3c2=0,3 (mod 4).

Si 3¢? = 3 (mod 4), tindriem que a? 4+ b? = 3 (mod 4), que no és possible. D’altra
banda, si 3¢ = 0 (mod 4), aleshores a® + b? = 0 (mod 4), que implica que a?,b* = 0
(mod 4). De 3c¢? = 0 (mod 4) es dedueix també que ¢ = 0 (mod 4). Obtenim doncs
que a?,b%,¢® son nombres parells. Per tant, a,b,c també séon nombres parells, que
contradiu el fet que siguin coprimers dos a dos. Concloem aixi que C(Q) = 0.

Per finalitzar aquesta seccié definim el concepte de corba projectiva plana regular.

Definicié 1.11. Sigui ¢ : F(X,Y,Z) = 0 una corba projectiva plana sobre un cos K.
Sigui P € €(K), on K denota la clausura algebraica del cos K. Es diu que P és singular
St
OF OF OF
ZZ(P)= —— il
6X( ) OY( ) 0z
St alguna de les derivades anteriors no s’anulla a P, es diu que el punt P és reqular. Diem
que € és una corba projectiva plana regular si tots els seus punts son requlars.

(P) = 0.

Observacio 1.12. Analogament es defineix el concepte de corba plana regular per a una
corba plana C : f(z,y) = 0 definida sobre un cos K. En aquest context, diem que
P € C(K) és singular si

of . py _ Of

9 (F)=5,(P)=0.



2 Corbes elliptiques

En aquest capitol s’introdueix el concepte de corba elliptica i es veu que es pot definir
geométricament una operacié sobre el conjunt de punts d’'una corba elliptica que dota
aquest conjunt de punts d’estructura de grup abelia. També s’estudien conceptes com
Pinvariant j i els endomorfismes d’una corba elliptica.

2.1 Equaci6é de Weierstrass

Comencem donant la definicié de corba elliptica.

Definici6é 2.1. Sigui: K un cos. Una corba elliptica E definida sobre K és una corba
projectiva plana cibica reqular de la forma

E:Y*Z+aXYZ+a3YZ? = X?+ e X?Z + ayXZ* + asZ° = 0, (2.1)

ona; € K,1<1<6.

Escriurem E/K per denotar una corba elliptica definida sobre un cos K. L’equacio
(2.1) s’anomena equacid llarga de Weierstrass. Fent Z = 0 a l’equacié (2.1), s’obté que
X =01, per tant, I'anic punt de Uinfinit de E és co :=[0:1:0].

Normalment treballarem amb coordenades no-homogeénies (deshomogeneitzem el poli-
nomi F(X,Y, Z) que defineix E) i estudiarem la corba afi

E:y® + a1zy + agy = 2 + asx® + asx + ag. (2.2)

Es pot veure que si la caracteristica del cos K és diferent de 2 i 3, 'equacio (2.2) es
pot transformar en

E:y?=2%4+ Az + B, (2.3)

amb A, B € K. L’equaci6 (2.3) s’anomena equacic de Weierstrass.

A continuaci6 presentarem un criteri de regularitat d’una equacié de Weierstrass que
ens caracteritzara quan una equacié d’aquest tipus defineix una corba elliptica. Abans,
perd, recordem el concepte de discriminant d’un polinomi.

Definici6 2.2. Sigui K un cos. Sigui f(x) = ag+ a1z + - + apa™ € K[z| un polinomi

de grau n. Siguin x1,T2,...,x, les arrels de f(z) en K. S’anomena discriminant de f a
Aji=a2"? H(CL‘Z — ;)%
1<J

Recordem també que si f(x) = 2® + ax? + br + ¢ € K|x] és un polinomi ctbic, el
discriminant de f ve donat per I’expressié

Ay = —4a3c + a®b® + 18abe — 4b> — 2762
En particular, si considerem el polinomi f(x) = 2% + Az + B € K|[z], es té que

Ay = —4A® - 27B%



Definicié 2.3. Sigui E : y?> = f(x) una corba plana definida sobre un cos K, on f(x) =
x3 4+ Az + B. S’anomena discriminant de E a

AE = Af

Enunciem, finalment, el criteri de regularitat de qué parlavem.

Proposicié 2.4. Sigui K un cos amb char(K) # 2. Sigui E : y*> = f(x) una corba plana
definida sobre K, on f(x) = 3 + Az + B. Aleshores E és una corba elliptica si i només
St AE 75 0.

Demostracid. Sigui F(z,y) = y* — f(z) i sigui P = (z,y) € E(K). P és un punt singular
si 1 només si OF OF
/
_— = — = 07 _— =
5 — (@) a9y
Com que char(K) # 2, de la segona igualtat tenim que y = 0. Afegint la condicié que

P € E(K), es té que P és singular si i només si f(z) = f'(x) = 0, és a dir, si i només
si z és una arrel doble de f. De la definici6 de discriminant es dedueix, doncs, que P és
singular si i només si Ag = 0. (]

2y = 0.

D’ara en endavant, si no es diu el contrari, considerarem només corbes elliptiques
definides sobre Q de la forma

E:y*=2>4+Axz+B, ABcQ (Ap+#0)
i ens centrarem principalment en estudiar el conjunt
EQ) :={(z,y) €QxQ:y* =2+ Az + B} U {0},

on oo =[0:1:0] és I"anic punt de l'infinit de E.

2.2 Llei de grup

Sigui E : y?> = 2® + Az 4+ B una corba elliptica definida sobre Q. En aquest apartat
definirem geométricament una operaci6 sobre E(Q) que dotara E(Q) d’estructura de grup
abelia. Veurem que el punt co sera ’element neutre del grup. Denotarem aquesta operacio
per +. La definim a continuacio.

Definicié 2.5. Sigui E : y?> = 2® + Ax + B una corba elliptica definida sobre Q i siguin
Py, P, € E(Q). Sigui v la recta que passa pels punts Py i Py (si P, = Ps, la recta r
sera la recta tangent a E per Py). La recta r interseca la corba en un tercer punt Pé.
Reflectint aquest punt respecte de l'eix x obtenim un altre punt P3. Es defineix P + P
com Py + P» := P3 (veure Figura 2).

Observacio 2.6. De l'equacié que defineix E es dedueix que si Pé = (z3,y3) € E(Q),
aleshores la reflexio de Py respecte de l'eix 2, Py = (3, —y3), també pertany a E(Q).

A T’hora d’estudiar l'estructura de E(Q), tindriem un problema si, quan calculéssim la
suma de punts de E(Q) definida abans, obtinguéssim punts amb coordenades en alguna
extensio de Q. Veurem que aix0 no succeeix, és a dir, que 'operacié + és tancada en

E(Q).



4 P+Q

Figura 2: Suma de dos punts de la corba E : y? = 23 — 42 + 1 sobre R.

A continuacié calcularem 'expressié en coordenades de P, + P per a qualssevol dos
punts Pj, P, de E(Q). Abans, pero, observem que el punt co = [0: 1: 0] € E(Q) pertany
a qualsevol recta vertical. En efecte, si r : x = ¢ és una recta vertical, el completat
projectiu de r ve donat per X =t¢Z. Clarament, el punt co satisfa la darrera equaci6.
Fem notar, doncs, que si per dos punts d’una corba elliptica F passa una recta vertical,
el tercer punt d’intersecci6 entre aquesta recta i E sera oco.

Siguin Py = (z1,y1), P> = (22,y2) € E(Q), on E ve donada per I'equaci6 32 = 3 +
Ax 4+ B, amb A, B € Q. Procedim a calcular 'expressié de P; + P,. Distingim casos:

1. P # Py i P, P, # oco. Distingim dos casos:

(a) x1 # w9:

El pendent de la recta r que passa per P; i P és

Y2 — Y1
m=——--—.
T2 — 1

L’equaci6 de r és aleshores
r:y=m(r—2x1)+y.
Per trobar la interseccié de » amb E substituim i obtenim
(m(z —z1) +y1)? = 2° + Az + B.
Desenvolupant el quadrat i agrupant termes s’obté ’equacié
0=a>—m2a®+---.
Com que x7 i x3 sén solucions d’aquesta equacio, la tercera arrel xg satisfa
— (z1 + 29 + 23) = —m>. (2.4)

Aquest ultim fet es dedueix de la teoria dels polinomis simétrics. Basicament,
observem que si x1, T2, 3 son les arrels del polinomi cubic 2?4 az? + bz + ¢, tenim
les segiients igualtats:

2?4 ar? + b +c= (v — 1) (x — x2)(x — x3)

= -Tg — ($1 + 29 + $3)$2 + ($1l'2 + x5 + l’zl’g)x — X1T2X3.



De (2.4) s’obté
x3:m2—x1—x2.

Per tant, el tercer punt d’interseccio de r i E és Py = (x3,m(z3 — 1) + y1).
Finalment, reflectint P:; respecte l'eix = obtenim que P, + P» = P3 = (x3,y3), on

2
r3 =m" —x1 — T2, yszm(fvl—xs)—yy

(b) Tl = X9

La recta per P; i P, és vertical. Per tant, el tercer punt d’intersecci6 és co. Reflec-
tint oo respecte I'eix d’abcisses obtenim oo un altre cop. (Aixo es pot deduir del
fet que, quan reflectim el tercer punt d’interseccié respecte 1’eix z, el que realment
estem fent és unir aquest tercer punt d’interseccié amb el punt oo i veure on la recta
vertical per aquests dos punts talla E. En el cas anterior, la recta que uneix oo i co
és larecta de I'infinit Z = 0. La recta de l'infinit talla F : Y2Z = X34+ AXZ%?4+BZ3
amb multiplicitat 3 al punt co. Per tant, P; + P, = oc.

2. Pp =P, = (z,y) 1 P, P, # oo. Distingim dos casos:
a) y # 0

La recta per P; i P és la recta tangent a F per P; . Per trobar el pendent en aquest
cas derivem implicitament i obtenim

dy 9 dy 35132 + A
2y— =3 A = ==
Vi v T 2y
Fent els mateixos calculs que en el cas anterior, tenim que P, + Py = Py = (23, 3),
on
x3:m2—2x1, ygzm(m1—x3)—y1~
b) y =0:

En aquest cas la recta tangent és vertical i el tercer punt d’interesecci6 és oco. Per
tant, P + P, = 0.

3. Algun dels punts Py, P; és co. Sense pérdua de generalitat suposem que Py = oo:
La recta per P; i co és una recta vertical. El tercer punt d’interseccié en aquest cas
és la reflexi6 respecte 'eix « de P;. Per trobar P3 = P; + P, reflectim respecte 'eix x
aquest tercer punt d’intersecci6. Observem que tornem a P;. Per tant, P, + oo = P;.

Observaci6 2.7. Si Pi, P» € E(Q), en tots els casos es té que Py + P, € E(Q). Per tant,
la operacié + és tancada en E(Q).

Observacio 2.8. Dels resultats anteriors es dedueix que l'operacio + també es podria
haver definit de la seglient manera: si P,Q, R € E(Q), aleshores P+ Q + R = oo si i
només si P, Q, R estan sobre la mateixa recta.

El segiient teorema ens diu que el conjunt F(Q) amb aquesta operaci6 de suma de
punts és un grup abelia amb element neutre co.

Teorema 2.9. Sigui E/Q una corba elliptica. L’operacio + definida sobre E(Q) compleix
les segiients propietats:

1. P+ Py =Py + Py per a tot P1, Py € E(Q) (commutativa).
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2. Euisteix un punt co € E(Q) tal que P+ co = P per a tot P € E(Q) (element neutre).

3. Per a tot P € E(Q) existeix P € E(Q) tal que P + P' = co. Denotem el punt P per
—P (existéncia d’invers).

4. (P1+ Py) + Py =P + (P2 + P3) per a tot P, Py, Py € E(Q) (associativa).
Demostracio.

1. Es dedueix per construccid, ja que la recta que passa per P; i P, és la mateixa que la
recta que passa per Py i P;.

2. Es dedueix del cas 3 de la discussié anterior.

3. Donat P = (x,y) € E(Q), per la discussi6 anterior es té que P = —P = (z,—y) €
E(Q) satisfa P + P = co.

4. No donarem la demostracié de ’associativitat, ja que és bastant llarga i no té gaire pes
en la continuaci6 del treball. Es pot trobar a [2], pp 20-32.

2.3 Endomorfismes d’una corba elliptica

Estudiarem a continuacié els morfismes entre corbes elliptiques. Fem notar que tota la
teoria estudiada en aquesta seccié sera desenvolupada sobre un cos K qualsevol.

Definicioé 2.10. Sigui E/K una corba elliptica. Un endomorfisme de E és un morfisme de

grups « : E(K) — E(K) que ve donat per funcions racionals, és a dir, o és un morfisme
de grups i existeizen funcions racionals Ri(z,y), Ra(z,y) € K[z, y] tals que

a(z,y) = (Ri(z,y), Ra(z,y))

per a tot (x,y) € E(K).

Presentem a continuacié un endomorfisme d’una corba eliptica que utilitzarem més
d’un cop durant el treball: 'endomorfisme de duplicaci6. El denotarem per [2].

Exemple 2.11. Sigui F : y?> = 23+ Az + B una corba elliptica definida sobre K. Definim

per a tot P = (z,y) € E(K) [2](P) := 2P. Es té que [2] és un morfisme de grups i que

[2]($7 y) = (Rl(xv y)a R2($7y))7

on, per les expressions de la suma de punts de F,

322 + A\ 2 3224+ A 322 + A\ 2
Ri(z,y) = (952y> — 2z, Ra(z,y)= (.932?/) 3z — (3:2?/) -y

Per tant, com que [2] és un morfisme de grups que ve donat per funcions racionals, es té
que [2] és un endomorfisme de E.
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El segiient objectiu és definir els conceptes de grau i separabilitat d’un endomorfisme «
d’una corba elliptica E. Per fer-ho, necessitem caracteritzar les funcions racionals Ry (z,y)
i Ry(x,7): observem que com que E ve definida per y? = 23 + Az + B, donada una funci6
racional qualsevol R(z,y) es té que per a tot P = (z,y) € E(K) podem substituir les
poténcies parelles de y per la poténcia corresponent de z3 + Az + B i les poténcies senars

de y per un polinomi en x multiplicat per y. Per tant, podem suposar que

p1(x) + pa(z)y

Ble,y) = p3(z) + pa(x)y

Multiplicant numerador i denominador per p3(z) — ps(x)y i tornant a substituir y? per
23 + Az + B obtenim

q1(z) + q2(2)y
R(x,y) = L T @)Y 25
(z,9) () (2.5)
Com que « és morfisme de grups, se satisfa que a(x, —y) = a(—(z,y)) = —a(z,y) per a

tot P = (z,y) € E(K). Per tant, si a(z,y) = (Ri(z,y), R2(z,y)), tenim que

Ri(z,~y) = Ri(z,y), Rao(x,—y)=—Ra(z,y).

Aleshores, si R; ve donat per una expressioé com (2.5), s’obté ga2(z) = 0, i si Ry ve donat
per una expressio com (2.5), s’obté g1(z) = 0. Per tant, podem expressar o com

_ (p@) | s@)
ole.y) = (v 26)

on p(x) és coprimer amb ¢(z) i s(x) és coprimer amb ¢(z).

Les funcions racionals anteriors estan ben definides. En efecte, si g(z¢) = 0 per a algun

punt P = (z9,y0) € F(K), assumim que a(P) = co. Si q(xg) # 0, mostrem a continuaci6
que aleshores es té t(zg) # 0 i, per tant, s(x)/t(x) estd ben definit: per 'equacio de E
tenim que
20 _pl) | ol
q(z)

Per tant,

t(z)? - q(z)?
Com que p(z) i g(x) no tenen cap factor en comi, es té que els polinomis u(z) := p(x)3 +
Ap(x)q(z)? + Bg(z)? i q(x) tampoc en tenen cap. Escrivim (23 + Az + B)s(x)?q(z)® =
u(x)t(x)? i supossem que t(zg) = 0. Com que t(z) i s(x) s6n coprimers, tenim que
s(wg) # 0. Del fet que xq és una arrel doble de t(z)? i que 23 + Az + B no té arrels dobles
es dedueix que ¢(zg) = 0, com voliem veure.

(23 4+ Az + B)s(x)?>  p(x)® + Ap(z)q(z)? + Bq(:z)?’.

Definicié 2.12. Sigui o un endomorfisme de la forma (2.6) d’una corba elliptica F/K.
S’anomena grau de o a

deg(a) := max{degp(z),degq(z)}.

Si =0, definim deg(«) := 0.

Definicié 2.13. Sigui o # 0 un endomorfisme de la forma (2.6) d’una corba elliptica
E/K. Es diu que o és un endomorfisme separable si (p(z)/q(x))" # 0.
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Tot seguit presentem un parell de resultats sobre endomorfismes d’una corba elliptica
E/K. El primer ens relaciona l'ordre del nucli d’'un endomorfisme amb el seu grau, mentre
que el segon ens diu que tot endomorfisme no trivial de E és exhaustiu.

Proposicio 2.14. Sigui a : E(K) — E(K) un endomorfisme no trivial d’una corba el-
liptica E/K. Aleshores:

(a) sia és separable, llavors deg(a) = # ker(a).

(b) si a no és separable, llavors deg(c) > # ker(a).

Demostracio.  [2], Proposicio 2.21. O

Proposici6 2.15. Siguin E/K una corba elliptica i o # 0 un endomorfisme de E. Ales-

hores, a : E(K) — E(K) és exhaustiu.
Demostracio.  [2], Teorema 2.22. O

Presentem a continuacié dos endomorfismes de corbes elliptiques destacats: ’endo-
morfisme [n] i 'endomorfisme de Frobenius. El primer serd molt important per al proper
capitol del treball, on estudiarem els punts de torsié6 d’'una corba elliptica. El segon és
un endomorfisme fonamental per a ’estudi de les corbes elliptiques definides sobre cossos
finits. Tot i que en aquest treball estem principalment interessats en l'estudi de les corbes
elliptiques definides sobre Q, necessitem presentar I’endomorfisme de Frobenius per la
seva importancia en la demostracio del teorema de Hasse. El teorema de Hasse ens déna
una fita del nombre de punts d’una corba elliptica definida sobre un cos finit. Aquesta fita
I'utilitzarem per a demostrar que la funcié L associada a una corba elliptica convergeix en
un semipla concret del pla complex. Per a no allunyar-nos de I'objectiu d’estudi d’aquest
treball, no aprofundirem en la demostracié del teorema de Hasse. No obstant, es donaran
referéncies on poder trobar-la.

Definicié 2.16. Sigui E/Q una corba elliptica i sigui n > 1 un nombre enter. S’anomena
endomorfisme [n] a Uaplicacid

n]: E(Q) — E(Q)
P—nP.

Proposicié 2.17. Sigui E/Q una corba elliptica i sigui n > 1 un nombre enter. L’endo-

morfisme [n] és un endomorfisme de corbes elliptiques separable de grau n?.

Demostracié.  Per demostrar aquest resultat s’han de fer servir els polinomis de n-divisio,
que so6n uns polinomis associats a E definits recursivament. La prova es pot trobar a [2],
pp 80-85. O

Corollari 2.18. #Ker([n]) = n?.

Demostracio. Es dedueix de les proposicions 1217 O

Definicié 2.19. Sigui F, un cos finit i sigui E/F; una corba elliptica. S’anomena endo-
morfisme de Frobenius a [’aplicacid

¢q: E(Fq) — E(Fy)

(z,y) — (z7,99)
o0 H— 0.
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Proposicié 2.20. Sigui E : y?> = 23 + Az + B una corba elliptica definida sobre F,.
Aleshores,

1. ¢q(z,y) € E(Fy) per a tot (z,y) € E(F,).

2. ¢4 €s un endomorfisme no separable de E de grau q.

Demostracid. Sigui (z,y) € E(F,). Per a provar (1) recordem que per a tot a,b € F, se
satisfa (a +0)9 = a? 4+ b7 i a? = a. Elevant a ¢ I'equacié que defineix E i utilitzant les
igualtats anteriors tenim que

(y1)? = (x7) + A%27 + B? = (29)® 4+ Az? 4 B.
Per tant, ¢q4(z,y) € E(F,). Es demostra aixi (1).
Com que ¢4(x,y) = (x9,y9), I'aplicacié ¢, ve donada per funcions racionals (polinomis).
Clarament, deg(¢,) = g. Per veure que ¢, és un endomorfisme de E falta comprovar que

Gq(w1,y1) + Gq(22,y2) = dg((x1,41) + (2, 42)) per a tot (x1,41), (x2,42) € E(Fy). Sigui
(z3,y3) := (21,41) + (22,y2). Suposem que x1 # xo. Per les formules de la suma de punts
es té

— 2 _ Y=Y
r3=m" —r1 —T2, yz=m(r1—23) -y, onm= .
Tro9 — 1
Elevant totes les igualtats anteriors a ¢ obtenim
2 Ys — Y1
a_ () q q q_ (. q a r_

xg = (m')" —af — a3, y3=m'(a] —23) —yf, onm—xq_xq.

2 1

Per tant,
Gq(w3,Y3) = ((z1,91) + (72,92)) = dg(1, Y1) + Pg(T2,Y2).
Els altres casos es fan de manera analoga utilitzant també les dues igualtats esmentades

a l'inici de la demostracié. Finalment, com que ¢ = 0 a F,, la derivada de x% és 0. Per
tant, ¢4 no és separable. O

Finalitzem aquesta seccié enunciant el Teorema de Hasse.

Teorema 2.21. (Hasse)
Sigui E/Fy una corba elliptica. Aleshores, l'ordre de E(F,) satisfa

lg+1—#E[F,)| <24

Demostracio.  Veure [2], Teorema 4.2 o [3], Capitol 5, Teorema 1.1. O

2.4 L’invariant j

Sempre que s’estudia un objecte nou en matematiques és molt natural preguntar-se si, quan
es consideren dos o més d’aquests objectes, és possible relacionar-los d’alguna manera, en
el sentit que estudiant només un d’ells podem entendre I'estructura i les propietats de tots
els altres relacionats amb aquest. Els invariants ens ajuden en tot aix6. En aquesta seccié,
on continuarem treballant sobre un cos K qualsevol, presentem l'invariant j d’una corba
elliptica E/K i veurem que dues corbes elliptiques son isomorfes si i només si tenen el
mateix invariant j.
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Sigui K un cosisigui p € K. Considerem les dues corbes elliptiques segiients definides
sobre K

E:y?=a>4+Az+B, E:y=2>+A2+B, onA =p*A B =°B. (2.7)

Observem que
Ap = —4A" —27B” = 42 A% — 27 B® = ;'?(—44% — 27B?) = 2 Ap.

Per tant, F és una corba elliptica si i només si E' és una corba elliptica. El segiient
resultat motivara la definicié de corbes elliptiques isomorfes.

Teorema 2.22. Sigui F : y> = 2% + Az + B una corba elliptica definida sobre K. Sigui
uwe K sigui E' la corba elliptica definida a (2.7). Aleshores, l'aplicacio

Y: B(K) = E'(K)
(z,y) = (1z, p1’y)

€s un isomorfisme de grups.

Demostracié. Observem primer que (v,y) € E(K) & (u?z,py) € E'(K) i que 9 té
inversa ¢! : E'(K) = E(K),(z,y) — (u 22,4 3y). Observem també que per a tot
P = (z,y) € E(K), ¥(—P) = —¢(P). Només ens falta veure que v és un morfisme de
grups. Per veure aixo, és suficient comprovar que per a tot P,Q, R € E(K) se satisfa
P+Q+R=00=¢(P)+¢(Q)+¢¥(R) = co. En efecte, si posem R := P + @, aleshores
P+Q—R=o0.

Pee tat )+ Q) + 4(F) = $P) + @) = () = o0 = 4(P) +9(Q) = ¥(R) =
Y(P+ Q).

L’aplicaci6 1 en coordenades projectives (homogeneitzem) ve donada per
¢v: E(K) — E'(K)
(X :Y:Z]— X : Y : Z).

Observem que 1(c0) = ([0 : 1 :0]) = [0: p®:0 =1[0:1:0 = oco. Com que
P4+Q+R = o0, P,Q i R estan sobre una mateixa recta. Sigui L : aX +bY +cZ = 0 la recta
que talla F en els punts P,Q i R. Els punts de L sén de la forma [cX : bY : —aX — bY].
La imatge per ¢ d’aquests punts és [cu®X : cu?Y : —aX — bY]. Com que

{[ep®X : cp®Y : —aX —bY] €P% . [X : Y] €PL, a,b,c€ K}

={[X:Y:Z)€P% :a/u*X +b/p’Y +¢Z =0, a,b,c € K},
tenim que la imatge de la recta L per ¢ és larecta L' : a/ X +b'Y +¢'Z, on d’ = a/p?,b' =
b/udicd = c. L' interseca E en tres punts (comptats amb multiplicitat). Aquests tres

punts han de ser necessariament ¥(P),¥(Q) i ¥(R). Com que els tres punts anteriors
estan sobre la mateixa recta, obtenim ¢ (P) + ¢(Q) + ¥ (R) = oo, com voliem veure. [J

Definicié 2.23. Siguin E : 4> = 23 + Ao+ B, E' : y?> = 2% + A'x + B’ dues corbes
elliptiques definides sobre K. Es diu que E i E' son isomorfes si existeir p € K™ tal que
A=A, B = uSB. Sip e KX, diem que E i E' son isomorfes sobre K.
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Exemple 2.24.

(a) Les corbes elliptiques
Ei:yP=2+x+1, Ey:y?’=2%+162+64
son isomorfes sobre Q (u = 2).
(b) Les corbes elliptiques
Fy:y?=a%—252, E,:y?=2°—4x

no soén isomorfes sobre Q, pero son isomorfes sobre Q(+v/10) (u = v/10/2).

Definim finalment I'invariant 7 d’una corba el'liptica i veiem que dues corbes el'liptiques

son isomorfes si i només si els seus invariants j sén iguals.

Definicié 2.25. Sigui E : y*> = 2% + Az + B una corba elliptica definida sobre K. Es

defineix invariant j de & com

4A3
i(F) = —1728—.
J(E) 78AE

Teorema 2.26. Siguin E : y> = 2> + Az + B, E' : y> = 23 + A'x + B’ dues corbes
elliptiques definides sobre K. Aleshores, E és isomorfa a E' si i només si j(E) = j(E').

Demostracio. Suposem primer que E i E’ son isomorfes. Per tant, existeix p € K™ tal que
A" = *A, B = u®B. Hem vist a 'inici d’aquesta seccié que, en aquest cas, Apr = u2Ag.

Per tant,
44" 4(ptA)3 443
(B = —1728—— = 1728~ = —1728—— = j(E).

Reciprocament, suposem que j(E) = j(E’) := j. Distingim casos:

1. j #0,1728.
Tenim 43 BLA )
. 4 4A° 4+ Ag 27B
— 1728 = —1728—— — 1728 = —1728————— =172 .
J 728 78AE 728 728 Ap 78AE
Per tant,
j 4A3

j—1728 ~  27B%
Com que j(E) = j(E') = j, obtenim

4A3_4A’3© AN (B\?
27TB2  97B? A)  \B' )"

Sigui u € K™ una soluci6 de I'equacié

o AD

H=aB
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De (2.8) obtenim

AN? /B'\? AN 7AN\? A
4 _ (2 Dy _ (4 S4) 4 r_ 4
= () (5) = (&) (5) =G=a=ma

Analogament,

AN? /B"\? B\?/B\® B

6 /I _ 6
== =) =(= ) =2 = B =,%B.
w=(3) (5) =(3) () =F=7=»

Per tant, I/ i E’ son isomorfes.

2. j=0.
Com que j = 0, tenim que A = A’ = 0. Per tant, B, B’ # 0. Escollim en aquest cas
pe K" tal que uSB =B’

3. j =1728.

Com que j = 1728, tenim que B = B’ = 0. Per tant, A, A’ # 0. Escollim en aquest
cas p € K tal que p*A = A’

Exemple 2.27. Tornem a les corbes elliptiques de I'exemple

(a) j(E1) = j(E2) = 6912/31. Per tant, £ i Ey sén isomorfes.

(b) j(E3) = j(E4) = 1728. Per tant, E3 i E4 son isomorfes.
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3 Punts de torsido

En aquest capitol estudiarem els punts de torsi6 d’una corba elliptica E/Q, és a dir,
els punts de F(Q) d’ordre finit. Veurem que es coneixen molts resultats sobre aquests
punts. Un dels més importants és que el subgrup de torsié6 d’una corba elliptica F/Q, és
a dir, el subgrup de E(Q) format per tots els punts d’ordre finit, és finit. Aquest resultat
I'obtindrem com a conseqiiéncia directa del teorema de Lutz-Nagell.

3.1 Subgrup de n-torsié i subgrup de torsio

Definicié 3.1. Sigui E/Q una corba elliptica i sigui n > 1 un nombre enter. Es defineix
el subgrup de n-torsié com

E[n] := Ker([n]) = {P € E(Q) : nP = co}.

Pel corollari [2.18, tenim que #E[n] = n?..

Exemple 3.2. Sigui E : 4% = 23 + Az + B una corba elliptica. Calcularem a continuacio
el subgrup de 2-torsio E[2].
Podem escriure ’equacié que defineix £ com

y’ = (x — 1)z — o) (z — a3),

amb a1, as, a3 € Q. Observem que un punt P = (x,y) € E(Q) satisfa 2P = oo si i només
si P = —P. Aix0 és equivalent a que (z,y) = (z,—y). Obtenim, doncs, y = 0. Per tant,

E[Q] = {OO, (a17 0)) (an 0)7 (a370)}'

Com que tots els punts de E'[2] tenen ordre 2, es té que E[2] = Z/27 & Z/27.

Per a qualsevol extensi6 Q C K C Q escriurem E(K)[n] per indicar els punts de E|[n]
amb coordenades a K.

Exemple 3.3. Sigui E : y?> = z(2? + 1). Es té que

E(Q)[2] = {OO, (0’0)}7 E(Q(l))[Q] = {OO, (0’0)’ (iv 0)’ (_i’ 0)}

Observaci6 3.4. Si en comptes de permetre que F[n] contingui punts de E amb coor-
denades a Q, permetéssim que només contingués punts amb coordenades a R, obtindriem
que, o bé E[2] & 7/27.@© 7./27., o bé E[2] = 7./27, depenent de si f(x) := 23+ Az + B té
tres o una arrel real respectivament (veure figura 3). Si, a més, només permetéssim punts
amb coordenades a Q, tindriem que, o bé E[2] 2 Z/27 @& 727, o bé E[2] = Z/2Z, o bé
E[2] = {00}, depenent de si f(x) té tres, una o cap arrel racional respectivament.

El segiient teorema ens generalitza el resultat obtingut a 'exemple [3.2]

Teorema 3.5. Sigui E/Q una corba elliptica i sigui n > 1 un nombre enter. Aleshores

En| =2 Z/nZ & Z/nZ.
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]

yi=x3-x yi=xI-x+1

Figura 3: Dues corbes elliptiques sobre R. La primera té 3 punts de 2-torsié amb coorde-
nades reals. La segona només en té un.

Demostracid. Pel Teorema d’estructura dels grups abelians finitament generats,
En|=2Z/mZ®L/nZ® --- ®ZL/niZ,

amb n; enters positius i n;|n;+1 per a tot 1 < i < k. Sigui p un primer que divideix nq.
Aleshores p|n; per a tot i. Per tant, E[p] C E[n] té ordre p*. Ara bé, com que #E[p] = p?,
obtenim que k = 2. Com que l'endomorfisme [n| anulla E[n] = Z/nZ & Z/nsZ, tenim
que nz|n. Finalment, com que n? = #FE[n] = ning, s’obté que n; = ny = n. O

Definicié 3.6. Sigui E/Q una corba ellptica. Es defineix el subgrup de torsid de E sobre
Q com
Biors = _J Eln).
n>1

Eiors €s el subgrup de E(Q) que conté tots els punts d’ordre finit.

Definicié 3.7. Sigui E/Q una corba elliptica. Es defineix el subgrup de torsié de E com
E(Q)tors = E(Q) N Etors-

En el que queda de capitol ens centrarem en estudiar E(Q)iors, ¢és a dir, els punts de
E(Q) d’ordre finit. Veurem que, com a conseqiiéncia del Teorema de Lutz-Nagell, F(Q)ors
és finit.

3.2 Teorema de Lutz-Nagell

En aquesta secci enunciarem i demostrarem el Teorema de Lutz-Nagell. Aquest teorema
proporciona un métode per calcular els punts de torsié d’una corba ellliptica de manera
facil.

Comencem observant que sempre que tenim una corba elliptica E definida sobre Q
podem trobar una altra corba elliptica E’ isomorfa a E, perd definida sobre Z. En efecte,
si B :y? = 234 Az + B, sigui D el maxim comii denominador de A i B. Aleshores,
multipliquem 'equacié de E per D% i apliquem el canvi de variable (D?z, D3y) — (z,v).
Posant A’ := AD* i B’ := BSB, obtenim una corba E’ : y? = 23 + A’z + B’, amb
A', B’ € Z, isomorfa a E.

Per tant, sempre que tinguem una corba elliptica E/Q la podrem considerar definida
sobre Z en el sentit explicat abans. Enunciem a continuacié el Teorema de Lutz-Nagell.
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Teorema 3.8. (Lutz-Nagell)
Sigui E : y* = 23 + Az + B una corba elliptica amb A, B € Z. Sigui P = (z,y) € E(Q)
un punt d’ordre finit. Aleshores

1. x,y €.

2. 0bé y=0 obé y*|Agp.

Per demostrar aquest teorema necessitem una série de resultats que presentarem a
continuacié. Suposarem sempre que tenim corbes elliptiques F : y? = 23 + Az + B amb

A, BeZ.
Sigui p un nombre primer i sigui z € Q*. Podem escriure
a
z=p -
p b
amb a,b € Z, (a,b) =11 ptab. Definim v,(x) :=r.
Definicié 3.9. Sigui p un nombre primer. L’aplicacio

vp: Q = Z U {oo}
x = vp(x)
0+ oo

s’anomena valoracid p-adica.

Lema 3.10. Siguin x,y € Q*. Aleshores vy(xy) = vp(x) + vp(y).

Demostracio. Siguin

S
9

aulo

a
_ e _
r=p b’ y="r
amb a,b,c,d € Z, ptab,p 1 cd. Aleshores,

ac
ry =p" s

amb p 1 abed. Per tant vy(zy) =17+ s = vp(z) + v, (y). O

Definicié 3.11. Sigui p un nombre primer i sigui x € Q. S’anomena norma p-adica (o
valor absolut p-adic) de x a
lally = p~*r.

Six =0, posem ||z|]| = 0.

Recordem que el cos dels nombres p-adics Q,, és la compleci6 de Q respecte de la norma
p-adica || - [|p.

Observacio 3.12. Sigui z € Q*. Observem que
a) vp(x) > 0 < p divideix el numerador de z.

b) vp(z) =0 < p no divideix ni el numerador ni el denominador de .

¢) vp(x) < 0« p divideix el denominador de x.
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Proposicié 3.13. Sigui E : y?> = 2>+ Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui p
un nombre primer i sigui P = (z,y) € E(Q). Aleshores vy(x) < 0 si i només si vy(y) < 0.
En aquest cas, existeix un enter positiu r tal que vy,(x) = —2r 1 vy(y) = —3r.

Demostracid. Suposem que p divideix el denominador de z, és a dir, vy(z) = —k, amb k

enter positiu. Per tant,
_ra
T = -,
Py

amb a,b € Z, (a,b) =11 p{ab. Tenim

a3

3 2%k 2 3k 21,3
L .a a’® + p=F Aab® + p°* Bb
p5 FA— 4+ B= P P .

3 _ —3k
»?+Ax+B=p 2 IR

Com que k > 0ip{ a, aleshores p { a®+p?* Aab?+p** Bb3. Per tant, v,(23+Ax+B) = —3k.
Ara bé, 2v,(y) = vp(y?) = vp(2® + Az + B) = —3k. Per tant, vy(y) < 0. A més, com que
2|k, es té que k = 2r, amb r enter positiu. Per tant,

-3k

vp(x) = =21, vp(y) = - = —3r.

Finalment, si vy(z) > 0, com que A, B € Z, es té que
20,(y) = v,(y%) = vp(a® + Az + B) > 0.

Per tant, v,(y) > 0. O

La proposicié anterior ens diu que si p divideix el denominador de x o y, aleshores p
també divideix el denominador de I’altre, i, en aquest cas, la poténcia exacta de p que
divideix el denominador de z és p?" i la que divideix el denominador de y és p3", per a
algun enter positiu r. Aixo motiva la segiient definicio.

Definicié 3.14. Sigui E : y?> = 23 4+ Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui p
un nombre primer. Per a cada nombre enter r > 1 definim

E, ={(z,y) € E(Q) : vp(x) < =2r, vp(y) < —3r} U {oo}.

E, és el conjunt de punts racionals (z,y) € E(Q) tals que p?" divideix el denominador
de z i p?" divideix el denominador de y. Observem que, per la proposicié anterior, P =
(x,) € E, si i només si p?" divideix el denominador de x, i que

E@QDEI DEyD---.

Recordem que al Teorema de Lutz-Nagell volem demostrar que si P = (z,y) € E(Q) és
un punt d’ordre finit, aleshores =,y € Z. L’estratégia sera veure que per a tot primer p,
els denominadors de x i de y no sén divisibles per p, és a dir, veurem que un punt d’ordre
finit de E no pot pertanyer a Fy per a tot primer p. Provarem primer que F, és subgrup
de E(Q) per a tot enter r > 1.

Observem que si P = (z,y) € E,, aleshores y # 0. Per tant, el canvi de coordenades
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estd ben definit. L’equaci6é de E es transforma sota aquest canvi en
E':s =1+ Ats> + Bs®
en el pla (t,s).

Si P = (x,y) € E(Q), denotarem la imatge de P sota aquest canvi de coordenades per

Fem notar que en el pla (¢, s) tenim tots els punts del pla (x,y) excepte els punts amb
y = 0. Observem també que ara I’element neutre oo és el punt (0,0) del pla (¢,s). A més,
una recta y = mx +n al pla (x,y) és una recta al pla (t.s). En efecte, dividint y = mz+n
entre ny, tenim
1 ma 1 m 1
R T LR
n o ny y n n

Per tant, podem sumar punts de E'(Q) al pla (¢, s) de la mateixa manera que al pla (z,y),
perd utilitzant ara el punt (0,0) com a element neutre. En aquest cas, per exemple, si
P’ =(t,s) € E'(Q), es té que —P' = (—t,—s).

Estudiem ara la divisibilitat de les noves coordenades t i s per poténcies d’un nombre
primer p. Sigui P = (z,y) € E,. Aleshores

_a B c
= bp2(r+i) vy= dpPr )
amb ¢ > 0. Per tant,
e )
y  be Yy c

Per tant, P’ = (t,s) € E, si i només si p” divideix el numerador de ¢ i p?" divideix el
numerador de s, és a dir, tenim la segilient bijeccio

E, & E.:={P' € E'(Q):vy(t) >r, vy(s) > 3r}.

Per la bijecci6 anterior, si provem que E!. és subgrup de E'(Q), tindrem que E, és subgrup
de E(Q) per a tot r > 1.

Per veure que E! és subgrup de E(Q) hem de veure que si una poténcia de p divideix
la coordenada t de Pj i Pj, amb P{, P} € E, aleshores la mateixa poténcia de p divideix
la coordenada t de P| + Py, i que si una poténcia de p divideix la coordenada t de P" € E/.,
aleshores la mateixa poténcia de p divideix la coordenada t de —P’. Aixo tltim és facil
de veure ja que si P’ = (t,s) € E/, aleshores v,(t) > r i, com que —P" = (—t, —s), s’obté
que vp(—t) > r. Per tant, —P € E.

Veiem ara que si P| = (t1,s1), Py = (t2,52) € E/, aleshores P|{+ P; € E/. Distingim casos:

1.t =ty
En aquest cas, la recta vertical ¢ = ¢; talla E' en P{, Pj i un tercer punt Pj = (1, s3)
(P; pot tornar a ser P| o Pj). Aleshores, P| + Py = (—t1,s3). Com que vp(t1) > 7,
obtenim que P} + Pj € EJ.

2. t1 # to.
Considerem la recta s = at + 8 que passa per P| i Py. El pendent a de la recta ve
donat per
52 — 81
o= .
ta — 11

22



Com que (t1,s1) 1 (t2, s2) satisfan

51 = t3 + At1s7 + BsS
s9 = t5 + Atoss + Bss,

es té que

Sg — 8] = (t%’ — t:f) + A(tgs% - tlsf) + B(sg — s‘rf)
= (ty — t1)(t3 4 tity +13) + Asa(ty — t1) + At1(so — 51) (52 + 51)
+ B(sg — 51)(s% + 5159 + 53).

Per tant,

_S2—s1 _ 13 + tito + 13 4 As3 3.1)
to — 11 1—At1(52+$1)—B(S%+8182+S%). .

Observem que si P{ = Pj, aleshores, derivant implicitament, el pendent de la recta
tangent a E' per Py és

ds( 3 3t2 + As?

o= — = y

dt* " 1—2At;s; — 3Bs?

que coincideix amb l'expressio (3.1) fent t1 = t3 1 $1 = so. Per tant, utilitzarem

Pexpressio de (3.1) en tots els casos.
Sigui P§ = (t3, s3) el tercer punt d’interseccié de la recta s = at+ /3 amb E’. Per trobar
t3 resolem

at + =13 + At(at + 8)? + B(at + B)3
=3+ Aa?t3 + 24a8t? + AB%*t + Ba’t® + 3Ba*t?8 + 3Bat3? + BS?
Per tant,
0= (1+ Ac® + Ba®)t? + (24Aaf + 3Ba?B)t? + (AB* 4+ 3Baf? — a)t + BB — .
Les soluciones de I'equacié anterior séon t1,ts,t3. Per tant,

2Aaf + 3Ba?B
1+ Aa? + Ba3'

t1+ 12 +1t3 =

Obtenim d’aquesta manera una expressié per a t; + to + t3 en funcié de « i de p.
Observem que, com que vp(t1),vp(t2) > 7 1 vp(s1),vp(s2) > 3r, de lexpressio de «
s’obté que

vp(a) > 2r.

A més, com que 8 = 51 — atq, tenim que
vp(B) > 3r.

Per tant,
vp(t1 + ta + t3) > 5r. (3.2)

Observem que l'expressié anterior és equivalent a t1 + to +t3 = 0 (mod p°").
Finalment, com que v,(t1),vp(t2) > r, de (3.2) es dedueix que wv,(t3) > r. Per tant,
vp(—t3) > r. S’obté aixi que P| + P € E|.

23



El procediment anterior, juntament amb la bijecci6 entre E, i E/, demostra el segiient
resultat.

Proposicié 3.15. Sigui E : y?> = 23 4+ Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui
p un nombre primer. Aleshores, per a tot nombre enter r > 1, E, és un subgrup de E(Q).

Observaci6 3.16. Si denotem per t(P) la coordenada t del punt P € E, (és a dir, si
P = (z,y) € E, t(P) = z/y), de expressi6 (3.2) obtenim que, per a tot Py, P, € E,,

t(Pl) + t(PQ) = t(Pl + PQ) (mod p4r).

Proposicié 3.17. Sigui E :y?> = 23 + Ax + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui
p un nombre primer. Aleshores, per a tot nombre enter r >, laplicacid

E,
Ao: —— = Z/pYZ

ES?"
P=(2,y)—p tP)=p
Yy
oo~ 0

és un morfisme de grups injectiu.

Demostracio. Observem primer que, com que

Up (p_rgi) = (") o (Zj) =v, (p7") +vp(t) = —r+7 >0,

I’aplicacié A, esta ben definida.

Siguin P, P, € E,. Tenim que \.(P) + \(P) = p"t(P1) + p "t(P) (mod p*") =
p " (t(Py) + t(P2)) (mod p*) = p~"t(Py + Py) (mod p*") = \.(P, + P,). Per tant, \, és
un morfisme de grups.

Sigui ara P = (z,y) € E, i suposem que \.(P) = 0 € Z/p*Z. Per tant, v, (p”%) =
—r + v, (t(P)) > 4r. Obtenim, doncs, que v,(t(P)) > 5r, és a dir, P € Ex,. Per tant, A,
és injectiu. O

El segiient resultat és clau per a la demostracié del Teorema de Lutz-Nagell.

Proposicié 3.18. Sigui E : y*> = 2>+ Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Per a
tot primer p, inic punt d’ordre finit de E1 €és oco.

Demostracio. Sigui P = (z,y) € E; un punt d’ordre n amb n > 2. Sigui p un nombre
primer i suposem que P € Fq{. El punt P pot pertanyer a un E, C FEj, perd no pot
pertanyer a infinits E, perqué el denominador de x no pot ser divisible per poténcies
arbitraries de p. Per tant, existeix un enter positiu r > 1 tal que P € E, i P ¢ E, ;.
Tenim, doncs, que v,(t(P)) = r. Distingim casos:

1. Suposem que p t n.
Com que per a tot P, P, € E, tenim que t(P; + Py) = t(P) +t(P,) (mod p°), s'obté
que t(nP) = nt(P) (mod p°"). Ara bé, com que nP = oo, s’obté
t(nP) =t(co) =0 = 0=nt(P)=np"\(P) (modp’) =
= 0=n\(P) (modp') = 0=X\(P) (modp™) = PcEs,
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on en la penultima implicacié6 hem utilitzat que p { n i en l'altima hem fet us de
la injectivitat de A\,. Com que P € Es,, tenim que v,(t(P)) > 5r, que contradiu
up(t(P)) = 7.

2. Suposem que p|n.
El punt @ = (n/p)P té ordre p i pertany a E; per ser E; subgrup de E(Q). Argu-
mentant igual que a l'inici de la demostracio, existeix un enter positiu ' > 1 tal que
Q€EE. 1Q¢ E, . Per tant, vp(t(Q)) = r’. Tenim ara

0 =t(o0) = t(pQ) = pt(Q) (mod p™) = v,(pH(Q)) > 5r.

Ara bé, vy(pt(Q)) = vp(p)+vp(t(Q)) = 1+7'. Com que r > 1, tenim una contradiccio.
U

Demostrem finalment el Teorema de Lutz-Nagell. Recordem l’enunciat.

Teorema 3.19. (Lutz-Nagell)
Sigui E : y?> = 23 + Az + B una corba elliptica amb A, B € 7. Sigui P = (z,y) € E(Q)
un punt d’ordre finit. Aleshores

1. z,y € Z.
2. 0bé y=0 obé y*|Agp.

Demostracio. Si P = (z,y) € E(Q) té ordre finit, per la proposicié anterior tenim que per
a tot primer p, P ¢ Ej, és a dir, els denominadors de z i de y no sén divisibles per cap
primer p. Per tant, x,y € Z. Aixd prova (1).

Si P és un punt de 2-torsid, aleshores y = 0. Suposem, doncs, que P té ordre n > 3. Com
que 2P també té ordre finit, les seves coordenades seran nombres enters. Ara bé, per les
formules de 1’endomorfisme de duplicacio6 [2], la coordenada x de 2P és

9z + 6Az? + A2 — 8zy?  9at + 6Ax? + A® — 8z(2® + Az + B)  (2* — A)? — 8Bz
4qy2 N 4qy2 N 4y2 ’

Per tant,
(2?2 — A)?2 — 8Bz
42

Com que també tenim que y?|z3 + Az + B, la igualtat

€Z = y*(2®— A)?—-8Buz.

Ap = —4A3 —27B? = — (322 +4A)((2*> — A)> — 8Bx) + (32> — 5Az — 27B) (2 + Az + B)
implica que y?|Ag, com voliem veure. O

Corollari 3.20. Sigui E/Q una corba elliptica. Aleshores, el subgrup de torsié E(Q)iors
€s finit.

Demostracio. El canvi de variable esmentat a l'inici de la seccié ens déna una corba el-

liptica amb coeficients a Z isomorfa a F. El Teorema de Lutz-Nagell ens diu que, en
aquest cas, només tenim un nombre finit de possibilitats pels punts de torsié de E. O
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4 Teorema de Mordell

En aquest capitol demostrarem el Teorema de Mordell.

Teorema 4.1. (Mordell)
Sigut E/Q una corba elliptica. Aleshores el grup abelia E(Q) és finitament generat, és a
dir,

E(Q) = E(@)tors 2] ZT,

on r > 0 és un nombre enter anomenat rang de E i E(Q)iors €s el subgrup de torsid de
E, que és finit.

Dividirem la demostracié d’aquest teorema en tres parts. En la primera demostrarem
un teorema conegut com a Teorema de descens. Aquest teorema ens diu que si en un
grup abelia I" tenim definida una funcié, coneguda com a funcié altura, que satisfa certes
propietats, i, a més, el grup I'/2T" és finit, aleshores el grup I' és finitament generat.

En la segona part definirem una funcié altura al grup abelia E(Q) i veurem que aquesta
funcié satisfa les hipotesis del Teorema de descens.

Finalment, en la tercera part, demostrarem el conegut com a Teorema feble de Mordell-

Weil, que ens diu que E(Q)/2E(Q) és finit.

4.1 Teorema de descens

En aquesta secci6 enunciem i demostrem el Teorema de descens.

Teorema 4.2. (Teorema de descens)
Sigui I' un grup abelia. Suposem que existeir una funcio

h:T — [0,00)
que satisfa
(a) Per a tot nombre real M, el conjunt {P € I : h(P) < M} és finit.
(b) Per a tot Py € T', existeiz una constant kg tal que
h(P + Py) < 2h(P) + ko, peratot Pel.
(c¢) Ezisteix una constant k tal que
h(2P) > 4h(P) — k, per a tot P € T.
Suposem, a més, que
(d) El subgrup 2T té index finit en T'.

Aleshores I' €s finitament generat.

Demostracio. Per (d), el grup I'/2I" és finit. Suposem que té ordre n. Siguin @1, Q2, ..., Qn
representants de cada classe d’equivaléncia de I'/2I". Per tant, per a tot P € T' existeix
un index i € {1,...,n}, que depén de P, tal que P — Q;, € 2I". Es a dir,

P—Q; =2P, (4.1)
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per a algun P; € I'. Repetint el mateix procés obtenim
P — Qi =2P, Po—Qiy=2P3, ... Py 1—Q;, =2P,,

on Qi,,...,Qi,, € {Q1,...,Qn} i Po,..., Py, € T'. Substituint les anteriors igualtats a
lequacio6 (4.1) es té que

Tenim, doncs, que P pertany al subgrup de I' generat pels Q;’s i P,,. Veurem que, escollint
un m suficientment gran, podrem fitar superiorment h(P,,). Per (a), tenim que només
hi ha un conjunt finit d’aquests punts. Per tant, aquest conjunt finit de punts juntament
amb els Q);’s generaran I'.

Apliquem (b) amb Py = —Q; per a tot 1 <i < n i obtenim una constant k; tal que

h(P — Q;) <2h(P)+ k;, peratotPel.
Sigui k' el maxim de totes les k;’s. Per tant, per a tot 1 < i < n, tenim que
h(P —Q;) <2h(P)+ k', peratotPel.
Sigui k la constant donada per (c). Aleshores,
4h(P;) < h(2P)) + k = h(Pj1 — Qi) + k < 2h(Pj_1) + K + k.

Reescrivint la darrera desigualtat obtenim

ih(Pj—l) + = Zh(Pj—l) - Z(h(Pj—l) — (K +k)).

Per tant, si h(Pj_1) > k' + k, es té que
3
WPy < 2n(py-a) (12)

Tenim, doncs, que, en la seqiiéncia de punts P, Py, P, ..., mentre que el punt P; satisfaci
h(P;) > k' + k, aleshores el punt Pjy; sempre satisfra h(Pjy1 < 3/4h(P;). Ara bé, si
comences amb un nombre i el multipliques reiteradament per 3/4, el resultat se’'n va cap a
zero. Per tant, reiterant (4.2), obtindrem un punt P, € I tal que h(P,,) < k' + k. S’obté
aixi que tot P € I" es pot escriure de la forma

P=a1Q1+a2Q2+ -+ a,Qn +2"R,
onai,...,a, €Z1iR €T satisfa h(R) < k' + k. Per tant, el conjunt
{Q1,Q2,...,Qn}U{R €T : h(R) §k‘/—|—k}

genera I'. Per (a) i (d), aquest conjunt és finit, com voliem demostrar. O

El nostre objectiu sera aplicar el Teorema de descens amb I' = E(Q) i A una funcio6
altura que definirem en la propera secci6. Veurem que aquesta funcié h satisfa les tres
primeres hipotesis del Teorema de descens. Per obtenir la darrera hipotesi, demostrarem
el Teorema feble de Mordell-Weil. Un cop demostrat tot aixo, aplicant el Teorema de
descens demostrarem el Teorema de Mordell.
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4.2 Altures

Introduim en aquesta seccio el concepte d’altura d’un punt de E(Q), on E/Q és una corba
elliptica. Comencem definint ’altura d’un nombre racional.

Definicié 4.3. Sigui x = ' € Q amb (a,b) = 1. Es defineiz laltura de x com
H(z) = H(m/n) := max{|m], |n|}

Six=0, Hx) = H(0) := 1.

Es defineiz Daltura logaritmica de x com
h(z) :=log H(x).

Definici6 4.4. Sigui E/Q una corba elliptica. Sigui P = (z,y) € E(Q). Es defineix
Daltura de P com

Si P =00, H(P) = H(0) :=1.

Definicié 4.5. Sigui E/Q una corba elliptica. S’anomena funcié altura en E(Q) a la
funcio

h: E(Q) — [0,00)
P —logH(P)
oo 0.

Observaci6 4.6. Si E/Q és una corba elliptica i P = (z,y) € E(Q), es té que altura
logaritmica de x coincideix amb h(P), ja que h(P) =log H(P) = log H(z) = h(z).

Lema 4.7. Siguin E : y> = 23 + Az + B una corba elliptica definida sobre Q i M > 0 un
nombre real. Aleshores, el conjunt {P € E(Q): h(P) < M} és finit.

Demostracio. Observem primer que el conjunt {x € Q : H(z) < M} és finit. En efecte,
siz="¢cQamb (m,n) =1, com que H(x) = max{al, |b|} < M, tenim que |m| < M
i|n| < M. Ara bé, com que m,n € Z, només existeix una quantitat finita d’ells satisfent
la fita anterior.

Observem que F(Q) també té aquesta propietat, és a dir, el conjunt {P € E(Q) : H(P) <
M} és finit (el mateix se satisfa si canviem H(P) per h(P)). Aix0 és degut a que els punts
del conjunt només tenen un nombre finit de possibilitats per a la seva coordenada x i per
a cada  només hi ha dues possibilitats per a la coordenada y. O

Observem que el lema anterior ens diu que la funci6 altura h satisfa la hipotesi (a) del
Teorema de descens. A continuacié veurem que també satisfa les hipotesis (b) i (c).

Recordem que sempre podem considerar E : y? = 2% + Az + B, amb A, B € Z. Per la
Proposicio tenim que, si P = (x,y) € F(Q), aleshores un nombre primer p divideix
el denominador de x si i només si divideix el denominador de y i que, en aquest cas, la
poténcia exacta de p que divideix el denominador de z i de y és p?" i p>", respectivament,
on r > 1 és un nombre enter. Per tant, argumentant de la mateixa manera per a tot
nombre primer p, obtenim que



amb m,n,u € Z, (m,u) =11 (n,u) = 1.

Observem que si P = (%, 1) aleshores H(P) = max{|m|,u?}. Per tant, |m| < H(P)
i u? < H(P). També podem fitar n en funci6 de H(P). Més concretament, existeix una

constant K > 0 que depén de A i B tal que

m n

=) € E@).

In| < KH(P)*?, peratot P = (ﬁ’ 3

En efecte, substituint el punt P a I’equacié de E i multiplicant per u, s’obté
n? = m?® + Au*m + BuS.
Per tant,
[n?| < [m®|+|Autm|+| Bu®| < H(P)*+|A|H(P)’+|B|H(P)’ = (1+|A|+| B|) H(P)*.

Considerant K = /1 + |A| + |B|, obtenim el resultat.

Amb tot aixo podem demostrar que la funcié altura h satisfa la hipotesi (b) del Teorema
de descens.

Lema 4.8. Sigui E : y*> = 2> + Az + B, amb A, B € 7 una corba elliptica. Aleshores,
donat Py € E(Q) existeix una constant kg, que depén de Py, de A i de B, tal que

h(P + Py) < 2h(P)+ ko, per a tot P € E(Q).

Demostracid. Observem que el resultat és trivial si Py = oo. Per tant, suposarem que
Py = (z0,y0) # oo. Observem també que per provar l'existéncia de kg és suficient fer-ho
per a tots els punts P € E(Q) excepte per a un subconjunt finit d’aquests, ja que pels
punts P d’aquest conjunt finit, mirem les diferéncies h(P + Py) — 2h(P) i agafem ko més
gran que totes aquestes. Amb aquestes simplificacions, és suficient provar el lema pels
punts P = (z,y) € E(Q) \ {Fo, —Fo, 00}.

Sigui

P+ Py:=(&n).

Necessitem calcular I'expressié de £ per poder calcular l'altura de P + FPy. Com que
P ¢ {Py,—Fo}, es té que x # xp. Per les formules de la suma de punts, obtenim que

(y — %0)* e — (y = y0)* — (& — w0)* (= + 20)
(x — 20)? ’ (x — 20)? '

&=
Desenvolupant el numerador veiem que apareix y?> — 22. Com que P € E(Q), podem
substituir y? — z3 per Az + B. S’obté aixi que

ay +bx? +cx+d
ex?+ fr+yg

£ = , (4.3)
on a,b,c,d,e, f,g € Q depenen de A, B, xg i yg. A lexpressié anterior, multiplicant el
numerador i el denominador pel minim com miltiple de a,b,c,d, e, f, g podem suposar
que a,b,c,d,e, f,g € Z. Substituint 2 = m/u® i y = n/u® i multplicant numerador i
denominador de I'expressi6 (4.3) per u* obtenim que

anu + bm?2 + emu? + du*
em? + fmu? + gut

£ =
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La darrera expressié de & és un quocient de nombres enters, perd no és necessariament
una fracci6 irreductible. A I'hora de calcular 'altura de £ aixo dltim no importa, ja que
simplificar el numerador i el denominador pel mateix factor només fa que I'altura de &
disminueixi. Per tant,

H(P + Py) = H(¢) < max{|anu + bm? + emu® + du?|, |em? + fmu® + gu®|}.
Com que u < H(P)Y?, |m| < H(P) i |n| < KH(P)*?, on K = /1 + |A| + |B]|, tenim

que

lanu 4 bm? + cmu® + du?| < |anu| + [bm?| + |emu?| + |du?| < (|aK |+ [b] + |c| + |d|) H (P)?

i

lem® + fr® + gu'| < lem?| + | fma?| + |gu®| < (le| + |f] + |g]) H (P)?.
Per tant,

H(P + Py) = H(€) < max{|aK| + [b] + |c| + |d], le| + |f| + |g|}H (P)*.
Prenent logaritmes obtenim que

h(P + Py) < 2h(P) + ko,
on ko = logmax{|aK| + |b| + |c| + |d|, |e| + | f| + |g|} depén només de A, B, xgiyo. O
Veiem a continuacioé que la funcié altura h satisfa també la hipotesi (c) del Teorema

de descens.

Lema 4.9. Sigui E : y?> = 23 + Az + B, amb A, B € Z una corba elliptica. Aleshores,
existeir una constant k, que depén de A i B, tal que

h(2P) > 4h(P) — k, per a tot P € E(Q).

Demostracid. De la mateixa manera que en el Lema [4.8] podem ignorar un subconjunt
finit de punts de E(Q), perqué sempre podem agafar k més gran que 4h(P) per a tots
els punts P d’aquest conjunt finit. En aquest cas demostrarem el lema només pels punts
P = (z,y) € E(Q)\ E(Q)[2], és a dir, descartarem els punts de 2-torsio.

Tenim que 2P = (§,n), on, per les formules de 'endomorfisme de duplicacié [2],

(322 + A)? — 8xy?

§= 12

Com que y? = f(x), on f(z) = 23 + Az + B, podem reescriure

(f'(z))? —8xf(x) a*—2A42% —8Bx + A?

&= 4f(x) T M3 +4Ax+4B (44)

Com que 2P # oo, tenim que f(z) # 0. Per tant, I'expressio (4.4) estd ben definida.
Observem també que, com que E és una corba elliptica, f(z) no té arrels dobles. Per
tant, f(z) i f'(z) no tenen cap arrel en comt. Es dedueix aixi que £ és un quocient de
dos polinomis coprimers amb coeficients enters.

Com que h(P) = h(x) i h(2P) = h(§), el que volem provar és
h(¢) > 4h(z) — k.

Aquest resultat sera conseqiiéncia immediata del segiient lema.
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Lema 4.10. Siguin ¢(z),v¢(z) € Z[x] dos polinomis sense arrels en comi. Sigui d el
mazim dels graus de ¢ i 1. Aleshores,

(a) Ezisteix un nombre enter R > 1, que depén dels coeficients de ¢ i 1, tal que per a tot
T eq,
mecd (nd¢ <T> ,ndw (@)) divideix R.
n n

(b) Ezisteizen constants k1 i ko, que depenen dels coeficients de ¢ i1, tals que per a tot
= € Q que no sigui arrel de v,

dh (%) ki <h (W) < dh (%) + ko

Demostracio.  [1], Capitol 3, Lema 3.6. O

Fent 2 =z, ¢(m/n) = ¢(x) = a* —242® -8Bz + A%, ¢(m/n) = ¢(z) = 42 + 1Az +
4B, d =41 kg = —k, l'apartat (b) del lema anterior ens demostra el Lema O

Demostrem aixi que la funcio6 altura de la Definicio [4.5|satisfa les tres primeres hipotesis
del Teorema de descens. Ens falta demostrar que F(Q)/2E(Q) és finit.

4.3 Teorema feble de Mordell-Weil
4.3.1 Preliminars de teoria algebraica de nombres

En aquesta secci6 es definiran i es presentaran conceptes i resultats d’algebra commutativa
i de teoria algebraica de nombres que necessitarem per demostrar el Teorema feble de
Mordell-Weil. Més concretament, es desenvolupara la teoria necessaria per poder enunciar
dos teoremes molt importants en teoria algebraica de nombres: el Teorema de finitud del
nombre de classes i el Teorema de les Unitats de Dirichlet. Comencem definint el concepte
de cos de nombres.

Definici6 4.11. Un cos de nombres és una extensid finita de Q. FEs diu que K és un cos
de nombres de grau n si el grau de l’extensic K/Q és igual a n.

La teoria algebraica de nombres estudia ’aritmética dels cossos de nombres. Particular-
ment, si K és un cos de nombres, la teoria algebraica de nombres estudia ’aritmética d’un
subanell de K, que definirem més endavant, anomenat anell d’enters de K. S’estudien,
entre molts altres temes, la factoritzacié tnica d’aquet anell i el seu grup d’unitats.

Definicié 4.12. Siguin A, B dominis d’integritat amb A C B. FEs diu que un element
b € B és enter sobre A si b és arrel d’un polinomi monic amb coeficients en A. El conjunt
d’elements de B que son enters sobre A s’anomena la clausura entera de A en B. Es diu
que B és enter sobre A si tot element de B és enter sobre A.

Proposicio 4.13. Siguin A, B dominis d’integritat amb A C B. La clausura entera de A
en B és un subanell de B que conté A.

Demostracio.  [6], Teorema 4.1.7. O
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Definici6 4.14. Un nombre complex s € C s’anomena enter algebraic si s és enter sobre
Z. El conjunt dels enters algebraics es denota per 2.

Corollari 4.15. € és un subanell de C.
Demostracio. El resultat és conseqiiéncia directa de la Proposicio [1.13] O

Definim a continuacié ’anell d’enters d’un cos de nombres K.

Definici6 4.16. Sigui K un cos de nombres. S’anomena anell d’enters de K a la clausura
entera de K sobre Z. L’anell d’enters d’un cos de nombres K es denota per Ok .

Observacio 4.17. Si K és un cos de nombres, aleshores O = QN K. Observem també
que, com a conseqiiéncia de la Proposicio [£.13] O és un subanell de K.

Veiem tot seguit que, si K és un cos de nombres, aleshores el cos de fraccions de Ok
és K.

Proposicio 4.18. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, el cos de fraccions de O €és
K.

Demostracio. Sigui F' el cos de fraccions de Ok. Sigui a € F. Aleshores, a = b/c, on
b,c € Ox amb ¢ # 0. Com que Og C K, tenim que b,c € K. Finalment, com que K és
un cos, es té que a = b/c € K. Per tant, F C K.

Sigui ara a € K. Com que K és una extensio finita de Q, 'extensio K|Q és algebraica.
Per tant, a és algebraic sobre Q, és a dir, a és arrel d’un polinomi

P(z)=2"+ Cno12" P e+ co,

onc¢ € Qperatot 0<i<n-—1. Siguibel minim comd multiple dels denominadors de
€0y C1, -+ ,Cn_1. Aleshores, bc; € Zperatot 0 <i<n-—11

V" P(a) = (ab)™ + (ben_1)(ab)™ ™t + -+ + (b"Ley) (ab) + ey = 0.

Es a dir, ab € K és un enter algebraic. Per tant, ab € Og. Com que Z C Ok, es té que
a = (ab)/be F. O

Definim a continuaci6 els conceptes de domini d’integritat integrament tancat i domini
noetheria i provem que 'anell d’enters d’un cos de nombres és integrament tancat i no-
etheria. Necessitarem aquest conceptes per definir posteriorment el que es coneix com a
domini de Dedekind.

Definicié 4.19. FEs diu que un domini d’integritat D és integrament tancat si els unics
elements del seu cos de fraccions que son enters sobre D son els mateizos elements de D.
Es a dir, D és integrament tancat si D és la seva propia clausura entera en el seu cos de
fraccions.

El segiient pas sera veure que l'anell d’enters d’un cos de nombres és integrament
tancat. Per provar-ho necessitarem el segiient resultat.

Lema 4.20. Siguin A, B,C dominis d’integritat amb A C B C C. Si B és enter sobre A
1 c € C és enter sobre B, aleshores ¢ és enter sobre A.
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Demostracio.  [6], Teorema 4.1.11. O

Proposici6 4.21. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, Ok és integrament tancat.

Demostracio. Per la Proposici6 [£.18 sabem que el cos de fraccions de Ok és K. Sigui
a € K enter sobre Ok. Com que Ok és enter sobre Z, pel Lema [£.20] tenim que a és enter
sobre Z, és a dir, a € QN K = Og. Per tant, Ok és integrament tancat. O

Definici6 4.22. Es diu que un domini d’integritat D és un domini noetheria si tota cadena
ascendent d’ideals de D estaciona. Es a dir, D és un domini noetheria si per a tota cadena
d’ideals de D de la forma

LCCLC...I[,C...

existeix un enter positiv ng tal que I, = I, per a tot n > ny.

El segiient resultat ens caracteritza els dominis noetherians.

Proposicio 4.23. Sigui D un domini d’integritat. Aleshores, D és un domini noetheria
st 1 només si tot ideal de D és finitament generat.

Demostracio. Sigui D un domini noetheria. Suposem que hi ha un ideal I de D que no és
finitament generat. Per tant, I # (0). Sigui a; € I amb ay # 0 i sigui A; I'ideal generat
per ay, és adir, A1 = (a1). Clarament, A; C I. A més, com que A; és finitament generat i
I no ho és, tenim que Ay # I. Per tant, A; C I. Sigui ara ay € I, a2 ¢ A isigui Ag l'ideal
Ay = (a1,a2). De manera analoga als arguments anteriors, obtenim que A; C Ay C I.
Iterant aquest procés obtindriem una cadena infinita estrictament creixent d’ideals de D,
Ay C Ay C ..., contradient que D sigui un domini noetheria. Per tant, tot ideal de D és
finitament generat.

Suposem ara que D és un domini d’integritat en queé tot ideal és finitament generat. Sigui

LCLCIz3C...

una cadena ascendent d’ideals de D. Com que | J;~; I, també és un ideal de D, aleshores
U, I, és finitament generat. Per tant, existeixen ai, as, ..., am € D de manera que

o0
U I, = (a1,a2,...,am).
n=1

Peratot1 <i <mestéquea; € Ufle I,. Posem a; € I, isigui k = max(ni,n2,...,m
Clarament, I, C (J;2,I,. Com que n; < k, es té que I,, C I per a tot 1 < i
m. Per tant, per a tot 1 < ¢ < m tenim que a; € I. S’obté, doncs, que (U, I,
(a1,a9,...,an) C I. Aixo prova que | Jo7 | I, = I). Per tant, I, = I} per a tot n > k.
Es demostra aixi que D és un domini noetheria.

A~

O

Per provar que ’anell d’enters d’un cos de nombres K és un domini noetheria necessi-
tarem el segilient resultat.

Lema 4.24. Sigui K un cos de nombres de grau n. Sigui I un ideal no nul de Ok.
Aleshores, existeizen elements n1,...,n, € I tals que tot element o € I es pot expressar
de manera unica de la forma

a=&n+ -+ &,

on &1,...,& € Z. FEn particular, I és finitament generat. Es diu que I és un Z-modul
finitament generat.
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Demostracio. La demostracié es basa en el concepte de discriminant de n elements d’un
cos de nombres de grau n i en algunes de les seves propietats. No desenvoluparem aquests
detalls perqué no necessitarem el concepte de discriminant en la resta de la seccié. La
prova del resultat es pot trobar a [6], Teorema 6.5.2. U

Proposicio 4.25. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, O €és un domini noetherid.
Demostracio. El resultat és conseqiiéncia directa de la Proposici6 [£.23]1 el Lema [£.24] O

Sabem que un ideal maximal d’un domini d’integritat D és sempre un ideal primer.
El reciproc, perd, no és sempre cert, tot i que si que ho és si D és un domini d’ideals
principals. Provarem a continuacié que aquest resultat també se satisfa en ’anell d’enters
d’un cos de nombres K, és a dir, tot ideal primer de I'anell de nombres d’un cos de nombres
K és maximal. Necessitarem el segiient lema.

Lema 4.26. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, per a tot ideal I C Ok es té que
Uanell quocient Ok /I és finit.

Demostracio. La demostracio es basa en un resultat que ens diu que per a tot ideal I C Ok
es té que INZ # () i en el fet que, pel Lema sabem que Ok és un Z-modul finitament
generat. La prova del resultat es pot trobar a [5], Proposici6 12.2.3. O

Proposicio 4.27. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, tot ideal primer no nul de Ok
€s maximal.

Demostracio. Pel Lema si p és un ideal primer no nul de Ok, aleshores O /p és un
domini d’integritat finit. Com que tot domini d’integritat finit és un cos, es té que O /p
és un cos. Per tant, p és maximal. O

A continuacié definim el concepte de domini de Dedekind. Una de les propietats més
importants dels dominis de Dedekind és que tots els seus ideals no nuls es poden expressar
de manera tnica com a producte d’ideals primers. Veurem que ’anell d’enters d’un cos
de nombres és un domini de Dedekind i, per tant, els seus ideals no nuls ademeten una
factoritzacioé tnica com a producte d’ideals primers. Fem notar la similitud d’aquest fet
amb el Teorema Fonamental de I’aritmética, que ens diu que Z és un domini de factoritzacié
anica. Tot i aixd, no tot anell d’enters d’un cos de nombres és un domini de factoritzacié
tnica. Definirem més endavant el nombre de classes de ’anell d’enters d’un cos de nombres
K. El nombre de classes de ’anell d’enters d'un cos de nombres K ens mesura, en certa
manera, quant de lluny estd Ok de ser un domini de factoritzaci6 tnica.

Definici6é 4.28. Es diu que un domini d’integritat D és un domini de Dedekind si D
satisfa les segiients tres propietats:

(i) D és integrament tancat.
(ii) D és un domini noetheria.
(i1i) Tot ideal primer no nul de D és un ideal mazimal.

Proposicio 4.29. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, O és un domini de Dedekind.

Demostracio. El resultat és conseqiiencia directa de les proposicions [4.21] [4.25]i [£.27 O
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Teorema 4.30. Sigui D un domini de Dedekind. Aleshores, tot ideal no nul a de D és
pot escriure de manera unica com

a:ptlll... an

n

on, per a tot 1 < i <mn, p; és un tdeal primer de D i a; és un nombre enter positiu.
Demostracio.  [10], Teorema 3.7. O

Definim tot seguit el concepte d’ideal fraccionari d’'un domini d’integritat D.

Definici6 4.31. Sigui D un domini d’integritat. Sigui F' el cos de fraccions de K. Un
subcongunt no buit A de F' s’anomena ideal fraccionari de D si satisfa les segiients tres
propietats:

(i) Sia, B € A, aleshores o+ f € A.
(i1)) St € Air € D, aleshores ra € A.
(11i) Existeix un element v € D\ {0} tal que yA C D.

Observaci6 4.32. La condicio (iii) de la Definicio ens diu que podem entendre v com
un multiple dels denominadors dels elements d’un ideal fraccionari. Un ideal fraccionari
d’un domini d’integritat D que és alhora un subconjunt de D és clarament un ideal de D
en el sentit usual. A més, tot ideal de D és un ideal fraccionari de D que és un subconjunt
de D. Normalment ens referim als ideals de D en el sentit usual com a ideals enters.
Observem que si A és un ideal fraccionari de D i 7 és I’element que apareix a la Definicio
aleshores vA és un ideal enter de D.

Es pot veure que es pot estendre la factoritzacié tnica del Teorema a ideals
fraccionaris d’'un domini de Dedekind. Més en general, es pot provar que el conjunt
d’ideals fraccionaris d’un domini de Dedekind forma un grup abelid amb la multiplicacié
d’ideals. El segiient teorema recull tot aixo.

Teorema 4.33. Sigui D un domini de Dedekind. Aleshores, el conjunt d’ideals fraccio-
naris no nuls de D té estructura de grup abelia amb la multiplicacio d’ideals.

Demostracio.  [6], Teorema 8.3.3. O

Corollari 4.34. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, el conjunt d’ideals fraccionaris
no nuls de Ok té estructura de grup abelia amb la multiplicacié d’ideals. Aquest grup es
denota per I(K).

Demostracio. El resultat és conseqiiéncia directa de la Proposici6 [4.29|i del Teorema {4.33
O

Definim a continuacio el grup de classes d’ideals de ’anell d’enters d’un cos de nombres.
Si K és un cos de nombres, sabem pel Corollari que els ideals fraccionaris no nuls
de Ok formen un grup I(K) amb la multiplicacié d’ideals. Un subconjunt important de
I(K) son els seus ideals principals. Aquests son de la forma (o) = {ra : r € Ok}, on
a € K*. Els ideals principals de I(K) formen un subgrup de I(K), que denotem per
P(K), ja que (a)(8)~! = (aB71) € P(K) per a tot (a),(B8) € P(K). Com que I(K) és
un grup abelia, es té que P(K) és un subgrup normal de I(K). Per tant, el grup quocient
I(K)/P(K) esta ben definit.
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Definicié 4.35. Sigui K un cos de nombres. Sigui I(K) el grup dels ideals fraccionaris
no nuls de Ok, i sigui P(K) el subgrup dels ideals principals de I(K). El grup quocient
I(K)/P(K) s’anomena grup de classes d’ideals de O . Denotem el grup de classes d’ideals
de Ok per Cl(K).

Definici6 4.36. Sigui K un cos de nombres. L’ordre del grup de classes d’ideals de Ok
s’anomena el nombre de classes de O . Denotem el nombre de classes de Ok per h(K).

Un dels teoremes més importants en teoria algebraica de nombres és el Teorema de
finitud del nombre de classes, que ens diu que per a qualsevol cos de nombres K es té que
h(K) és finit. Abans, pero, donem una altra interpretacio del grup Cl(K).

Sigui K un cos de nombres. Si dos ideals no nuls a, b de Ok estan a la mateixa classe
de CI(K) = I(K)/P(K), direm que a i b son equivalents. Escriurem a ~ b. Es té que

a~bealbe P(K) < a b= (a), peraalgun a € K*
< b =a(a), per aalgun o € K* < (a)a = (b)b, per a alguns a,b € Ok \ {0}.

El segiient resultat ens diu que el nombre de classes de 1’anell d’enters d'un cos de
nombres K ens mesura, en certa manera, quant de lluny esta O de ser un domini de
factoritzacié tnica.

Proposicio 4.37. Sigui K un cos de nombres. Aleshores

hMK)=1<%< Ok és un domini d’ideals principals

& Ok és un domini de factoritzacid inica.

Demostracid. Totes les implicacions séon trivials excepte el fet que si Ox és un domini
de factoritzaci6é tnica, aleshores Ok és un domini d’ideals principals. La demostracié
d’aquest darrer resultat es pot trobar a [10], Proposicio 3.18. O

Enunciem finalment el Teorema de finitud del nombre de classes.

Teorema 4.38. (finitud del nombre de classes)
Sigui K un cos de nombres. Aleshores, h(K) és finit.

Demostracio.  [6], Teorema 12.5.4. O

Per finalitzar aquesta seccid, enunciarem un altre teorema molt important en teoria
algebraica de nombres que, juntament amb el Teorema de finitud del nombre de classes,
necessitarem per demostrar el Teorema feble de Mordell-Weil: el Teorema de les Unitats
de Dirichlet.

Teorema 4.39. (Unitats de Dirichlet)
Sigui K un cos de nombres. Aleshores, el grup O és finitament generat.

Demostracio.  [5], Capitol 19, §3, Lema 4. O
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4.3.2 Demostracié del Teorema feble de Mordell-Weil

L’objectiu d’aquesta seccié és demostrar que, donada una corba elliptica E/Q, el grup
E(Q)/2E(Q) és finit. Fent un canvi de variables, considerarem E : y?> = f(z), on f(z) =
23+ Az + B, amb A, B € Z.

Definim el segiient anell

R:=Q(¢) = Qlz]/(f(x)),

on ¢ denota la classe de x. Pel Teorema Xinés del Residu, es té que
n
R= @ Qll/(fi(2)), (4.5)
i=1

on f; denota un factor irreductible de f en Q[z]. Observem que, n = 1 si f és irreductible
sobre Q, n =2 si f té una arrel a Q, i n = 3 si f té les tres arrels a Q. Recordem que, si
f és irreductible sobre Q, aleshores R = Q(§) = Q[z]/(f(x)) és un cos. D’altra banda, si
f té una tnica arrel a € Q, aleshores f(z) = (z — a)g(z), on g(x) és un polinomi monic
de grau 2 irreductible sobre Q|x], i

Q] . Q] . Ql
- C @) 2% )

Finalment, si f té les tres arrels a Q, tenim que R=ZQ d Q ¢ Q.

R

Il

Denotarem el grup de les unitats de R per R*. Observem que un polinomi h(x) € Q[z]
pertany a R* si h(x) és coprimer amb f(z). Com que R és isomorf a la suma directa

(4.5), es té que
n
R* =Ry,
i=1

on R; = Q[z]/(fi(x)).

Per veure que E(Q)/2E(Q) és finit, construirem un morfisme des de F(Q) que tingui
com a nucli 2E(Q) i veurem que aquest morfisme té imatge finita. Com a conseqiiéncia
del Primer Teorema d’Isomorfia obtindrem que E(Q)/2FE(Q) és finit. Per poder definir
aquest morfisme necessitem introduir el segiient subgrup de R*:

(R*)?:={r*:r € R*}.

A la proposicié segiient definim el morfisme esmentat i provem que és un morfisme de
grups amb nucli 2E(Q).

Proposicié 4.40. Sigui E : y?> = 23 + Ax + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui
R=Q(&) = Qlx]/(f(x)), on f(x) = 23+ Ax + B. L’aplicacié

¢ : B(Q) — R*/(R*)?

1 st P =00
6(P) = d(a,B) = a—¢ §B£0
(f(@), o= (mod(g(x))) sif=0

on g(z) = f(z)/(x — «), és un morfisme de grups amb ker(¢) = 2E(Q).
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Demostracid. Observem, primer de tot, que 'aplicacié ¢ estd ben definida. En efecte, si
P = (o, ) € E(Q) no és un punt de 2-torsio, aleshores a — x és coprimer amb f(x). Per
tant, o — & és una unitat de R = Q(§). Si P = («,0) € E(Q) és un punt de 2-torsio,
aleshores f(z) = (z — a)g(z), on g(x) és un polinomi monic de grau 2, i R = Q[z]|/(x —
a) ®Qlz]/(g(x)). Com que f(x) no té arrels dobles, es té que f'(a) # 0. Finalment, com
que o — x és coprimer amb g(z), s’obté que ¢(P) = (f'(a), @ — 2 (mod(g(z))) és una
unitat de R per ser cada factor una unitat.

Veiem a continuacié que ¢ és un morfisme de grups. Per a tot P = («a, 8) € E(Q) es té
que ¢(P) = ¢(—P), ja que la definicié6 de ¢ no depeén del signe de . Observem que si
w € R*/(R*)?, aleshores w? = 1, és a dir, w = w™!. Per veure que ¢ és morfisme de
grups és suficient provar que per a tot A, B,C € E(Q), si A+ B + C = oo, aleshores
$(A)p(B)p(C) = oo. En efecte,

$(A+ B) = ¢(-C) = ¢(C) = (6(A)p(B)) ™" = p(A)$(B).

Posem A = (z1,91), B = (22,1y2),C = (z3,y3) € E(Q) i suposem que A+ B + C = .
Demostrarem la proposicié en el cas en qué els tres punts A, B i C son diferents. Els altres
casos es poden provar utilitzant les formules de suma de punts i de duplicaci6. Distingim
€asos:

1. r1 = T2.
Com que A, B, i C estan sobre una mateixa recta (perqué A+B+C = o0), aquesta recta
sera vertical. En aquest cas tenim que B = —A 1 C' = oco. Per tant, ¢p(A)op(B)o(C) =
H(A)p(—A)p(c0) = ¢(A)? = 1 modul quadrats de R

2. I 75 x9.

(a) Suposem que cap dels punts A, B,C és un punt de 2-torsio.
En aquest cas es té que

Pp(A)p(B)P(C) = (z1 — ) (z2 — (23 — §).
Com que els tres punts estan sobre una mateixa recta y = cx + d, s'obté que
F(@) = (cx + d)? = (21 — @) (z2 — 2) (23 — @). (4.6)
Reduint Uequacio (4.6) modul (f(z)) s'obté que ¢(A)¢(B)p(C) =1 a R /(R¥)2.

(b) Suposem que només A = («,0) és un punt d’ordre 2.
En aquest cas hem de veure que se satisfa ¢p(A)p(B)d(C) =1 en les dues compo-
nents de
Qe Qe o QU
(z—a) = (g(x)) (9(2))
A la segona component, reduint I'equaci6 (4.6) modul (g(z)) i mirant el resultat a
R*/(R*)?, es té que

1= (a—z)(z2 —2)(z3 —x) (mod g(z)) = ¢(A)p(B)¢(C).

Per veure que el resultat també se satisfa en la primera component, derivem la
igualtat (4.6) respecte de x i fem 2 = «a. Aleshores, f'(a) = (x2 — a)(z3 — ).
Ara bé, com que ¢(A) = f(a) (mod (z — a)), ¢(B) = 2 — @ (mod (z — «)) i
#(C) = x3 — a (mod (x — «)), obtenim que

$(A)p(B)p(C) = f'(@)(w2 — a)(z3 — @) = (f'(2))* = 1.

R

12
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(¢) Suposem que els tres punts A, B i C' sén punts de 2-torsio.
Posem A = (01,0),B = (02,0),C = (03,0). En aquest cas hem de veure que se
satisfa ¢(A)p(B)p(C) =1 en les tres components de

Q[z] Q[] Q[z]
=60 " (w—060) C w—09)

1

R =QoeQaQ.

Derivant una altra vegada (4.6) respecte de x i fent x = 6;, es té que

per a 1 <7 <3. Ara bé, com que

O(A) = (f'(61), 21 — b2, 21 — 03)
¢(B) = (v2 — 01, f'(62), w2 — 63)
¢(C) = (x3 — 01,23 — b2, f'(63)),

obtenim que
$(A)p(B)o(C) = ((f'(61))% (f'(62))%, (f'(63))*) = (1,1, 1).
Es demostra aixi que ¢ és morfisme de grups.

Provem ara que ker(¢) = 2E(Q). Com que ¢(2P) = ¢(P)? = 1 per a tot P € E(Q),
tenim que 2E(Q) C ker(¢). Sigui ara P = («, 3) € ker(¢), P # oco. Aleshores, ¢(P) = 1.
Es a dir, ¢(P) és un quadrat a R = Q(€). Es dedueix, doncs, que a—¢ també és un quadrat
a R. En efecte, si 8 # 0, és a dir, si P no és un punt de 2-torsio, es té que a—¢ = ¢(P) = 1.
Si P és un punt de 2-torsio, tenim que ¢(P) = (f/'(«), o —x (mod (g(x)))) = (1,1). Ara
bé, com que

a—¢=(a—z (mod (x —a)), a—z (mod (g(x))))

Q[]
= (0, a =z (mod (g(x)))) € Q(§) = ,
(z—a) = (g9(x))
del fet que 0 1 & — z (mod (g(x))) siguin quadrats a R*, es dedueix que o — & també ho
és.
Com que o — ¢ és un quadrat a R = Q(&) i {1,£,£2} és una base de Q(¢) com a Q-espai
vectorial, es té que

a—§&= (041€2 + o€ + a3)2, (4.7)
on ai,ag, a3 € Q. Com que f(£) =0, tenim que &3 = —A¢ — B. Per tant,
e1é+ f1 = (1€ + a2 + az)(—a1€ + a), (4.8)

on ey, fi € Q. Observem que aj # 0 perqué, altrament, la independéncia lineal de 1, &, &2
ens donaria una contradicci6 a la igualtat (4.7).
Elevant al quadrat la igualtat (4.8), substituint a (4.7), i dividint entre a2 s’obté

(a& +0)* = (a = &)(h —€)*,
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on h,a,b € Q. Per tant, el polinomi (az + b)? — (o — x)(h — x)? és un miltiple de f(z).
Ara bé, com que els dos polinomis tenen el mateix grau i sén monics, es té la igualtat
f(z) = (ax +b)? — ( — x)(h — x)%. Interpretant aquesta darrera igualtat geométricament
es dedueix que la recta y = ax + b talla E en el punt (o, 3) o (o, —f3) i és tangent a E en
el punt (h,t), on t = ah +b € Q. Per tant,

(o, £5) 4 2(h,t) = o0,
on el signe de 3 s’escull adequadament. Per tant,
P =(a,B) =20,

on @ = (h,Ft) € E(Q), escollint el signe adequat per a t. Es demostra aixi que ker(¢) C
2E(Q). Per tant, ker(¢) = 2E(Q). O

Pel Primer Teorema d’Isomorfia tenim que E(Q)/2E(Q) = ¢(E(Q)) € R* /(R*)?. Per
tant, per acabar de demostrar que F(Q)/2E(Q) és finit, hem de veure que ¢(E(Q)) és
finit. Recordem que podem escriure R = Q[z]/((f(x)) com la suma directa dels cossos
R; = Q[z]/(fi(z)) i R* com la suma directa de R. Per tant, la imatge ¢(E(Q)) es pot
veure com un subgrup de la suma directa de R}/(R;)?. Observem que, amb aquestes
identificacions, provar que la imatge ¢(E(Q)) és finita és equivalent a veure que, per a
tot P € E(Q), la component i-éssima de ¢(P) pertany a un subgrup finit de R /(R})>.
Com que el conjunt de punts de 2-torsié de E és un conjunt finit, no ens preocuparem en
calcular les imatges per ¢ d’aquests punts. Suposem, doncs, que P = (o, ) € E(Q), amb
B # 0. Com que sempre podem considerar la corba elliptica E definida sobre Z, podem
suposar, doncs, que a = m/u?, amb m,u € Z i (m,u) = 1. Observem que, com que
no estem considerant les imatges dels punts de 2-torsio, es té que, per a tot P € E(Q),
#(P)=a—¢ € R=Q(). Esadir, ¢ es comporta igual en totes les components de
R/ (RiX)Q. Sense pérdua de generalitat, treballarem, doncs, en la component i-éssima de
RX/(R)%. Sigui 0 := 6; una arrel de f(x). Posem K := Q(6;) = Q(#). Podem escriure
f(x) = (x—0)g(x), on g(z) = 2240z + A+62. Com que f(x) € Z[z]i f(#) = 0, tenim que
6 és un enter algebraic. També sén enters algebraics m —u?6 i g(m/u?)u?, perqué € O
i Z C Og. Mantindrem tota aquesta notacié fins al final d’aquesta seccié. Procedim a
provar tres lemes que necessitarem per demostrar el Teorema feble de Mordel-Weil.

Lema 4.41. Sigui E : y?> = f(z), amb f(x) = 2® + Ax + B € Z[z], una corba elliptica.
Sigui P = (o, 8) € BE(Q)\ E(Q)[2], on a = m/u?, amb m,u € Z i (m,u) = 1. Es defineiz
lideal
I(P) := (m —u? g(m/u*)u?) C O.
Aleshores, el conjunt d’ideals I(P) és finit, és a dir,
{{(P): P € E(Q)\ E(Q)[2]}

és finit.
Demostracié. Tenim que

g(z) —g(0) =2® + 0z + A+ 0> —20° — A —?
=22 + 02 —20° = (x — 0)(x + 20).
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Substituint 2 = m/u? i multiplicant per u* es té que
g(m/u®)ut — g(O)u* = (m — u?0)(m + 20u?).
Per tant, g(6)u* € I(P). També es té que
9(0)2” — g(x)6% = g(0)(2* — ) + 6°(9(0) — g())
= g(0)(x — 0)(x + 0) — *(x — 0)(x + 20)
= (2 — 0)(g(0)(z + 0) — 6*(z + 20))
Substituint 2 = m/u? i multiplicant per u* s’obté
g(0)m? — 0 g(m/u®)ut = (m — u?0)u?(g(0)(m/u® + 0) — 6*(m/u® + 26)).

Per tant, g(6)m? € I(P).

Es dedueix, doncs, que (g(8)m?, g(0)u*) C I(P). Ara bé, com que m? i u* sén coprimers,
tenim que (g(#)) C (9(8)m?,g(0)u*) C I(P). Es a dir, I(P) divideix (g(f)). Com que
Ok és un domini de Dedekind, 'ideal (g(f)) té un nombre finit de divisors. Per tant, el
nombre d’ideals I(P) és finit. O

2 4

Lema 4.42. Sigui E : y?> = f(z), amb f(x) = 2® + Ax + B € Z[z], una corba elliptica.
Sigui P = (o, B) € E(Q)\ E(Q)[2], on a = m/u? i B = n/u*, ambm,n,u € Z, (m,u) =1
i (n,u) = 1. Sigui I(P) = (m—u?, g(m/u?)u?) C Ok. Aleshores, existeiz un ideal C C Ok
tal que

(m —u?) = I(P)C*.

Demostracid. Observem que podem escriure (m — u?) = I(P)I; i (g(m/u®)u*) = I(P)Iy,
on I1,I C Ok soén ideals coprimers. Com que 82 = f(a), es té que n?/u® = (m/u? —
0)g(m/u?). Multiplicant aquesta darrera igualtat per u% es té que n? = (m—u20)g(m/u?)u*.
Per tant (n?) = I(P)%I115. Es a dir, I1I5 ha de ser el quadrat d’algun ideal de Ok. Ara
bé, com que Iy i I5 sén coprimers, tant I; com Iy han de ser quadrats d’ideals de Ok . Per
tant, existeix un ideal C' C Ok tal que I = C?. (|

Lema 4.43. Sigui E : y* = f(x), amb f(x) = 23 + Ax + B € Z[z], una corba elliptica.
Sigui P = (a, B) € B(Q) \ E(Q)[2], on a = m/u?, amb m,u € Z i (m,u) = 1. Aleshores
existeiz un conjunt finit d’enters algebraics S C Ok de manera que podem escriure

m —u*0 = uyr?,

onmueOi, TeKivesS

Demostracio. Siguin C1,Ca,. .., C,, representants del grup de classes d’ideals de Ok (re-
cordem que el grup de classes d’ideals de I’anell d’enters d’un cos de nombres és finit pel
Teorema de finitud del nombre de classes (Teorema). Sigui C' C Ok un ideal tal que
(m — u?0) = I(P)C?. Es té que C ~ Cs, on Cs € {Cy,Cs,...,Cp}. Es a dir, existeixen
p1,p2 € Ok tals que (p1)C = (p2)Cs. Per tant, I(P)C? ~ I[(P)C? = (m — u?0). Es a
dir, I'ideal I(P)C? és principal. Posem I(P)C? = (v), on v € Ok. Com que el conjunt
d’ideals I(P) és finit, existeix una quantitat finita d’expressions de la forma I(P)C2. Per a
cadascuna d’aquestes expressions considerem un v € Ok tal que I(P)C? = (vy). Obtenim
aix{ el conjunt finit S de 'enunciat. De les igualtats (p?(m —u?6)) = I(P)(p3)C? = (yp3),
es dedueix que existeix u € Ok tal que p?(m — u?0) = uyp3. Finalment, recordant que el
cos de fraccions de Ok és K, s’obté el resultat posant 7 = pa/p; € K O
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Demostrem a continuacio el Teorema feble de Mordell-Weil.

Teorema 4.44. (feble de Mordell-Weil)
Sigui E/Q una corba elliptica. Aleshores, el grup E(Q)/2E(Q) és finit.

Demostracié. Fent un canvi de variables, considerem E definida sobre Z. Recordem que és
suficient provar que la imatge ¢(E(Q)) és finita, on ¢ és el morfisme de la Proposicié m
Recordem també que provar aixo ultim és equivalent a provar que per a tot P = («, ) €
E(Q)\ E(Q)[2], la component i-¢ssima de ¢(P) pertany a un subgrup finit de R /(R)?.
Posem o = m/u?, on m,u € Zi (m,u) = 1. Es té que ¢(P) = m/u?—¢& modul quadrats de
R*. A la component i-éssima K := Q(#;) = Q(6) de R = Q[z]/(f(x)) es té que ¢(P) val
m/u? — 0. Pel lema anterior, s'obté que m/u? — 0 = (1/u?)(m — u?0) = (1/u?)uyr? = uy
a RX/(R)? on v pertany a un conjunt finit d’enters algebraics S C O i u € Of.
Pel Teorema de les Unitats de Dirichlet (Teorema , O} és finitament generat. Sigui
U1, U2, ..., u; una base de Oj. Aleshores, modul (R)?, la component i-éssima de ¢(P)
té un representant de la forma uf'ug? - - - ug'y, on ¢ € {0,1} per a tot 1 <7 <¢. Com que
només hi ha una quantitat finita de v, s’obté que la component i-éssima de ¢(P) té un
nombre finit de representants a R /(R})%. O

Demostrem finalment el Teorema de Mordell (Teorema

Demostracio. (Mordell)

El Teorema feble de Mordell-Weil (Teorema ens diu que E(Q)/2E(Q) és finit. Pels
lemes i tenim que la funci6 altura de la definicio satisfa les tres hipotesis
del Teorema de descens (Teorema [4.2). Aplicant el Teorema de descens, es té que E(Q)
és finitament generat. O

4.3.3 Teorema feble de Mordell-Weil i cohomologia de Galois

L’objectiu d’aquesta darrera seccié és presentar breument una versié alternativa a la de-
mostracié del Teorema feble de Mordell-Weil de la seccié anterior. La demostracié que
exposarem es basa en conceptes i resultats de cohomologia de grups (en particular, de
cohomologia de Galois) que anirem presentant al llarg de la seccio. Necessitarem no-
més introduir els grups de cohomologia H® i H'. A més a més, presentarem també dos
grups molt importants en 'estudi de corbes elliptiques: el grup de Selmer i el grup de
Shafarevich-Tate.

La cohomologia de grups és una eina per estudiar ’estructura d’un grup a través de
les accions que aquest té sobre altres grups o conjunts. La cohomologia de Galois, en
particular, estudia l'estructura del grup de Galois d’una extensié de cossos L/K a través,
per exemple, de l'accié de Gal(L/K) sobre L o L*.

Comencem presentant el concepte de G-modul i de morfisme de G-moduls.

Definici6 4.45. Siguin G un grup i M un grup abelia sobre el qual G actua. Es diu que
M és un G-modul.

Definici6é 4.46. Siguin G un grup ¢ M, N dos G-moduls. Un morfisme de grups ¢ :
M — N és diu que és un morfisme de G-moduls si és un morfisme de grups compatible
amb accid de G, és a dir, si

p(gm) = gp(m)
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per a tot g€ G i tot me M.

En cohomologia de grups, donat un grup G i un G-modul M, s’acostuma a parlar
de grups topologics (grups dotats d’una topologia de manera que l'operacié del grup i
el pas a l'invers siguin aplicacions continues). Es en aquest context on habitualment es
demana que l'accié de G en M sigui continua. Si el grup G és finit, dotem G amb la
topologia discreta i tenim aixi que tota accid i tota aplicacié és continua. En canvi, si G
és infinit, necessitem dotar G d’una topologia més precisa. Un exemple de grup infinit
molt important és el grup de Galois de la clausura algebraica d’un cos. Aquest grup es
pot dotar d’una topologia concreta, coneguda com a topologia de Krull, de manera que
les accions i les aplicacions del grup siguin continues. La teoria infinita de Galois estudia
aquestes extensions de Galois infintes. No és objectiu d’aquest treball desenvolupar tota
aquesta teoria. Suposarem, doncs, que totes les accions i aplicaciones de la resta de la
seccid so6n continues.

Recordem el concepte de successié exacta de grups.

Definici6 4.47. Siguin M, N, P grupsia: M — N i f: N — P morfismes de grups.
La successio de grups
05MSNELPoo

es diu que €s una successid exacta curta si o 1 B son morfismes de grups, « és injectiu,
és exhaustiu i ker(f) = Im(a).
Més en general, es diu que una successio de grups

oM ASNS P (4.9)

és ezacta a N si ker(f) = Im(a). Es diu que la successid (4.9) és exacta si és exacta a
cada grup de la successio.

Presentem a continuacio el grup de cohomologia HP.

Definici6 4.48. Siguin G un grup ¢ M un G-modul. Es defineiz el grup de cohomologia
HY(G, M) com

HYG,M):=MY%={meM: gm=m per a tot g € G}.

Observacio 4.49. Siguin G un grup i M un G-modul. Observem que si I'accié de G en
M &s trivial, aleshores HY(G, M) = M.
Per poder definir el grup de cohomologia necessitem introduir el grup dels 1-cocicles i

el grup de les 1-covores.

Definici6 4.50. Siguin G un grup ¢ M un G-modul. El conjunt

ZNG, M) = {aplicacions f : G — M : f(g192) = f(g91) + 91.f(g2) per a tot g1,g0 € G}

s’anomena conjunt dels 1-cocicles.

El conjunt dels 1-cocicles Z!(G, M) de la definici6 anterir també és coneix amb el nom
de conjunt dels morfismes creuats, i és un grup amb la suma d’aplicacions.

Observacio 4.51. Siguin G un grup i M un G-modul. Si 'accié de G en M és trivial,
aleshores Z!(G, M) = Hom(G, M) és el conjunt dels morfismes de grups de G en M.
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Donat un grup G i un G-modul M, hi ha una manera de construir elements de
ZY G, M). Sigui m € M. Definim f,,(g) := gm — m. Clarament, f,, és una aplica-
ci6 de G en M. A més,

fm(9192) = g1(gam) —m = g1m —m + gi(gam —m) = fr(g1) + g1fm(g2)-
Per tant, f,, € Z1(G, M). Aquest fet motiva la segiient definicio.

Definicié 4.52. Siguin G un grup i M un G-modul. El conjunt
BYG, M) :={f € Z"(G,M) : ezisteiz unm € M tal que f(g) = gm—m per a tot g € G}
s’anomena conjunt de les 1-covores.

Definim a continuacio6 el grup de cohomologia H!.

Definici6 4.53. Siguin G un grup i M un G-modul. Es defineix el grup de cohomologia
HY(G, M) com

ZNG, M)
H%QMyfﬁEﬁ%.

Observacio 4.54. Siguin G un grup i M un G-modul. Si 'accié de G en M és trivial,
aleshores B(G, M) = 0, perqué gm —m = 0 per a tot g € G i tot m € M. Com que
també es té que Z'(G, M) = Hom(G, M), s’obté que H*(G, M) = Hom(G, M).

Donats un grup G i dos G-moduls M i N, un morfisme de G-moduls ¢ : M — N
indueix una aplicacié

¢*: H(G.M) — H’(G,N)

entre grups de cohomologia, on j € {0,1}. Per a H°, I'aplicacié ¢* és la restricci6 de ¢ a
HY(G, M) = M®. En efecte, si gm = mperag € Gim € M, aleshores gp(m) = d(gm) =
#(m) i, per tant, ¢* és una aplicacié de H*(G, M) = M en H*(G,N) = N©. Per a H',
I'aplicacié ¢* s’obté agafant un element f € Z1(G, M) i definint (¢*(f))(g) := ¢(f(9)).

Necessitarem el segiient resultat d’algebra homologica durant la resta de la secci6.
Proposicié 4.55. Siguin G un grup « M, N, P G-moduls. Si
0—+M-—->N—=-P—=0
€s una successio exacta curta, aleshores

0— H(G,M) - H°(G,N) - H(G,P) —
— HY(G,M) - HY(G,N) - HY(G, P

~—

€s una successio exacta.

Demostracio. [12], Capitol 4, §1. O
Reflectim ara tots aquests resultats amb corbes elliptiques. Sigui £/Q una corba

elliptica. Per la Proposicio tenim que 'endomorfisme [n] és exhaustiu. Com que

ker([n]) = E[n], es té que la successio

0 E[n] - E@) ™ E@) - 0 (4.10)

44



és una successio exacta curta.

Sigui G := Gal(Q/Q). Si P = (x,y9) € E(Q), G actua sobre E(Q) coordenada a
coordenada, és a dir, si g € G, aleshores gP = (g, gy). Observem que, per la teoria de
Galois, es té que B B

H°(G,E@)) = E(Q = E(Q).
Per tant, per la Proposicio obtenim la segiient successié exacta:

0 — BEQ)[n] - E@) ™ BQ) -

— H'(G, Eln]) - H'(G, E(Q)) - H'(G, E@Q)).

De la sucessié anterior podem extreure la segiient successioé exacta curta:

0 — E(Q)/nE(Q) - HYG, E[n]) = H(G, E(Q)[n] — 0, (4.11)

on H'(G, E(Q)[n] denota el subgrup d’elements de H'(G, E(Q)) anullats per [n], és a
dir, el subgrup de n-torsi6 de H(G, E(Q)).

Observem que, fent n = 2 a la successi6 (4.11), si el grup H'(G, E[2]) fos finit, tindriem
que E(Q)/2E(Q) seria finit, demostrant aixi el Teorema feble de Mordell-Weil. Malaura-
dament, aixd no sempre passa. Un contraexemple es pot trobar a [7], pp 109, on es prova
que si E[2] € E(Q), aleshores H'(G, E[2]) = Q*/(Q*)? ® Q*/(Q*)2. Una solucié a aixo
vindra de considerar corbes elliptiques definides sobre un cos p-adic Q,,.

Sigui £//Q, una corba elliptica. Reescrivint la successio (4.11) en termes de Q, obtenim
la successi6 exacta

0 = E(Qp)/nE(Qy) — H'(Gy, Eln]) — H' (G, E(Qp)[n] — 0,

on G, = Gal(Q,/Q,). La injecci6 de Q en Q, indueix aplicacions E(Q)/nE(Q) —
E(QP)/nE(Qp)v Hl(Ga E[n]) - Hl (Gpa E[?’L]), Hl(Ga E(@) [n] - Hl (Gpa E(Qp)[n] de
manera que el segiient diagrama commuta:

0 —— E(Q)/nE(Q) —— HY(G,E[n])) —— HYG,E(Q)[n] —— 0

| ! |

0 —— E(Qp)/nE(Qy) —— H'(Gp, E[n]) —— H'(Gy, E(@p)[n] — 0.

Observem que I'objectiu és canviar H!(G, E[n]) per un subconjunt seu de manera que
aquest sigui finit i contingui la imatge de F(Q)/nE(Q). Procedim de la segiient manera: si
¢ € HY(G, E[n]) prové d'un element de E(Q), aleshores la seva imatge ¢, en H'(G,, E[n])
prové d’'un element de E(Q,). Aquest fet motiva la definici6 del grup de Selmer.

Definici6 4.56. Sigui E/Q una corba elliptica i sigui n > 1 un nombre enter. Es defineix
el grup de n-Selmer de & com

Sn(E/Q) :=ker | H'(G,En]) — [[ H'(Gp. E(@)) |,

p<oo

on G = Gal(Q/Q), G, = Gal(Q,/Q,) i Qo denota la complecid de Q respecte la norma

euclidiana, és a dir, Qs = R.
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Mantenint la mateixa notacié que en la definicié anterior definim el grup de Shafarevich-
Tate.

Definicié 4.57. Sigui E/Q una corba elliptica. Es defineix el grup de Shafarevich-Tate
de E com

II(E/Q) :=ker | H'(G,E@Q) — [] H'(G,, E@,))

p<oo

Sigui F/Q una corba elliptica. A partir de les definicions de S, (E/Q) i HI(E/Q) es

dedueix la segiient successio exacta:
0 — E(Q)/nE(Q) — Sx(E/Q) — HII(E/Q)[n] — 0, (4.12)

on III(E/Q)[n] denota el subgrup de n-torsio de III(E/Q).

Fent n = 2 a la successio (5.12), es té que, si So(E/Q) fos finit, aleshores E(Q)/2E(Q)
també ho seria, provant aixi el Teorema feble de Mordell-Weil. Per sort, en aquest cas, si
que es té que el grup Sa2(E/Q) és finit. Més en general, esta demostrat que per a tot n > 1
el grup de n-Selmer S, (E/Q) és finit (veure [7|, Capitol 4, Teorema 3.1). Es demostra
aixi el Teorema feble de Mordell-Weil.
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5 Funcié L i Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

En aquest darrer capitol del treball definirem la funcié L d’una corba elliptica E/Q i
enunciarem la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer.

5.1 Funci6é L d’una corba elliptica £/Q

Per poder definir la funcié L d’una corba ellitpica F/Q, necessitem estudiar les diferents
reduccions modul un nombre primer p de ’equacié que defineix F.

Recordem que podem considerar tota corba elliptica F/Q definida sobre Z. Ara bé,
podem tenir moltes possibles equacions diferents que defineixen F amb A, B € Z. Per
tenir les millors propietats possibles al reduir I’equacié de £ modul un nombre primer p,
seria ideal que el discriminant de E fos divisible per les poténcies més petites possibles
de p. Es pot demostrar que podem obtenir una equacié de E d’aquest tipus mitjancant
el canvi de variable (z,y) — (u?z, uy), amb u € Q. Aquesta equacié de E es coneix
amb el nom d’equacié minimal de E. Suposarem que totes les corbes elliptiques d’aquest
capitol venen donades per equacions minimals.

Sigui E : y> = 23 + Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui p un nombre
primer. Reduint I'equacié de E modul p obtenim

Ep:y2:m3+2x—|—§,

on A, B € F, son les reduccions de A i B modul p. Tindriem un problema si la nova
corba F, no fos una corba elliptica. Afortunadament, aixo ultim només passa en un
nombre finit de casos. En efecte, Ag, = _4A% — 27B® = 0 si i només si p|Ag, on
Ap = —4A3 —27B? # 0. Aquest fet motiva la segiient definicio.

Definicié 5.1. Sigui E : y?> = 2% + Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui p
un nombre primer. Es diu que E té bona reduccid a p si pt Ag. Altrament, es diu que E
no té bona reduccio a p.

Si E:y? =23+ Ax+ B, amb A, B € Z, és una corba elliptica que no té bona reducci6
a p, aleshores la nova corba K, no és una corba elliptica. En aquest cas es classifica el
tipus de reduccié de la manera segiient.

Definicié 5.2. Sigui E : y?> = 23+ Ax+ B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Sigui p un
nombre primer tal que E no té bona reduccid a p. Denotem per A, B € F), les reduccions
de A i B modul p. Es diu que

1. E té reduccié additiva a p si el polinomi x® + Az + B té una arrel triple.

2. E té reduccido multiplicativa a p si el polinomi x3 + Ax + B té una arrel doble. En
aquest cas es distingeizen els segiients dos casos. Sigui xq l’arrel doble de x3 + Ax + B.
Es diu que

a) E té reduccio multiplicativa split a p si els pendents de les rectes tangents a E per
(x0,0) pertanyen a Fy.

b) E té reduccico multiplicativa no split a p si algun dels pendents de les rectes tangents
a E per (x9,0) no pertany a F).
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Definim a continuaci6 la funci6 L d’una corba elliptica E/Q. Suposarem que E ve
definida sobre Z. Definim abans el segilient nombre enter a, per a cada nombre primer p.

si E té reducci6 additiva a p
1 si F té reduccié multiplicativa split a p
-1 si E té reduccié multiplicativa no split a p
p+1—#E,(F,) siE té bona reducci6 a p

Definicié 5.3. Sigui F : y?> = 23+ Ax+ B, amb A, B € Z, una corba elliptica. Es defineix
la funcié L de E com

Lg(s) = H (1- appis)il H (1 —app™? +p' )7,

p|AE PAE

on p recorre el conjunt dels nombres primers.

Pel Teorema de Hasse (Teorema [2.21)) tenim que, si E té bona reduccié a p, aleshores
lap| < 2,/p. Utilitzarem aquest resultat a continuacié per provar que la funci6 L d’una
corba elliptica F/Q convergeix en un semipla concret del pla complex.

Teorema 5.4. Sigui E : y?> = 2>+ Az + B, amb A, B € Z, una corba elliptica. La funcio
L de E convergeiz al semipla {s € C: Re(s) > 3/2}.

Demostracié. Com que el producte

[T —aw™)"

plAR

és un producte finit, per provar la convergéncia de Lg(s) hem de provar la convergéncia
del producte
[T —ap+p' )" (5.1)
pAg

Observem que el producte (5.1) convergeix si i només si el producte

[T —ap+p'72) (5:2)
PAE

convergeix.

Sigui (2zp)n>0 una successié de nombres complexos. Un resultat conegut sobre convergen-
cia de productes infinits ens diu que si la série ) , - |2n| convergeix, aleshores el producte
[1,50(1 4 z,) també convergeix. La demostracié d’aquest fet es basa en dos resultats: el
primer diu que el producte [L,,>0 2n convergeix si i només si la série ) - log 2, conver-
geix (veure [9], Capitol 7, Proposici6 5.2); el segon diu que la série Y, - olog(l + z,) és
absolutament convergent si i només si la série >, < 2, és absolutament convergent (veure
[9], Capitol 7, Proposici6 5.4). Per tant, per provar la convergéncia del producte (5.2), és

suficient veure que la série
§ : —5 1-2s
| - app + p |

PAE
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és convergent. Ara bé,

_ _ _ _ 1_ _
ST l=ap +0 2 < S Japp |+ o2 < 3 2fpr 0 4

PAE pfAg AR
< Z 2pRe(fs+%) 1 pRe(i=28) Z 2pRe(*s+%) i (pg)Re(fer%)
PAE pAE
< Z 2pRe(—s+%) +pRe(—s+%) —_3 Z pRe(—s—i-%)
PAE pAE
< BZnRe(—s-i—%) < ZnRe(—s—l—%),
n>0 n>0

on en la segona desigualtat hem utilitzat el Teorema de Hasse. El resultat segueix del fet

que la série
1
§ :nRe(feri)
n>0

convergeix si 1 només si Re(s) > 3/2. O

5.2 Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer

Com a conseqiiéncia del Teorema de Modularitat, un dels teoremes més importants en
teoria de nombres, demostrat per C. Breuil, B. Conrad, F.Diamond i R.Taylor ’any 2001,
s’obté que la funci6 L d’una corba elliptica F/Q admet una extensié holomorfa a tot el
pla complex. Més concretament, el Teorema de Modularitat afirma que Lg(s) = Lf(s),
on Ly(s) és una funcié associada a una forma modular f. Tot i que I'estudi de les formes
modulars no és un dels objectius d’aquest treball, dir que una forma modular f és una
funcio f: H — C holomorfa en el semipla superior H = {s : Im(s) > 0} que satisfa certes
propietats. A una forma modular f també se li pot associar una funcié L, que denotem
per L(s). Es pot demostrar que L¢(s) es pot estendre a una funcié holomorfa a tot el pla
complex, obtenint aix{ ’extensi6é de Lg(s) mencionada abans. Comentat aixo, observem
que té sentit, doncs, parlar del valor que pren la funcié Lg(s) a s = 1.

Enunciarem a continuaci6 la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. Recordem abans
que, pel Teorema de Mordell, donada una corba elliptica E/Q es té que

E(Q) = E(Q)tors @ Zr’

on 7 > 0 és un nombre enter anomenat rang de E i E(Q)ors és el subgrup de torsio de E,
que és finit. Escriurem r(E) per denotar el rang de E.

Conjectura 5.5. (Birch i Swinnerton-Dyer)
Sigut E/Q una corba elliptica i sigui r = r(E). Aleshores, r és igual a l'ordre d’anullacio
de L(s) en s =1. Es a dir, el desenvolupament de Taylor de la funcid Lg(s) ens =1 és

Lg(s) =c(s—1)" + termes d’ordre superior,
on ¢ # 0 és una constant i r =r(E).
Donada una corba elliptica E/Q, 'ordre d’anullaci6 de Lg(s) en s = 1 es coneix amb
el nom de rang analitic de E.

Tot i que la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer encara no esta demostrada, si que
es coneix un cas particular d’aquesta, que correspon als casos en qué el rang analitic de la
corba elliptica és 0 o 1.
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Teorema 5.6. (Gross-Zagier, Kolyvagin)
Sigui E/Q una corba elliptica. Aleshores,

(1) St Lg(1) # 0, aleshores r(E) = 0. En particular, #E(Q) < co.
(2) Si Lp(1l) =0 i L'y(1) # 0, aleshores r(E) = 1.

Es a dir, si el rang analitic de E és 0 o 1, aleshores se satisfa la Conjectura de Birch i
Swinnerton-Dyer.
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6 Conclusions

Fent servir coneixements i resultats assolits durant aquests quatre anys, aprofundint en
altres no tan coneguts com la teoria algebraica de nombres i aprenent alguns de nous com
la cohomologia de Galois, hem pogut assolir els dos objectius que ens vam plantejar a
I'inici del treball: demostrar el Teorema de Mordell i enunciar de manera autocontinguda
la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer.

Aquest treball mostra clarament que, en teoria de nombres, per tractar un problema
tan simple a primera vista com és trobar solucions d’una equacid, necessitem treballar
amb moltes altres branques de les matematiques. Es per aixd que crec que aquest treball
ha estat una manera molt idonia de concloure el grau, perqueé utilitza i lliga resultats de
diferents assignatures cursades durant aquests quatre anys.
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