\)
N

=k

UNIVERSITAT e
BARCELONA

1

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRAU DE MATEMATIQUES
Treball final de grau

EL LASSO: BEGULARITZACI()
I SELECCIO DE PREDICTORS

Autor: Andrea Iglesias Munilla

Director: Dr. Josep Fortiana Gregori
Realitzat a: Departament de

Matematiques i Informatica

Barcelona, 20 de juny de 2021



Abstract

Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) is a regression method that
performs both regularization and variable selection, improving prediction accuracy and
interpretability of the resulting model.

In this project we follow evolution from the plain linear model, through Ridge regression,
for many years the most popular technique to improve the precision of predictions, to
Lasso. We delve into numerical procedures for calculating Lasso solutions: coordinate
descent and LARS. We see some extensions of Lasso such as Elastic Net regression, a
neat improvement when optimality fails.

We illustrate these methods with several real data examples using the R programming
language (see notebooks and HTML files in appendices to the main text).

Resum

El Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) és un metode de regressié
que realitza seleccié de variables i regularitzacié per millorar la precisié en la prediccié i
la interpretabilitat del model resultant.

En aquest treball seguim I’evolucié des del model lineal, passant per la regressié Ridge, que
va ser durant molts anys la tecnica més popular per millorar '’exactitud en les prediccions,
fins al Lasso. Aprofundim en procediments numerics pel calcul de solucions Lasso: descens
seguint, les coordenades i LARS. Veiem algunes extensions del Lasso com la regressio
Elastic Net, que proporciona una millora en els casos en que el Lasso no funciona de
manera optima.

II'lustrem aquests metodes amb diversos exemples de dades reals utilitzant el llenguatge
de programacié R (vegeu fitxers HTML als annexos de la memoria).
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1 Introduccio

Avui dia, la informacié és un dels béns intangibles més valorats. Saber controlar-la és
la millor manera d’estar per davant en qualsevol ambit. A causa dels nous avancgos
tecnologics d’aquest segle, generem milions de dades per segon, les quals es poden fer
servir per crear models amb els que predir o extreure informacié per prendre decisions.
Durant els ultims anys s’han investigat diferents métodes per crear aquests models aplicats
en arees molt diverses com la ciberseguretat, finances, viabilitat d’empreses, medicina,
marqueting, i un llarg etcetera.

Tal com veurem, per estimar els models, s’utilitza fonamentalment I’estadistica, agafant
com a base les relacions lineals entre les variables resposta i un o més predictors. Un dels
models més senzills i que produeix bons resultats és calcular els coeficients mitjancant
minims quadrats ordinaris. Ara bé, aquest procediment té algunes limitacions que se
solucionen amb una nova regressié anomenada Ridge (Hoerl, A.E., Kennard, R.W. 1970).
La regressié Ridge pero, no compleix exactament amb les condicions que ha de tenir un
model lineal optim.

En aquest treball tractem la regressié Lasso (Tibshirani, R. 1996), una técnica usada
actualment, que regularitza els coeficients estimats i alhora fa una seleccié de variables,
és a dir, tendeix a estimar alguns coeficients iguals a zero. L’objectiu principal és estudiar
el funcionament del Lasso, les seves propietats i el calcul de les solucions. Per tal de com-
provar les seves caracteristiques aplicarem el metode a diferents bases de dades utilitzant
el programari R.

Finalment veurem que el Lasso no és eficient en alguns escenaris i per aixo apareix un
procediment recent que consisteix a utilitzar la regressié Elastic Net (Zou, H., Hastie, T.
2005), molt relacionada amb el Lasso, que resol aquestes limitacions.



2 El model lineal

Sigui {(x4, yi) };—; una colleccié de N mostres d'una regressié lineal, on cada x; = (z1, - , Zip)
és un vector p-dimensional de nombres constants que anomenarem predictors i cada y; € R
forma part d’un vector de variables aleatories que anomenarem resposta.

El model expressa ’esperanca de la variable resposta y; com a combinacié lineal dels
predictors z;:

p
E(yi) = pi = Bo + injﬁj- (2.1)

i=1
En aquest cas el model esta definit com

yi = Bo + Bz + - + Bprpi + €,

el qual esta parametritzat pels coeficients de la regressié 8 = (81, ..., 8p) € RP i un biaix
Bo € R. El vector ¢; conté els errors aleatoris, que sén variables centrades, i.i.d., amb llei
e ~ N(0,02).

De manera equivalent, podem reescriure el model en forma matricial
y=XpB+e

on y és el vector format per totes les variables resposta y' = (y1,...,¥p), € és el vector
format pels errors aleatoris € = (e1,...,¢€p), B és el vector format pels coeficients de la
regressié ' = (Bo,...,Bp) 1 X és la matriu formada per la primera columna de uns,
seguit per totes les variables explicatives tal que cada fila correspon a una observacié de
la mostra.
1 211 212 -0 w1
X =

1 zy1 zn2 - TN

Per tant, el nostre objectiu és trobar una estimacio B dels coeficients del model. Per
poder calcular aquesta estimacié necessitem que es compleixin una serie de condicions
(Gauss-Markov): les observacions y; sén variables aleatories amb segon moment finit,
incorrelacionades i d’igual variancia.



3 Minims quadrats ordinaris

El metode de minims quadrats ordinaris (MQO) estima els coeficients g; (i = 0,1,--- ,p),
a partir de trobar una solucié al problema d’optimitzacié:

N

min ¢ 5 : o D BO—Z%/BJ , (3.1)

=1

o de manera equivalent en forma matricial
n{ ly — X813 (3.2)
min .
B 2N Y 2f”

on ||.]| és la norma euclidiana definida com | x|y = Zf\il z2.

Sip < N i suposant que rang(X) = p, existeix una solucié unica del problema, calculant
el minim de la suma del quadrat dels errors, que ve donada per: 5 = (X' X)~'X"y.

En tal cas, el vector dels valors ajustats és: y = XB = Hy, on la matriu H s’anomena
hat matrix. Aquesta matriu H és la projeccié ortogonal sobre el subespai (X) c RY; una
matriu quadrada de dimensié6 N x N, simetrica, idempotent, amb una traca igual a p,
que indica els graus de llibertat del model, i que vé donada per: H = X (X'X)"1X".

Encara que QQ = X’X sigui no invertible, el subespai (X) C RY esta ben definit i existeix
sempre H, la projeccié ortogonal sobre aquest subespai, definit de manera tnica.

Si, segons les condicions de Gauss-Markov, Var(y) = 021, obtenim que: Var(§) = o2H.
Si Q = X'X és no singular, existeix un 3 tnic, i Var(ﬂ) =o2Q L

En aquest cas, Sygo és un estimador lineal, sense biaix, eficient i consistent.



3.1 Possible inestabilitat del model lineal

Pero aquest model lineal pot ser 'millorat’ reemplacant I’ajust de minims quadrats ordi-
naris per altres metodes que poden tenir millor precisié en la prediccié i millor interpre-
tabilitat del model.

e Precisid en la prediccio: seguint amb el que s’ha dit a 'apartat 2, els estimadors
calculats mitjancant MQO sén sense biaix i de variancia minima. Aix0 és cert
sempre i quan es compleixin les condicions de Gauss-Markov i el nombre d’individus
sigui major que el nimero de predictors. En cas contrari, ens podem trobar amb
dues situacions: quan N > p i existeixen relacions de dependeéncia entre alguns
predictors, o quan N < p. En ambdos casos, la matriu @ = X’X no tindra rang
maxim, i per tant no es podra calcular la seva inversa. Aix0 provoca que no es
pugui calcular 'estimador per MQO. També ens podem trobar que, encara que
sigui invertible, a la practica, ’estimador 3 tingui males condicions de prediccid ja
que podem tenir problemes numerics al calcular la seva inversa degut a la multicol-
linealitat que veurem més endevant.

e [Interpretabilitat del model: sovint algunes o moltes de les variables utilitzades en un
model de regressié miltiple tenen poc poder predictiu, és a dir, no tenen una relacié
directa amb la resposta. La inclusié d’aquestes variables irrellevants comporta una
complexitat perjudicial per al model resultant. Eliminant aquestes variables -posant
un zero als corresponents estimadors- podem obtenir un model més facil d’interpre-
tar. El procediment de MQO no produeix models ’sparse’, en altres paraules, els
models estimats no seran economics en predictors ja que és extremadament impro-
bable que es produeixin estimacions de coeficients que siguin exactament iguals a
ZEro.



3.2 Problemes de multicollinealitat

La multicollinealitat és un dels problemes principals que ens podem trobar a ’hora d’es-
timar un model. Si existeixen relacions lineals entre dos o més variables explicatives del
model, no podem aplicar el metode de MQO ja que la matriu X tindra rang(X) < p i
conseqiientment sera singular. Llavors aquesta multicollinealitat exacta provoca que la
matriu Q = X’X tingui determinant igual a zero, ja que per un resultat d’algebra lineal
rAang(X’X) = rang(X). Aleshores no podem calcular Q! i, per tant, tampoc I'estimador

B.

A la practica aquesta multicollinealitat exacta rarament succeeix. El que ens podem
trobar és que dues variables estiguin fortament correlacionades, és a dir, alguna variable
és 'quasi’ combinacié lineal d’una o més variables predictores.

En aquest cas la matriu @ és proxima a singular, en altres paraules, el seu determinant
és proxim a zero. Aixo provoca que en calcular la inversa de (), com hem de dividir entre
el determinant, ens trobem amb problemes de precisié per calcular les estimacions dels
parametres 3; donant lloc a un model amb molta variabilitat. Com més gran sigui el
grau de multicollinealitat, |Q)| sera més proper a zero, llavors major sera la variancia de
I’estimador 3 i, per consegiient, menor sera la seva precisié i estabilitat.

Deteccio de la multicollinealitat

Per poder identificar si el model de regressié amb el que treballem presenta problemes de
multicollinealitat, hi ha diversos instruments de deteccio.

e Matriu de correlacions (R)

La matriu de correlacions és una matriu quadrada i simetrica que té uns a la diagonal
i fora d’ella els coeficients de correlacié entre les variables (r;; = Corr(x;, x;)).

1 rig - T

TRl Tk2 1

Considerem que dos predictors x; i z;, per i # j, estan fortament correlacionats si
r;; > 0.8. Tot i aix0, només podem detectar correlacions entre parells de variables
i no possibles relacions entre més de dues variables explicatives.

Per altra banda, en cas de no presentar multicollinealitat elevada, el determinant
de la matriu R tendeix a 1. En cas contrari, quan estem en presencia de multicol-
linealitat, la matriu de correlacions tindra com a determinant un nombre proper a
ZEro.

e Calcul del Factor d’Inflacié de la Variancia (FIVj)

El Factor d’inflacié de la variancia per la variable x; (FIV;) compara la variancia
real del coeficient 3; amb la que s’obtindria en cas que hi hagués abséncia total
de multicol'linealitat. Aixi, per cadascuna de les variables explicatives del model
podem calcular el FIV de la manera segiient:



1

2
1 - R;

FIV; =

on RJQ- és el coeficient de determinacié de la regressié auxiliar per la variable x;.
Considerem que existeixen problemes de multicollinealitat si algun F'IV} és superior
a 10 (R? > 0,9). Encara que pot existir multicollinealitat amb factors d’inflacié de
la variancia baixos, i a més també pot haver-hi multicollinealitats que no impliquin
a totes les variables predictores i per tant no siguin detectades amb el F'IV}.

Numero de condicidé

En general, el nimero de condicié k(A) d’una matriu A mesura la inexactitud
numerica introduida resolent l’equacié Ax = b per a un vector columna b donat.
Tecnicament és la relacié entre els valors singulars maxim i minim de A. Quan k ~ 1
no hi ha perdues de precisi6 significatives i quan £ = 10*, la perdua de precisi6 és
de k digits decimals significatius. Es pot calcular mitjancant la férmula

k(A) = IA]l - |47

per qualsevol norma matricial.



4 La regressio Ridge

Compromis biaix-variancia

Aquest és un principi general que s’utilitza en situacions on diferents models estadistics
es poden aplicar a unes mateixes dades. S’observa que, en general, si fem el model més
gran, utilitzant el nombre maxim de predictors amb la intencié d’ajustar millor (menys
biaix) les dades observades, el model obtingut resulta inestable (amb més variancia). Un
model amb més variancia ajusta pitjor altres dades procedents de la mateixa poblacid, i
produeix prediccions menys fiables.

Restringint o reduint els coeficients estimats, podem reduir substancialment la variancia
a costa d’'un augment negligible del biaix. Aixo pot conduir a millores substancials en
la precisié amb la qual podem predir les respostes de les observacions no utilitzades per
predir el model.

Seguint el compromis biaix-variancia, sorgeix el model de regressié Ridge.

La regressié Ridge

La regressio Ridge va ser introduida per primera vegada el 1970 per Hoerl i Kennard a la
revista Technometrics [1].

El model de la regressi6 resulta de cercar un estimador B \ de 3, intencionadament amb
biaix, perd més estable que l'estimador calculat per MQO, amb una menor variancia.
S’obté com la solucié al problema d’optimitzacié:

N P

1 2
min { — i — By — Ti: 0 tal que
B8 | 2N ZH(?/Z Po ;1: i) q

p
> Bt <t (4.1)
=1

j,
De manera equivalent, el mateix problema es pot reescriure utilitzant normes,

. 1
win {1l = X813+ Algl | (1.2

on = (b1, ,Bp), X és la matriu formada pels predictors i A > 0 és un parametre, el
valor del qual es tria adequadament, usualment amb algun sistema de validacié encreuada.
Aquesta penalitzacié amb la norma [y restringeix o regularitza els coeficients estimats, és
a dir, que els comprimeix cap a zero a mesura que A augmenta.

A diferencia dels minims quadrats ordinaris, que només generen un conjunt d’estimacions
dels coeficients, la regressio ridge produira diferents conjunts d’estimacions dels coefici-
ents, By, per a cada valor de A.

La penalitzacié per contraccié s’aplica només a 31, -- , 3, pero no a la interseccié fy.
Volem reduir el coeficient associat a cada variable, no obstant aixo, no volem reduir la
intercepcio, que és simplement una mesura del valor mitja de la resposta quan z;1 = x;5 =
e =14 = 0.



Més en general, la regressié Ridge és una regularitzacié de Tikhonov[5] d’un problema mal
posat. El concepte de problema ben posat es deu a Jacques Hadamard i es defineix com
un problema per al qual existeix una solucid, que és tnica i depen de manera continua de
les condicions inicials.

La regularitzacié de Tikhonov minimitza

ly = X813 + ITBI13

per alguna matriu de Tikhonov I' convenientment escollida. Aleshores la solucié és

B=(X'X+T'T)"'Xy.

Per I' = 0 el problema es redueix a minims quadrats ordinaris. El problema Ridge és un
cas especial de la regularitzacié Tikhonov on I' = ol (a? = ).

Fent calculs, resulta que: B \ = (X’X 4+ M)~'X’y. Triant un A suficientment gran, es pot
aconseguir que Q) = X'X + A sigui no singular i que la variancia de I'estimador sigui
acceptable, al preu d’afegir biaix.

En tal cas, el vector dels valors ajustats és: § = X3 = X(X'X +M\)"'X'y = Hyy. Per
analogia amb el cas de MQO, la matriu H) s’anomena hat-matrix de la regressié Ridge,
tot i que aquesta no és idempotent (no és una projeccié ortogonal). Seguint aquesta
analogia, la seva traga és, en general, un nombre no enter, que per definicié és equivalent
als graus de llibertat del model: df(\) = tr(Hy).

La regressié ridge només regularitza, és a dir, restringeix els coeficients cap a zero i, per
la seva naturalesa, no produeix cap estimacié que sigui exactament igual a zero, cosa que
veurem si fa la regressié Lasso a continuacio.

Per tant, no es produeix seleccié de variables i conseqilientment tots els predictors apa-
reixen en el model estimat final. Aquest fet resulta un problema pel que fa a la inter-
pretabilitat del model quan, per exemple, tenim unes dades amb un elevat ntmero de
predictors.



5 El Lasso

Una nova teécnica anomenada Lasso (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator)
va ser proposada per Robert Tibshirani el 1996 [3].

El Lasso és un metode que combina ’ajust per MQO amb una regularitzacié dels coefici-
ents mitjancant la norma [, que, a diferéncia de la regressio ridge (restriccié amb norma
l2) proporciona una nova propietat als models estimats: la seleccié de variables.

Donat {(x;,v:)}Y; una colleccié6 de N parells de variables predictors-resposta, el Lasso
troba una solucié (B, 5) al problema d’optimitzaci6

N p p
. 1
ming 5N > (yi—Bo— Y wyB)?p talque Y B[ <t (5.1)
’ i=1 j=1 7j=1

La restricci6 Z?:l |8 <t es pot escriure de forma més compacta amb la norma I/, com la
restriccié ||8]|1 < t. Normalment, es representa utilitzant notacié de matriu-vector. Sigui
y = (y1,...,yn) que denota el vector de dimensié6 N de respostes, i X la matriu N x p
amb xz; € RP la fila i-essima, llavors el problema d’optimitzacié anterior es pot reescriure
com

1
ind —Ily: — Bl — 2 tal <t 5.2
%{g{m\,\lyz Bo X/J’Ib} al que |81 <t, (5:2)

on 1 és el vector de N uns, i ||.||2 representa la usual norma Euclidiana per a vectors.

La penalitzacié ¢ limita la suma dels valors absoluts dels parametres estimats. Ates que
una estimacié de parametres reduits correspon a un model més restringit, aquesta ¢ limita
la forma en que podem ajustar les dades. S’ha d’especificar mitjangant un procediment
extern com la validacié encreuada.

Com que la restriccié del lasso tracta tots els coeficients per igual, normalment té sentit
que tots els elements de X estiguin en les mateixes unitats. Si no, sense cap pérdua
de generalitat, centrarem i estandarditzarem els predictors per tal que cadascuna de les
columnes de X tingui mitjana 0 i variancia 1, és a dir

1 N 1 N
. 2
N 2 (=0 N2 (=
1= 1=

A partir d’ara considerarem que tant les variables de X com els valors de y; estan cen-
trades, és a dir % ZZ]\LI y; = 0. La condicié de centrar les variables és convenient, ja que
podem ometre el terme §y en 'optimitzacié del lasso.

Donada una solucié optima del Lasso B amb les dades centrades, podem recuperar les
solucions lasso per a les dades descentrades: [ és el mateix i 5y ve donada per

p
Bo=7-> TB;, (5.3)
j=1



on 7 i {Z;}} sén les mitjanes de les dades originals.

També pot ser 1til reescriure el problema del lasso

1
in ¢ —|ly — XB3 1 < 4
min { oplly— X5} cal que 5l <. (5.4

en la seva forma Lagrangiana

[ )
i { il = X813+ A3l . (5.5

per alguna A > 0, on ¢ i A soén els parametres de regularitzacié o penalitzacié.

La forma lagrangiana i el problema de la restriccié sén problemes equivalents: per a cada
valor de t en el rang on la restriccié ||8]|1 < t es compleix, hi ha una A corresponent
que dona com a resultat la mateixa solucié que amb la férmula lagrangiana. En canvi
la solucié B,\ del problema en forma lagrangiana resol el problema de la restriccié amb

= ”B>\”1

10



5.1 Seleccio de predictors

El Lasso juga un doble paper: per una banda soluciona el problema de deficiencia de
rang (quan hi ha més variables predictores que individus o quan hi ha multicollinealitat)
reduint els coeficients estimats cap a zero. Per altra banda té ’efecte de forcar que algunes
de les estimacions dels coeficients siguin exactament iguals a zero quan el parametre t és
prou petit, dit d’una altra manera, realitza seleccié de variables.

Com a resultat, els models generats a partir del Lasso sén generalment molt més facils
d’interpretar. Diem que el Lasso tendeix a produir models ’sparse’, és a dir, models
economics en predictors en els quals una proporcié elevada de coeficients sén iguals a
Z€ro.

Aixo és degut a les propietats de la norma [; i la restriccié || 5|1 < t.

B2 B2

B4 P

Figura 1: Respresentacio grafica de les funcions d’error i restriccio per a la regressio
Lasso (esquerra) i per a la regressid Ridge (dreta). Les zones vermelles son les regions de
restriccid, |B1|+ |B2| <t i 82+ B2 < t, mentre que les ellipses verdes representen la SQR.

La figura 1 contrasta les dues restriccions utilitzades en el lasso i en el ridge, en el cas
p = 2. La soluci6é obtiguda per minims quadrats ordinaris es denota com a B, mentre
que el diamant i el disc vermells representen les restriccions de la regressié Lasso i de la
regressié Ridge, respectivament.

Si t és prou gran, les regions de restriccié contindran B, de manera que les estimacions de
la regressié ridge i de la regressio lasso seran les mateixes que les estimacions per MQO.
No obstant aixo, a la figura 1 les estimacions per MQO es troben fora del diamant i del
disc, de manera que les estimacions per MQO no sén les mateixes que les de la regressio
ridge o lasso.

Les ellipses centrades al voltant de B representen regions amb la suma dels residus qua-
drats constant. Dit d’una altra manera, tots els punts d’una ellipse determinada compar-
teixen un valor comu de la SQR. A mesura que les ellipses s’allunyen de les estimacions
del coeficient per MQO, la SQR augmenta.

Els problemes d’optimitzacié (4.1) i (5.1) indiquen que les estimacions del coeficient de
regressié Lasso i Ridge s6n causades pel primer punt en que una ellipse entra en contacte
amb la regi6 de restricci6. Com que la regressié Ridge té una restriccié circular, sense

11



puntes, aquesta interseccié no es produira generalment en un eix, de manera que els
coeficients estimats seran exclusivament diferents de zero. No obstant aixo, la restriccié
del Lasso té cantonades a cadascun dels eixos, de manera que l’ellipse sovint tallara la
regio de restriccié en un eix. Quan aixo passa, un dels coeficients sera igual a zero. En
dimensions superiors, moltes de les estimacions del coeficient poden ser iguals a zero. A
la figura 1, la intersecci6 es produeix a f; = 0, de manera que el model resultant només
incloura [s.

A la figura 1, hem considerat el cas simple de p = 2. Quan p = 3, llavors la regié de
restriccié per a la regressio Ridge es converteix en una esfera i la regié de restriccié per al
Lasso es converteix en un poliedre. Quan p > 3, la restriccié per a la regressié Ridge es
converteix en una hiperesfera i la restriccié per al Lasso es converteix en un politop. Tot
i aixo, les idees clau que es mostren a la figura 1 encara es mantenen. En particular, el
Lasso porta a la seleccié de variables quan p > 2 a causa de les cantonades del poliedre o
politop.

12



5.2 Graus de llibertat

Suposem que tenim p predictors i que estimem un model de regressié lineal utilitzant
només un subconjunt k£ d’aquests predictors. Llavors, si triem aquests k predictors sense
tenir en compte la variable resposta, la regressié té k graus de llibertat, mentre que els
residus tenen N — k graus de llibertat. Aquesta és una manera de dir que 'estadistic de
prova per justificar la hipotesi que tots els k coeficients sén nuls segueix una distribucié
Chi-quadrada amb k graus de llibertat.

Tanmateix, si els k£ predictors els escollim utilitzant la variable resposta, per exemple, els
predictors que tinguin l'error de prediccié més petit entre tots els subconjunts de mida k,
esperariem que el procediment d’ajust tingui més de k graus de llibertat. Anomenarem
adaptatiu a un procediment en el qual escollim un subconjunt de predictors tenint en
compte la variable resposta. Clarament, el lasso n’és un exemple.

Com veurem a continuacié, en el cas del lasso, els graus de llibertat es poden calcular
comptant els coeficients diferents del zero en el model estimat.

En primer lloc, hem de definir amb precisié que volem dir amb els graus de llibertat d’un
model adaptatiu. Suposem que tenim un model amb

yi = f(x;) +¢ pera i=1,--- N,

per alguna f desconeguda i amb els errors ¢; iid (0,02). Si les prediccions de la mostra es
denoten per 7, aleshores podem definir, de manera alternativa, els graus de llibertat com:

1 N
df(9) == — > Cov(yi, yi). (5.6)
=1

o2

Aixi, els graus de llibertat corresponen a la quantitat total d’autoinfluéncia que cada
mesura de la resposta té en la seva prediccié. Com més s’adapta el model a les dades,
més gran son els graus de llibertat.

En el cas d’un model lineal fix, utilitzant k predictors escollits independentment de la
variable resposta, es pot demostrar que df(¢) = k. Tanmateix, sota un ajust adaptatiu,
normalment es dona el cas que els graus de llibertat sén més grans que k.

Es pot demostrar que per al lasso, amb un parametre de penalitzacié fix A, el nombre
de coeficients diferents de zero k) és una estimacio no esbiaixada dels graus de llibertat.
(Zou, Hastie i Tibshirani 2007, Tibshirani i Taylor 2012).

La ra6 és que el lasso no només selecciona predictors (que fan augmentar els graus de
llibertat), siné que també redueix els seus coeficients cap a zero, en relacié amb les esti-
macions per minims quadrats. Aquesta contraccio resulta ser la quantitat adequada per
a reduir els graus de llibertat a k. Aquest resultat és 1til perqué ens proporciona una
mesura qualitativa de la quantitat d’ajusts que hem fet en qualsevol punt del procediment
del lasso.
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5.3 Unicitat de les solucions

Primerament observem que la teoria de la dualitat convexa es pot utilitzar per demostrar
que quan les columnes de X estan en posicié general, llavors per A > 0 la solucié al
problema del lasso (5.5) és unica. Aixo es manté fins i tot quan p > N, tot i que llavors
el nombre de coeficients diferents de zero de qualsevol solucié lasso sera com a maxim V.
(Rosset, Zhu i Hastie 2004, Tibshirani 2013).

Ara, quan la matriu de predictors X no té rang maxim, els valors ajustats per minims
quadrats sén unics, pero els parametres estimats no ho sén. Aquesta situacié es pot
produir quan p < N a causa de la multicollinealitat, i sempre es produeix quan p > N.
En aquest ultim escenari, hi ha un nombre infinit de solucions 5 que ofereixen un ajust
perfecte amb un error d’entrenament igual a zero.

Considerem el problema del lasso en forma Lagrangiana per A > 0. Els valors ajustats
X 8 s6n unics, pero resulta que la solucié 8 pot no ser tnica.

Considerem un exemple senzill amb dos predictors =1, x2, la resposta y, i suposem que els
coeficients de la solucié lasso B sén (,31, 32) Si ara incloem un tercer predictor x3 = x9
a la mostra, una copia idéntica del segon predictor, llavors per a qualsevol o € [0, 1], el
vector B(a) = (B1, bz, (1 — a)fB2) produeix un ajust idéntic amb norma I |5(a)1 = |B]1.
En conseqiiéncia, per a aquest model (en el qual podriem tenir p < N o p > N), hi ha
una familia infinita de solucions.

En general, quan A > 0, si les columnes de la matriu del model X estan en posicid general,
les solucions del lasso s6n tniques. Per ser precisos, diem que les columnes {z; }5:1 estan
en posici6 general si algun subespai afi L C RY de dimensié k < N conté com a maxim
k + 1 elements del conjunt {£x1,+x9,--- ,+x,}, excloent els parells de punts antipodals
(és a dir, els punts que només es diferencien per un canvi de signe). Observem que les
dades de 'exemple del paragraf anterior no es troben en posicié general.

Si les dades de X s’extreuen d’una distribucié de probabilitat continua, llavors amb pro-
babilitat 1, les dades es troben en posicié general i, per tant, les solucions lasso seran
tniques. Com a resultat, la no singularitat de les solucions del lasso només es pot produir
amb dades de valors discrets.

Observem que els algoritmes numerics per calcular solucions del lasso normalment pro-
dueixen solucions valides en el cas no unic. No obstant aixo, la solucié particular que
ofereixen pot dependre de les particularitats de ’algorisme. Per exemple, amb el descens
seguint les coordenades, I'eleccié dels valors inicials pot afectar la solucié final.
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5.4 Calcul de solucions: Descens seguint les coordenades

El problema del lasso és un programa convex, especificament un programa quadratic amb
una restriccié convexa. Com a tal, hi ha molts metodes sofisticats per resoldre’l. Tanma-
teix, hi ha un algorisme de calcul especialment senzill i eficacg, que dona informacié sobre
el funcionament del lasso. Per comoditat, reescrivim el criteri en la forma Lagrangiana:

N p p
: 1 2
min 5% Z;<yz - ;xzm + A; 18] (5.7)

Com abans, assumirem que la resposta y; esta centrada i que els predictors estan estandar-
tizats. En aquest cas, es pot ometre el terme §y. La forma Lagrangiana és especialment
convenient per al calcul numeric de la solucié mitjangant un procediment simple conegut
com a descens seguint les coordenades (coordinate descent).

Cas amb només un predictor (Soft-thresholding)

Considerem la mostra {(z;,y;)}Y, amb un tnic parametre predictor (per comoditat, can-
viem la notacié de x;; per z;). El problema consisteix en resoldre

LN
mﬁin {2]\7 D (yi— =B’ + )\|5|} : (5.8)

=1

L’enfocament estandard d’aquest problema per minimitzar la férmula seria calcular el
gradient (primera derivada) respecte a 3, i igualar-lo a zero. Hi ha una complicacié, pero,
perque la funcié del valor absolut |.| no té derivada a 5 = 0. Tanmateix, podem procedir
a la inspeccié directa de la funcié i trobar que

%<Z,y>—)\ si N<Zay>>)\

si %(z,y) <A (5.9)

=
I
o

%<Z,y>+)\ si %(z,y><)\

que podem escriure com

A 1
B =S\ (= m): (5.10)
On l'operador soft-thresholding és
Sa(@) = sign(z)(|z| — )+ (5.11)

que tradueix 'argument de x cap a zero per la quantitat A, i el posa a zero si |z| < .
Fixem-nos que per a les dades estandarditzades z; és només una versié soft-thesholding
de estimaci6 habitual de minims quadrats 5 = %(z, Y).
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Cas amb diversos predictors (descens seguint les coordenades ciclic)

Utilitzant la idea del cas amb una sola variable, ara podem desenvolupar un metode senzill
per resoldre el problema complet del lasso. Més exactament, recorrem repetidament els
predictors en un ordre fix (pero arbitrari) (per exemple, j = 1,2,...,p), on en el pas j,
actualitzem el coeficient 3; minimitzant la funcié objectiu mantenint fixats tots els altres
coeficients { By, k # j} als seus valors actuals.

La funcié objectiu sera

N
1
ﬁZ(yi_Zwikﬁk_xijﬁj)Q‘f‘)\Z’,Bk‘ + A|Bj)- (5.12)
i=1 k#j k#j
Veiem que cada 3; pot ser expressada en termes del residu parcial rgj ) = Yi— Y g ey xzkﬁk

que elimina del resultat ’ajust actual de tots excepte el j-esim predictor.

Per tant, el terme j-esim dels coeficients sera de la forma

. 1 )
Bj = Sa(g ey r)), (5.13)
0 equivalentment
A - 1
Bj + Sx(Bj + N<xj’ ), (5.14)

onr; =1y — Z§:1 z;;f3j son els residus totals.

L’algoritme funciona aplicant aquesta actualitzacié del soft-thresholding (5.13) repetida-
ment de manera ciclica, actualitzant les coordenades de B (i, per tant, els vectors dels
residus) al llarg del procés. Aquest algoritme s’anomena descens seguint les coordenades
ciclic (cyclical coordinate descent).

A la practica, sovint ens interessa trobar la solucié del lasso no només per a un tnic valor
fix de A, siné tot el cami de solucions per a un interval de possibles valors de A. Un
metode raonable per fer-ho és comencar amb un valor prou gran per a que 1'inica solucié
optima sigui el vector de zeros. Aquest valor és igual a Aper = max; |+ (2, y)|. Després
disminuim una petita quantitat i executem el descens seguint les coordenades fins a la
convergencia. Reduint de nou i utilitzant la solucié anterior com a nou inici, executem el
descens seguint les coordenades fins a la convergencia. I aixi successivament. D’aquesta
manera podem calcular de manera eficient les solucions sobre un interval de valors de A.
Ens referim a aquest metode com a descens seguint les coordenades per camins (pathwise
coordinate descent).
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5.5 Calcul de solucions: LARS

La regressiéo LAR (Least Angle Regression), també coneguda com I’enfocament homotopic,
va ser introduida originalment per Bradley Efron, Trevor Hastie, [ain Johnstone i Robert
Tibshirani el 2004. [7]

Es un procediment per resoldre el lasso que proporciona tot el cami de les solucions en
funcié del parametre de regularitzacié A. Es un algorisme bastant eficient, pero no arriba
a funcionar correctament per a grans problemes, aixi com altres metodes. Tanmateix, té
una motivacié estadistica interessant i es pot veure com una mena de versié ’democratica’
de la Forward Regression o procediment ’'pas a pas’.

El procés de seleccié de variables anomenat Forward Regression o Forward Stepwise Re-
gression, descrit per Weisberg (1980) crea un model seqiiencialment, afegint una variable
cada cop. A cada pas, identifica la millor variable que cal incloure al conjunt actiu i, a
continuacié, actualitza 1’ajust de minims quadrats per incloure totes les variables actives.

El LAR utilitza un procediment similar a la técnica anterior, perd incorpora els predictors
de forma gradual, només entra ’tant’ d’un predictor com es mereix, de manera que tots
els predictors formen part del model final. Com en el metode ’pas a pas’ comencem amb
tots els coeficients iguals a zero i trobem el predictor més correlacionat amb la resposta
y, diguem z;. En lloc d’ajustar completament aquesta variable, el metode LAR mou el
coeficient d’aquesta variable continuament cap al seu valor de minims quadrats (fent que
la seva correlacié amb el residu disminueixi en valor absolut). Quan una altra variable xy,
té la mateixa correlacié amb el residu actual com z;, el procés s’atura i a continuacio, la
variable xj s’uneix al conjunt actiu. Seguidament, es procedeix en direccié equiangular
entre els dos predictors x;,x, dit d’una altra manera, els seus coeficients es mouen
junts de forma que es mantenen les seves correlacions lligades i decreixents, fins que una
tercera variable x; es guanya la seva posicié en el conjunt de 'més correlacionats’. En
altres paraules, el predictor x; té tanta correlacié amb el residu com Bjx; + Brpxy. Aquest
procés continua fins que totes les variables es troben al model i acaba amb ’ajust per
minims quadrats complet.

Anem a veure com es calcularien aquests coeficients de manera algebraica. Primer estan-
daritzem els predictors i centrem les variables de la resposta. Comencem amb els residus
inicials r, = y — 7 i els coeficients iguals a zero 8° = (B4, B2, -+ , Bp) = 0.

A continuacié trobem el prodictor ; que estigui més correlacionat amb els residus g, és
a dir, el que tingui el valor més gran de

1

N!@N“OH = Do

Aleshores el nostre conjunt actiu sera A = {j}, i la matriu X 4 estara formada només pel
predictor z;.

Després, per a k =2,3,--- , K = min(N — 1, p), primer calcularem la direccié de minims
quadrats
1
§ = —— (X4 X)X yry

i definirem el p-vector A com A4 = ¢ i els altres elements iguals a zero.
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Ara hem de moure els coeficients 3 de 8*~1 en direccié A cap a les seves solucions de
MQO en X 4:
BN = B+ (et — M)A,

per a 0 < A < A\;_q, calculant al manteix temps els residus

r(A) =y —XB =rr_1 — (=1 — A) X 40.

Tanmateix anirem calculant les correlacions dels altres predictors,

1
— |z, 7(N))],

Sl )

tal que [ ¢ A, per seleccionar la més elevada que entrara al conjunt actiu, és a dir, quan

es compleixi que

Sl ol =

definint aixi el nou A;. Finalment actualitzarem el conjunt actiu A = AU {l}, els nous
coeficients % = B(\g) = BF 1 4+ (M\p—1 — A\p)A4 i els residus rF =y — X 3F,

El nom de "Least Angle Regression’ deriva del fet que quan augmentem els coeficients de
B*1 el vector ajustat evoluciona en la direccié XA = X 46, i el seu producte intern amb
cada vector actiu ve donat per X', X 40 = ﬁk_lX;‘rk_l. Com que totes les columnes
de X tenen norma 1, tenim que els angles entre cada vector actiu i el vector ajustat sén
iguals i, per tant, minims.

Modificacié del algoritme LAR

Es pot demostrar que, amb una petita modificacié, aquest procediment dona lloc a tot el
cami de les solucions del lasso.

La modificacié necessaria és: si un coeficient diferent de zero arriba a zero, aquest s’elimina
del conjunt actiu A de predictors i es torna a calcular la direccié de minims quadrats
conjunta.

Podem donar un argument heuristic de per que el LAR i el Lasso sén dos procediments
tan similars. Tal com hem observat, a qualsevol pas de I’algoritme tenim

iy — XB(N)) = Asj,Vj € A, (5.15)

on s; € {—1,1} indica el signe del producte intern i A el seu valor absolut. També tenim
que per definicié del conjunt actiu del LAR, |z} (y — XB(X))] < A\, Vk ¢ A.

Ara considerem el criteri del Lasso:

1
R(B) = 5lly = XBI5 + AllBh-

Sigui B el conjunt actiu de variables de la solucié per a un determinat A. Per a aquestes
variables, R(f) és diferenciable i

2 (y — XB) = Asign(B;),Vj € B. (5.16)
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Si comparem (5.15) i (5.16), veiem que sén identiques només quan el signe de §; coincideix
amb el signe del producte intern. Es per aixo que 'algoritme del LAR i el del lasso sén
diferents quan un coeficient del conjunt actiu passa per zero; la condicié (5.16) no es
compleix per aquest tipus de variables, i s’elimina del conjunt actiu B quan s’aplica la
modificacié del LAR per al lasso.
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6 La regressio Bridge

La regressié6 Ridge i la regressié Lasso formen part d’'una gran familia de regressions
penalitzades anomenada regressié Bridge. Aquesta regressio va ser introduida per primera
vegada el 1993 per Frank i Friedman a la revista Technometrics [2].

L’estimacié del Bridge es pot obenir minimitzant la seglient expressié per a v > 0,

N p

)1 -
ming 5N D (wi—Bo— Y wiiB)?p talque Y B <t. (6.1)
’ i=1 j=1 J=1

per a un parametre de regularitzacié t > 0, o de manera equivalent,

N

. 1 p p
min o > wi—Bo—=> B>+ AD 1Bl ¢ (6.2)
’ j=1 j=1

=1

per a un parametre de penalitzacié A > 0.

Els problemes (6.1) i (6.2) s6n equivalents. Per a una 0 < A < 400 donada, existeix una
t > 0, tal que els dos problemes tenen la mateixa solucid, i viceversa.

El problema del Bridge utilitza la norma [, (7 > 0) com a penalitzacié i, per tant, inclou
el ridge (v = 2) i el lasso (7 = 1) com a casos especials. Se sap que si 0 < v < 1, els
estimadors mitjancant el bridge produeixen models economics en predictors, i quan v > 1
redueix els coeficients cap a 0.

Es desitjable optimitzar el parametre ~, juntament amb el parametre de regularitzacié o
penalitzacid, mitjancant una validacié encreuada generalitzada (Fu, 1998 [4]).
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7 Validacidé encreuada

El parametre t, lligat a la restriccié del Lasso (5.1), controla la complexitat del model,
valors més grans de t alliberen més parametres i permeten que el model s’adapti més a les
dades d’entrenament. Per contra, valors més petits de ¢ restringeixen més els parmetres,
fet que condueix a models amb pocs predictors i més interpretables que s’ajusten a les
dades de forma menys acurada. Oblidant-nos de la interpretabilitat, podem demanar el
valor de ¢t que proporciona el model més precis per predir les dades de prova, independents
de la mateixa poblacié. Aquesta precisié s’anomena capacitat de generalitzacié del model.
Un valor de t massa petit pot evitar que el Lasso capti el senyal principal de les dades,
mentre que un valor massa gran pot provocar un ajust excessiu. En aquest darrer cas, el
model s’adapta al soroll, és a dir, als predictors amb menys capacitat de prediccié que hi
ha a les dades d’entrenament. En ambdds casos, I’error de prediccié del conjunt de proves
s’inflara. Normalment hi ha un valor intermedi de ¢ que assoleix un bon equilibri entre
aquests dos extrems i, en el procés, produeix un model amb alguns coeficients iguals a
Zero.

Per tal d’estimar el millor valor de ¢, podem crear conjunts d’entrenament i de prova
dividint a I'atzar el conjunt total de les dades i estimant el rendiment amb les dades de
prova, mitjancant un procediment conegut com a validacié encreuada.

Amb més detall, primer dividim aleatoriament el conjunt de dades complet en K grups
amb K > 1. Les opcions tipiques de K poden ser 5 o 10 i, de vegades, N (leave one
out). Fixem un grup com a conjunt de prova i designem els K — 1 grups restants com el
conjunt d’entrenament. A continuacid, apliquem el Lasso a les dades d’entrenament per
a un rang de valors de t diferents i fem servir cada model ajustat per predir les respostes
del conjunt de dades de prova, calculant la mitjana dels errors de prediccié al quadrat
per a cada valor de t. Aquest procés es repeteix un total de K vegades, on cadascun dels
grups K jugara el paper de dades de prova, amb els grups K — 1 restants utilitzats com
a dades d’entrenament. D’aquesta manera, obtenim K diferents estimacions de ’error de
prediccié en un interval de valors de t. Per aquestes K estimacions de ’error de prediccid
es calcula la mitjana per a cada valor de ¢, produint aixi una corba d’error de la validacié
encreuada.

Per tant, el nostre parametre de regularitzacié optim sera aquell que tingui ’error mitja
de la validacié encreuada més petit.

Observem que el procés de validacié encreuada anterior esta centrat en el parametre
t. També es pot dur a terme una validaci6 creuada utilitzant la forma lagrangiana (5.5),
centrant-se en el parametre A. Els dos metodes donaran resultats similars pero no identics,
ja que el mapatge entre t i A depen de les dades.
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8 Elastic net

Limitacions del Lasso

Encara que el Lasso funcioni correctament en moltes situacions, té algunes limitacions.
Considerem els diferents casos:

a. Quan p > N, el lasso selecciona almenys N variables abans que es saturi, degut a la
naturalesa del problema convex d’optimitzacié. Aixo sembla un problema bastant
limitant en un metode de seleccié de variables. A més, el lasso no esta ben definit
tret que el limit de la norma [y dels coeficients sigui inferior a un valor determinat.

b. Si hi ha un grup de variables entre les quals les correlacions dos a dos sén molt
elevades, el lasso tendeix a seleccionar només una variable del grup sense importar
quina és la seleccionada.

c. Per a situacions on N > p, si hi ha correlacions elevades entre predictors, s’ha
observat empiricament que el rendiment de prediccié del lasso és inferior que el de
la regressié ridge.

D’aquesta manera sorgeix l’elastic net, una nova tecnica de regularitzacié introduida per
Zou i Hastie el 2005 [6].

Naive Elastic net

De manera similar al lasso, la regularitzacié elastic net fa simultaniament la seleccid i
contraccié continua de les variables, i pot seleccionar grups de variables correlacionades.

Suposem les variables resposta centrades i els predictors estandaritzats.

Per a qualsevol valor fixat de Ay, Ao > 0, definim el criteri del naive elastic net, com
Iestimador 8 que minimitza la funcié segiient:

1
in< =y — XB15+ 2|83 + A 8.1
min {5y = X618+ Aall13 -+ 131 | (8.1)
Aquest procediment també es pot escriure mitjancant una penalitzacié. Sigui a = ﬁ;
aleshores el problema (8.1) és equivalent a:
, 1
min{ by — X918 wadaue (- @)l +aloll < (52)

on P, = (1—a)||B]l1 + ||8]|3 és la penalitzaci6 elastic net, una combinacié convexa de
les penalitzacions de la regressié ridge (o = 0) i la penalitzacié del lasso (a = 1). A
continuacié considerarem només el cas o < 1.
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L’elastic net amb o = 1 — ¢, per a un ¢ > 0 petit, té un rendiment similar al lasso,
pero elimina qulsevol comportament arbitrari causat per correlacions extremes. Més
generalment, tota la familia P, crea un compromis entre el rigde i el lasso. A mesura que
«a augmenta de 0 a 1, per a una A donada, el nimero coeficients de la regressié iguals a
zero augmenta monotonicament de 0 a el nimero coeficients de la regressié iguals a zero
de la solucié del lasso.

Calcul de solucions

Resulta que resoldre l'equacié (8.1) és equivalent a un problema d’optimitzacié com el
lasso. Aquest fet implica que el naiVe elastic net gaudeix de les mateixes avantatges
computacionals que el lasso.

Lema 8.1. Donat (X,y) un conjunt de dades i (A1, \2), es defineix el conjunt de dades
artificials (X*,y*) com

. 2 X * (Y
Xvappxp = (14 A2) <JEI> Yv+p) = <O)

Siguiy = \/1’27)\2 1 8% = 1+ Xof8. Aleshores el criteri de naive elastic net es pot reescriure
com

1
: - *_X* * (|12 * .
win { Sl = X+ 170}

Finalment tenim

. 1 .

El lema (8.1) ens diu que podem transformar el problema de naive elastic net en un
problema de tipus lasso equivalent amb dades augmentades. La mida de la mostra en
les dades augmentades és N + p i la matriu X* té rang p, el que comporta que aquest
procediment pot seleccionar els p predictors en qualsevol situacié. Aixo resol la primera
de les limitacions del lasso explicada en ’escenari (a).

Aquest mateix lema també ens mostra que el naive elastic net pot efectuar una seleccié de
variables de manera similar al lasso, pero aquest metode té la propietat d’efectuar seleccié
de variables agrupades, una qualitat que el lasso no comparteix.

Seleccié de variables agrupades

En el cas p > N, la propietat seleccionadora de variables agrupades té una gran im-
portancia.

Considerem un metode de penalitzaico generic:
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Bzmﬁinuy—Xm@HJ(ﬁ), (8.3)

on J(-) és positiu per a g # 0.

Qualitativament parlant, un metode de regressié posseeix l'efecte d’agrupament si els
coeficients de regressié d’un grup de variables altament correlacionades solen ser iguals
(fins i tot un canvi de signe si es correlaciona negativament). En particular, en la situacié
extrema en que algunes variables son exactament iguals, el metode de regressié hauria
d’assignar coeficients identics a les variables identiques.

Lema 8.2. Suposem que x; = x; per a i,j € {1,--- ,p}.

a. Si J(-) és estrictament convez, aleshores B; = Bj: VA > 0.

b. Si J(B) = |81, aleshores BZB] >0 i B* també és un minim de Uequacid (8.3) on

) e si k4i i k#j
Br=19 (Bi+85)-(s) si k=i
(Bi+Bj)- (1 —s) si k=j

per qualsevol s € [0, 1].

El lema (8.2) mostra una clara distinci6 entre les funcions penalitzades estictament con-
vexes i la penalitzacié del lasso. La convexitat estricta garanteix ’efecte d’agrupament en
la situacié extrema amb predictors identics. En canvi, el lasso ni tan sols té una solucid
Unica. La penalitzacié de ’elastic net amb A9 > 0 és estrictament convexa i, per tant,
posseeix aquesta propietat.

Teorema 8.3. Donat (X,y) un conjunt de dades i (A1, A2), amb la resposta centrada i
els predictors estandaritzats. Sigui 5(A1, \2) la solucid del naive elastic net. Suposem que

Bi()\lv)\z)féj()\l,)\z) > 0. Definim

. 1 . .
Dy, 2, (i, 7) = m\ﬁi@\lﬂz) — Bi(A1, A2)l;

aleshores

. 1
D)\1,>\2<Zm7) < /\7 2(1 _:0>7
2
on p = zix; el coeficient de correlacid entre x; i ;.

Dy, ,(i,7) descriu la diferencia entre els camins dels predictors i i j. Si x; 1 ; estan
molt correlacionats, és a dir, p = 1 (si p = —1 considerem —z;), el teorema ens diu que la
diferencia entre els coeficients associats als predictors ¢ i j és gairabé 0. El limit superior
de l'anterior desigualtat proporciona una descripcié quantitativa de ’efecte d’agrupacié
del naive elastic net.
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Com a metode de seleccié de variables agrupades, la naive elastic net supera les limitacions
del lasso en els escenaris (a) i (b). Tot i aix0, evidéncies empiriques mostren que aquest
procediment no té un rendiment satisfactori a menys que estigui molt a prop de la regressié
ridge o del lasso. Es per aquest motiu pel qual en diem 'naive’ elastic net.

El metode de naive elastic net és un procediment en dues etapes: per a cada Ao fix,
primer troba els coeficients de regressié ridge i després s’aplica la contraccié del lasso. Es
a dir, fem una doble contraccié dels coeficients, que no collabora a reduir les variancies
i introdueix un biaix extra innecessari, comparat amb les regressions ridge o lasso per
separat. Pero hi ha una manera per tal de corregir aquesta doble contraccio.

Elastic Net

Donat un conjunt de dades (y,X), els parametres de penalitzacié (A1, A2) i les dades
augmentades (y*, X*), el naive elastic net soluciona el problema de tipus lasso:

A ) 1 A1
* - * X* * 12 * .
B = min {5l = X5 B ]

Lestimaci6 de 'elastic net (corregit) B es defineix com:

B(elastic net) = /14 Ao f5*

Ao 1 Q%
Recordem que § = m,@ ,
aleshores

B(elastic net) = (1 4+ Az)B(naive elastic net).

Per tant, I’estimador de l’elastic net és I’estimador del naive elastic net redimensionat.
Aquesta transformacié d’escala fa que es conservi la propietat seleccionadora del naive
elastic net i, a més, és la manera més senzilla de desfer la contraccié. Empiricament hem
descobert que l’elastic net té un bon rendiment en comparacié amb les regressions ridge
i lasso.

El segiient teorema ens dona una altre presentacié del Elastic Net, en el que I'argument
de descorrelacié és més explicit.

Teorema 8.4. Donat (X,y) un conjunt de dades i (A1, A2), aleshores l’estimador de

lelastic net B ve donat per la segiient exrpressio:

X'X + XoI

p :mﬁinﬁ’( W >ﬁ—23/X5+)\1|/3|1 (8.4)

El Teorema (8.4) interpreta el elastic net com una versié estabilitzada del lasso, ja que
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I’estimador ve donat per

B(lasso) = mﬁinﬁ/(X/X)ﬁ -2y’ X B+ \|Bl1- (8.5)

Veiem que Y = X'X és una versé reduida de la matriu de correlacions ¥, i

X'X + XoI

= (1-7)S+~I
Ao

TT4; due contrau la matriu S cap a la identitat.

amb vy =

Les equacions (8.4) i (8.5) mostren que reescalar després de la penalitzaci6 de ’elastic net
és matematicament equivalent a reemplacar ¥ per la seva versio reduida del lasso.
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9 Implementacié en R

En els annexos es poden trobar quatre notebooks, escrits en R, que contenen exemples
explicats en detall d’alguns dels procediments que hem vist durant tot el treball i on
s’utilitzen els paquets que s’expliquen a continuacié. Els notebooks sén els segiients:

I. Prostate
II. Hitters
II1. 1u2004

IV. LARS Diabetes

9.1 Paquet glmnet

El paquet glmnet de R realitza procediments extremadament rapids i eficients per ajustar
la regularitzacié del Ridge, Lasso o Elastic net per a models de regressio lineal, logistica
i multinomials, la regressi6 de Poisson, el model del Cox, el model de resposta multiple
de Gauss i la regressié multinomial agrupada. Calcula tots els camins de les solucions
mitjancant el descens seguint les coordenades i es poden fer diverses prediccions a partir
dels models ajustats.

A continuacid, s’explicaran algunes de les funcions que es poden utilitzar a 1’hora de
realitzar I'analisi de regressié d’un model de regressié lineal.

glmnet

Ajusta el model lineal generalitzat mitjancant la maxima versemblanca penalitzada. El
cami de regularitzacio es calcula per a una quadricula de valors del parametre de regula-
ritzacié A.

glmnet(z, y, alpha, lambda ...)

x: matriu d’entrada formada pels predictors de dimensié N X p.

y: variable resposta.

e alpha: parametre amb 0 < o« < 1. La penalitzaci6 es defineix com

1—

«
211813 + a8l

Aixi per a alpha = 0, la penalitzacié coincideix amb la de la regressié Ridge, i per
a alpha = 1 coincideix amb la de la regressié Lasso.

e lambda: seqiiencia de valors de lambda.
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plot

Produeix un grafic de la trajectoria dels coeficients estimats mitjangant la funcié glmnet.
plot(z, zvar=c(’norm’, lambda’, ’dev’) ...)

e x: model creat anteriorment amb la funcié glmnet.

e xvar: eix x: 'norm’ norma L1 dels coeficients, lambda’ log(lambda) i ’dev’ el
percentatge de desviacié explicada.

cv.glmnet

Efectua la validacié encreuada en K passos, produeix un grafic, i retorna el valor de
lambda que fa minim ’error de la validacié encreuada.

cv.glmnet(z, y, lambda, alpha ...)

x: matriu de predictors com en la funcié glmnet.

y:variable resposta com en la funcié glmnet.

alpha: parametre que correspon a la penalitzacié de la funcié glmnet.

lambda: seqiiencia de valors de lambda.

predict

De manera similar a altres metodes de prediccié, aquesta funcié prediu valors ajustats,
logit, coeficients i més objectes a partir d’un model 'glmnet’ ajustat.

predict(object, s, type=c(’link’, 'response’, ’coefficients’, ‘nonzero’, ’class’) ...)

e object: model creat anteriorment amb la funcié glmnet en el que volem predir.
e s: valor del parametre de penalitzacié lambda en que es requereixen les prediccions.

e type: tipus de prediccié (només utilitzarem el de predir coeficients).
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9.2 Paquet lars

El paquet lars de R realitza procediments eficients per calcular tota una seqiiencia de
solucions del lasso amb el cost d’'un ajust per minims quadrats. La regressi6 LAR i
la regressi6 Forward Stagewise estan relacionades amb el lasso, tal com es descriu al
document on s’introdueix el metode LAR.

A continuacio, s’explicaran algunes de les funcions que es poden utilitzar a 1’hora de
realitzar I’analisi de regressié d’un model de regressié lineal.

lars

Calcula totes les variants del Lasso i proporciona tota la seqiieéncia de coeficients i ajustos,
comencant des de zero, fins a ’ajust de minims quadrats. Amb 'opcié ’lasso’, calcula la
solucié completa de lasso simultaniament per a tots els valors del parametre de contraccié
amb en el mateix cost computacional que ’ajust per minims quadrats.

lars(z, y, type = c(’lasso’, ’lar’, ’forward.stagewise’, ’stepwise’)...)

e x: matriu de predictors.
e y: variable resposta.

e type: calcula les segiients regressions: lasso, lar, forward.stagewise or stepwise.

cv.lars

Calcula l'error quadratic mitja de prediccié mitjancant la validacié encreuada de K passos
per al lars, el lasso o la Forward Stagewise.

cv.lars(z, y, type = c(’lasso’, ’lar’, forward.stagewise’, ‘stepwise’), mode=c( fraction’,
'step’),...)

x: matriu de predictors.

y: variable resposta.

type: calcula les segiients regressions: lasso, lar, forward.stagewise or stepwise.
e mode: es refereix a I'index que s’utilitza per a la validacié encreuada.

plot.lars

Realitza una representacié grafica d’un ajust realitzat amb la funcié lars.

plot(x, zvar= c('norm’, ’df’, ’arc.length’, ’'step’),...)
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predict.lars

Mentre que la funcié lars proporciona la trajectoria de la solucié completa, la funcié
predict-lars, permet extreure una prediccié en un punt en particular al llarg del cami de
solucions.

predict(object, s, type = c(’fit’, ’coefficients’), mode = c(’step’, ’fraction’, 'norm’,
lambda’), ...)
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