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1. Introduccion

La resonancia magnética nuclear (RMN) es una herramienta esencial para determinar
estructuras moleculares. Su importancia ha sido reconocida en diversas ocasiones por la
Real Academia de Ciencias Sueca, concediendo el premio Nobel de fisica de 1952 a Felix
Bloch y Eduard Purcell por el descubrimiento del fen6meno en que se basa la técnica, los de
quimica de 1991 y 2002, respectivamente, a Richard Ernst por el desarrollo de las técnicas
multidimensionales y a Kurt Wiithrich por su aplicaciéon al estudio de macromoléculas
biologicas, y el de medicina de 2003 a Paul Lautebur y Peter Mansfield por la aplicacion
de la técnica a la obtencion de imégenes.

La RMN se basa en irradiar mediante radiofrecuencias una muestra sometida a un
campo magnético estatico y registrar la respuesta de la muestra, la cual es debida a tran-
siciones inducidas por la radiacion entre niveles energéticos que corresponden a distintas
orientaciones de los momentos magnéticos de espin de los ntcleos respecto del campo
estatico.

En muestras fluidas (liquidas o gaseosas) el tnico tipo de interaccion o acoplamiento
entre nicleos que se manifiesta en los espectros de RMN es el escalar o indirecto, el cual
decae rapidamente con el niimero de enlaces que separa los niicleos y suele ser despre-
ciable si este niimero es mayor que tres. Esto hace que, normalmente, sb6lo se observen
acoplamientos relativamente fuertes en conjuntos formados por un niimero muy pequeno
de ntcleos.

El objetivo de esta practica es confeccionar un programa que calcule el espectro de
RMN de tres nucleos del mismo tipo (mismo nucleido) de espin 1/2 que interaccionan
entre si mediante un acoplamiento indirecto. El programa debera resolver exactamente
la ecuaciéon de Schrodinger independiente del tiempo del sistema de espines sometido a
un campo magnético estatico, con el fin de obtener las energias y funciones de onda de
sus estados estacionarios. Después debera determinar la frecuencia (o el desplazamiento
quimico) de cada transicion permitida por dipolo magnético entre aquellos estados, asi
como sus probabilidades. A partir de esta informacion y de la anchura de linea debera
generar la informacién necesaria para representar el correspondiente espectro simulado
mediante una aplicacion grafical. El programa se utilizard para estudiar como varfa la
forma del espectro en funcion de los valores que tomen los desplazamientos quimicos, las
constantes de acoplamiento entre los ntcleos y la frecuencia de la radiacion aplicada a la
muestra, y permitiré justificar los patrones de lineas que se obtienen en cada caso.

2. Fundamento tedrico y elaboraciéon del programa

2.1. Espectro de RMN de un solo nicleo

Consideremos una muestra cuyas moléculas contienen un nticleo con nimero cuénti-
co de espin I =1/2. La energia clasica de interaccion del espin nuclear con un campo
magnético de intensidad By dirigido segtn la direccion del eje z es

H=—-By(1—-0) ji=—By(l—0) -7 = —By(l — o)L,

donde /i es el momento magnético de spin del ntcleo, [ es su momento angular de espin, ~y
es su razon giromagnética (267,522 x 10° rad s~! T~! para el protén) y o es su constante

'La idea de este programa ha sido tomada de la referencia 1.
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de apantallamiento, que depende de la molécula que contiene el ntcleo y de la posicion
que éste ocupe en la molécula. El hamiltoniano de espin del niicleo es

H= —By(1 — 0)7_7;
y su ecuaciéon de Schrédinger independiente del tiempo:
Ho=E¢

tiene dos soluciones, que corresponden a los dos valores que puede tomar I, (£h/2), y se
designan mediante las letras a = ¢y, y = ¢_y o

La = za LB=--§ (1)

Irradiando el sistema mediante radiacién de frecuencia:

Es;—E By(l—o0
y =2 - 2 = of 5 il (frecuencia de resonancia de un nucleo apantallado)
T
) ) (2)
y campo magnético By perpendicular a By pueden inducirse transiciones entre los dos
niveles, ya que éstas estan permitidas por dipolo magnético. En efecto, si tomamos el eje
x segun la direccion de By, las reglas de seleccion pertinentes vendran determinadas por la

integral de dipolo magnético (3 |11, o) =~ <ﬁ

I, a>. Para calcular esta integral conviene

expresar I, en funcién de los operadores escalera ascendente (Z) y descendente (7:), que
se definen como: P
I. =1, £1il,

y actiian del siguiente modo:?

Lo =0 I f=ha (3)
I_a = 8 1.38=0 (4)

h

ik a> = 2(pl0y+ (1ns)) = L # 0

(817 ) = .

>=7<ﬁ

El espectro de RMN de la muestra constaré, pues, de una sola linea centrada en la fre-
cuencia indicada por la ec. (2).

2Para cualquier momento angular .J, los operadores escalera arriba/abajo se definen como Jy = J, +i.J,
y, al aplicarlos sobre una funmon propia de J?2 y J. J., producen otra funcién propia de estos operadores con
el mismo valor propio de J J2 y valor propio de J superior /inferior en h; es decn‘ nimero cuantico M

superior/inferior en una unidad. Si se aplica J+ a la funciéon de maximo M o J_ ala de minimo My se
obtiene la funcién idénticamente nula (0).
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Los espectrometros de RMN suelen representarse en una escala de desplazamientos
quimicos en lugar de utilizar frecuencias. Los desplazamientos quimicos son incrementos
de frecuencia respecto de un valor de referencia (para el 'H y el 3C se suele tomar la
frecuencia de resonancia del nicleo del mismo tipo en el TMS) divididos por este valor,
de modo que se obtiene una magnitud adimensional:
V= "Vyef

5= (5)

Vref
Los desplazamientos quimicos también se pueden interpretar, con buen grado de aproxi-
macion, como constantes de apantallamiento relativas. En efecto, utilizando la ec. (2) y
teniendo en cuenta que 0,5 << 1,

Bo(1 — o)y — Bo(1 — 0yep)y _Oref =0

5 =
BO(l_O-ref)’y 1_gref

Los desplazamientos quimicos suelen tomar valores del orden de 107% a 107 para los
protones y hasta 10~* para el ¥C, por lo que, en la bibliografia antigua, se aplica un
factor de 10° en su definicién. En el momento de redactar este texto la recomendacion
de la TUPAC es definirlos mediante la ec. (5), de modo que valores tipicos pueden ser
5,2 x 107% (0 5,2 ppm) para un protén, 94,5 x 107% (0 94,5 ppm) para un 3C, etc.

2.2. Espectro de RMN de tres nicleos acoplados
2.2.1. Funciones de onda y energias de los estados estacionarios

Si las moléculas de la muestra tienen varios ntucleos acoplados, el hamiltoniano de
espin de éstos contendra, ademas de los términos que representan la interaccion de cada
espin con el campo externo, los asociados a la interaccion entre los tres pares de espines.
El acoplarr/li\ent/o\ escalar entre dos niicleos, A y B, conduce a un término de la forma

(h/h?)J wnla - I, B, donde Jap es un parametro con unidades de frecuencia (constante de
apantallamiento) que mide la intensidad del acoplamiento. El hamiltoniano de un sistema,
de tres nticleos acoplados (sistema ABC') sometido a un campo magnético de intensidad
By sera, pues:

H = —By(1 — O'A)’}/IZA — Bo(1 — 03)712 — Bo(1 — 00)7]/\
(h/h2>JAB[A [B —+ (h/hQ)JAcfA [C + (h/hQ)JBch [C

En adelante expresaremos todas las energias en unidades de_frecuencia; dicho de otro
modo, la notacion H representara, en realidad, el operador H /h y sus valores propios
E; representaran F;/h. Dividiendo la ecuacion anterior por h para pasar a unidades de
frecuencia, e introduciendo la frecuencia de resonancia de cada niicleo en ausencia de
acoplamientos (ec. (2)) podemos reescribirla en la forma:

I, I, L. Iy Ig Iyl I Ic

H=—v, R VBT Ve +JABT JA(Jh— + Jpo % (6)

En ausencia de acoplamientos (Jap = Jac = Jpc = 0) este hamiltoniano seria separa-
ble en tres términos dependientes de coordenadas de espin diferentes (A, B y (), y sus
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funciones propias podrian tomarse como productos de funciones propias de cada término;
por ejemplo:

donde

aca = a(A)a(B)a(C)
Como cada sumando de este operador tiene 2 funciones propias (« y ), la suma de los
tres tendra 22 = 8 funciones propias:

aca = D, aaf =Py, afa=d; LPaa = Dy, (8)
aff = @5, Paf =P, PPa=D7, [OL= Ds

que constituiran una base ortonormal del espacio de funciones de espin del sistema. Esta
base permite expresar la ecuacion de valores propios del hamiltoniano con acoplamientos
(ec. (6)): R

en forma matricial:

Hyo ... Hig C14 C14
Hg1 ... Hss Csi Cgi

donde cada matriz columna (vector propio) contiene los coeficientes que determinan una
funcion propia (estado estacionario):

C1i 8
Ui=(® ... B )| ... | =D cu® i=1,...8
r=1

Cgi

Agrupando las matrices columna de los distintos vectores propios en una matriz (C)
cuadrada y los valores propios en una matriz (E) diagonal podemos agrupar las 8 ecs. (9)
en una sola ecuacion matricial:

H11 ng Ci1 ... (18 Ci1 ... (18 E1 0

H81 Hgg Cgr ... Csg Cgr ... Csg 0 Eg

La matriz que diagonaliza una matriz real simétrica puede escogerse real y es ortogonal
(C7'= C'), de modo que, multiplicando la ecuacién anterior por la izquierda por Cf,
obtenemos:

C'HC=E

El calculo de los elementos de la matriz H se facilita mucho expresando los términos de
acoplamiento en funciéon de operadores escalera

o~

fA ’ fB = IJ?AIHCB + [yAIyB + [ZAIZB =5 [JFAI*B + I*AI‘FB I.,1

2 ZATZB



Juan Carlos Paniagua. Junio de 2011

Asi, para los diagonales (véanse las ecs. (1), (3) y (4)):

Hy

—

Hss
Hyy
Hss
Heg
Hry

H88

— <(I>1 H <I>1> = <ozoza <_VAIZhA B VB];_L B VC];—LC
+ JABfAh;zEB + Jac fAF;QfC JBc IBh'QfC aaa>
_ _a_Vs_Yc JAB+JAC Jpc
R A
- <wﬁ " wﬁ> B _7A B 73 2C JZB . J4
¥ 1% 1% 1%
— <a604 Ha5a> = _7A 73 _ 7C _ JZB L ch
73 14 1% 14
= <ﬁaaHﬁaa>:+7A_73_70_J2B_ch
¥ 1% 1% 14
— <aﬁﬁ H aﬁﬁ> — _7A 73 7C B JZB _ Jic
73 14 v 1%
_ <5a5 Hﬁaﬁ>: S 2C_JZB+JZC
¥ 1% 1% 14
= (BBa|l ppa) =+ 4+ L2 04 map _ ac
= (o8| pos) = + 12 4 1B 10y Jan

Entre los elementos no diagonales los tinicos no nulos son los que conectan funciones con
el mismo espin total (igual F, = I,, + I, + L..):

Has
Hy,
Hsy
Hsg
Hs;

Her

_ <ozozﬁ
= {aaf
_ <a5a
~ (app
— (aBp
~ (Bap

Jsc

5 = H3y
1
%—Hm
45 — He
%—Hm
%:Hﬂi

(11)

Si referimos las frecuencias de resonancia a un origen centrado en v,y podemos trans-

formarlas facilmente en desplazamientos quimicos y viceversa (ec. (5)):

QA =V—Vpef =0 X Vpey

Por ejemplo, en un espectrometro de 200 MHz (v,.;(*H) ~ 200 MHz), la frecuencia de
resonancia relativa de un protén con § = 5 x 1079 sera

Q0 =5x%x10"%%200 MHz =5 x 107° x 200 x 10°® Hz = 5 x 200 Hz = 1000 Hz
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de modo que multiplicando ¢ expresado en ppm (10°§) por v,.; expresada en MHz se
obtiene directamente €2 expresada en Hz, que es la unidad en la que suelen expresarse las
constantes de acoplamiento:

Q/Hz = (6/ppm) (vrer/MHz) (12)

Las frecuencias v 4, vg, Vo que aparecen en los elementos diagonales de la matriz H
(ec. (10)) se tomaran también relativas a v,.r; es decir, se substituiran por Qy4, Qp y
Q¢ (en adelante omitiremos el calificativo ‘relativas’). Esto introduce un desplazamiento

de los valores propios Fj, ... Es que hace que la frecuencia de cada transicion ¥; < W;,
calculada como diferencia entre valores propios FE; y Fj;, esté referida también a v, ;:*
Qsz’ =Vji = Vref = Ej — E; (Ej > Ez) (13)
Programa

a) Escribe un programa que pida al usuario, lea y escriba los desplazamientos quimicos
de tres nticleos expresados en ppm (10964, 1055 y 10%5¢), las constantes de acoplamiento
entre ellos expresadas en Hz (Jap, Jac v Jpc) v la frecuencia del espectrometro expresada
en MHz (Vesp = vyep (TH)).

b) A partir de los datos anteriores el programa ha de construir la matriz del hamilto-
niano nuclear utilizando las ecs. (10) y (11). En las primeras se han de substituir las v’s
por 2’s calculadas a partir de las d’s mediante la ec. (12)). Comprueba el funcionamien-
to del programa con los siguientes datos, correspondientes a los protones del cianoeteno
(figura 1): 10%64 = 5,73; 10%p = 6,20; 10°c = 6,07; Jap = 17,9 Hz; Joc = 11,8 Hz;
Jpe = 0,9 Hz; v,.;y = 60 MHz (datos tomados de la referencia 2, pag. 171). Deberias
obtener la siguiente matriz:

~532,35 0 0 0 0 0 0 0
0 —174,5 0,45 5,9 0 0 0 0
0 0,45 —169,75 8,95 0 0 0 0
0 5,9 8,95 —203,4 0 0 0 0
0 0 0 0  189,0 8,95 5,9 0
0 0 0 0 8,95 166,25 0,45 0
0 0 0 0 59 0,45 177,10
0 0 0 0 0 0 0 547,65

Sugerencia: introduce los datos en un fichero para no tener que teclearlos cada vez que
pruebes el programa.

¢) Anade al programa anterior la diagonalizacién de la matriz del hamiltoniano y la
escritura de los valores y vectores propios. Para los datos indicados en el apartado b)
deberias obtener los siguientes valores propios:

—532,3500 —206,6170 —174,0353 —166,9977
162,9768  175,3328  194,0404  547,6500

3La comprobacion de esta afirmacion no es trivial. Al restar Vrey @ las frecuencias va, vp y veo
del hamiltoniano (6) se estd sumando v, fﬁ: /h a este operador, siendo F el momento angular de spin
total: F = T4+ Ip + fc. Esto implica sumar v,e;F,/h = v, ;Mg a cada elemento diagonal H,, de
H y a cada valor propio E;. Por otra parte, la regla de seleccion (15) solo permite absorciones con
(Mp); — (Mp); = —1 (siy > 0, en cuyo caso la energia aumenta al disminuir Mp), cuya frecuencia sera
Viesi = Ej — Vpep(Mp)j — [Ei — Vre(Mp);] = Ej — E; + vyey. Para las emisiones puede aplicarse un
razonamiento analogo.
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Jac=11,8Hz

dc =6,07 dp=5,73
Hc Ha

\

JBC = 0,9 Hz cC—-=cC

/N
Hg CN
0g = 6,20 Jag = 17,9 Hz

Figura 1: Desplazamientos quimicos y constantes de acoplamiento de los protones del
cianoeteno (datos tomados de la referencia 2).

d) Anade al programa anterior la reordenacion de los vectores y valores propios segin
valores crecientes de la energia (es posible que ya lo estén, pero, en general, la ordena-
cion dependeré de la matriz a diagonalizar y del algoritmo de diagonalizacion utilizado).
Escribe de nuevo los valores y vectores propios para comprobar que se ha mantenido la
correspondencia entre unos y otros.

2.2.2. Clasificacion de las funciones de onda

Es facil comprobar que el hamiltoniano (6) conmuta con el operador asociado a la
componente z del momento angular de spin total: F, = I,, + I, + ... En consecuencia,

—~

existird un conjunto completo de funciones propias de ambos operadores, H y F., y los
estados estacionarios seran propios de F, (al menos en ausencia de niveles degenerados).
Es conveniente conocer el valor que toma F, en cada estado estacionario, ya que, como
veremos en el apartado siguiente, las reglas de seleccion se expresan en funcion del ntimero

cuantico Mg = F, /h.

Como el operador f’: es separable, las funciones de base (8) son propias de IV: con
valores propios iguales a la suma de los valores de I, para cada ntucleo; por ejemplo,

— — 1 1 1 1
FZ(I)Q = an()éﬁ = <§ + 5 — 5) OéOéﬁ = 5(1)2

De este modo se obtienen los siguientes valores de Mp para cada funcién de base: 3/2
para la @1, 1/2 para ®,, &3y &4, —1/2 para &5, g y 7, vy —3/2 para $g. Cada funcion
propia de H debera ser combinacion lineal de funciones de base con el mismo valor de F,
(de no ser asi no podria ser propia de este operador). Habra, pues, un estado estacionario
con Mp = 3/2, tres con Mp = 1/2, tres con Mp = —1/2 y uno con Mp = —3/2, y la
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matriz C tendra, salvo reordenaciones de las columnas, la siguiente estructura?:

10 0 0 0 0 0 0
0 Co2 C23 Co4 0 0 0 0
0 C3g C33 C34 0 0 0 0
C = 0 Cqo C43 Cy4 0 0 0 0
0 0 0 0 Cs55 Cs Csy7 0
0 0 0 0 Ceés Cge Cg7 0
0 0 0 0 Crs Crg Cr7 0
o 0o 0o o0 0 0 0 1

Programa

e) Anade al programa anterior la determinacion de la funcién de base que méas con-
tribuye a cada funciéon propia y del valor de Mg que le corresponde. Para cada funcion
propia U; (i-ésima columna de C) se ha de buscar el coeficiente ¢,; mayor en valor abso-
luto; si éste corresponde a la primera funcion de base (fila 1), cuyo M es igual a 3/2,
éste sera el valor Mp de para VU, ; si el mayor coeficiente corresponde a alguna de las
funciones de base ®9. ®3 0 ®, (filas 2, 3 0 4) el valor de Mg para U; sera 1/2, etc. Como
las operaciones entre niimeros reales pueden tener cierta imprecision, es mejor trabajar
con 2Mp y guardar estos valores en un vector de 8 componentes enteras (una para cada
;). El programa ha de escribir una tabla en la que cada fila contenga el indice de un
vector propio, su valor propio, el valor correspondiente de 2Mp y la funcién de base que
mas contribuye a dicho vector representada mediante la notacion siguiente: +++ (o aaw)
para @1, ++— (0 aa3) para @, etc.

2.2.3. Transiciones permitidas

Las transiciones permitidas por dipolo magnético seran aquéllas para las que no se
anule la integral (véase la nota al pie de la pag. 3):

ﬁ;‘I’z> :’V<‘I’j

lo cual exige que los valores de Mp para ¥; y ¥, difieran en una unidad:

(0, | (1 + iy + Firc) ) = (0

2

G \11> (14)

AMp = +1 (15)

En total habra 15 transiciones permitidas, que daran lugar a otras tantas lineas en el
espectro de RMN:

» 3 entre el estado con Mp = 3/2 y cada uno de los tres estados con Mp = 1/2,
= 9 entre los tres estados con Mp = 1/2 y los tres con Mp = —1/2,

= 3 entre los tres estados con Mp = —1/2 y el estado con Mp = —3/2.

4Se puede comprobar que H conmuta con F: y que la estructura en bloques de la matriz de H es
consecuencia de ello.
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Si las constantes de acoplamiento entre los nucleos son pequenas en relacion con las dife-
rencias entre sus frecuencias de resonancia (caso habitual en los modernos espectrometros),
las funciones de base seran buenas aproximaciones de los estados estacionarios. De acuer-
do con la ec. (7) y ecuaciones analogas para las demds funciones de base, las energias del
sistema aumentaran al disminuir Mg (al revés si la razon giromagnética es negativa), y
las lineas de un espectro de absorcién corresponderdan a AMp = —1.

Programa

f) Anade al programa anterior el calculo de las frecuencias relativas en Hz (ec. (13))
y los desplazamientos quimicos (ec. (12)) de las absorciones permitidas (las que tienen
|AMp| = |(Mp); — (Mp);| = 1). El programa ha de escribir una tabla que incluya estos
datos junto con los indices (j e i) de los estados implicados en cada transicion y las
funciones de base que méas contribuyen a éstos. Con los datos indicados en el apartado
b) deberias obtener las siguientes frecuencias relativas expresadas en Hz (no importas si
estdn o no ordenadas):

QUi | Qi | Qe
400,657 | 368,076 | 349,368
384,673 | 365,352 | 342,331
381,950 | 361,038 | 337,012
372,317 | 358,315 | 329,975
369,594 | 353,610 | 325,733

2.2.4. Intensidad de las lineas del espectro

A temperatura ambiente los ocho estados tienen poblaciones muy parecidas, por lo
que las intensidades de las 15 lineas del espectro serdn proporcionales a sus respectivas
probabilidades. Cada probabilidad, a su vez, es proporcional al cuadrado del médulo del
momento dipolar magnético de la transicion (14):

intensidad (V; < ¥;) o (U | (g, + Iay + Haw) \Ill>‘2

8
vy <Z Crj @,

8 2

F+ ;— = Z Csi(I)s>

s=1

(ﬁ + E) cI>S>

r=1

8 8
Z Z CpiCsi <<I>r

r=1 s=1

) 2
T
4

(16)

Expresando F en funciéon de los operadores de espin de cada ntcleo:

<c1>r (1?1 + in) c1>3> - <c1>r

se aprecia que el producto escalar <CI>T

(Ta+Lp+ Lo+ Ta+ T p+1c)®,)

(]/71 + ﬁi) CI>S> se anulara a no ser que ¢, y &,
difieran so6lo en la orientacion de uno de los espines, en cuyo caso dicho producto toma el
valor h; por ejemplo,

<¢1‘<ﬁ+ﬁ:> CI)2> = <aaa‘<ﬁ:+ﬁ\3+ﬂz+a+l/_\3+i\c> ozaﬁ>
= (aaa|0) + (aaa |0) + (aaa |h aca) (17)

+ (aaa|h paf) + (aaa |k aff) + (aaa|0)
= h{aaajaca) =h
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En cambio, para &, y &7, que difieren en la orientacion de los tres espines:

(02|(Fr+ F-) @7) = (aaB|(Toa+Tp+Tc+Ta+Lp+1c)Bpa)
= (aaB|h afa) + (aaB|h faf) + (aaB|0) (18)

+{aaf|0) + (eafB|0) + (aaf |k 555)
=0

Como los valores de Mp para ¥; y ¥, han de diferir en una unidad, y la funciéon de onda
de cada estado es una combinacion lineal de funciones de base con el mismo Mp, las
tnicas parejas de funciones de base @, y ®, que contribuiran al doble sumatorio de la ec.
(16) diferiran en una unidad de Mp. De éstas parejas, las que difieren en la orientacion
de un solo espin contribuiran con & (véase, por ejemplo, la ec. (17)), y las que difieren en
la orientacion de los tres espines no contribuiran (véase, por ejemplo, la ec. (18)). De las
definiciones (8) se desprende que estas ultimas son las que corresponden a indices r y s
cuya suma es 9, de modo que, teniendo en cuenta el carécter real de los coeficientes c,;,
podemos reescribir la ec. (16) en la forma:

2
8

252 8
. . h
intensidad (V; < ;) 1 Z Z CrjCsi

r=1 s=1
S#9—r
0, haciendo el pertinente cambio de unidades,
2
(338
intensidad (V; «— ;) = 1 ; ; CriCsi (19)
S#9—r

Programa

g) Anade al programa anterior el calculo de las intensidades (ec. (21)) de las absor-
ciones permitidas y la escritura de una nueva columna en la tabla de transiciones que
incorpore dichas intensidades. Con los datos indicados en el apartado b) deberias obtener
las intensidades siguientes:

Qi | intensidad | Q. | intensidad | Qj.; | intensidad
400,657 0,0026 368,076 0,1688 349,368 0,0867
384,673 0,1224 365,352 0,5356 342,331 0,1195
381,950 0,0967 361,038 0,6532 337,012 0,1320
372,317 0,0529 358,315 0,1375 329,975 0,0128
369,594 0,2276 353,610 0,5747 325,733 0,0769

2.2.5. Perfil del espectro

Con las intensidades y frecuencias (ec. (13)) de cada transicion podemos representar
el espectro simulado. Cada linea —que identificaremos mediante un indice k— tiene un
perfil Lorentziano:

a® fu (i)
(Q— Q) + a?

fe(Q) = (20)
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donde a es la semianchura de la curva —valor de 2 — Q,_; para el que f;(Q2) es igual a la
mitad de su valor méaximo, que es f(£2;;)—. La intensidad de la linea es proporcional
al area bajo la curva fi(€)) correspondiente:

00 2 Qk—n' o0 2 Q'<—>i
intensidad (V; — ;) oc/ @ Jil - ) df %/ @Il v ) ds
0 (Q - Q]HZ) + a? —00 (Q - Qj<—>z) + a?

Esta integral se puede resolver haciendo el cambio 2 — Q,.,; = ax y teniendo en cuenta
que [dz/(z*+ 1) = arctan

fk(fjw’)@ _ Je(@) jarctan 2] fk<Qj<—>z’)ﬂ_
z24+1 a a a

intensidad (V; < ¥;)

— 00

Si suponemos que la anchura a es igual para las 15 lineas, sus intensidades seran
proporcionales a sus alturas (fj(£2;-;)) y, salvo un factor constante, podremos poner:

f6(Qjo;) = intensidad (V; < U;) (21)

El perfil completo de éste se obtendra sumando las curvas fi(€2) correspondientes a las
15 transiciones permitidas:

F(Q) =) fi(®) (22)

Para representar este perfil construiremos una tabla con los valores de F(Q2) para un
numero suficientemente grande de valores de €2 en un intervalo de frecuencias que contenga
las €2;.,; de las 15 transiciones y exportaremos estos datos a una aplicacién grafica.

Programa

h) Anade al programa anterior la lectura de la semianchura (a) en Hz de la curva
lorentziana que representaré cada linea (anchura que supondremos igual para todas ellas).
Construye una funcion que calcule el valor de F(Q2) para un valor dado de 2 a partir de
las ecs. (22), (20), (21) y (19) (a la funcion le habras de pasar, ademads de €, el valor
de a y la frecuencia e intensidad de cada transicién). Comprueba el funcionamiento de la
funciéon con los siguientes datos: para el cianoeteno a 60 MHz con a = 0,2 Hz el valor de
F(Q) para Q = 361,012 Hz ha de ser 0,645.

i) Anade al programa anterior la lectura del nimero de puntos (np) en los que calcula-
remos el perfil del espectro (F'(€2)) para representarlo. Utiliza la funcion que has construido
en el apartado anterior para generar una tabla de np filas y tres columnas con los valores
de Q,, 10%,, y F(Q,) en np puntos equiespaciados de un intervalo de frecuencias (AS)
que incluya todas las transiciones, dejando un margen de, por ejemplo, 50a por debajo de
la frecuencia mas pequena y otros 50a por encima de la mayor. El programa ha de escribir
esta tabla en un fichero.

j) Desde una aplicacion grafica (gnuplot, OpenOffice, Igor, Excel, etc.) importa los
valores de la tabla construida en el apartado anterior correspondiente al cianoeteno a 60
MHz con a = 0,2 Hz y np = 4000. Representa el perfil del espectro en escalas de frecuencias
(F(£2)) y de desplazamientos quimicos (F'(d)). Este altimo deberia ser analogo a la de la
fig. 2(no hagas mucho caso de la escala vertical).
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Figura 2: Espectro simulado de RMN de protén del cianoeteno a 60 MHz.

3. Gnuplot

Para utilizar la aplicaciéon gnuplot has de arrancarla desde una terminal de texto i
ejecutar la instrucciéon gnuplot. De este modo entraras en el entorno gnuplot, en el que
podras utilizar, entre otras, las instrucciones siguientes:

» plot ‘“fichero.datos’ using 1:2 with lines (para representar la columna 2 del
fichero “fichero.datos” frente a la 1 uniendo los puntos mediante lineas)

e p “fichero.datos’” u 1:2 w 1 (version abreviada de la instrucciéon anterior)

p ““ficherol.datos’ u 1:2 w 1, ‘““fichero2.datos’ u 1:2 w 1 (para Su-
perponer las graficas de 2 ficheros)

e set xrange [7.25:4.5] (para establecer los limites del eje horizontal y su
orientacion)

e set title “‘Espectro del cianoeteno a 60 MHz’’ (para asignar un nombre
al grafico)

e replot (para redibujar el grafico)

e set term png (para, junto con las dos instrucciones siguientes, guardar el gré-
fico en el fichero “grafico.png” en formato png)

e set output ‘‘grafico.png”
e replot

e quit (para salit de la aplicaciéon gnuplot)

4. Aplicaciones

Has de elaborar un informe que incluya el programa fuente y las respuestas a las
cuestiones que se plantean a continuacion.
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1. Representa en una escala de desplazamientos quimicos el espectro de RMN de pro-
ton del cianoeteno obtenido con un espectrometro de 60 MHz. Utiliza los datos
siguientes: 64 = 5,73 x 107% 05 = 6,20 x 107%; §o = 6,07 x 1075; Jup = 17,9 Hz;
Jac = 11,8 Hz; Jgo = 0,9 Hz; a = 0,2 Hz. Comprueba que, aunque la mayor parte
de las transiciones corresponden a transiciones en las que sélo cambia el espin de un
ntucleo, algunas de ellas implican cambio de los tres espines a la vez. Simula y repre-
senta en una escala de desplazamientos quimicos el espectro que daria la molécula
si sus protones no estuvieran acoplados. Compara ambos espectros para apreciar la
dificultad que presentaria la asignacion de las lineas del espectro con acoplamientos
sin la ayusa de un programa de simulacién como el que has confeccionado.

2. A campos suficientemente elevados las constantes de acoplamiento son pequenas
frente a las diferencias entre las frecuencias de resonancia que presentarian los ni-
cleos si no estuvieran acoplados (véanse las ecs. (2) i (5)):

|Jap| <<|va—vp|=[Qu—Qp| =04 — dp|ves
es decir (véase la ec. (12)),
|JAB| << |(5A—5B|Vref (23)

Decimos entonces que el acoplamiento es débil y que el espectro es de primer orden.’
En un espectro de primer orden cada niucleo (en general, cada conjunto de nticleos
quimicamente equivalentes) produce un multiplete centrado en la frecuencia de la
senal que produciria si no estuviera acoplado y con desdoblamientos determinados
por sus constantes de acoplamiento con otros ntcleos, lo cual facilita mucho la asig-
nacion del multiplete. Calcula las diferencias entre las frecuencias de resonancia de
los protones del cianoeteno en ausencia de acoplamientos para un espectrémetro
de 60 MHz y comprueba que son comparables a las constantes de acoplamiento,
de modo que el espectro no sera de primer orden (sistema ABC'). Haz este mismo
calculo para un espectrometro de 200 MHz y comprueba que, en este caso, las cons-
tantes de acoplamiento entre los protones del cianoeteno son bastante menores que
las correspondientes diferencias entre frecuencias de resonancia. Simula el espectro
de la molécula a 200 MHz y representalo en una escala de frecuencias relativas a
Vres. Indica los cambios de spines que corresponden a las distintas lineas del espec-
tro y comprueba que, de las 15 transiciones permitidas, sélo 12 tienen intensidad
suficiente para poder apreciarse en el espectro, y que éstas corresponden a las tran-
siciones en las que solo cambia el espin de uno de los niicleos. Comprueba que la
forma del espectro se corresponde con lo que indican las reglas que se utilizan para
predecir los desdoblamientos producidos por acoplamientos de primer orden, a pesar
de que los acoplamientos sean aun relativamente grandes. Para aplicar estas reglas
es conveniente partir del espectro que se obtendria en ausencia de acoplamientos e

5Este tipo de espectro se llama de primer orden porque puede simularse con precisién a partir de las
energias de primer orden y las funciones de orden cero de un tratamiento perturbacional: el hamiltoniano
no perturbado contendria so6lo los términos de interaccién de cada espin con el campo estatico y, como es
separable, sus funciones propias son las funciones de base aaa, aaf, etc. Los términos de acoplamiento
entre espines constituirian la perturbacion. Es facil comprobar que esta resolucién aproximada del pro-
blema es equivalente a la resolucion exacta de la ecuacion se Schrédinger de un hamiltoniano aproximado
en el que los términos de acoplamiento se han tomado de la forma: Jagl,,I., /A%
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Figura 3: Esquema de niveles (a) y espectro de RMN (b) de dos ntcleos de espin 1/2
acoplados débilmente (tomado de la referencia 3).

ir introduciendo sucesivamente el efecto de cada J empezando por la mayor (J4p)
y terminando por la més pequena (Jp¢).

3. Para el espectro de 200 MHz, resta las frecuencias de las lineas que corresponden al
cambio < « del nucleo A cuando el B y el C estan en o (Qgaa—aaa) ¥y cuando
el Bestaen ayel Cen f (Qgas—aas). Comprueba que la diferencia entre ambas
frecuencias es aproximadamente igual a J4¢ y justifica este resultado prescindiendo
del nicleo B —que mantiene su spin « en ambas las transiciones— y teniendo en
cuenta el esquema de niveles que se obtiene para el caso de dos niicleos de espin
1/2 acoplados débilmente (figura 3). El espectro de RMN de este sistema de espines
puede obtenerse analiticamente (véase la referencia 4).

4. Simula y representa en una escala de desplazamientos quimicos el espectro del cia-
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noeteno obtenido con un espectrometro de 800 MHz. Comprueba que este espectro
es, claramente, de primer orden: la asignacién de los multipletes a partir de los
desplazamientos quimicos es aun més sencilla que en el espectro de 200 MHz, ya
que los multipletes asociados a los nticleos B y C' aparecen mejor diferenciados (el
acoplamiento entre By C' es ahora casi imperceptible).

. Simula y representa en una escala de desplazamientos quimicos el espectro de tres

nticleos de espin 1/2 con d4 = 6 = d¢ = 3 x 107 y Jap = Jac = Jc = 20
(tres nicleos quimicamente equivalentes acoplados entre ellos; sistema As) obtenido
con un espectrometro de 400 MHz. Comprueba, examinando la tabla de vectores
propios, que no es posible, en este caso, asociar cada estado a una tnica funcién de
base, lo cual era previsible dado que el sistema se aparta mucho de las condiciones
de primer orden. Indica si el hecho de que se observe una sola linea se debe a que
haya una sola transicion permitida. Comprueba que se sigue cumpliendo la regla
AMp = £1. Observa que algunas transiciones con AMp = +1 estan prohibidas, lo
cual es debido a que, como cogﬁecuencia de la simetria de este sistema de espines,
el hamiltoniano conmuta con F? y se cumple, ademas de aquélla, la regla AF =0
(hay 4 estados con F' = 3/2 y otros 4 con F' = 1/2).

. Simula y representa en una escala de frecuencias el espectro de tres protones con

5A =2 X 1076, 53 =2,1x 1076, (50 =4 x 1076, Jap = 15 Hz Yy Jac = Jgc = 0
obtenido con un espectrometro de 100 MHz (dos ntcleos acoplados —sistema AB—
y un tercero no acoplado con ellos). ; Puede considerarse débil el acoplamiento entre
Ay B? Interpreta la disposicion de las lineas del espectro y observa el efecto “tejado”
en la intensidad de las lineas de cada doblete.

. Simula y representa en una escala de frecuencias el espectro de tres protones con

5A:2><10_6, 5B=3><10_6, 5C:4X10_6, Jap = 15HZ, JBc:5szJAC:O
obtenido con un espectrémetro de 100 MHz (A acoplado débilmente con B y éste
acoplado débilmente con C; sistema AM X). Interpreta la disposicion de sus lineas.
Simula y representa en una escala de frecuencias el espectro que se obiene cambiando
el valor de dp por 2,1 x 1079 (sistema ABX) y observa la complicacién que aparece
en el espectro cuando deja de ser de primer orden.

. Simula y representa en una escala de desplazamientos quimicos el espectro de tres

niicleos de *C con 64 = g = 75 x107%, 5o = 110x 1075, Jup = 50 Hz y Juc = Jpc
= 35 Hz obtenido con un espectrometro de 100 MHz (dos nucleos magnéticamente
equivalentes acoplados con un tercero; sistema AsB o A3 X). Ten en cuenta que
debes calcular la frecuencia del espectrometro para el *C uilizando la ec. (2) (puedes
despreciar el apantallamiento) y las razones giromagnéticas del proton y del 3C, que
son 267,522 x 10% rad s7! T~! y 67,283 x 10° rad s™! T~!, respectivamente. ;Puede
considerarse débil el acoplamiento de A y B con C? Interpreta la disposicion de las
lineas del espectro.

. Simula y representa en una escala de desplazamientos quimicos el espectro de tres

nicleos de ¥C con d4 =05 =75 x 1076, 6o = 110 x 1076, J45 = 50 Hz, J4c = 35,
Jpc = 90 Hz obtenido con un espectréometro de 100 MHz (dos ntcleos quimicamente
equivalentes —por degeneracion accidental de sus desplazamientos quimicos— pe-
ro no magnéticamente equivalentes, acoplados débilmente con un tercero; sistema
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AA’X). En este caso no se aplican las sencillas reglas que permiten predecir la forma
de los espectros de conjuntos de nucleos magnéticamente equivalentes con acopla-
miento débil entre los conjuntos (tendras que ampliar cada multiplete para apreciar
la complicacién que ha aparecido en relacion al espectro de la cuestion anterior).
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