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Abstract

In this work we describe what feedforward neural networks are and how they are used.
We explain the elements that make them up: layers, depth, weights, biases, learning rate
and activation function.

Then we see that feedforward neural networks are universal approximators of functions
under certain conditions. We study two different ways to prove this. On the one hand,
the Kolmogorov-Sprecher pathway tells us that feedforward neural networks with three
layers, n components in the first layer, 2n 4+ 1 nodes in the second layer, and m nodes
in the last layer are universal approximators of continuous functions from R™ a R"" as
long as the activation function is monotonically increasing and class Lip[lnénij\%w]. On the
other hand, in the second pathway we see that feedforward neural networks are universal
approximations of any measurable function as long as the activation function of the neural

network is a squashing function.

Finally we explain how to determine the different elements that configure the feed-
forward neural networks. We define the cost function. We explain that by minimizing
the cost function by the stochastic gradient descent method and the learning rate we can
calculate the weights and biases. At the end we study different activation functions and
see how they affect neural networks also explaining the vanishing gradient.

Resum

En aquest treball describim qué son les xarxes neuronals de propagacié cap endavant i com
es fan servir. Expliquem quins sén els elements que les configuren: capes, profunditat,
pesos, biaixos, taxa d’aprenentatge i funcié d’activacio.

Després veiem que les xarxes neuronals de propagacié cap endavant sén aproxima-
dors universals de funcions sota certes condicions. Estudiem dues formes diferents de
demostrar-ho. Per una banda la via Kolmogorov-Sprecher ens diu que les xarxes neuro-
nals de propagacié cap endavant amb tres capes, n components a la primera capa, 2n+ 1
nodes a la segona capa i m nodes a I'iltima capa sén aproximadors universals de funcions
continues de R™ a R sempre que la funcié d’activacié sigui monotona creixent i de classe
Lz’p[m(é”TQH)]. Per altra banda a la segona via veiem que les xarxes neuronals de propaga-
ci6 cap endavant sén aproximadors universals de qualsevol funcié mesurable sempre que
la funcié d’activacié de la xarxa neuronal sigui una funcié squashing.

Finalment expliquem com determinar els diferents elements que configuren les xarxes
neuronals de propagacié cap endavant. Definim la funcié cost. Expliquem que minimit-
zant la funcié cost mitcancant el metode del descent del gradient estocastic i la taxa
d’aprenentatge podem calcular els pesos i biaixos. Al final estudiem diferents funcions
d’activacié i veiem com afecten a les xarxes neuronals explicant també el vanishing gra-
dient.
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1 Introduccio

"Les xarxes neuronals, o les xarxes neuronals artificials per ser més precis, representen
una tecnologia que esta arrelada a diferents disciplines: neurociéncia, matematiques ,
estadistica, fisica, informatica i enginyeria. Les xarxas neuronals troben aplicacions en
diversos camps, com ara modelitzacié, analisis de series temporals, reconeixement de
patrons, processament de senyals... i tenen la virtud d’una important propietat: ’habilitat
d’aprendre de les dades d’entrada’ (extret de [10]).

1.1 Motivacid

El Calcul Numeric sempre m’ha agradat, quan vaig parlar amb el meu tutor i em va
proposar entre d’altres temes el de les xarxes neuronals vaig pensar que seria molt in-
teressant. Sempre havia sentit a parlar de les xarxes neuronals pero no tenia clar en que
consistien. Seria una bona forma de saber-ho.

Conforme anava llegint sobre el tema, més que les possibles aplicacions que tenien
les xarxes neuronals, m’interessava una pregunta que sempre acaba per apareixer a una
persona amb formacié matematica: per qué funciona?

Es per aix0 que m’he centrat en intentar entendre quina matematica hi ha darrera del
fet que les diferents aplicacions de les xarxes neuronals funcionin.

Aquesta recerca déna per molt més que un treball d’aquestes carecteristiques, per aixo
m’he centrat en entendre com funcionen les xarxes neuronals de propagacio cap endavant,
i en estudiar dues vies que ens asseguren que les xarxes neuronals de propagacié cap
endavant sota certes condicions sén aproximadors universals de funcions.

1.2 Estructura de la Memoria

La memoria es divideix en cinc seccions. La primera és la introduccié i I'iltima la con-
clusio.

A la segona, explico que és una xarxa neuronal de propagacié cap endavant de manera
resumida, pero amb els suficients elements per tenir clara I'estructura. No explico com
determinar-ne els diferents components que intervenen en l’estructura, perque s’expliquen
més endavant. Necessitarem aquests conceptes per poder passar a la seglient seccio.

A la tercera part, exploro dues vies que ens permetran afirmar que sota certes condi-
cions aquestes xarxes son aproximadors universals de funcions.

Per una banda, mitjancant el Teorema de Kolmogorov i la millora d’Sprecher que
ens permet poder-lo aplicar a les xarxes neuronals per veure que sé6n aproximadores de
funcions.

Per altra banda, una investigacié que fa servir Teoria de la Mesura, i que des d’un
altre punt de vista arriba a conclusions més fortes.

A la quarta part, acabo d’explicar com funcionen les xarxes neuronals, com ’aprenen’
per poder modelitzar les dades que introduim, la funcié cost i, com mitjancant la minimit-
zacié d’aquesta amb el métode del descent del gradient, podem configurar els parametres
que faran que la xarxa funcioni, és a dir, el Backpropagation. També explico la funcié
d’activacio, comentant diferents funcions i com la tria d’aquestes afecta en la xarxa.



2 La Xarxa Neuronal de propagacié cap endavant

Una xarxa neuronal és un algoritme que s’utilitza com a eina per aproximar funcions
f:R* - R™

El nom de xarxa neuronal es fa servir perque 'estructura recorda a la connexié de les
neurones.

Una xarxa neuronal de propagacié cap endavant o feedforward (d’ara en endavant
direm només xarxa neuronal ja que només parlarem d’aquestes) treballa per capes: cada
capa té un nombre de nodes o perceptrons. A cada node hi ha enmagatzemat un nombre.
L’algorisme comenga amb una capa d’entrada, la capa l-esima utilitza els nodes de la
capa (I — 1)-esima per calcular els seus nodes, i finalitza amb una capa de sortida. La
profunditat de I’algorisme fa referéncia al nombre de capes i ’'amplada al nombre de nodes
per capa, tot i que aquesta amplada pot variar de capa a capa.

Figura 1: Exemple de xarxa neuronal. Imatge extreta de [3]

L’entrada seran les coordenades d’'un punt de R"™ i la sortida haura de ser el valor
aproximat de la funcié f en aquest punt. Aixo ho aconseguirem un cop haguem determinat
tots els parametres que configuren la xarxa neuronal.

Anem a definir la notacié que farem servir per explicitar I’algorisme matematicament
(fem servir la notacié de [8] i de [15]):

Definicio 2.1. Notacio:

e L € N: sera la profunditat de ’algorisme.
e n; € N sera 'amplada de la capa l-ésima.

e FEl vector ail € R peri=1,...,n sera la primera capa de la zarza neuronal i cada
component ocupara el node que li correspon d’entrada a la xarxa i:

al

P =T 1=1,...,n1.



En aquest cas n; = n.

o FEl vector aé eR perl=2,...,L tlai variant segons 'amplada de la capa l, és a
dir per i =1,...,n; sera per cada component els nombres que ocupen els nodes de la
capa l. En notacio vectorial seria:

!

A,

e Les wéj € R seran els pesos entre el node i de la capa (I — 1)-ésima i el node j de
la capa l-éstma, on lal = 2,...,L i la © i la j recorreran tots els nodes de la capa
(I — 1)-eésima i l-ésima respectivament. Aquests pesos configuren una matriu que
sera Wi definida com:

! !
Wy o W1 n,

l !
W11 Wny_1my

o Les bé- seran els biaizos de la capa l perl = 2,..., L i la j recorrera tots els nodes de
la capa [-ésima. Aquests biaizos de la capa | configuren un vector:

b}

b =
l

by,

e La funcio o : R — R sera la funcio d’activacio.

Suposant que la capa (I — 1)-ésima té k nodes i la capa l-ésima té j nodes tindriem que
la formula per calcular la capa l-ésima seria:

! -1 |
w1 1 w1 k aq b
al:J(‘/Vlal,l—i-bl):U( + )
T l -1 !
Wi1 Wik/) \a b;

La funcié o afecta a un vector v = (vy, ..., v,) qualsevol de la manera segiient:
V1 g (1)1)

Up, o(vp)

Finalment la funcié que calculara la xarxa neuronal per aproximar f : R” — R™, sera
una certa funcié F': R™ — R™ que vindra determinada per:

F(x) = U(WLU(...(U<WQU(W1$ + bl) + bg)) + bL).



Si considerem que tot aquest algoritme el volem per poder aproximar una certa funcié
f : R® — R™ per poder determinar ’estructura de la xarxa neuronal necessitarem un
conjunt z1,...,xny on x; € R i f(x1),..., f(zn) on f(z;) € R™ per ai=1,...N. Aquest
conjunt servira per a que l'algorisme ”aprengui”, és a dir, per poder determinar el pesos
i biaixos que ens permetran poder aproximar la funcié en qualsevol punt. Per aixo utilit-
zarem la funcié cost que sera la difereéncia entre el valor real de la funcié f i I'aproximacié
que trobem amb I’ algorisme. Minimitzant aquesta funcié és com podrem trobar els pesos
i biaixos. En els segiients apartats paralarem de la funcié cost i de la forma de minimitzar
aquesta funcio.

Per altra banda, ens quedaria saber quina és la funcié o i quina amplada i profunditat
hauriem de triar per 'algoritme. La tria de la funcié o o funcié d’activacié la tractem en
un proper apartat . Respecte a 'amplada i profunditat de I’algoritme no he trobat cap
estudi que doni una regla comuna per triar aquestes variables. A cada camp on s’han
aplicat les xarxes neuronals han desenvolupat una recerca per trobar quina és ’amplada
i profunditat més idonia per modelitzar els seus problemes.



3 Base teorica de Xarxes

Hem trobat dues vies per demostrar que amb una xarxa neuronal de tipus feedforward
o de propagacié cap endavant es pot aproximar una funcié f : R” — R™. Complint per
cadascuna de les vies la funcié f i la xarxa neuronal certes condicions que detallarem en
cada moment.

La primera es basa en el Teorema de Kolmogorov que posteriorment va refinar Sprec-
her.

La segona es basa en teoria de la mesura.

3.1 Teorema de Kolmogorov

En aquesta seccié fem servir els resultats i la notacié de [14].

El teorema de Kolmogorov ens déna una formula per poder expressar una funcié de
varies variables com a suma i composicié de funcions d’una sola variable.

L’any 1900 Hilbert va enunciar 23 problemes no resolts, la solucié dels quals pensava
que era important pel desenvolupament de les matematiques durant el segle XX. Kol-
mogorov va enunciar i demostrar aquest teorema al 1957 com a resposta al problema 13
de Hilbert. Temps després es va pensar que aquest teorema podria servir per justificar
matematicament ’estructura de les xarxes neuronals.

A aquesta seccié denotarem com a I"™ el cub enesim unitari [0, 1]".

Considerarem els indexs p, g, k,7 € N tals que:

p=1,..n, q=1,...2n+1, k=1,2,...., i=1,...,09n)" + 1.

Considerem els intervals tancats:

[ 1o 2 - 3-8)]

Veiem les particularitats d’aquesta definicié d’intervals.

Comprovem la longitud dels intervals, la distancia entre ells i el comportament en
modificar els parametres.

Veiem quina longitud tenen aquests intervals:

@(i‘é—i)‘@(i—l—i)‘@iw <l_31n>

Per tant els intervals Azﬂ- tenen longitud ﬁ (1 — %) Notem que aquesta amplada

no depén de 7 ni de q.

Comprovem quina sera la distancia entre els intervals ¢ 1 ¢ + 1 si fixem ki g¢:

(9711)’“ ((i TH-1- 3%) - (9711)’€ <Z B 3in - 31) - 3n(glan)k



Aix{ entre els intervals 7 i ¢ + 1 fixades k£ i ¢ hi ha una distancia de 3 (gn)k

Comprovem com canvien els intervals si variem ¢ i fixem 7 i k.

Veiem que si a 'extrem esquerre de 'interval ¢ li restem l'extrem esquerre de 'interval
q+1:

(9711)’“ (Z -1 3%) B (9711)’“ <Z —1- q;:l) - 3n(£1)n)k

= >01 3n(én)k < (9;)k (1 — %) I'interval ¢ = 2n + 1 estara a ’extrem dret

1
Com 3n(9n)

i conforme disminueixi ¢ els intervals es desplagaran a la esquerra i es sobreposaran.

Veiem que si a I’extrem dret de l'interval ¢+ 1 li restem 'extrem esquerra de I'interval

(92)’“<"—31n—q;1>_(9;)k (i_l_?:fl):@g(l—;)

(1 — —) > 0 per tant fixades k£ i ¢ comprovem de nou que els

(9 )

intervals ¢ + 1 i ¢ es sobreposen.

Si calculem el valor de I'extrem esquerra del primer interval veiem que:

1 2n + 1
5 )k(1—1— "3;5 ><0.
n

Per tant els intervals comencen abans del 0.

Si calculem el valor de I'extrem dret de 'iltim interval veiem que:

(9711)’“ <(9n)’c +1- 3% + 27;; 1) = (gi)k <(9n)’“ +1+ ;Z) > 1.

Per tant podem afirmar:

Lema 3.1. Els intervals tancats Al , recobreizen [0,1].

Demostracio:: Els calculs anteriors.

0

Ara definim els cubs:

n
kn “in H

Si fixem k i q aquests cubs recobriran tot I™ amb una separacio de 3 (gn)k'

A partir d’aqui Kolmogorov enuncia una serie de lemes que no demostra. He intentat
la seva demostracié pero no me n’he sortit.

Aquests lemes son:



Lema 3.2. :El sistema de cubs Sgil...in amb la k constant i variant la q i les i1, ...,1,

recobreixen tot el cub I™ de manera que cada punt de I™ esta recobert per almenys n + 1
cubs.

Lema 3.3. Les constants )\iqi 1 € es poden triar de manera que:

1.

Pq Pq
Api <A

k
i1 < A+ 1/28

)\pq < )\zzrh, < )\pq + € — €1
si els intervals tancats A} , i Ai_H o no intersecten.

3. els intervals tancats:

kz1 zn_ Z)\kz’z)\ + neg

son dos a dos disjunts si fitem ki gq.

4. De 1) i 3) es dedueiz que:

—_

€k§2k-

Lema 3.4. : Si fitem p i q tenim que:

1.
Aol S P () < N+ e
és cert per Vx € Ak i i determina una unica funcio continua YP? a I™.
2. .
Zwm( )EA,“1 4, per (x1,... )651“1 i
p=1

Per construccié ¥P? sén monotones creixents.

Un cop enunciats aquests lemes veiem el Teorema de Kolmogorov on usarem les ¢/P?
que hem construit.

Teorema 3.5. : Teorema de Kolmogorov.

Yn € N, n>2. Sigui f(xi1,...,xy) una funcié continua de I"a R qualsevol. Llavors
existeizen funcions monotones creixents YP? de la R ambp=1,..niqg=1,...,2n+1
i Xq funcions continues de R a R tals que:

2n+1

f(@1, .. Z Xq qu zp)



Demostracié: Per tant pels lemes anteriors ja tenim determinades les funcions P9.
Ara hem de trobar les funcions x,.

Les construirem de la forma:

x? = lim xZ.
r—00
Abans definim f,. com la funcié:
2n+1 n
fr('flw--a'rn) = Z Xg prq(xp)
q=1 p=1

i M, com:

M, = supzen | f(x) - fr(x) ‘ :

Definirem les X% de manera recurrent igual que k, € N:

Xp = 0.

Suposem ara que tenim determinades les funcions continues x? ; i el nombre k,_1.
Per tant f,_; també estara determinada.

Sigui & ; un punt tal que & . € A} .

Pels intervals tancats Af i1, definim:

N = X () + = (€ €)= Fra (€€l )

n-+1
Per tant:

1

q _ A4 <
| Xr(y) Xr—l( ) | n + 1 r

—1.

Fora dels intervals tancats Az i in definirem la funcié xi de forma arbitraria perod
preservant la continuitat i I’ dltima demgualtat

Aixi tindrem que:

fo=0 i@ My=supger | f(z)].

Com els diametres dels cubs S} iy..q, tendeixen a 0 quan k — oo podem triar un k,
suficientment gran per a que:

| f(@) = fra(2) |< M,—1 Vz €S}

s8]l

2n+ 2

Aix{ ja tenim definides de forma recurrent tant xi com k.

Ara ¥(x1,...,x,) € I" tenim que f — f, la podem escriure com:



f(xly -~7$n)_fr(x1a a$n) = f(xl) ~-'733n)_fr—1(x17 --‘axn)'i‘fr—l(xl, --'axn)_fr(xla axn)

Reescribint f._1 — f;:

2n+1 n n
froa (@1, oy mn) = fr(@n, mn) = = > SXE[ D P ap) | =Xy | D vP(zp)
q=1 p=1 p=1

Per tant tot plegat sera:

flxr, e xn) — fr(xg, oy xn) =

f(xly ’xn) - fr—l(l'la axn) + f’f‘—l(xlv 7xn) - f’l”(xla ...,.Tn) =

2n+1 n n
F@rs o an) = froa(@n, e zn) = Y X DM (@p) | = xioy | D v (ap)
q=1 p=1 p=1

Recordem que el punt (z1, .., z,) esta contingut en n+ 1 cubs Sg ;
brant les q si és necessari podem reescriure el sumatori:

. Per tant renom-
1...0n

2n+1 n n

Do Do) | x| Do v | =
q=1 p=1 p=1

n+1 n n

SO D ) | = xEy | D wrUay) | g+
q=1 p=1 p=1

2n+1 n n
Y Do) | = | D P ()
q=n-+2 p=1 p=1

Ara per cadascun dels termes de la primera part del sumatori tenim:

XD S wPay) | =Xy [ D P | =
p=1 p=1
1
= n+1 (f(fgvila ‘--,513%) - fr—l(g;iila ,513,2”)) =

1 1
= M, ).
n+1\2n+2



Per altra banda a la resta del sumatori tindrem:

2n+1 n n
Z X7 Z PP (xp) | = Xp—1 Z PP (zp)
q=n-+2 p=1 p=1
<n- M, —1.
n+1

Si juntem totes les desigualtats obtingudes tenim que:

f(l‘].a afL'n) - fT‘(xl) 71777,) S

1 g n
_ M, —1=
n—l—lz;Qn—i—Q -t M
—2n+2 r—1 +1 r—1
_2n—|—1
T o2 !

Com que I'dltima desigualtat és per tot punt (z1,...,x,) € I" tenim que:

Y <2n+1

M.
T=opyo

Per tant:

om+1\"
M,< () g
2n+ 2

Aix{ si considerem la serie:

1
Z n -+ erfl'

r>0
sera uniformement convergent i com que:

1

| x3(y) — x4 (y) < Mo

Per tant la resta és menor que els termes de la serie absolutamnet convergent. Aixi:

x? = lim x{.
r—00

Per tant y{ convergeix uniformement cap a la funcié continua x9.

Com que:

10



2n+1 n

fr(l‘la ,l‘n) = Z Xg Zﬂqu(l‘p)
q=1

p=1

M, = supgen ’ f(:L') - fr(‘r) ‘ :

2 1\"
M,o< (22 g
2n +2
Si fem k£ — oo ja tenim la prova del Teorema.
O

3.2 Teorema de Sprecher

En aquest apartat fem servir els resultats de [17].
Sprecher va millorar el Teorema de Kolmogorov fent que les 2n? +n funcions 1?7 fossin

reemplacades per una sola ¥ més constants i les 2n 4 1 funcions x, per una sola .

Teorema 3.6. : VN € N, N > 2 ewisteiz ¢ : [0,1] — [0,1] funcid real, monotona
creizent, Y(x) € Lip[ln(anT%rz)] depenent de N tal que:
Vo eR,0 >0, existeire € Q,0<e<diVneN 2 <n<N, llavors qualsevol funcid

continua f : I™ — R es pot representar com.:

2n n
flx) =Y x| D W(x, + eq)
q=0 p=1

on x €s una funcid continua de R a R i A € R una constant independent de f. Les
poténcies de \ es poden substituir per n nombres reals A\, per p=1,...,n.

3.3 Teorema d’existencia de xarxes neurals de Kolmogorov

En aquesta seccié fem servir els resultats de [11].

Aquest teorema utilitza el resultat del Teorema de Sprecher per deduir 'existéncia de

xarxes neuronals de tres capes que poden representar qualsevol funcié continua f : I™ —
R™,

Teorema 3.7. :Sigui f : [ — R™, f(x) =y, una funcid continua, f pot ser representada
exactament per una xarza neuronal de tres capes tenint a la primera capa les n components
del vector x = (x1,...,x,), (2n+1) nodes a la segona capa i m nodes a la capa de sortida.

Els (2n + 1) nodes de la segona capa venen determinats per:

11



=3 MNp(zj+ek)+k  k=1,..2n+1
j=1

on A € R és una constant i v : [0,1] — [0,1] és una funcié continua monodtona
creizent i Y(x) € Lz’p[lnéniﬁﬁ], e€Q tal que 0 < e < ond € R és una constant positiva
arbitraria.

L’iltima capa sera:

2n+1
Y = Z gl(zk) i:1,...,m.
k=1

on les funcions g; per i = 1,...,m son funcions continues de R en R

Per tant f(x) =y = (Y1, ..es Ym)-

Demostracié: Només cal aplicar el Teorema de Sprecher a cadascuna de les m com-
ponents del vector y = f(x)

Il
Aquest teorema ens garanteix que una xarxa neuronal de les caracteristiques que s’-
expliciten aproxima exactament qualsevol funcié. Ens doéna la certesa que certa xarxa

neuronal pot aproximar qualsevol funcié. Ara bé, no ens déna cap algorisme per calcular
els diferents elements que conformen la xarxa neuronal.

12



3.4 Les xarxes neuronals de propagacié cap endavant sén aproximadors
universals
En aquesta seccié fem servir els resultat de [13] i també la seva notacid.

Definicié 3.8. :Vr € N, definim A" com el conjunt de les funcions afins de R™ a R, és a
dir el conjunt de les funcions de la forma A(x) = wx +b on w,z € R" i b € R. Per tant:

A" ={A(z)|A(z) =wr+b on w,xeR" i beR}

Al context on ens trobem x correspondra a l'entrada de la xarxa , els w determinaran
els pesos i b determinara els biaixos de la primera capa.

Definicié 3.9. :Sigui G una funcié mesurable de R a R i r € N. Llavors definim X" (Q)
com la classe de funcions:

v [ FiRT SR f(2) = YU 8,6 (A (),
E(G){xeR’”, B; € R, AjjelA’”], q]:1,2,...}'

Definicié 3.10. : Una funcié v : R — [0,1] és una funcid squashing (traduit literalment
seria funcio d’aplastament) si no decreiz i:

AV =1
i
o2, Vi) =0

Observem que quan G sigui una funcié squashing 3" (G) sera la classe de funcions
sortints d’'una xarxa neuronal de propagacié cap endavant d’una capa oculta amb funcions
squashing com a funcions d’activacio a la capa oculta i cap funcié d’activacié a la capa
de sortida.

Els escalars 3; determinaran els pesos de la xarxa de la capa oculta a la capa de sortida
i en aquest cas la capa de sortida no tindra cap biaix.

Les funcions squashing pel seu comportament, com a molt, poden tenir un nombre
numerable de discontinuitats i per tant sén mesurables.

Definicié 3.11. : Per a una funcié mesurable G de R a R i Vr € N definim XII"(G) com
la classe de funcions:

sir(q) =4 TR A RS@) =200 5 [Ty G(Aji(x)), .
J"ERT7 B] ER? A]k EATy l] EN, q = 1,2,...

Aquesta XII xarxa és una xarxa més complicada que la que hem definit nosaltres
abans, pero no hi ha problema, doncs el que provem per les XII xarxes també sera cert

per les X xarxes, ja que les X xarxes és un cas particular de les XII xarxes quan [; = 1
Vj.
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Definicié 3.12. : Definim C" com el conjunt de les funcions continues de R" a R.
Definim M" com el conjunt de les funcions Borel-mesurables de R" a R.

Definim la o-algebra de R" com a B". (Aixzd sera important doncs més endavant
haurem de defimir una mesura de probabilitat sobre aquesta o-algebra).

Si G és Borel-mesurable llavors:

S(G)c MT XIN(G) C M.

Si G és continua llavors:

SNG) C Ot SIN(G) C O

També que les classes (ja que sabem per [3] que les funcions continues son Borel-
mesurables):

CcC"c M.

Les funcions no mesurables sén patologiques segons [13].Certes funcions senzilles dis-
continues a trossos seran mesurables i no continues. Ens és ttil considerar també les
funcions mesurables, i no només les continues, per ampliar el conjunt de funcions que
podrem aproximar.

Primer veurem resultats sobre aproximar funcions a C", més tard extendrem els resul-
tats sobre aproximar funcions a M".

El concepte de proximitat entre dues classes de funcions el descriurem amb el concepte
de densitat que ara definirem:

Definicié 3.13. : Sigui (X,p) un espai métric i siguin S i T dos subconjunts d’aquest
espai metric. Direm que S €s p-dens a T si:
Ve>0 i VteT 3dse€S tal que p(s,t) <e.

Direm que S és p-dens si:

Ve>0 i VteX 3dseS tal que p(s,t)<e

Als teoremes que veurem a continuacio els T o X correspondran a C" o M" i S corres-
pondra a ¥"(G) o a XII"(G).

El concepte de proximitat entre dues funcions fi g de C" o de M" es mesurara mit-
jancant una distancia p, que definim a continuacio.

Definicié 3.14. : Siguin fi g dos funcions, f,g € C". Sigui K un compacte KC R" llavors
definim la distancia entre f i g sobre K com:

p(f,9) :==sup | f(z) — g(z) |
reK

14



Definicié 3.15. : Un subconjunt S de C" es diu uniformement dens sobre un compacte
K aC" si:

VK compacte K CR" S és pg—dens a C".

Definicié 3.16. : Una successié de funcions {f,} direm que convergeiz a una funcid f
uniformement sobre compactes si:

VK CR™ pic(fur f) — 0.

n—00

Abans de passar al primer teorema important sobre aproximacié, necessitarem uns
quants resultats que ens ajudaran a demostrar-ho. Per aixé enunciarem el teorema de
Stone-Weierstrass i recordarem la definicié d’algebra que necessitem per tal de poder
aplicar el Teorema de Stone-Weierstrass.

Definici6 3.17. : Sigui A una familia de funcions reals continues definides a un conjunt
E. A és un algebra si es compleizen les condicions segiients:

e Sif,g € A llavors f+g € A.
o Sif,g€e A llavors fg € A.
e Sife Ai)eR llavors A\-f € A.

Definicié 3.18. : Sigui A una familia de funcions reals continues. Diem que a separa
punts a un cert conjunt F si:

Ve,ye B, x#y 3f€A tal que f(z)# f(y).

Teorema 3.19. : Teorema de Stone- Weierstrass:

Sigui A un algebra de funcions continues reals a un conjunt compacte K. Si A separa
punts a K 1V x € K, 3 f € A tal que f(x)#0, llavors A és px-densa a l’espai de les
funcions reals continues a K.

Teorema 3.20. : Sigui G una funcio continua no constant qualsevol de R a R. Llavors
YII"(G) és uniformement densa sobre compactes a C".

Demostracié: Sigui K € R" un compacte. Volem aplicar el teorema de Stone-
Weierstrass, per tant hem de veure que XII"(G) és un algebra a K. Si f,g € XII"(G)
llavors f i g seran de la forma:
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q lj
f@)=> 8 [[G(4ju(x)) amb z€R", B;eR, ApcA, LeN i qeN
j=1 k=1

Per tant si A € R tenim que f4g, f - g i A f també seran de XII"(G). Aixi XII"(G) és
un algebra a K.

Veiem ara que XII"(G) separa punts a K. Per tant, hem de veure que per:

V z,2ye K i z#y 3f e XII"(G) tal que f(x)# f(y).

Podem prendre f(x)=G(A(x)) amb A € A" ja que si prenem q=1, 3;=1 i [;=1 veiem
que f(x) € XII"(G). Ara només cal prendre a,b € R tals que G(a) # G(b) i una A € A"
tal que A(x)=a i A(y)=Db llavors G(A(x)) # G(A(y)).

Per veure I'iltima condici6 del teorema tornem a prendre f(x)=G(A(x)) i prenem un
b € R tal que G(b) # 0 i si fixem:

A(z) =0-2+b llawors Vr e K, G(A(x))=G(b) #0.

Aix{ pel teorema de Stone-Weierstrass tenim que XII"(G) és px-dens a lespai de les
funcions reals continues a K. Com que ho és per tot K ja tenim demostrat el teorema.

O

Amb aquest ultim teorema veiem que les xarxes neuronals de propagacié cap endavant
Y11 s6n capaces d’aproximar qualsevol funcié continua de R™ a R sobre un compacte.

El compacte per tant haura de contenir tots els valors possibles d’entrada de la xarxa.
La funcié d’activacié pot ser qualsevol funcié continua no constant.

Per als segiients resultats necessitarem una metrica o una distancia que definirem sobre
una mesura de probabilitat.

Definicié 3.21. : Sigui u una mesura de probabilitat a (R",B"). Si fig e M" , direm
que son p-equivalents si:

plz € R": f(z) = g(2)} = 1.

Per tal que p sigui mesura de probabilitat u(R") = 1.

Les funcions seran p-equivalents si no coincideixen en un conjunt de probabilitat zero.
Aixi només ens hem d’ocupar de les classes de les funcions equivalents.

La metrica o distancia a les classes de funcions equivalents la definirem aixi:

Definicié 3.22. : Donada una mesura de probabilitat u a (R", B") i dues funcions f,g
€ M" definim una métrica o distancia:

pu: M"zM" — RY

| pulfsg) = inf {e > 0: pla | f(z) - gl@) [> €} < e}
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Veiem com es pot definir de diferents maneres que f, convergeix cap a f, o dit d’una
altre manera:

Mitjancant el segiient lema:

Lema 3.23. :Son equivalents les segiients afirmacions:

1. pu(fn, f) —— 0.

n—oo

2. ¥e > 0.uf] fule) = F@) > ¢} 52 0.

3. [mind] ful@) - () |, }p(de) —— 0.

n—oo

Demostracio:
e 1 & 2: Es inmediat.

e 2= 3: Sip{z:| fulx) — f(z) |>€/2} <¢/2 llavors
Jmin{] fule) — £2) |, () < /2 + /2 = .

e 3 = 2: Per la desigualtat de Txebixef i tenint en compte que si d és una distancia:
Jd(fulz) — f(2))u(dz) —— 0.
n—oo

O

El lema segiient ens relacionara la convergencia uniforme d’una successié de funcions
sobre un compacte amb la p,-convergencia.

Lema 3.24. : Si {f,} és una successio de funcions a M" que convergeix uniformement
sobre compactes a la funcié f llavors:

pu(fn: f) — 0.

n—oo

Demostracié: Prenem un ¢ > 0. Pel lema 3.23 és suficient trobar una N € N tal que
V n > N tenim que:

[ mindl (@)~ $() |, u(de) <

Podem suposar que p(R")=1. Com R" és un espai metric localment compacte llavors
w és una mesura regular (ho sabem per [9], pagina 228 Teorema F).

Per tant 3 K compacte tal que K C R" tal que u(K) > 1 — ¢/2. Prenem un N tal que
Vn > N tenim que:

supzer | fu(x) — f(z) [< €.
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Aixi:

[ min{] fu(e) = £ | 1butdn) + [ min] £u(o) = F(@) |, (o) = /2 +¢/2 = e
Rr_K K

a
Ara enunciarem aquest lema que necessitarem per la demostracié del proper teorema.

Lema 3.25. : Per qualsevol mesura finita ju, C" és p,-dens a M".

Demostracié: Prenem una f € M" i un € > 0. Hem de trobar una g € C” tal que:

pu(fr9) <e

Per un M suficientment gran ,

/mm{\ - 1qp<any, f 1} dp < e

Per [9], pagines 241-242 teorema C i D sabem que 3 una g € C” tal que:

/ | f -1 p<ny> g [Fdp < €/2

Per tant:

/min{l f—gl,1tdp <e
O

Teorema 3.26. : V G funcio continua no constant, ¥V r € N i una mesura de probabilitat
poa (R, B"), llavors X1I"(G) és p,-dens a M.

Demostracié : Donada un funcié continua no constant G pel teorema 3.20 XII"(G)
és uniformement densa sobre compactes a C" i com pel lema 3.25 C" és p,-densa a M"
per tant XII"(G) és p,-densa a M.

O

Per tant el que ens diu aquest ultim teorema és que les xarxes de la forma XII poden
aproximar qualsevol funcié mesurable. Independentment de la funcié G que triem, sempre
que sigui continua i no constant, independentment de la dimensié r de ’espai de sortida i
de la mesura de probabilitat u que triem. En aquest sentit les xarxes XII sén aproximadors
universals.

Recordem que les funcions squashing no tenen per que ser continues, perod sabem que
tindran com a molt un nombre de discontinuitats numerables. Per tant I’altim teorema no
ens garanteix aproximacio universal si prenem com a G una funcié squashing que no sigui
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continua. En el segiient teorema mirarem de solucionar-ho. Abans, pero, enunciarem i
demostrarem un lema que necessitarem per demostrar el teorema més tard. En aquest
lema relacionarem una funcié squashing continua amb un altre funcié squashing qualsevol,
i per tant incloent-hi les discontinues.

Lema 3.27. : Sigui F una funcio continua squashing i ¥ una funcio squashing qualsevol
llavors:

Ve>0 3IH €X' (¢) tal que suprer | F(N) — H () |< e

Demostracié: Prenem un € tal que 0 < € < 1. Hem de trobar unes constants (3; i
unes funcions afins A; amb j € {1,2,...,Q — 1} amb @ € N tals que:

Q-1
supaer | F(N) — Y Bib(A;(N) [< e
j=1

Prenem Q tal que 1/Q < €/2.

Vje{1,2,..,Q — 1} prenem §; = 1/Q.
Prenem M > 0 tal que:

Y(—M) <€/2Q i (M) > 1.€/2Q.

Com v és una funcié squashing aquesta M existira.

Vi e{1,2,...,Q — 1} sigui:

rj = sup{A: F(\) = j/Q}

rg = sup{\: F(A\) =1—-1/2Q}.

Com F és una funcié squashing les r; existiran.

V1,8 tal que r < s sigui A, 5 € A 'tnica funcié aff que satisfa que:

Ars(r)=M i que Ay s(s)=-M

Aixi la aproximacié que busquem és:

Q-1
He<)‘) = Z ij(Arj,rj+1 (/\))
=1

Aixi a cada un dels intervals: (—oo, 1], (r1,72], ..., (rg—1,7¢Q], (rg, c0) tindrem que

| FO\) — H.(N) |< e
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O

Un cop demostrat el lema podem enunciar i demostrar el teorema per qualsevol funcié
squashing sigui o no continua.

Teorema 3.28. V ¢ funcio squashing i ¥V r € N i qualsevol mesura de probabilitat p a
(R", B") llavors X11" (1)) és uniformement dens sobre compactes a C" i p,-dens a M".

Demostracié: Pel Lema 3.24 i el teorema 3.26 és suficient provar que XI1"(v)) és
uniformement dens sobre compactes a XII"(F') per alguna funcié continua squashing F.
Per veure aixo és suficient provar que per qualsevol funcié de la forma HZZI F(Ag(-)) pot
ser uniformement aproximada per elements de XTI(v)).

Prenem ¢ > 0. Com la multiplicacié és una funcié continua i [0, 1]* és compacte llavors
36 > 0 tal que si | ap — b, |< 0 per a 0 < ag, by > 1 amb k € {1,2,...,1}

llavors :

l l
| Hak— ku |<e
k=1 k=1

Pel Lema 3.27 hi ha una funcio:

T
Hs(-) = Brb(AL(-))
t=1
Com

supxer | F'(A) — Hs(\) [< 0

llavors:

z !
supser | [ [ F(Ar(2)) — [ [ HsAk(@)) [< €
k=1 k=1

Com AL(Ag(-)) € A" hem vist que:

l
[T Hs(4()) € S117 ().
k=1

Per tant ka:l F(A;()) pot ser aproximada uniformement per elemnets de XII"(1).
U

En el segiient teorema provarem el mateix perd per xarxes X", pero,per poder fer la
demostracié d’aquest teorema, necessitarem tres lemas que veurem a continuacio.

Lema 3.29. ¥V funcidé squashing ¢ , Ve > 0 i per VM > 0 existeiz una funcio cosyre €
S (y) tal que:
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SUPNe[-M,M] | cospre(N) — cos(A) [< e

Demostracié: Sigui F la funcié cosinus de Gallant i White que trobem a [6] definida
per:

0 six < —7/2
F(z) =< (cos(x+3m/2)+1)/2 si —nw/2<x<7/2
1 sixz>m/2

La seva grafica sera:

Veiem que es una funcié squashing.

Escalant la funcié F podem tenir-la en un interval [-M,M]. El resultat llavors ve d’a-
plicar el lema 3.27 i la desigualtat triangular.

O

Lema 3.30. : Sigui:

Q
9() = Bicos(4;().
j=1

Amb Aj € A". Llavors per ¥ funcio squashing 1, ¥ compacte K C R" i Ve > 0, 3 f
€ X" () tal que:

supger | g(z) — f(z) [< e

Demostracié: Prenem M > 0 tal que:

Vjedl,..,Q} Aj(K)cC[-M,M]

Com Q és finit , K compacte i A;(-) és continua podem trobar aquest M.

Sigui

Q
Q=Q-) 181

Jj=1
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Pel lema 3.29, Vx € K tenim:

Q
| ZﬁjCOSM,e/Q/(Aj(CU)) —g(z) [<e

j=1

Com cosyyc/qr € Y1(z)) hem vist que:

Q
FO) = cosnreer(45() € £7(3).
j=1

O

Lema 3.31. : Per qualsevol funcié squashing 1. X" (1)) és uniformenment densa sobre
compactes a C".

Demostracié: Pel teorema 3.20 els polinomis trigonometrics:

Q l
> B

cos(Ajr(-)) tal que Q,l; €N,Bj €R,Aj,c A"
j=1 k=1

sén uniformement densos sobre compactes a C”.

Aplicant repetidament les identitats trigonometriques:

cos(a) - cos(b) = cos(a + b) — cos(a — b).

ens permet reescriure els polinomis trigonometrics de la forma:

Q
Zaicos(Ai())
=1

onqa; € Ri A; € A", Pel lema 3.30 ja ho tenim.
O

Ara ja podem enunciar el Teorema, tenint en compte els dltims tres lemes per la
demostracié.

Teorema 3.32. V ¢ funcio squashing i ¥ r € N i qualsevol mesura de probabilitat i a
(R", B") llavors X" (1)) és uniformement dens sobre compactes a C” i p,-densa a M".

Demostracié: Pel lema 3.31 sabem que X7 (1)) és uniformement dens sobre compactes
a C". Llavors pel lema 3.24 sabem que 3" (1)) es p,-dens a C”. Per la desigualtat triangular
y el lema 3.25 llavors X" (v)) és p,-dens a M.

O

Per tant del Teorema 3.32 podem dir amb altres paraules que:
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e Les xarxes neuronals de propagacié cap endavant amb una sola capa oculta poden
aproximar qualsevol funcié continua uniformement en qualsevol conjunt compacte,
independentment de la funcié ¢ squashing (en el sentit de si és continua o no),
independentment de la dimensi6 de I’espai de sortida r, i de la mesura pu.

e Les xarxes neuronals de propagacié cap endavant amb una sola capa oculta poden
aproximar qualsevol funcié mesurable amb la metrica p, independentment de la
funcié ¥ squashing (en el sentit de si és continua o no), independentment de la
dimensié de I’espai de sortida r, i de la mesura pu.

Per tant en aquest sentit podem dir que les xarxes neuronals ¥ sén aproximadors
universals.

Si ens fixem en les demostracions dels teoremes 3.32 i 3.28 en realitat no necessitem
obligatoriament que la funci6 1 sigui una funcié squashing (continua o no), siné que és
suficient que la funcié 1 sigui tal que les xarxes BIT'(v)), en el cas de Teorema 3.28, o
Y1(3)), en el cas del Teorema 3.32, aproximin una funcié squashing en un compacte.

Teorema 3.33. : Sigui ¢ una funcid squashing Ng € M", AK C R" compacte i una
feXr(y) tals que Ve > 0 tenim que u(K) > 1 — € llavors:

| f(z)—g(x)|<e VzeK

Independentment de i, T o p.

Demostracié: Sigui € > 0. Pel [9] pagina 243, teorema C i D:
3K tal que (K1) >1—¢/2ig | K' (g restringida a K) és continua a K!.

Per [5] pagina 149, Teorema de Tietze:

3¢’ funci6 continua ¢’ € C" tal que ¢’ | K = ¢ [ K i:

supserrg () = supyeprg | K' ().

Pel lema 3.31 ¥"(¢)) és uniformement densa sobre compactes a C".

Prenem K2 un compacte tal que u(K?) > 1 —¢/2. Prenem f € X" (v)) tal que:

supgere | f(x) —g'(z) [< e
Llavors:

supgexing2 | f(x) —g(x) [< e

WK'NK?)>1—¢
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En aquest iltim Teorema el que veiem és que si els valors d’entrada de la funcié que
volem aproximar estan en un cert compacte K, dins d’aquell compacte és on I’aproximacié
sera més bona. Conforme la mida p del compacte sigui més propera a 1, més ben aproxi-
mada estara la funcié. El concepte és que conforme més probable sigui que els valors de
la funcié siguin dins de K, millor sera I’aproximacio.

La diferencia entre el Teorema 3.33 i el Teorema 3.20 és que la funcié g és mesurable
en el primer i continua en el segon i que el compacte K esta triat especificament en el
primer i és qualsevol al segon.

Ara hem d’introduir el concepte d’espais L, per continuar amb les segiients demostra-
cions.

Definicié 3.34. : L,(R", u) és el conjunt de funcions f € M" tals que:

/ | f(2) P ude) < oo.

La norma als espais L, sera:

1@ = | [ 176 nta)] "

La metrica o distancia asociada a Ly, sera:

pp(f9) =l f—9gllp

Teorema 3.35. : St 3K compacte, K € R" tal que u(K) =1 lllavors ¥(v) és p,-dens a
L,(R", ) per Vp € [1,00), independentment de 1, r o p.

Demostracié: Prenem g € L, i e > 0. Hem de trobar que 3f € X" (%) tal que:

pp(f,9) <e

Dels teoremes 55Ci 55D de [9], pagines 241-241 sabem que per tota funcié acotada
h € L, existeix una funci6 continua f’ tal que:

pp(h, f/) < 6/3

Prenem un M suficientment gran M € R i fixem:

h=g-lig<m
Aixi:
pp(g,h) <€/3

Com X" (1)) és uniformement dens sobre compactes, 3f € 3" (v) tal que:
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supzex | f(z) — f'(x) [P< (¢/3)"

Com per hipotesi pu(K) = 1 tenim doncs que:

pp(fs f') <e€/3

Per tant si ho juntem tot queda:

po(9: 1) < pp(g:h) + pp(hs [)) + po(f', ) < €/3+€¢/3+¢/3 =

g

Teorema 3.36. : Sigui p una mesura de probabilitat a [0,1]" llavors X7 () és p,-dens a
L,([0,1]", u) per qualsevol p € [1,00), independentment de 1, T 0 fu.

Demostracié: Com [0,1]" és compacte, només hem d’aplicar el teorema anterior.

O

Teorema 3.37. : Si u posa tota la massa 1 a un conjunt finit de punts llavors per cada
g€ M" ie>0 existeiz una f € X7 () tal que:

pfz | f(x) —g(z) [< e} = 1.

Demostracié: Sigui € = min{u(x) : u(xz) > 0}. Llavors per Ve < € tenim que:

pu(f g) =€

llavors:

pf | f(x) —g(z) [> €} = 0.

Si apliquem el teorema 3.32 ja estara.

O

Teorema 3.38. : Per qualsevol funcié Booleana g i cada € > 0 tenim una f € X" () tal
que:

matgeqo1y | 9(x) — f(z) [<e€

Demostracié: Només cal posar massa 1/2" a cada punt de {0, 1}" i aplicar el teorema
3.37.

g

25



Teorema 3.39. : Sigui {z1,...,z,} un conjunt de punts tals que:

{z1,..;xn} tal que z;€R" @ xz;#x; si i#j].

Sigui g una funcié g : R™ — R arbitraria. SiIM € R M > 0 tals que p(—M) =0 i
(M) =1 llavors 3f € X"(¢) tal que:

f(zi) =g(x;) Vie{l,..,n}.

Demostracié: Farem la demostracié en dos pasos, primer ho demostrarem per {x1, ..., ,, }
amb xz; € R després ho extendrem a z; € R".

Suposem que {z1,...,z,} C R i que, renumerant les x; si és necesari, r1 < z3 < ... <
Tp—1 < Tp.

Prenem M > 0 tal que ¢(—M) =1 — (M) = 0 i definim:

A =M Br=g(x) fYz)=p51 ¢(Ai(2))

Aj sera la funcié afif constant = M. Per tant:

fl@)=g(z1) i per tant fi(z1) = g(z1).

Aixi definim de manera recurrent Ay com:

Ay 1=-M i Ay=M

Br = g(zk) — g(wp-1)-

Per tant si definim:
k
) =" Bub(4(x)).
j=1

Tenim que:

Vi <k fF(x) = glz).

Per tant f™ sera la funcié que busquem.

Pasem ara a R". Suposem que {z1,...,2,} C R” amb r > 2. Prenem un p € R" tal
que:

Si i#j p-(a—a;)#0.
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Renumerant si és necesari tenim: p-x1 <p-z2 < ... < p-Tp_1 < p-T,. | ara ja som
al cas r = 1 per tant podem trobar els 3; i els A; tals que:

S B(As(p - ) = glw).
j=1

Aixi:

fx) =) Biv(A;p- ).
j=1

Serd la funcié que buscavem.

O

Segons [13] modificant aquesta demostracié podem provar-ho en el cas que v sigui
una funcié squashing qualsevol, sense necesitat que IM > 0 tal que (—M) = 0 i que

$(M) = 1.
Fins ara a tots els resultats les funcions eren del tipus f : R" — R. Podem donar

resultats analegs per xarxes de varies sortides, és a dir xarxes neuronals de propagacié
cap endavant que aproximin funcions continues o mesurables de R" a R® amb r,s € N.

Hauriem de refer les definicions de conjunt de funcions continues de R" a R® com a
C™?* i el conjunt de funcions mesurables de R" a R® com a M, s.

També hauriem d’extendre el concepte de xarxes de X" o XII" a ¥™° i XII™* respecti-
vament, reinterpretant les 3; com vectors de components sx1.

La funci6 g : R" — R?® tindra components g; per i = 1,2, ..., s.

La metrica o la distancia també quedara redefinida com:

S
i = pulfingi).
i=1

La distancia p, també quedara redefinida de forma multivariant.
Amb totes aquestes redefinicions podem dir:

Teorema 3.40. : Els Teoremes 3.28, 3,32, 3.33, 3.35, 3.36, 3.37, 3.38 son certs també
per les classes XI1™° i/0 X aproximant funcions a C™° i M™ amb Pyt Pp-

Demostracié: Usant vectors f; que siguin 0 menys en la posicié i-esima podem
j
aproximar cada una de les g; amb una aproximaci6 de €/s. Sumant les s components de
les g; ja tindriem ’aproximacié per XII™*% i ¥7%.
O

Aix{ les xarxes neuronals de propagacié cap endavant de sortida multiple sén aproxi-
madors universals de funcions multivariants.

Fins ara tots els resultats han estat per xarxes neuronals d’una sola capa. El resultat
final descriura les capacitats aproximadores de les xarxes neuronals de propagacié cap
endavant de sortida multiple i de varies capes.
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Per simplicitat considerarem les xarxes ¥ només. Les xarxes XII com que contenen
a les X també tindran les mateixes propietats, es podria demostrar també per aquestes
xarxes pero segons [13] la complexitat notacional ho faria molt farragds.

Abans d’enunciar el segiient teorema necessitarem un lema previ per poder demostrar-
lo.

Lema 3.41. : Sigui F la classe de funcions continues de R a R ¢ G la classe de funcions
continues de R” a R per tant F és uniformement dens sobre compactes a C* i G és
uniformement dens sobre compactes a C”.

La classe F o G:
FoG={fog:feF i geG}

és uniformement densa sobre compactes a C”.

Demostracié: Prenem una h € C" qualsevol, un K C R" compacte i un € > 0.

Hem de demostrar que existeix una f € F' i una g € G tals que:

supzer | f(g(x)) — h(z) |<e.

Per hipotesi dg € G tal que:

supzek | g(x) — h(x) |< €/2.

Com K és compacte 1 h és continua {h(z) : ¢ € K} és compacte. Com {g(z) : z € K}
esta acotada. Sigui S la clausura compacte de {g(z) : v € K}.

Per hipotesi 3f € F tal que:

supses | f(s) — s [<€/2.

Per tant f o g sera la funcié que busquem ja que:

supzerc | f(9(x)) — h(@) |< supser | f(9()) — g(z) + g(x) — h(z) |<

< supeek | f(9(x)) — 9(x) | +supzer | g(x) — h(z) [<€/2+€/2 =€
g

Denotarem la classe de les funcions de sortida de les xarxes neuronals de propagacio
cap endavant de | capes (contant la capa d’entrada peré no la de sortida) que van de R”
a R® usant funcions squashing 1 com E;’s. Els casos anteriors eren per [ = 2.

Les regles d’activaci6 pels elements d’aquesta xarxa seran:
ar; = Gp(Ai(ag—1)) per i=1,..q k=1,..1

on:
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e aj és un vector gpxrl amb elements ag;
e ap = x per convenci6 (seran les entrades de la xarxa).
e G1,...,G;_1 =¥ i G; la identitat.

e gy =11igq =s.

Aixi podem enunciar el seglient teorema:

Teorema 3.42. : El Teorema 3.32, 3.33, 3.35, 3.36, 3.37, 3.38 © 3.40 son valids per les
classes X,°(v) aprozimant funcions a C™* i M™* amb Py, pp multivariant. Amb 1 > 2.

Demostracié: Podem considerar el cas s = 1 ja que si s > 2 podem aplicar el Teorema
3.40.

Sera suficient demostrar que Vk la classe de funcions:

Be= | e [ [ v ( (S vt o) )
ik ’L’k*l i1
és uniformement densa sobre compactes a C".

Pel lema 3.31 sabem que és cert per K = 1. Hem d’aplicar induccié sobre k per
completar la prova.

Suposem que Ji és uniformement densa sobre compactes a C”. Hem de provar que
Ji+1 també ho és, pero:

Jip1 = Zﬁﬂb(Aj(gj(fﬂ)))) 195 € Ji

Pero el lema 3.31 ens diu que la classe de funcions:

ZBW(AJ'(')))

és uniformement densa sobre compactes a C'.
Pel lema 3.41 tenim doncs que Jx11 és uniformement densa sobre compactes a C”.
Per tant per hipotesi d’induccié Ji és uniformement densa sobre compactes per Vk.

g

Per tant les 3,"° xarxes seran aproximadors universals per funcions multivariants o
vectorials.

Segons [13] per tant les xarxes neuronals de propagacié cap endavant amb una funcié
d’activacio squashing 1 sén capaces d’aproximar qualsevol funcié mesurable amb el grau
de presicié que vulguem.
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Aixo implica que qualsevol error en les aplicacions sera degut a errors en la tria dels
pesos 1 biaixos, és a dir en el procés d’aprenentatge, a un insuficient nombre de capes o
bé a que la funcié que volem aproximar no te una relacié determinista entre les dades
d’entrada i de sortida.
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4 Base algoritmica de Xarxes

Un cop hem vist la justificaci6 matematica de perqué una xarxa neuronal es pot fer
servir per aproximar una funcié, veiem quins algoritmes fem servir per determinar els
parametres que configuren la xarxa neuronal. En aquesta seccié fem servir resultats de

[11,[2],[4],[7],[8],[10],[12] i [15].

4.1 La funcié Cost

Si F': R™ — R™ és la funcié que realment calcula I'algoritme definirem la funcié de cost
o funcié quadratica del cost com:

1 N
Ci= 5% ; 1f (i) = F ()3,

Si notem

1
Co = 5 lIf (@) — F(a)|3

Podriem reescriure C com:

La funcié cost aixi definida ens calcula I'error d’aproximacié de f per F. Per tant si
volem que F aproximi bé f hem de minimitzar C. Finalment ens trobem amb un problema
numeric de calcular minims i mitjancant aquests calculs trobar els millors pesos i biaixos.
Per minimitzar C podem fer servir el metode del descent del gradient i el Backpropagation,
tot i que hi ha d’altres metodes per minimitzar la funcié cost.

4.2 Descent del gradient

Veiem com funciona en general el metode del descent del gradient per calcular minims
d’una funcié g : R™ — R. Fem servir els resultats i notacié de [4].

Definicié 4.1. Sigui g : R — R una funcid diferenciable. FEl gradient de g en x =
(w1, T2, ..., )" es denota com Vg(x) i es defineiz com:

Vg(z) = <§i(x), g(x)> .

Sabem que la funcié g pot tenir un minim relatiu en x només quan el gradient sigui
ZETO.

També sabem que si v = (vy,...v,,) és un vector unitari de R”, es a dir ||v||3 = 1, la
derivada direccional de g en x en la direccié v és:
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Dyg(a) = lim (G (g(x + o) — g(2) = o' V(o).

h—0

Per tant la derivada direccional mesura el canvi de valor de la funcié g respecte al canvi
de la variable en la direccié v i la direccié que estableix el maxim valor de la derivada
direccional sera Vg(z) sempre que Vg(z) # 0. Aixi, si volem trobar la direccié de la
maxima disminucié de g en x sera —Vg(x).

L’algorisme del descent del gradient per calcular el minim d’una funcié g : R® — R,
sera un procés iteratiu. Donat zg € R™ i una A € R, A > 0 definirem el segiient iterat
com:

Tiy1 = x; — AVg(z;). 1=1,2,...

A cada pas ens hem d’assegurar que:

9(wit1) < g(@s).

I pararem quan:

l9(wiy1) — g(xi)| < TOL

Si definim TOL com la tolerancia minima que volem per a aproximar el minim.

La funcié cost abans definida és de la forma C : R — R*. Es a dir que sempre pren
valors positius, aix0 ens déna alguns aventatges.

El que volem en cas de les xarxes neuronals és que la funcié cost sigui zero per tal
que no hi hagi diferéncia entre la funcié que volem aproximar i el resultat que ens déna
la xarxa neuronal. Aquest zero sera el minim que volem trobar mitjancant el descent del
gradient, i alla on el gradient de la funcié cost valdra zero. Per tant incrementarem la
funcié cost variant el gradient mitjancant un vector v:

AC =~ VC Aw.

On v sera, fent servir el metode del descent del gradient:

Av=—-AVC

Per tant:
AC =~ —A\VCVC = —\|VCO|?

Aix{ ens assegurem que com:

IVC|* >0

I'increment de C sera sempre negatiu, i per tant disminuira. El que no sabem amb
seguretat és que aquest minim sera zero.
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A ) li diem taxa d’aprenentatge. La tria d’aquesta taxa pot ser molt important, ja
que pot variar la velocitat de convergencia, pot fer que no convergeixi o que convergeixi
a un minim local i no global.

Segons [15] la taxa d’aprenantge es va variant manualment per tal de trobar la millor
aproximacio i d’aquesta manera evitar els errors de convergencia que poguem trobar.

4.3 Backpropagation

Amb el Backpropagation determinarem els pesos i biaixos de la xarxa neuronal de pro-
pagacié cap endavant fent servir la funcié cost abans definida i el metode del descens del
gradient.

Observem que la funcié cost tal i com ’hem definida sembla que depengui de x, pero
en realitat no és aixi.

Quan fem la propagacié cap endavant tenim uns valors d’entrada i uns valors de sortida
donats per les dades observades que volem modelitzar a traves de la xarxa neuronal,
aquestes dades no les podem moure, son les dades que volem aproximar.

Per tant quan fem la diferéncia entre els valors de sortida de la xarxa neuronal i els
valors que volem aproximar, aquesta diferéncia, la funcié cost que volem minimitzar, no
depeén de x sind dels pesos w i biaixos b que volem trobar per a que la xarxa realment
aproximi la funcié que busquem.

Aixi el descent del gradient I’hem d’aplicar sobre els pesos i biaixos de la xarxa neuronal
que son realment les variables de les que depén la funcié cost que volem minimitzar.
8‘2}% ide 373;
poder aplicar el metode del descent del gradient per minimitzar la funcié cost. Aixo és
el Backpropagation o propagacié cap enrera. Rep aquest nom ja que comencem amb les
diferencies que obtenim a la ultima capa de la xarxa neuronal o capa de sortida i anem
calculant cap enrera les derivades parcials de cada capa fins arribar a la primera.

El repte, doncs, que hem d’enfrontar ara és el calcul de per tal de

Reescribint el vector a! tenim:

k
_ 1 o1-1 [
af=0() wja; "t +1b;)
i=1
Si definim zé com:
k
1. 1 o1-1 |
2=y wyap b
i=1
llavors
1 _ !
a; = a(zj)

oc s oC

dw; : ),

Per tant per calcular fent servir la regla de la cadena tenim:

l
oc _oc 04 ac

T~ ala.l 1%
8wi7j 8zj 8“%‘,]‘ 0zj
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oc _oc oz _ oc
ovl 92t ol 02!

Ja que
!
8zj _
l 1
Ow ;
!
9z
1
8bj

Suposant que la xarxa neuronal té L capes, fent servir de nou la regla de la cadena i
que ajL = U(sz) tenim que a I'altima capa:

8c _ aCc day  oC ,

= 577D

L~ 5.L a1  7,L%\%
0z; daj 0z;  Oa;
Usant la definici6 de funcié cost i si F(z) = Af = (al,...,ak) és la funcié que calcula
la xarxa neuronal i f(x) = (y1, ..., yx) es la funcié que volem modelitzar, tenim:
9.L (aj — yj)U/(Zj )
j

Amb aix0 ja podem aplicar el descent del gradient a 'iltima capa de la xarxa neuronal
canviant les wiLJ. iles bf per unes altres que calculin millor 'aproximacié de f(x).

A partir de I'iltima capa podem anar calculant les anteriors. Si ja tenim calculades

I ! -1 ; -1 s e
les w; ; i les b podem trobar les w; .~ iles b;™", aixi:

9zt .
~+ tenim:

Centrant-nos ara en X
z"
J

Per tant:




oC oC
ul ide a0l

tenim:

Recuperant de les anteriors equacions de

oc  aC Zk: ac
-1 -1 a1

abj 0z 1 0
Per tant ja podem explicitar l'algoritme que fara que la xarxa neuronal aprengui.

Abans , pero, hem de decidir com inicialitzar els pesos i biaixos que farem servir en el

calcul de la primera aproximacié. Segons [15] es fa servir una distribucié normal: N (0, 1)
per inicialitzar tots aquests parametres.

Aixi Palgoritme del backpropagation o propagacié cap enrera amb el descent del gra-
dient quedaria aixi:

e Entrada: El valor L € N que sera la profunditat de la xarxa o el nombre de capes

de la xarxa. Per | = 2,..., L els pesos wéj € R i biaixos bg» € R inicials, laiila j

vindra determinada per I'amplada que tingui cada capa de la xarxa neuronal. El
valor x € R" iy = f(x) € R™ de la funci6é que volem modelitzar. El valor A € R o
taxa d’aprenentatge. TOL € R la tolerancia que sera un valor molt petit a partir
del qual deixarem de fer backpropagation i N € N com a nombre maxim d’iteracions
del backpropagation.

e Sortida: Els nous pesos wﬁ I biaixos b' que aproximen la funcié o un missatge que
s’ha superat el nombre maxim d’ iteracions del backpropagation N.

e Pas 1: El valor del vector z € R” l'igualem a a'

e Pas 2:

iteracio = 1.
e Pas 3: Mentre iteracio < N fer els passos de 4 a 10 .

e Pas 4: Per [ =2,3,.., L.

2= wlal=1 4y

e Pasb: Per j=1,....m

e Pas6: Siperj=1,...m

57 <TOL PAREM.

Sortida: Els pesos wﬁ ; 1 biaixos bt
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e Pas T:

e Pas 8 PerI=L—-1,L—2,...,2

k

=Y ot )

i=1

e Pas9: Per /=L, L—1,...,2
wij = wi; — Aa;'0;
L _ ;L 1
by = b7 — AJ;

Pas 10:

iteracio = iteracié + 1

Pas 11: Sortida: S’ha excedit el nombre maxim d’iteracions.

Per tant ja tenim l'algoritme per a queé una xarxa neuronal ”aprengui”, és a dir,
per poder triar el pesos i biaixos que millor aproximin una funcié de la qual tenim una
entrada i una sortida. Pero habitualment les xarxes es fan servir quan tenim un conjunt
considerable de dades d’entrada i sortida. Per aix0 es fa servir el descent del gradient
estocastic.

4.4 Descent del gradient estocastic

Per ’entrenar’ una xarxa neuronal tindrem un conjunt de dades zi,...,zn 1 f(z1) =
Y1y, f(xN) = yny on z; € R" i y; € R™ per ¢ = 1,..., N, i normalment aquesta N sera
molt gran. Com:

1 N
VO = N;vcﬁ.

El conjunt de calculs per arribar a trobar VC' sera molt gran.

Es per aixo que es fa servir el descent del gradient estocastic. Amb el descent del
gradient estocastic triem un conjunt més petit de dades 1, ...,z i aproximem:

|
VC ~ N;vaﬂ,

Aixi canviarem els pesos:
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N
» Koo,
wE =w ——AE —
F F N & Oy

I els biaixos per:

N
A 9C,,.
b:b—TE d
P N & 0Ob

Un cop recalculats els pesos i biaixos es prova la xarxa neuronal amb les dades restants
per comprovar si aproxima bé la resta de dades. Si no fos aixi es recalcularien pesos i
biaixos fins que la xarxa neuronal aproximi tot el conjunt de dades.

A la tria d’aquestes dades amb la intencié que aproximin la resta del conjunt de dades
totals s’anomena entrenament supervisat.

Aquesta tria de dades en dos grups, un per entrenar la xarxa i l'altre per comprovar
els resultats de ’entrenament per veure si ha estat efectiu, és forga important per arribar
a aproximar correctament la funcié desitjada.

4.5 La funcio d’activacido

La precisié en 'aproximacié de la xarxa neuronal també vindra definida pel tipus de
funcié d’activacié que fem servir.

Si la funcié d’activacié no existis en la xarxa neuronal, funcionaria com una mena de
regressio lineal ja que com hem vist:

l -1 !

Wy 1 W1 k ay by

al = : . : : + 1
T ! -1 !

Wy Wik/) \ag b;

Per altra banda si fem servir una funcié d’activacié que sigui lineal les dades d’entrada
i de sortida seran forca similars ja que només les variarem d’una manera lineal. Per tant
la xarxa només s’adaptara a canvis lineals sobre les dades d’entrada. Es per aixo que
habitualment es fan servir funcions d’activacié no lineals.

Com que volem utilitzar les xarxes neuronals com una eina d’aproximadors universals
de funcions de qualsevol tipus haurem de fer servir la majoria de vegades funcions d’acti-
vacié no lineals. L’excepcié podria ser quan sabem que la funcié a aproximar és semblant
a una lineal, pero llavors hi ha meétodes menys costosos en termes de calculs i programacié
per poder-la aproximar, com ara la regressio lineal.

Una altre qiiestié important que hem vist sobre la funcié d’activacié és que ha de ser
diferenciable doncs, com hem vist a I’ hora d’aplicar el Backpropagation, hem de fer servir
la seva derivada.

Per tan la funcié d’activacié sera: o : R — R diferenciable, com a minim en un sentit
numeric, és a dir que podem donar-li un valor a ¢’(2)Vz € R.

Veiem algunes de les diferents funcions d’activacié que es fan servir:
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e Funcié binaria:

() = 0 siz<O
=11 siz>0

Aquesta funcié es fa servir quan volem que un node s’activi o no, segons el valor
que li arribi d’entrada. Amb aix0 aconseguim que aquest node no tingui sortida cap
a la seglient capa de la xarxa neuronal si el valor d’entrada supera una certa cota.

La funcié binaria és la més simple de les funcions d’activacid. Generalment s’usa
per crear un classificador binari, perod no es fa servir per un classificador de varies
opcions.

La derivada de la funcié binaria la considerem zero a efectes numerics. Amb aques-
ta derivada no podem fer servir el Backpropagation, per tant no podem canviar
mitjancant el descent del gradient els pesos i biaixos. S’hauria de fer de manera
manual, per tan seria un funcié per problemes de classificacié poc complexos.

e Funcié lineal:

o(x) =ax

La sortida de la funcié d’activacié lineal sera directament proporcional a I'entrada.

Aqui la derivada de la funcié sera un valor constant que sera independent del valor
d’entrada de la funcié d’activacié. Per tant els canvis que farem durant el Backpro-
pagation seran sempre els mateixos.

Els canvis que fara a la xarxa neuronal aquesta funcié d’activacié no seran molt
complexos, per tant es fa servir per aproximar funcions semblants a les lineals.
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e Funcié sigmoide:

1

= 1oz sigmoid(x)
e

o(x)
Aquesta és una de les funcions d’activacié més usada. La definim com sigmoid(x)
perque la farem servir més endavant per reescriure algunes de les altres funcions
d’activacio en funcié de la sigmoide.

La funcié6 sigmoide transforma els valors d’entrada en valors de sortida entre 0 i 1.
Veiem que:

1 sixz— 400

r—Fo00 0 siz— —o0

i (o(e)) = {

Per tant per molt gran que sigui un valor no canviara molt la sortida cap a la segiient
capa, per contra els valors molt grans negatius no afectaran gens la segiient capa.
També veiem que tots els valors de sortida de la funcié seran positius.

La funcié6 sigmoide és diferenciable i la seva derivada és:

/\
2 0 2
/ _ e’
g (:E) - (1 + 672)2

Podem veure :

. /
A (@) =0
Per tant quan els valors de z! es fagin molt grans en valor absolut la derivada
de la funcio sigmoide retornard un valor molt proper a zero. Aixo fara que al
Backpropagation els canvis en els pesos i biaixos siguin molt petits, per tant la
xarxa aprendra molt a poc a poc. Aixo es coneix com el problema del vanishing
gradient o esvaniment del gradient.

La derivada de la funci6 sigmoide la podem reescriure en funcié d’ella mateixa com:
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o'(z) = o(x)(1 - o(x))

Aquesta propietat de la derivada ens fara més facil la programacié del Backpropa-
gation en el sentit del nombre d’operacions a fer.

e Funcié tangent hiperbolica:

e —e * 2

e te T lte 2

o(x) =

Aquesta funcié és molt semblant a la sigmoide, de fet:

o(x) = 2sigmoid(2z) — 1

Pero transforma els valors d’entrada en valors de sortida entre -1 i 1, aixo és un
canvi respecte la funcié sigmoide ja que el signe de sortida pot variar entre positiu
i negatiu. També veiem que:

. 1 six — +oo
lim (o(2)) = { -1 siz—= —o0

r—+oo

Per tant, com a la funcié sigmoide, els valors molt grans no afectaran molt a la
sortida de la funcié, mentre que els valors molt grans negatius simplement canviran
el signe de I’entrada.

La derivada d’aquesta funcié d’activacio és:

Podem veure :
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lim (¢/(z)) =0

xr—r*+0o0o

Per tant com ja hem explicat a I’apartat de la funcié sigmoide tenim el problema
del vanishing gradient o esvaniment del gradient.

La derivada de la funcié tangent hiperbolica la podem reescriure en funcié d’ ella
mateixa com:

o'(x) =1~ (o(x))*

Aquesta propietat de la derivada ens fara més facil la programacié del Backpropa-
gation en el sentit del nombre d’operacions a fer.

e Funcié ReLU:

-1 0 1
o(z) = 0 sizx<O
Tl x siz>0

La funcié ReLU rectifica la funcio lineal i juntament amb les seves variants és bastant
usada a xarxes neuronals. El nom ReLU ve d’unitat lineal rectificada per les seves
sigles en angles.

Aquesta funcié d’activacié fa que quan la sortida de z! < 0 la neurona no s’activi,
és a dir que no afectara a la seglient capa de la xarxa neuronal.

La derivada numerica de la funcié ReLU la considerem de la segilient manera:

, ] 0 siz<0
”(x)_{1 siz >0

En els casos en el que la derivada sigui zero durant el Backpropagation els pesos i

biaixos d’aquest nodes no canviaran.

e Funcié Leaky ReLU:
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(@) = 0.0lz siz<O
TN= six >0

Amb aquesta variant i les properes que descrivim de la funcié ReLLU s’aconsegueix
que quan:

d=wld P+ <0
la neurona s’activi pero afecti poc a la seglient capa neuronal.

La derivada numerica de la funcié Leaky ReLU la considerem de la segiient manera:

,( ) = 001 siz<0
TE=N 1 siz >0

Veiem que a diferéncia de la funcié ReLU la derivada no és zero quan 2! < 0 i per
tant el Backpropagation funciona afectant a més neurones que amb la funcio ReLU.

Funcié ReLU parametritzada:

() = ar six <0
I = 2 siz>0

Aquesta funcié és semblant a la Leaky ReLU pero segons [2] es pot entrenar també
el valor a de la funcio.

La derivada numerica de la funcié Leaky ReLU la considerem de la segiient manera:

,()_ a sir<O0
TW=11 siz >0

Per tant el comportament a el Backpropagation sera similar al de la Leaky ReLU.
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e Funcié ELU:

a(e® —1) siz <0
T sixz >0

Aquesta funcié d’activacié es diu funcié ELU o funcié unitat lineal exponencial i és
una altra variacié de la funcié ReLU. Com a variant de la funcié ReLU quan 2! < 0
afectara poc a la segiient capa perd menys conforme 2! s’apropi molt a zero i més
conforme s’alluny del zero.

La derivada numerica de la funcié ELU la considerem de la segiient manera:

() = ae® six <0
TEI=1 1 siz>0

Aqui de nou com:
lim (o'(z)) =0

T——00

Podem tenir que per valors d’entrada molt grans negatius el Backpropagation fun-
cioni molt lentament.

e [Funcié Swish:
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Que podem reescriure com:

o(x) = xsigmoid(x)

Aquesta funcié d’activacié va ser descoberta per investigadors de GOOGLE. Es
una altre variacié de la ReLU i la caracteristica principal és que no es monotona
creixent, per tant els valors de sortida de la funcié poden decréixer encara que els
valors d’entrada creixin.

En ser un funcié no creixent cap de les vies per demostrar que les xarxes neuronals de
propagaci6 cap endavant sén aproximadors universals no ens serveixen per aquesta
funcié d’activacié.

La derivada de la funcié Swish és:

e T +e T +1
(14e%)2

o(x) =

La diferencia principal de la derivada de la funcié Swish respecte a les de les altres
variants de la funcié ReLU és que aquesta si és continua. Aixo fara que els canvis
al Backpropagation que es produeixin de valors d’entrada al voltant del zero siguin
continus.

Reescribint la derivada respecte la funcié sigmoide:

o'(z) = (1 + x — wsigmoid(x))sigmoid(x)

La tria de la funcié d’activacié més adequada és molt important perd no hi ha una
regla general per aquesta eleccié.

Hem de tenir en compte també que la funcié d’activacié pot no ser la mateixa en tota
la xarxa neuronal. Hi ha molts casos on a les capes interiors de la xarxa es fa servir una
funcié d’activacié i a la capa final o capa de sortida es fa servir una diferent. Per exemple,
les funcions ReLU es fan servir a les capes interiors de les xarxes neuronals i no a la capa
de sortida.

A cada camp on s’han aplicat les xarxes neuronals s’ha fet investigacié per tal de trobar
la funcié d’activacié més idonia per a que la xarxa modelitzi més fidelment la funcié a
aproximar, i també per a que el nombre d’iterats a fer amb el backpropagation o procés
d’aprenentatge per trobar els pesos i biaixos més convenients es pugui reduir per tal que
el nombre d’operacions realitzades sigui més petit.
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Comentarem alguns resultats més generals segons|2]:

Per problemes de classificacid, una combinacié de funcions sigmoides déna bons resul-
tats.

La funcio ReLU és de les més usades perqué en molts casos funciona millor que d’altres
funcions d’activacié. Aixo fa que es comenci normalment per aquesta funcié per investigar
el desenvolupament d’un model, i si no déna resultats satisfactoris es vagi canviant per
les seves variacions (Leaky ReLU, etc...) o d’altres funcions d’activacid.

A [1] ens diuen, pero, que la tria d’una funcié d’activacié és important perd que un
cop hem ’entrenat’ la xarxa neuronal la funcié d’activacié es pot canviar sense variar
significativament els resultats de la xarxa neuronal.
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5 Conclusions

Per finalitzar aquesta memoria, podem destacar varies conclusions.

A mode de resum sobre el fet que les xarxes neuronals de propagacié cap endavant
siguin aproximadors universals de funcions direm que:

Per una banda, hem vist que la via Kolmogorov-Sprecher ens diu que les xarxes neuro-
nals de propagacié cap endavant amb tres capes, n components a la primera capa, 2n + 1
nodes a la segona capa i m nodes a I’tltima capa sén aproximadors universals de funcions
continues de R™ a R sempre que la funcié d’activacié sigui monotona creixent i de classe

. In2
LZp[ln(2N+2]

Per altra banda, la segona via ens diu que les xarxes neuronals de propagacié cap
endavant sén aproximadors universals de qualsevol funcié mesurable sempre que la funcié
d’activacio de la xarxa neuronal sigui una funcié squashing.

Pel cami de la segona via passem per una conclusion que també és important. Ho fem
mitcangant del Teorema de Stone-Weierstass. Les xarxes neuronals de propagacié cap
endavant amb una capa d’entrada, una de sortida i una oculta amb una funcié continua
no constant com a funcié d’activacié aproximen qualsevol funcié continua de R™ a R sobre
un compacte.

Cap d’aquestes demostracions ens dona un metode per calcular els diferents elements
que constitueixen la xarxa neuronal.

Quedarien, doncs, per continuar investigant varies qiiestions:

Em pregunto que passaria amb les funcions d’activacié que no siguin squashing. S’-
hauria d’investigar si existeix alguna manera de demostrar si podrien aproximar qualsevol
funcié mesurable també.

Hem vist en concret una funcié d’activacié que no és monotona creixent. Per tant, cap
de les dues vies ens assegura que aproximi res; en canvi s’esta fent servir per modelitzar
certs problemes. Aquest fet també ha de tenir una explicacid, ja sigui perque funciona
per un problema concret o si es pot generalitzar.

També em pregunto si és suficient amb aproximar funcions mesurables, és a dir si tots
els problemes on s’apliquen les xarxes neuronals es poden reduir a modelitzar funcions
mesurables.

Totes les demostracions sobre aproximacié no ens diuen com determinar constructiva-
ment els pesos i biaixos de la xarxa neuronal. Hem vist al llarg de la memoria una forma
de determinar-los mitjancant el Backpropagation, fent servir el descent del gradient es-
tocastic, pero n’hi ha més metodes per fer-ho. Es podria estudiar en que consisteixen
aquests metodes, quines aventatges aporten i quins inconvenients. Si sén 1tils sempre o
només seria interessant aplicar-los sota certes condicions, ja que degut a la seva comple-
xitat ens poden donar molt més temps de calculs i per tant ser menys eficacos.

S’hauria d’estudiar també la taxa d’aprenentatge per veure si hi ha alguna manera de
triar-la per a que sigui més eficag, com fer que arribi al minim amb menys passos.

La determinacié d’un nombre minim de capes que hagi de tenir la xarxa neuronal per
garantir cert grau d’aproximacié seria també interessant. Aqui també hauriem de tenir
en compte els error d’arrodoniment.

L’estudi i comparativa de les diferents funcions d’activacié ens donaria també un al-
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tre camp per continuar investigant. Si hi ha alguna que sigui més eficag que altre per
determinats problemes i per que.

Sobre les funcions d’activacié també seria interessant un estudi sobre el problema del
vanishing gradient, quan la xarxa canvia els pesos i biaxos molt lentament, és a dir, ’apren’
molt lentament. S’haurien d’investigar les diferents maneres d’evitar-ho.

Totes aquestes preguntes sén les que s’han quedat sense resposta en aquesta memoria
i podrien servir per realitzar noves immersions en aquest mén.

Durant l'estudi i preparacié d’aquesta memoria he fet servir coneixements adquirits
durant la carrera en assignatures d’Analisi Matematic, Topologia, Probabilitats i Calcul
Numeric. Durant el desenvolupament del projecte , a part d’aprendre a fer servir el Latex,
he adquirit coneixements en Teoria de la Mesura, entre d’altres.

La tasca de recerca bibliografica he estat important, consultant molts recursos, llibres
i investigacions publicades relacionades amb el tema. No totes apareixen a la bibliografia,
doncs algunes simplement han reorientat la recerca cap a d’altres.

Ha estat molt divertit i enriquidor.
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