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Abstract

In 1951, John Forbes Nash defined a solution concept for games with two or more players
which today is known as Nash equilibrium. We will study these equilibria for games that
are repeated infinitely, and we will see the proof of the existence of these solutions, made
by James W. Friedman in 1971. We will focus on two of the most known games, the
prisoner’s dilemma and the Cournot’s oligopoly. Finally, we will perform simulations that
will help us to confirm the equilibrium results.

Resum

L’any 1951, John Forbes Nash va definir un concepte de solucié per a jocs amb dos o
més jugadors que avui dia coneixem com equilibri de Nash. En aquest treball estudiarem
aquests equilibris per jocs que es repeteixen infinitament, i veurem la prova de l'existéncia
d’aquests, feta per James W. Friedman el 1971. Ens centrarem ens dos dels jocs més
coneguts, el dilema del presoner i 'oligopoli de Cournot. Finalment, realitzarem unes
simulacions que ens ajudaran a confirmar els resultats d’equilibri.
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1 Formes de representacié d’un joc

En aquest primer capitol, introduirem els conceptes basics per entendre que és un joc i
com funciona, aixo ho trobarem explicat de manera més detallada a [1], [2], 3], [4] 1 [5],
cinc llibres per a novells en la teoria de jocs.

1.1 Introduccié

En llenguatge ordinari, el concepte de joc fa referéncia a diversi6 i també a una activitat
on els participants, sota certes regles que han de complir, intenten guanyar, tot i que
també poden perdre. Els més coneguts son els jocs de taula, com el poquer o els escacs,
o els jocs esportius com el futbol o el basquet. Solen tenir diversos jugadors, tot i que a
vegades amb un de sol n’hi ha prou.

En aquests jocs, cada jugador intenta obtenir el millor resultat possible, maximitzant
la seva utilitat, perd sempre tenint en compte que el resultat final del joc no depén només
de les seves propies accions, sind també de les accions de la resta de jugadors. Es aquesta
caracteristica dels jocs -prendre les decisions que més convinguin per guanyar, havent de
complir unes normes, i sabent que la resta de jugadors també influeixen en els resultats
amb les seves decisions- la que més valor té per al seu estudi sistematic, ja que moltes
situacions d’interés per I’economia i per altres ciéncies (politiques, sociologia o biologia),
i que no tenen res a veure amb els jocs mencionats anteriorment, comparteixen amb ells
aquesta caracteristica. La teoria de jocs s’ocupa de ’analisi rigorosa i sistematica de dites
situacions. Aixi doncs, podriem referir-nos a la teoria de jocs, com la teoria de la decisié
interactiva, que és diferent de la teoria de la decisi6 individual.

Tot i que la teoria de jocs no se centra especialment en els jocs corrents, si que els fa
servir com a exemples per facilitar la comprensio de certs conceptes. El camp d’estudi de la
teoria de jocs és molt general, no és necessari que hi hagi entreteniment, pero si interaccié.
Tot i que les aplicacions millor estudiades de la teoria de jocs suposen que els jugadors sén
agents (persones, empreses o governs) racionals (la seva capacitat de raonament i calcul
per identificar les accions i estratégies que els conduiran a resultats més desitjables, és
infinita), en altres casos, els jugadors no necessiten ser persones ni racionals. En economia
sovint, s’estudien situacions de decisié individual en les que ’agent intenta maximitzar la
seva utilitat, sense importar el que faci la resta. Per exemple:

e L’elecci6 de quantitats d’un bé a produir per part d’una empresa preu acceptant.?
Se suposen coneguts els preus del bé i dels factors de produccio i coneguda la funcié
de produccié.

e [’eleccid del preu d’un bé per un monopolista. Se suposen donats els preus dels fac-
tors de producci6 i la corba de demanda de dit bé i coneguda la funcié de produccié.

2Preu acceptant: Venedor o comprador que no pot afectar el preu i la decisi6 del qual esta restringida
a la quantitat que ha de vendre o comprar al preu que fixa el mercat.



No obstant, hi ha moltes altres situacions en les quals la utilitat del resultat final no
depén només de ’accié d’un agent, sin6é també de les accions d’altres agents. Per exemple:

e L’cleccié per una certa empresa A de la quantitat a produir d’un bé o del preu de
dit bé, si també el produeix una empresa B i cap més (duopoli).

e [’eleccié per una empresa d’automobils d’un nivell de despesa en publicitat. Les
conseqiiéncies finals de tal despesa dependran de la despesa realitzada en publicitat
per les empreses competidores.



1.2 Breu historia de la teoria de jocs

Es considera que el naixement de la teoria de jocs com a disciplina va océrrer ’any 1944
amb la publicaci6 de Game Theory and Economic Behaviour de John Von Neumann i
Oskar Morgenstern, tot i que hi ha treballs anteriors com els dels matematics Zermelo
(1913), Borel (1921) i del propi Von Neumann (1928), en els que ja s’anticipava part de
les bases de la teoria de jocs. També cal destacar els treballs pioners d’economistes com
Cournot (1838) i Edgeworth (1881). Von Neumann i Morgenstern van establir les bases
del que actualment es coneix com a Teoria de Jocs classica, proporcionant una soluci6
per a jocs de suma zero (aquells en els que els jugadors es troben en conflicte absolut),
establint els fonaments per a ’analisi de jocs amb més de dos jugadors. En aquest sentit,
van crear una teoria unificada i sistematica que va incloure com a casos particulars, les
aportacions anteriors, i que va fer factible el seu desenvolupament posterior. Ja en els anys
cinquanta, John Nash va aportar alguns dels conceptes més importants (equilibri de Nash
i soluci6 de negociacié de Nash) per a una gamma més amplia de jocs (no només aquells
que modelitzaven el conflicte pur), i en els anys setanta, investigador com Selten (en jocs
dinamics) i Harsanyi (en jocs amb informaci6 incompleta), van desenvolupar els conceptes
que permetrien I'aplicacié fructifera de la teoria de jocs a ’economia i altres disciplines.



1.3 Elements d’un joc

e Jugadors: Son els participants en el joc que prenen decisions amb la finalitat de
maximitzar la seva utilitat.

J=1{1,2,...,n} (conjunt finit)

e Accions de cada jugador: Son les decisions que pot prendre cada jugador en cada
moment que li toca jugar. El conjunt d’accions d’un jugador pot ser finit o infinit.

e Resultats del joc: Son els diferents modes en qué pot concloure un joc. Cada
resultat porta aparellades unes conseqiiéncies per a cada jugador.

o Estratégies i perfils d’estratégies: Una estratégia d’'un jugador és un pla complet
d’accions amb les quals aquest podria participar en un joc. Un perfil d’estratégies
és un conjunt d’estratégies, una per cada jugador. Designarem amb S; al llistat
d’estratégies d’un jugador arbitrari i i s; € S; a una estratégia del jugador 1.

S=5x5x...x5x...x 5,

és el conjunt de tots els perfils d’estratégies. Un possible escenari pel jugador i, és
un vector d’estratégies de la resta de jugadors. Denotarem per S_; al conjunt de
tots els possibles escenaris del jugador ¢, on:

S_i=81x8x...x85_1x84+1x...X 5y

e Pagaments: Cada jugador rep un pagament en acabar el joc, que depén de quin
hagi estat el resultat del joc. El significat d’aquest pagament és la utilitat que cada
jugador atribueix al dit resultat, és a dir, la valoracié que pel jugador tenen les
conseqiiéncies d’arribar a un determinat resultat en el joc.

u: S — R7
s > u(s)

1.4 Funcions d’utilitat

Sigui .S; un conjunt d’estratégies possibles, mutuament excloents, entre les que ha de
triar un jugador. A S; suposem definida una relaci6 binaria 2, anomenada relacio de

preferéncia, de manera que per s;, s; € S;, s; 2 5, vol dir que 'alternativa s; és preferida
o indiferent a l'alternativa s;. D’aqui, podem definir la relacié de preferéncia estricta >:

si > S, & s; 2 s;, pero no s, 2 s;.
Donat un joc i un jugador ¢, direm que l’estratégia s; domina estrictament una al-

tre estratégia s}, si aquesta té preferéncia estricta, és a dir, si és una estratégia millor
independentment de ’escenari en queé es trobi.



Exemple 1.1. Imaginem un joc amb dos jugadors: Jugador 1 i Jugador 2, on les possibles
estratégies de cada un d’ells sén:

e El jugador 1 pot triar entre dues estratégies: pot jugar "Dalt"o "Baix".
e El jugador 2 pot triar entre tres estratégies: pot jugar "Esquerra", "Mig"o "Dreta".

e Aixi doncs, hi ha 6 casos possibles: "Dalt Esquerra", "Dalt Mig", "Dalt Dreta",
"Baix Esquerra", "Baix Mig"o "Baix Dreta".

Jugadorl / Jugador 2 | Esquerra | Mig | Dreta
Dalt 1,0 1,2 | 0,0
Baix 0,3 0,1 2,0

Per cada una d’aquestes 6 combinacions, la matriu indica el pagament que rep cada
jugador, on a cada casella, el primer pagament es correspon al Jugador 1, i el segon element
al Jugador 2. Un joc escrit en forma matricial es coneix com un Joc de Forma Normal.
Fem servir aquesta representacié quan els dos jugadors trien simultaniament.

Ara bé, com resolem un joc de forma normal com el que tenim a dalt? Ho farem a
partir de la racionalitat dels jugadors, és a dir, cada jugador sempre triard l'estratégia
que li representi pagaments més alts, sense pensar en la resta de jugadors. Anem a mirar
I’exemple anterior.

Comencem pel Jugador 1, on les seves estratégies son "Dalt"o "Baix". Mirarem si
alguna d’aquestes dues estratégies domina estrictament l’altra, ho farem comparant les
utilitats del jugador 1, suposant fixada l'estratégia del jugador 2. En els dos primers
casos, fixats "Esquerra"o "Mig", l'estratégia "Dalt"del Jugador 1 domina a "Baix", ja
que 1 > 011> 0, pero en el tercer cas, "Dreta", 0 < 2, aixi que de moment cap estratégia
del jugador 1 domina estrictament.

Si mirem ara al Jugador 2, veiem que 'estratégia "Mig"domina estrictament I'estratégia
"Dreta", ja que 2 > 011 > 0, per tant podem eliminar I'estratégia "Dreta'"del Jugador 2,
obtenint aixi una matriu 2x2.

Jugador 1 / Jugador 2 | Esquerra | Mig
Dalt 1,0 1,2
Baix 0,3 0,1

En aquest joc simplificat, 'estratégia "Dalt"del Jugador 1, dominaria estrictament
"Baix", i la podriem eliminar. Finalment el Jugador 2 hauria de triar entre "Esquerra"o
"Mig", on triaria "Mig"ja que 0 < 2. Aleshores, en aquest joc, I'estratégia d’equilibri seria
(Dalt,Mig) i el pagament d’equilibri (1,2).3

Ara bé, no sempre tenim estratégies estrictament dominants, i és per aix0d que tenim
altres métodes per a trobar aquests equilibris.

3En aquest exemple hem pogut arribar a un equilibri, ja que sempre hem trobat una estratégia que
dominava estrictament a una altra. Ara bé, la racionalitat no ens permet eliminar estratégies que dominin
débilment, és a dir, on almenys una de les utilitats sigui igual en les dues estratégies a comparar, ja que
fer aixo podria suposar I’eliminacié de 'estratégia d’equilibri.



1.5 Jocs en Forma Extensiva
1.5.1 Elements d’un joc

A continuacio es defineixen els elements que caracteritzen a un joc en forma extensiva.

1. Denotarem per J = {0,1,2,...,n} al conjunt de jugadors. Si no hi ha moviments
d’atzar o de la naturalesa, aleshores J = {1,2,...,n}.

2. Denotarem per X al conjunt de nodes. Un node representa una possible situacio del
joc. Entre els nodes hi ha un d’ells que és 'arrel del joc, punt de comencament del
joc. Tal node es representa per O (referent a l'origen). A continuacié es defineix la
segiient funcio:

c: X — X
xr — o(x)

on 0(0) = O, i per cada z # O, o(z) és el node immediatament predecessor de .

Sigui 0%(z) = o(o(x)), o®(x) = o(o(a(x))), i aixi successivament, pel que iterant

o(x) s'obtenen tots els nodes predecessors de x. Sigui s(z) = o~!(z), el conjunt de

nodes que segueixen immediatament a x. Un node és terminal si no el segueix cap

altre node sent un node de decisio6 si el segueix algun altre node. Es defineixen els
segiients conjunts:

T(X)={reX: :s(x)=0}
el conjunt de nodes terminals del joc i
D(X)={zxe X :s(z) # 2}

el conjunt de nodes de decisi6 del joc.

3. Denotarem per A al conjunt de totes les possibles accions. Es defineix la funcio:

a: X\{0} — A
x —  a(x)

que fa correspondre a cada node diferent de l'origen aquella accié a(z) que porta des
del node immediat predecessor o(z) al node z. Es verifica que si 2/, 2" € s(z), sent
x' # 2", aleshores a(z') # a(z”). Es a dir, accions que parteixen del mateix node
i condueixen a nodes diferents, han de ser diferents. Per qualsevol node de decisio
x € D(X), representem el conjunt d’accions disponibles a partir de x per:

AX)={ac A:32" € s(z),a =a(z)}.

4. Per cada jugador i, sigui X; el conjunt de nodes de decisi6 en els que el jugador 7 ha
de triar una acci6. En un node particular de decisi6 només mou un dels jugadors.
Es té que:

JXi = D(X)
ieJ
Vi, 7, a,b i # j, es verifica que X; N X; = &



Observem, per tant, que la familia {X;},.; constitueix una partici6, per jugadors,
del conjunt de nodes de decisio D(X).

5. Una familia de conjunts d’informacié H, i una funcio:

h: X — H
xr — h(x)

que assigna a cada node z un conjunt d’informacié h(z) al que pertany. Els conjunts
d’informaci6 formen una partici6 de D(X). Com hem vist anteriorment, tots els
nodes de decisié que pertanyen a un mateix conjunt d’informacié tenen les mateixes
accions disponibles, és a dir:

A(x) = A(2'), si h(z) = h(a)

Sigui h = h(z), un conjunt d’informacié pertanyent a H. Per tant, podem represen-
tar per A(h) el conjunt d’accions disponibles en el conjunt d’informacié h.

Ah)={a€A:a€ A(z),x € h}

Sigui H; el conjunt de tots els conjunts d’informaci6 del jugador ¢. Sigui H el conjunt
que conté tots els conjunts d’informaci6 continguts en els H;, per i € J. Es a dir,

H:Um
i€
6. Una funcio:
p: HyxA — [0,1]
(ha a) — p(haa)

que assigna probabilitats a accions en conjunts d’informacié on el moviment corres-
pon a la naturalesa o a I'atzar.* S’ha de verificar que:

p(h,a) =0, sia¢ A(h) 13 ,capn p(h,a) =1, Vh € Hy

7. Una funci6é de pagaments:

r: T(x) — R
r  — u(r) = (ui(x),...,un(x))

on u;(z) indica el pagament o utilitat que rep el jugador ¢ si s’ha arribat al node
terminal x.

1.6 Equilibri de Nash

Definicié 1.2. En el joc G = {S1,...,Sn;u1,...,un}, diem que el perfil d’estratégies

pures (s7,85,...,85,...,s%) és un equilibri de Nash (EN), si per cada jugador i,

* * * * * * * * *
Wi(STs s 871,85 85 s s Sh) = Ui(ST, .., 8] 1,580,854 1, --,5y,) per a tot s; de S;.

1Hy és el conjunt de tots els conjunts d’informacié del jugador 0, on recordem que sén les accions de
I’atzar o la naturalesa.



FEs a dir, per cada jugador i, s; és una solucio del problema:
max ui(sy,...,8;_1,5i,8;41,---,5y,) on s; s lestratégia de decisio, i pertany a S;.

Dit d’una altra manera, per cada jugador i, s; és una resposta optima a s* .

D’aquesta definici6 es dedueix que un equilibri de Nash (EN), és un perfil d’estratégies
del qual cap jugador desitjaria desviar-se unilateralment, és a dir, cap es penedeix de la
decisi6 presa, donades les estratégies triades per la resta de jugadors. Un EN esta format
per estratégies que séon Optimes per cada jugador donades les estratégies de la resta de
jugadors.

Aixo0 no significa que en un EN cada jugador estigui obtenint el millor resultat possible,
sin6 el millor resultat possible condicionat pel fet que la resta de jugadors, han jugat les
estratégies indicades per ells en el perfil esmentat.

Pot haver-hi multiples equilibris de Nash en un joc, i anomenarem S&V

perfils que s6n equilibris de Nash.

al conjunt de

1.6.1 Correspondéncia de resposta optima

El procés de calcul dels EN en estratégies pures d’'un joc, depén de les caracteristiques
de tal joc. En els jocs finits i de mida reduida, com l'exemple vist anteriorment, és facil
comprovar de manera detallada totes les possibilitats, mentre que en els jocs infinits sol
ser necessari un plantejament més analitic.

Tanmateix, en tots els casos és convenient organitzar la recerca dels EN de manera
sistematica, calculant les estratégies optimes que cada jugador podria triar en resposta a
qualsevol combinaci6 d’estratégies que poguessin triar els altres jugadors.

Es busca, per tant, donat un jugador ¢ i per cada combinacié s_; d’estratégies de la
resta de jugadors, un conjunt d’estratégies d’aquest, que anomenarem R;(s_;). La regla
que a cada s_; (el que podrien fer la resta) li assigna R;(s—;) (el que li convé fer a ell),
rep el nom de correspondéncia de resposta optima del jugador i.

Definicié 1.3. En el joc G = {S1,...,Sp;u1,...,uy}, i per cada jugador i, anomenem
correspondeéncia de resposta optima del dit jugador a la regla que assigna, a qualsevol com-
binacio d’estratégies s_; = (81,82, ...y 8i—1,Sit1l,---,5n), €l conjunt R;(s—;) d’estratégies

de i que son resposta optima a s_;, €s a dir, que compleizen:

RZ-: S_i — Si
Ri(s—i) +— Ri(s—i) ={s; € Si|ui(s}, s—i) > ui(si,s—;),Vs; € Si}



Exemple 1.4. El segiient exemple esta basat en un programa de la televisi6 anglesa
anomenat Golden Balls. Inicialment sén diversos concursants, pero ens centrarem en el joc
final on només en queden dos. Després de diverses proves, els jugadors han acumulat unes
desenes de milers de lliures. A I’escenari final cada jugador rep dues boles daurades, en una
posa "Split"(Dividir) i en 'altra "Steal"(Robar), i de manera secreta han de seleccionar
una d’aquestes dues boles. Abans de prendre una decisié final, tenen 'oportunitat de
negociar amb 'oponent. En la majoria de casos, ambdds participants s’intenten convéncer
a triar 'opcié "Dividir", que és la més mutuament beneficiosa. Malgrat aixo, 'estratégia
de "Dividir-Dividir", tot i maximitzar el benestar dels dos, no és una estratégia estable.
La majoria de jocs acaben amb almenys una de les dues parts desertant. O bé per una
banda un s’emporta tot (deixant a ’altre sense res) o bé els dos tornen a casa de buit. Hi
ha tres escenaris possibles:

e Si els dos trien "Dividir", es reparteixen el pot en dues parts iguals.

e Si un tria "Robar", i laltre "Dividir", el jugador que ha robat s’emporta tot el pot,
mentre que 'altre se’'n va amb les mans buides.

e Si els dos trien "Robar", cap dels dos s’emporta premi.

Concursant 1 / Concursant 2 | Dividir | Robar
Dividir 50,50 | 0,100
Robar 100,0 0,0

Per resoldre el joc, podriem intentar buscar estratégies estrictament dominants, perd
en aquest cas no hi ha cap. Anem a fer-ho a partir de la correspondéncia de resposta
optima, assignarem el color blau a les millors respostes del concursant 1 i el color vermell
a les del concursant 2. Per cada caixa que tingui els dos colors, tindrem un equilibri de
Nash del joc.

Concursant 1 / Concursant 2 | Dividir | Robar
Dividir 50,50 | 0,100
Robar 100,0 0,0

Les correspondéncies de resposta Optima soén:

e Ri(Robar) = {Dividir, Robar}
e Ry(Robar) = {Dividir, Robar}
Pels dos concursants podem veure que Robar 2 Dividir, és a dir, que Dividir es una

estratégia dominada débilment per Robar. De la taula treiem, que el joc té tres equilibris
de Nash:

SEN — {(Robar, Dividir), (Dividir, Robar), (Robar, Robar)}.



1.6.2 Eficiéncia de Pareto
Definicié 1.5. Donat el joc G = {S1,...,Sn;u1,...,un},

1. Diem que el perfil d’estratégies s = (S1,82,...,Si,...,5n) esta dominat en el sentit de

Pareto pel perfil s = (s,s5,...,s},...,5),) siinomés sila desigualtat u;(s},...,s)) >
i (81,...,8n) es compleix per tot jugador i, i per algun d’ells es compleix de manera

estricta.

2. Diem que el perfil d’estratégies s = (S1,82,...,8i,...,5n) €s un optim de Pareto si
1 només si no esta dominat en el sentit de Pareto per cap altre perfil. Direm que és
ineficient en el sentit de Pareto si algun altre el domina.

Es a dir, si un perfil d’estratégies és eficient, no es pot canviar a cap altre perfil, de
manera que cap jugador surti perdent i algun surti guanyant estrictament.

Aquest concepte de dominacio, fa referéncia a perfils complets que al-ludeixen a tots els
jugadors alhora, mentre que el concepte d’estratégia dominada es referia a cada jugador
individualment. Mentre la dominaci6 de Pareto és un concepte d’analisi de 'eficiéncia
col-lectiva, rellevant pel grup de jugadors com tal grup, la dominacié d’estratégies és
un concepte d’analisi de l'eficiéncia individual, rellevant per cadascun dels jugadors com
agent individual. No és d’estranyar, per tant, que ambdds conceptes resultin totalment
independents, com veurem en l’exemple segiient.

Exemple 1.6. El dilema del presoner és, probablement, el joc més simple i famos, i es
basa en el segiient relat il-lustratiu:

Dos delingiients habituals son atrapats quan acaben de cometre un delicte greu. No hi
ha cap prova clara contra ells, perd si indicis forts del dit delicte i a més hi ha proves d’un
delicte menor. Son interrogats simultaniament en habitacions separades. Els dos saben que
si callen, seran absolts del delicte principal per falta de proves, perd els condemnaran pel
delicte menor (1 any de presd), que si els dos confessen, seran condemnats pel principal,
pero se’ls hi rebaizara una mica la pena per confessar (4 anys), i finalment, que si un sol
confessa, aquest es lliurara i a Ualtre li cauran 5 anys.

La representaci6 en forma estratégica és la segiient:

Presoner 1 / Presoner 2 | Callar | Confessar
Callar —-1,-1 —5,0
Confessar 0,-5 —4,—4

Tenint en compte el significat dels pagaments, podem aplicar a ’escala de pagaments
de cada jugador una transformacié afi positiva, per exemple sumarem 5 unitats a tots els
pagaments del joc. Aixo0 ens sera util per més endavant, quan repetim el joc infinitament.
Aixi doncs, ens centrarem en el fet que el jugador que tingui la utilitat més gran, és el que
entrara menys anys a preso.

La nova representacié en forma estratégica, 'anomenarem dilema del presoner en escala
estandard i és la segiient:

Presoner 1 / Presoner 2 | Callar | Confessar
Callar 4,4 0,5
Confessar 5,0 1,1
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Si resolem el joc mirant les millors respostes, ens queda:

Presoner 1 / Presoner 2 | Callar | Confessar
Callar 4,4 0,5
Confessar 5,0 1,1

De manera aparentment sorprenent, I'inic perfil que no estaria constituit per estratégies
no estrictament dominades (sent per tant I'anic EN), és (Confessar, Confessar), el qual és
ineficient en el sentit de Pareto. Efectivament, el perfil (Callar,Callar) el domina en el
sentit de Pareto.

1.6.3 Comentaris sobre cooperaci6 i conflicte

L’analisi del dilema del presoner ens mostra una possible debilitat del concepte de solucié
EN (i també del resultant de l’eliminacio iterativa d’estratégies estrictament dominades).
El perfil proposat com a soluci6é és ineficient en el sentit de Pareto. Dit d’una altra
manera, com jugaran (Confessar,Confessar) tal com prescriu la solucié EN, si jugant
(Callar,Callar) els dos aconsegueixen un millor pagament?

La clau per entendre aquesta aparent paradoxa, radica en comprendre que el resultat
(Callar,Callar) és I'apropiat des del punt de vista social, és a dir, del conjunt dels jugadors,
mentre que el perfil (Confessar,Confessar), és apropiat des del punt de vista individual.

Hi ha qui se sorprén d’aquesta contradiccié entre 'individual i el social, perd aquest
senzill joc posa de manifest que tal contradicci6 existeix. I bé, quin és el resultat predictible
del joc si dues persones el juguen efectivament en la practica? La resposta depén del
context particular. Suposem que el context és el més semblant al del model matematic
al qual anomenem Dilema del presoner, és a dir, es juga un sol cop i els dos jugadors
saben, que no poden comunicar-se abans de decidir la seva jugada i que els dos sén
racionals (saben raonar i es preocupen només pel seu pagament). En la nostra opinio, el
resultat predictible seria el perfil EN. Malgrat aixo, si modifiquem alguna de les suposicions
anteriors, el resultat cooperatiu guanyaria forca. Per exemple, suposem que el joc el juguen
un pare i un fill, el resultat predictible seria (Callar,Callar). Més endavant veurem que
passa quan es juga més d’un cop.
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2 Jocs Dinamics amb informacié completa

En aquest apartat analitzarem els jocs dinamics amb informacié completa, que sén aquells
en qué els jugadors poden prendre decisions en diferents instants del temps i on cada
jugador coneix amb tota certesa les funcions de pagament de tots els jugadors. La seva
forma de representaci6é natural és 'extensiva. Per veure de manera més detallada els jocs
dinamics, consultar [6], [7], [9] 1 [12].

En incloure en l'analisi les caracteristiques temporals del joc, es fa possible que un
jugador tingui, en el moment de jugar, un coneixement de les decisions preses per altres
jugadors en moments anteriors, i prevegi la possibilitat que les seves decisions actuals
siguin conegudes pels altres jugadors, si aquests juguen amb posterioritat.

2.1 Elements d’un joc representat en forma extensiva

Recordem que la representacié en forma extensiva d’un joc requereix respondre les pregun-
tes: qui?, quan?, com?, que saben? I quant? Concretant el significat d’aquestes preguntes,
és necessari precisar:

1. Qui soén els jugadors.

2. (a) Quan ha de jugar cada jugador.
(b) Quines coses pot fer quan li toca jugar (accions factibles).
(¢) Que sap tal jugador, quan li toca jugar, del desenvolupament previ del joc.

3. A quant pugen els guanys de cada jugador per cada possible desenvolupament del
joc.

Anem a veure el dilema del presoner repetit n cops. Dos jugadors juguen n vegades
consecutives el dilema del presoner. Se suposa que en comencgar cada una d’elles és de
domini ptblic com han jugat ambdés jugadors en les etapes anteriors i que els pagaments
finals del joc es calculen sumant els pagaments corresponents en les diferents etapes.

[
o
Lh Ln
=
=
Lh Ln
=1
Lh LA
=
=S
Lh

4 8
9 8

Figura 1: Dilema del Presoner repetit 2 cops
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Definicié 2.1. Un conjunt d’informacié d’un jugador és unitari, si al jugador al qual li
toca decidir, coneix tota la historia prévia del joc fins aquell moment.

Definicié 2.2. Sigui G un joc d’informacié completa (I’estructura i els pagaments son
de domini public). Diem que G és d’informacid perfecta si cada conjunt d’informacid de
qualsevol dels jugadors és unitari. Si, per contra, existeix un jugador amb algun conjunt
d’informacid no unitari, diem que el joc G és d’informacid imperfecta.

2.2 Equilibri de Nash Perfecte en Subjocs (ENPS)

L’estructura temporal d’un joc dindmic amb informacié completa obliga cada jugador a
tenir en compte que les seves decisions en cada moment influeixen en les possibilitats
i pagaments posteriors per a ell i per a la resta, i que al mateix temps les decisions
futures previsibles seves i de la resta condicionen les seves decisions presents. Apareix aixi
un element de vital importancia, la credibilitat que es pot donar a les decisions futures
a I'hora de determinar les decisions presents, és a dir, la credibilitat de les possibles
amenaces 0 promeses que es poden plantejar sobre el comportament futur per condicionar
el comportament present dels jugadors.

2.2.1 Subjocs

Quan en un punt del desenvolupament d’un joc en forma extensiva es déna la circumstancia
de qué 'ocorregut fins aquell moment en el joc (quines jugades han realitzat els diferents
jugadors i quins resultats s’han obtingut) és de domini public, aixo fa que els jugadors
puguin veure la part que falta per jugar com un joc en si mateix. Sembla natural pensar
que els criteris d’actuacidé que els guiaran a partir d’aquell moment coincidiran amb els
que ja tenien abans d’iniciar el joc. Aquesta idea ens permetra definir, un nou concepte
d’equilibri. Tal concepte afegeix, a les caracteristiques del ja conegut equilibri de Nash,
I’exigéncia de coheréncia entre el mode de comportament abans d’iniciar-se el joc, i el mode
de comportament quan el joc ja s’ha iniciat. Es precis, per tant, identificar amb precisio
quines parts poden raonablement considerar-se com un joc en si mateix. A aquestes parts
les anomenarem subjocs.

Definicié 2.3. Donat un joc G amb informacié completa en forma extensiva, i un node
de decisio x de G, diem que G' és un subjoc de G amb inici en x si G' és una part de G
que compleix:

1. Conté al node x i a tots els nodes que sequeizen a x, i només a ells.
2. El node x és un conjunt d’informacid unitari.

3. Si el node y pertany a G', també pertanyen a G’ tots els nodes del conjunt d’infor-
macid al que pertany y, és a dir, G' no trenca cap conjunt d’informacid.
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Observacio 2.3.

1. Es evident que el propi G és sempre un subjoc de G. Anomenem subjocs propis de
G a aquells subjocs que no coincideixen amb G (és a dir, que no comencen en el
node inicial de G).

2. Si G és d’'informacié perfecta, qualsevol part que comenci en un node de decisio i
contingui tots els nodes que el segueixen, és un subjoc (pel fet que tots els conjunts
d’informaci6 sén unitaris).

3. També es consideren subjocs aquells en els que només intervindra un dels jugadors.

Figura 2: Subjocs propis del dilema del presoner, repetit 2 cops.

2.2.2 Equilibri de Nash Perfecte en Subjocs

Estem ja en condicions de definir el nou concepte d’equilibri, que va ser proposat per
Richard Selten I'any 1965. Aquest autor va rebre el Premi Nobel d’economia el 1994
per les seves contribucions a la teoria de jocs, especialment les referides a aquest i altres
conceptes d’equilibri.

Definici6 2.4. Sigut G un joc en forma extensiva.

Sigui s un perfil d’estratégies de G que és un EN. Diem que s és un Equilibri de Nash
Perfecte en Subjocs (ENPS) de G si la restriccié de s a qualsevol subjoc de G és un EN
de tal subjoc.

A continuacié veiem un exemple d’'un ENPS i d’un EN que no és ENPS.
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Exemple 2.5. Ens trobem davant d’un joc no simultani, on inicialment el jugador 1 tria
l'opcié A o B i tot seguit el jugador 2 tria entre les opcions C i D.

Jugadorl / Jugador 2
A
B

Fixem-nos que tenim dos EN seleccionant les millors respostes per cadascun dels juga-
dors. Ara bé, podem observar que 1’equilibri en color blau és un EN, perd no un ENPS,
ja que el jugador 2 fa una amenaga no creible quan al segon node prefereix triar D (in-
dependentment que el joc es desenvolupi per la banda esquerra, la resposta del jugador 2
manca de ra6 quan tria guanyar 0 davant d’1). Per altra banda 1’equilibri en color vermell
si que és un ENPS, ja que totes les restriccions a subjocs sén EN.
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3 L’oligopoli de Cournot

Una de les aplicacions més fructiferes de la teoria de jocs és la relativa a 'estudi de
l'organitzacié industrial en entorns amb un nombre d’agents no gaire gran, en particular,
I’estudi de models de mercat amb un nombre reduit d’empreses. Els models de duopoli
constitueixen una aplicacié pionera d’aquest tipus.

Cournot va ser un dels precursors de la teoria de jocs. En un treball realitzat I’any 1838,
va proposar el que ara coneixem com el model classic de Cournot, en el que un petit nombre
d’empreses competeixen en el mercat d’un producte homogeni, decidint simultaniament
quines quantitats de producci6 aportaran al mercat, i el preu de mercat queda determinat
per la quantitat total aportada, d’acord amb la funcié de demanda inversa. Tot i que
el mecanisme mitjancant el qual es buida el mercat venent tota la produccié aportada
no s’especifica, podem imaginar una subhasta entre compradors de la producci6 total. A
I’equilibri resultant de tal model se ’anomena equilibri de Cournot o equilibri de Cournot-
Nash, indicant que es tracta de ’equilibri de Nash del joc definit pel model de Cournot.
Per veure oligopolis de Cournot amb diferents nombres de jugadors, veure [5] i [21], 1 per
una representacié més grafica del problema, consultar [4].

3.1 Oligopoli de Cournot model simplificat

En un mercat hi ha n empreses F1, Fo, ..., E, que fabriquen un determinat producte
homogeni i competeixen en quantitats. Sigui ¢; la quantitat que produeix I'empresa F;
per ¢ = 1,2,...,n. Suposem que la funci6 de demanda inversa és decreixent i lineal en
Iinterval [0,a/b],% que els costos marginals de cada empresa sén constants, menors que a
i iguals per totes, sense que hi hagi costos fixos, és a dir, si una empresa produeix zero
unitats, no tindra pérdues i que en aquest mercat es ven tota la produccié. En concret,
sigui la funci6 de demanda inversa:

-b i b
P(Q){g “ Z bg;aa (onb>0iQ=q+q+...+q)

i les funcions de cost sén:
Ci(gi) = cqi,on c < a, Vi€ {1,2,...,n}
Per tant, les funcions de benefici seran:
ui(q1,92, - qn) = i - P(gi + Q-i) — Ci(qi) = gi(a — b(gi + Qi) — ¢)

onQi=q+...+qg-1+gyt+..+an Vie{l,2,...,n}.

SPer valors de Q = 0, la funcié de demanda inversa pren el valor a, és a dir, el preu maxim que pot
assolir un producte, es donara quan la produccié d’aquest sigui 0, mentre que quan @ = a/b, prendra el
valor minim, que és 0, ja que no tindria sentit definir preus negatius. El valor a indica el preu de reserva
(preu al qual es deixa d’adquirir el producte) i el valor b la sensibilitat dels consumidors a les variacions
en la producci6 total.
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3.2 Calcul de ’equilibri de Nash

La resposta optima d’una empresa qualsevol E; a una combinacié d’accions prefixades,
q—i = (q1,--+,¢i-1,Gi+1,---,qn) de la resta de les empreses, s’obtindra resolent:

rnqaxm(q1, s Giy 5 Gn) = gila — b(gi + Qi) — ¢)
subjecte a: 0 < ¢; < a/b

Suposem, que la soluci6 és interior, és a dir, la suma g1 + ...+ ¢; + ... + g, pertany a
I'interval obert (0,a/b). Derivant la funci6é de beneficis i igualant a zero, obtenim que la
condici6 de primer ordre és:

0u;i(qi,q-i)/0q; = P(q;i + Q—;) — 0Ci(qi)/0qi + qi0OP(q; + Q—;)/0q; = 0

que es concreta en:

a—"b(qg+Q—;) —c+qi(—b) = 0;
a—2bg; —bQ_;—c=0

I la condicié de segon ordre és 9%u;(gi, g—i)/9q? = —2b < 0 (condici6 suficient de maxim
ja que b > 0).

Val la pena veure que 'expressioé de la condicié de primer ordre té una interpretacio
interessant. La resta dels dos primers termes del primer membre, P(¢;+Q—;)—0C;(q;)/dq;
és la rendibilitat directa per ’empresa FE; de produir una unitat addicional, mentre que
el tercer terme, ¢;0P(q; + Q—;)/0q;, és 'efecte (negatiu) que aquesta unitat addicional
causa en la rendibilitat de les unitats ja produides per F;. Aixi doncs, al produir una
unitat més, 'empresa compensa exactament amb la dita rendibilitat positiva directa, la
rendibilitat negativa indirectament ocasionada. Per altra banda, el fet que E; compensi
mitjancant la seva rentabilitat positiva directa tnicament l’efecte negatiu que a ella li
causa tal producci6 addicional, ¢;0P(q; +Q—;)/dq;), en lloc de compensar I'efecte negatiu
causat a tota la indtstria, (¢ + Q—;)(OP(q; + Q—i)/9q;), posa de manifest 'externalitat®
negativa creada entres les empreses al decidir la seva produccié.

També pot fer-se la segiient interpretacié de I’equacio de la condicié de primer ordre. La
resta P(q; + Q—;) — 0C;(q;)/0q; és 'excés del preu de mercat P respecte al cost marginal
de E;. Aquest excés és proporcional a la quantitat ¢; produida per E;, i el factor de
proporcionalitat és —9P(q; + Q—;)/0q;, és a dir, el pendent canviat de signe de la funcié
inversa de demanda.

Tornant al calcul de l'equilibri, (¢7,...,q;,...,q,;) és un equilibri de Nash si compleix
les n condicions de primer ordre:

a—2bgf —bQ*, —c=0,Vie{l,2,...,n}

Tenint en compte que, per raons de simetria, ¢ = q;, i per tant (n — 1)qf = Q*,,
obtenim:

SPerjudici o benefici experimentat per un individu o una empresa a causa d’accions executades per
altres persones o entitats.
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a—2bgf —b(n—1)gf —c=0;b(n+1)¢ =a—c;
¢ = 7(7?;16)17’ Vie{l,2,...,n}

En conclusid, hi ha un tnic equilibri, que és:

(g1 = (7;14:16)117"'?(]; = (#;f)bv--qu = (T?J:f)b)
La quantitat total produida en equilibri és Q* = nﬁ, el preu en equilibri és P* =

a—bQ* = ‘:;“—flc, els beneficis en equilibri son:

(a—c)?

uf = qf(a—blgf + QL) — o) = qa—ns —c) = L Vie {1,2,...,n}

i el benefici total en equilibri és U* =uj + ...+ u

3.3 Comparaci6 dels resultats anteriors amb els corresponents als casos
de monopoli i de competéncia perfecta en quantitats

Les dues situacions hipotétiques extremes quant al grau de competéncia en el mercat del
producte homogeni considerat, i en les quals no sén aplicables els conceptes d’equilibri de
la teoria de jocs, sén la de monopoli i la de competéncia perfecta. Veiem, no obstant, que
els resultats que la microeconomia obté per les dues situacions, podrien obtenir-se com
casos particulars dels a dalt obtinguts, mitjancant ’equilibri de Nash, pel cas de ’oligopoli.

3.3.1 Monopoli

Si hi ha una sola empresa produint aquest bé homogeni per aquest mercat, no tenim
un veritable joc, sin6é una situacié de decisi6 individual. Dita empresa prendra decisions
optimes de produccid, tenint en compte que les condicions de demanda en tal mercat
determinaran un preu al qual es vendra tota la produccié. Suposant les mateixes condicions
de demanda i de costos, tindrem que:

La funcié de demanda inversa és:

P(Q) = {g - : Eg ;aa (on @ és la quantitat produida)
La funci6 de costos és:

C(Q) = cQ on se suposa ¢ < a
Els beneficis seran, per tant:

U(Q) =7(Q) = Qa—bQ) —cQ =Qa—c—bQ)

Calculem la decisié optima del monopoli, que serd produir la quantitat Q* que maxi-
mitza 7(Q).

Condici6 de primer ordre (suposant que I’0ptim és interior):
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or(Q)/0Q =Q(~b)+(a—c—bQ)=0; a—c—20Q=0; Q=%
Condici6é de segon ordre:

9’°m(Q)/0Q?* = —2b < 0 (Maxim)

Aix{ doncs la quantitat produida optima és Q* = “5°, que determina un preu P* =
Ry
a — bQ* = ¢ obtenint un benefici maxim U* = (=9
2 4b

3.3.2 Competéncia perfecta

Si hi ha moltes empreses, de tal manera que la quantitat produida per cadascuna d’elles
té un pes insignificant en la quantitat produida agregada, i per tant, no afecta al preu
determinat per la igualtat entre la demanda i aquesta quantitat agregada (podriem dir que
hi ha infinites empreses petites), cada empresa produird una quantitat ¢f que maximitzi
els seus beneficis suposant fixat el preu. Sigui P* tal preu, i sigui la funci6é de costos de
cada empresa C;(q;) = ¢;q;. El problema d’optimitzacio de E; és:

maxg, (i) = (P* — ¢i)q;

L nica possibilitat que, sent compatible amb aquesta situacié, tingui una certa estabili-
tat, es produeix quan P* = ¢;. En efecte, la possibilitat P* < ¢; implica beneficis negatius
per I'empresa E; que obligarien a aquesta a abandonar el mercat (¢f = 0), mentre que
la possibilitat P* > ¢; implica que 'empresa F; només aconsegueix apropar-se a la se-
va quantitat optima (¢ = +oo produint quantitats tan grans que contradiuen la seva
suposada insignificanga). Per tant, P* = ¢; per qualsevol empresa.

Suposant les mateixes condicions de demanda i de costos que en els models anteriors,
la funcié de demanda inversa és:

P(Q) = {a — e b? bQ <a (on @ és la quantitat produida)
0 si bQ > a

i la funci6 de costos de cada empresa és Cj(g;) = c¢¢; (on ¢ < a). Aixi doncs, tindriem
el preu d’equilibri P* = ¢, la quantitat total d’equilibri Q* = 3¢ (donat que P(Q*) =
a —b%< = ¢), i uns guanys globals en equilibri nuls. Resumint, cada empresa produira
una quantitat tal que el seu cost marginal iguali a P*, obtenint aixi un benefici net nul,
i la suma Q* de les quantitats aixi produides, serd precisament aquella que determina, a
través de la funci6 de demanda inversa, el preu P* que buida el mercat.

3.4 Caracteristiques dels EN segons el nombre d’empreses

Val la pena que ens fem la segiient pregunta: ;Els resultats en quantitats, preus i guanys
que acabem d’obtenir pels casos de monopoli i competéncia perfecta, podrien trobar-se
com els casos particulars en qué n = 1 i n = 0o, respectivament, dels equilibris de Nash
deduits per l'oligopoli de Cournot amb n empreses? A la segiient taula veurem que la
resposta és afirmativa, en donar les caracteristiques de I’equilibri segons els valors de n.
Podem observar que a major nombre d’empreses (augmentant aixi la competéncia al mer-
cat), menor és el benefici total d’aquestes, i major és, en conseqiiéncia, I'excedent del
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Taula 1: Resultats d’equilibri, segons el nombre d’empreses

M* (n=1) | O} (n qualsevol) | CP* (n=00)
Produccié Individual q = “5° q = (7?4:10)17
2 * _ a—c * a—c * _ a—c
Produccié total Q* = a2+c Q= nﬁf@?b Q" =1%
Preu pP* = atc¢ pr = 4xnic P*=c
2 n+1
Benefici individual Ul = % uy = ((:;f))jb ur =0
Benefici total U* = (a_202) U* = na—c)” U*=0
b %
Excedent del idor | B* = oo E* = Hamey Er =l
xcedent del consumidor = 5573 = 2t 1)% =5

consumidor. Observar que en un oligopoli de Cournot amb n empreses, 1'equilibri de
(a—c)?

ﬁ i obté uns beneficis u] = CESVEL
optim de Pareto. Aquest optim (des del punt de vista de la industria, sense considerar

als consumidors) s’aconseguiria per col-lusié simulant un monopoli, de manera que cada

Nash, on cada empresa produeix ¢ = no és un

RY
empresa produfs ¢; = 5+ i obtingués uns beneficis de uj = (322} . No obstant, aquesta

combinacio estratégica no es un equilibri de Nash, perqué cada empresa de manera indivi-
dual té incentius per augmentar la seva produccio si preveu que la resta compliran 1’acord
de col-lusi6.

En la segiient figura s’ha representat la corba de demanda inversa P(Q) = a — bQ,
situant sobre la grafica els punts (Q, P) corresponents a monopoli (M*), duopoli (D*),
oligopoli amb tres i n empreses (O3 i O}) i el cas de competéncia perfecta (C'P*). S’observa
també aqui, que a mesura que augmenta la competéncia (a través del nombre d’empreses),
augmenta la quantitat total produida i disminueix el preu de mercat que aquesta quantitat
determina. Dit d’una altra manera, a mesura que augmenta la competéncia, ’equilibri va
situant-se sobre zones cada cop més elastiques de la funcié de demanda.
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P

a PIQ)=a—bQ
{,_

Figura 4: Quantitat i preu d’equilibri, segons el nombre d’empreses

Exemple 3.1. Suposem que ens trobem en un duopoli (n = 2), on a = 1301 b =1 que
determinen la funcié de demanda inversas:

P<Q>—{130‘Q S =t a)

0 si Q> 130

i suposem que a les dues empreses produir una unitat els hi representa el mateix cost,
c = 10, sent les funcions de cost:

C’Z(qz) = 10g¢;, Vi € {1,2}

Si mirem a la taula dels resultats d’equilibri, observem que, per simetria, les quantitats
a produir individualment seran ¢; = 40, a un preu de P* = 50, generant un benefici
individual de u; = 1600.

Ara bé, hi ha alguna manera en la que les dues empreses puguin obtenir beneficis per
un valor superior a 16007

Anem a veure ara el cas on les dues empreses formen un monopoli (cartel) i prenen
decisions com si fossin un tnic agent.

El nostre objectiu és maximitzar la funcié de beneficis ui112(q1,q2) = u1(q1) + u2(g2).

max (130 — (g1 + ¢2)) - (q1 + ¢2) — 10g1 — 10g2
4€[0,130]

Per obtenir les condicions de primer ordre, fem V = 0;

0
{ggf =120 — 2¢; — 22 = 0

0
Oz = 120 — 2 — 202 =0
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La solucié d’aquest sistema és g1 = g2 = 30, fent aixi que el preu d’una unitat fos de
P =130 — 60 = 70, representant uns beneficis individuals de u; = uo = 1800. Com hem
vist en altres exemples, el perfil d’estratégies (30,30) domina al perfil (40,40) en el sentit
de Pareto, ja que cada empresa obté uns beneficis superiors, pero el perfil no és d’equilibri.
Aix0 es deu al fet que les dues empreses saben que l'altre produira 30 unitats, aleshores
una d’elles pot incomplir 'acord i produir-ne 45, maximitzant aixi els seus beneficis.

Més endavant veurem com la repeticié infinita de la competéncia en el model de Cournot

pot donar lloc a una situacié de cooperacid, en la que les empreses condicionen el seu
comportament present a la possibilitat de ser recompensats o castigats en el futur.
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4 Jocs repetits en infinites etapes

Un dels problemes als quals ens enfrontem quan tenim en compte 1'horitzé temporal en
qué pot desenvolupar-se un joc és la valoracié dels resultats en diferents moments del
temps. Té el mateix valor o utilitat per un individu una unitat monetaria avui que dins
d’un any?, Es constant la utilitat que obtenim d’un mateix resultat o d’'un mateix bé quan
les rebem en diferents moments del temps? En general, la resposta és no. Per veure més
a fons els jocs repetits tant finitament, com infinitament des d’un vessant més economic,
consultar [8] i [10], i per un vessant més matematic [13] i [20].

El valor o utilitat que els jugadors atribueixen a rebre una quantitat de diners (o qual-
sevol altre factor al qual atribueixin utilitat) té un caracter temporal, depén del moment
en qué hagi de produir-se la recepci6.

Definici6 4.1. Donat un jugador i un periode temporal T, anomenem factor de descompte
d’aquest agent, en aquest periode, al nombre real positiu entre 0 ¢ 1, & tal que dit agent és
indiferent entre cobrar la quantitat 6 C' en un instant t o la quantitat C en Uinstant t + 7.

Dit d’una altra manera, el factor de descompte & és el valor, en unitats de pagament
actuals, d’una unitat de pagament que es fara efectiva un periode més tard. També podem
mirar a d com la probabilitat de qué un joc es repeteixi acabada una etapa. Per exemple, si
tenim § = %, la probabilitat de jugar una segona etapa d’un joc és § = %, la d’una tercera
= % i aixi amb totes les possibles futures etapes. Els valors extrems, 6 =016 = 1,
corresponen, respectivament, al cas en qué l'agent només valora el present (impaciéncia
extrema) i al cas en qué valora en igual mesura el futur que el present (paciéncia extrema).

Definicio 4.2. Sigui {Qt}t:1,27-.. una seqiiencia o flux de pagaments, finita o infinita.

Donat una factor de descompte &, el valor present descomptat de la seqiiéncia de paga-
ments {qi},—1 o €s denota VP[{qi},_y, 0] , i es defineix com:

VP[{Qt}t:1,27,__ 0l =q1 +0g2 + P+ o g+ = Do gt~ 1

Hem vist que en alguns jocs estatics com el dilema del presoner o el duopoli de Cournot,
la cooperacio6 de tots els jugadors és un resultat desitjable des del punt de vista del conjunt
dels jugadors (és un optim de Pareto), perd no és previsible, ja que I'tinic equilibri de Nash
és el comportament egoista de tots. Seguira passant el mateix si el joc es repetis? O pel
contrari és possible que la contradiccié entre el benestar individual i el social desaparegui
quan el joc es repeteix?

Definicié 4.3. Sigui un joc d’etapa qualsevol G = {Ay,..., Ap;ui, ..., un}, on A; son
els conjunts d’estratégies de cada jugador i g; les funcions de pagament de cada jugador,
on els pagaments estan acotats (existeir un valor a € R, tal que |ui(a1,...,a,)| < a, ¥V 14,
V(ai,...,ay)). Sigui 6 = (61,02,...,0,) un vector de factors de descompte, on §; < 1,V
i. Anomenarem joc repetit infinitament a G*°(6) al joc que compleiz:

1. Abans de comencar el joc, és de domini piublic:

o Fl factor de descompte de cada jugador i és 9;.
o Després de qualsevol etapa k, el joc pot prossequir en l’etapa segiient.

e Els pagaments de G (8) son, per a cada jugador i, el valor present (pel factor
de descompte §;) de la successio infinita dels seus pagaments d’etapa.
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2. Abans de comencar qualsevol etapa, son de domini public les jugades realitzades en
totes les etapes anteriors.

Definicié 4.4. Donat el factor de descompte § < 1, el valor present d’una seqiiéncia
infinita de pagaments {uﬁ}zl d’un jugador i és:

w; = ul+6u? +8%ud + . 46l 4= 30 S

A diferéncia dels jocs finitament repetits, necessitem que el factor de descompte sigui
menor a 1 perqué aquesta expressio estigui ben definida. Aixo es dona, perque per § =1
aquesta suma podria no estar ben definida si hi ha infinits pagaments d’etapa positius.
En aquest cas la suma valdria infinit. Si els pagaments u} estan acotats, aleshores amb un
factor de descompte § < 1 aquesta suma estara ben definida.”

Aquest descompte és una suposicioé econdomica natural per a una série de pagaments. La
qliestio és, pero, si és raonable assumir que els jugadors s’endinsaran en una seqiiéncia in-
finita de joc. Podriem dir que una resposta sensata, és que no ho farien. Afortunadament,
podem donar una motivacié raonable per aquesta idea en lloc de fer servir la interpretacié
de linterés del descompte, considerant una interpretacié alternativa d’un futur incert.

Imaginem que els jugadors juguen una etapa avui, i amb una certa probabilitat § < 1
tornaran a jugar dema altre cop, i amb probabilitat 1 — ¢ s’acaba el joc. Ara, suposem
que en aquest esdeveniment, els jugadors continuen jugant, els pagaments del jugador ¢

N t [oe) . . .
venen donats per la série {ul} +—1- Ot no hi ha cap descompte addicional, podem pensar
en els pagaments esperats d’aquesta seqiiéncia com,

Bu=ul+6u?+ (1 —08) 04 6% +6(1—8) 0+ &ul +62(1—6)-0= D2, 51l

Es a dir, podem pensar en el valor present dels pagaments com el valor esperat obtingut
en jugar a aquest a joc amb aquesta série de pagaments. De fet, hi ha alguna cosa més
sobre la interpretacié de § < 1 com la probabilitat que els jugadors no trenquin el seu
joc continu. Concretament, quina és la probabilitat que els jugadors juguin infinitament
aquest joc? La resposta és 0 = 0. Es a dir, el joc acabara en un temps infinit amb
probabilitat 1, pero el futur possible sempre és infinit.

Abans de continuar amb 'analisi dels jocs repetits infinitament, ens sera ttil introduir
la segiient definicio:

Definicié 4.5. Donat § < 1, el pagament mitja de una seqiiéncia infinita de pagaments

{uf }Zl és:

a = (1-0) 372, 0"

Es a dir, el pagament mitja d'una seqiiéncia és una normalitzaci6 del valor net present:
reduim el valor net actual per un factor de 1 — 9.

"Per veure aix0, suposem que existeix una cota b > 0 tal que u! < b per tot t. Primer observem que
g = Yo, 6 ul <30 6" b, Ens queda veure que B = > 7% §'7'b és finit. Podem posar B(1 —§) =
b perqueé lim;_,0o 8°"1b = 0, el que implica que B = 1—15 < 0.
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Aixo és convenient per la segiient propietat. Considerem un jugador que té una se-
qiiéncia finita de pagaments v en cada periode ¢t € {1,2,...,T}. El seu valor present és la
suma.

5(v,6,T) =v+0v+6%v+...+61 204671y
Considerem aquesta suma multiplicada per §:

§s(v,6,T) = v+ 620+ &v...+ 67 tv+ 67w

Restant les dues expressions anteriors obtenim s(v, §) — §s(v,§) = v —d7 v que implica:

T

s(v,0,T) = 7”156”
Si ara prenem el limit quan T tendeix a infinit (quan el joc es repeteix infinitament):
5(v,0) = limy 00 5(v,0,T) = 1%5

Com és relaciona aixo amb el pagament mitja? Si mirem al valor net present d’un
seguit de pagaments fixats v, aleshores la definici6 de pagament mitja és:

7= (1-90)s(v,0) =v
Es a dir, el pagament mitja d’un conjunt infinit d’algun valor v, és ell mateix. Com

veurem una mica més endavant, aquest fet ens ajudara a identificar quins resultats, definits
pel pagament mitja obtingut, poden ser equilibris perfectes d’un subjoc, d’un joc repetit.

4.1 Histories, estratégies i subjocs

Per poder definir amb rigor els conceptes d’estratégia i de subjoc en un joc repetit, és 1til
precisar en primer lloc, el concepte d’historia del joc en un periode o etapa concret.

Definicié 4.6. Donat el joc d’etapa G = {A1,..., An;ul, ..., uy} en forma estratégica i el
joc repetit G (0), les t-histories o histories del joc fins el moment t, denotades hy, recullen
tota ’expériencia passada del joc fins arribar a aquell moment, és a dir, totes les decisions
preses pels n jugadors en les t-1 etapes anteriors. El conjunt de totes les t-histories hy és:

H, = {{a’f,ag, ... ’aﬁ}kzlz,...,t—l lak € Ai}

on af’, pertanyent a A;, ha d’interpretar-se com l’accid realitzada pel jugador i en etapa
k.

Les estratégies s; del jugador ¢ en G°°(d) son plans d’accions que determinen quina
accio6 realitzara tal jugador en cada etapa per cada possible historia fins aquell moment, i
poden descriure’s simbolicament aixi:

s; = (a}(h1),a2(ha),. . ,aF(hi),. . .).
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Un perfil d’estratégies o = (o1,...,0,...,0,) del joc repetit G*(§) determina (a
través d'un procés iteratiu) la successio de combinacions d’accions

{af(hi(0)), a5 (hi(0)); - - gy (hie(@)) } 5y

una en cada etapa k, que es posaran en practica de manera efectiva i que constitueix la
trajectoria del joc determinada per o. I els corresponents pagaments d’etapa determinen,
d’acord amb el factor de descompte, els pagaments globals per a cada jugador del joc
repetit infinitament.

Els subjocs de G*°(0) comencen en iniciar-se cada etapa (existeixen tants que comencin
en letapa t com t-histories siguin possibles) i son idéntics en la seva estructura al joc global.

4.2 ENPS en el dilema del presoner repetit infinitament

El joc infinitament repetit que és més conegut i estudiat, és justament el que té al Dilema
del Presoner (DP) com joc d’etapa. L’anomenarem DP*°(4), i veurem que la seva analisi
déna lloc a resultats molt diferents dels que coneixem pel cas de repeticio finita.

Alguns perfils que no sén EN del dilema del presoner repetit infinitament, séon els
segiients:

o Perfil d’estratégies incondicionades de cooperacid ingénues. El perfil de cooperacio
(Callar sempre, Callar sempre) determinaria una trajectoria de cooperacié completa
del joc, consistent en (Callar, Callar) en cada etapa. Pero tal perfil no és un EN,
independentment del valor de §. En efecte, la millor resposta a Callar sempre
del jugador 1, per part del jugador 2, no és Callar sempre, que li representaria un
pagament mitja de 4, sindé Confessar sempre, que li representaria un pagament mitja

de 5.

e Perfil d’estratégies condicionades, pero erronies. El perfil o = (o1, 092) en el que oy
= 09 = jugar en l'etapa t > 1 ’acci6 que el contrari ha jugat en ’etapat —1,ien la
primera etapa Confessar, no és un EN, sempre que el valor de § sigui suficientment
alt. En efecte, la millor resposta a o1 del jugador 1, no és o2, ja que li representa un
flux de pagaments (1,1,...,1,...), amb valor present 17i5’ al jugador 2, mentre que
ol = Callar sempre li representaria un flux de pagaments (0,4,4,...,4,...), amb
valor present 14—_55, que és estrictament major que ﬁ sempre que § > %.

Passem a analitzar un perfil que, per valors suficientment alts de 9, és EN, perd no
ENPS.
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Perfil d’estratégies Ull per ull

Considerem l'estratégia Ull per Ull = jugar en 'etapa t > 1 'accié que el contrari ha
jugat en l'etapa t — 1, i en la primera etapa Callar. El perfil o = (01,02) en el que o1 =
oo = Ull per Ull, determinaria una trajectoria de cooperacié completa del joc, consistent
en (Callar, Callar) en cada etapa, ja que ambdoés jugadors comencen no acusant, el que
implicaria que continuin no acusant en cada etapa posterior. Per altra part, el perfil o, si
és un EN, sempre que el valor de § sigui suficientment alt, perd no és un ENPS. Provem-ho:

e o és un EN. En efecte, 01 = Ull per ull, és resposta optima per part del jugador 1 a
o9 = Ull per ull del jugador 2 (i viceversa), ja que seguir o assegura un pagament
de 4 en cada etapa, a causa d’un resultat (Callar, Callar) en cada etapa, mentre
que qualsevol desviacié de o1 el perjudicara. Observem: si es desvia de l'accié de
Callar en alguna etapa, aconsegueix en ella un pagament de 5, perd a costa de ser
castigat i no ser perdonat fins que trii de nou 'accié Callar. Suposem que la tanda
de desviacié dura dues etapes (que podriem denominar traicié i penediment). El
jugador 1 obtindria els pagaments:

— En l’etapa de traicié rebria un pagament de 5.

— En l'etapa de penediment rebria un pagament de 0.

El valor present d’aquest interval és:
Amb desviacio (o}) vVV=5+6-0=5
Sense desviacio (o1) v=4+4+0-4

Aixi doncs, sera millor o1 sempre i quan 4+ 6 -4 > 5, el que succeix si 6 > 1/4.

Suposem ara que la tanda de desviacio dura n+2 etapes (una de traicio, n de castig,
i una de penediment i perdo). El jugador 1 obtindria els pagaments:

— En l'etapa de traicié rebria un pagament de 5.
— En les n etapes de castig rebria un pagament d’1.

— En l'etapa de penediment rebria un pagament de 0.

El valor present d’aquest interval és:

Amb desviaci6 (o}) vVV=5+0-1+...40"-14+0=5+(6(0"—1)/(6 —1)
Sense desviacio (o1) V=4+6-4+ ...+ -4+ 4 =42 -1)/(6-1)
Aixi doncs, és millor o sempre i quan:

AE2 - 1))E - 1) > 5+ (36" — 1)/(6 - 1);
472 — 4 < 45 — 54 6"
45(6mF — 1) < ot -1
d>1/4

27



Suposem, un ultim cop, que la tanda de desviacié és per sempre (una de traicio, i
en endavant castig). El jugador 1 obtindria els pagaments:

— En l'etapa de traici6 rebria un pagament de 5.

— En les infinites etapes de castig rebria un pagament d’1.

El valor present d’aquesta successio infinita de pagaments és:
Amb desviaci6 (o)) vVV=5+d0-1+...46 1+...=5+(6/(1-9))
Sense desviacio (o1) v=44+0-4+...+5"-4+...=4/(1-9)
Aixi doncs, és millor o1 sempre i quan:
4/(1=6) 254 (6/(1=9));
4> 5(1-0)+d;
0>1/4

En conclusio, el perfil d’estratégies Ull per ull és un EN si 6 > 1/4.

e 0 no és un ENPS. En efecte, en el subjoc en el que el resultat d’etapa anterior és
(Callar, Confessar) al jugador 1 1i convé desviar-se de o7 si el jugador 2 continuara
amb oy. De fet, si no es desviés, es produiria una cadena infinita ( Confessar, Callar),
(Callar, Confessar), (Confessar, Callar), (Callar, Confessar), ..., amb pagaments:

540-0+5-02+0-03+5-0t+... =5(1+5+62+0)+...=5/(1—6%

Li interessaria més Callar d’ara endavant, el que el conduiria a la cadena infinita
(Callar, Callar), (Callar, Callar), (Callar, Callar),. . ., amb pagaments 4446+ 462+
... =4/(1—=9), que és major o igual sempre que 4 > 5/(1 4 4), que succeeix per tot
d > 1/4. En definitiva:

— Si § > 1/4 el perfil Ull per Ull (Ull per ull, Ull per ull) és un EN, perd no és
un ENPS.

— Sid < 1/4 el perfil Ull per Ull (Ull per ull, Ull per ull) no és un EN.
Fixem-nos que s’ha aconseguit, per primer cop, mantenir la cooperaci6 indefinida en el

dilema del presoner, mitjangant un EN (tot i no ser un ENPS), que utilitza, diguem aixi,
I’amenaga del castig a partir de l'acusacio, equilibrant la balanca de la cooperaci6.

4.2.1 ENPS

Passem a veure ara dos ENPS del dilema del presoner repetit infinitament.
1. Perfil d’estratégies incrédules. El perfil o = (01,02) en el que 01 = 092 = Confessar
sempre, que determinaria una trajectoria de nul-la cooperacié del joc, consistent en

(Confessar, Confessar) en cada etapa, si és un ENPS. Provem-ho:
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e o ésun EN. En efecte, és evident que o1 és resposta optima per part del jugador
1 a oy del jugador 2 (i viceversa).

e A més, la restriccio del perfil o a qualsevol subjoc, torna a ser aquest mateix
perfil, aleshores és un EN en tot subjoc. En definitiva, és ENPS.

2. Perfil d’estratégies de tirador. Considerem l'estratégia Callar en la primera etapa,
i a més Callar en l'etapa t si la historia del joc fins a aquell moment ha estat
sempre Callar per part d’ambdos jugadors, i Confessar en cas contrari. Dit d’altra
manera, comengar cooperant i continuar aixi fins que la cooperacié es trenqui. A
partir d’aquest moment, no cooperar mai més. Aquesta estratégia, que incorpora
una amenaga de penalitzacié permanent davant de qualsevol desviacié de la conducta
cooperadora Callar, rep el nom d’estratégia de tirador.® El perfil o = (01, 02) en el
que 01 = 09 = ET s6n les estratégies de tirador de cada jugador, determinaria una
trajectoria de completa cooperacio dels jocs (ambdos jugadors comencen cooperant,
i després continuen cooperant, ja que la cooperacidé no es trenca si se segueixen
aquestes estratégies). Doncs bé, el perfil 0 = (01,02) és un ENPS si el factor de
descompte § és suficientment alt. Provem-ho:

e 0 és un EN. Veiem si 'estratégia o; = ET és resposta optima del jugador ¢ a
lestrategia o; = ET del jugador j.
Responent amb o; = ET| el jugador ¢ obté els segiients pagaments corresponents
als segiients jocs d’etapa:

Etapa t t+1
Perfil jugat (Callar, Callar) (Callar,Callar)
Pagaments de i 4 4

i actualitzant els pagaments al moment ¢, el jugador ¢ obté:
VPi(0;,0j) = 4+46 + 462+ 483+ ... = 4/(1 - 9)

Si pel contrari, i respongués amb qualsevol altra estratégia o}, els pagaments
que obtindria a partir del moment en que es desviés jugant Confessar serien:

Etapa t t+1
Perfil jugat (Confessar,Callar) (Confessar, Confessar)
Pagaments de i 5 1

(Un cop 4 ha decidit no cooperar, j dispara la penalitzacié i a partir d’aquest
moment, a i sempre li convindra no cooperar (Confessar), perqué j passara a
jugar sempre Confessar).

Actualitzant els pagaments al moment ¢ (moment en el que i decideix no coo-
perar), i obté:

VPi(ol,0;) =5+30+062+8+ ... =5+3/(1—8) = (5—48)/(1 - 9)

Per quins valors de § és I'estratégia o; = ET, del jugador ¢ una resposta optima
a l'estratégia o; = ET, del jugador 57 Ho sera si 4/(1 —46) > (5 —46)/(1 —9),
és a dir, si §d > 1/4.

81’expressi6 original en anglés és Grim Trigger Strategy, traduit com Estrategia de apretar el gatillo en
castella o Estratégia de prémer el gatell en catald. Com no hi ha un conveni per la traduccié, 'anomenarem
estratégia del tirador.
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e o0 és un ENPS. Veiem per quins valors de § el perfil o determina un EN en cada
subjoc. Per poder respondre a aquesta pregunta, és necessari considerar tots
els possibles subjocs que presenta el joc repetit infinitament. Des del punt de
vista de les estratégies de tirador, dits subjocs poden classificar-se en dos tipus:

— Subjocs pels quals la historia passada ha estat sempre de cooperacio, és a
dir, aquells en els que amb anterioritat sempre s’ha jugat (Callar,Callar)
en cada joc d’etapa. Aquests subjocs son equivalents al joc original, tenen
estructura de DP>(§) (Dilema del Presoner infinit) i comencen en les
mateixes circumstancies que en la primera etapa del joc original sobre el
qual s’aplica el perfil d’estratégies de tirador. De manera que en aquests
subjocs, el perfil o d’estratégies de tirador, genera un EN si i només si § >
1/4, com acabem d’analitzar.

— Subjocs en els que en algun moment de la historia passada no s’ha cooperat
(algun jugador ha decidit Confessar en alguna etapa prévia). En aquests
subjocs s’exhibeix un comportament no cooperatiu per part d’ambdos ju-
gadors com millor resposta en cada etapa, ja que la resposta optima a
lestratégia de tirador (quan la penalitzacio s’esta executant) és seguir la
propia estratégia de tirador o 'estratégia incondicionada que hem anome-
nat incrédula, consistent en Confessar sempre (ambdues estratégies son
equivalents si en alguna etapa prévia algun jugador no ha cooperat). Aixi
doncs, també en aquest tipus de subjocs o genera un EN per tot 4.

En conclusié:

En el dilema del presoner repetit infinitament, el perfil d’estratégies de tirador és un
ENPS si i només si 0 > 1/4.
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4.2.2 Teorema de Friedman

Hem vist que quan es repeteix infinitament un joc com el dilema del presoner, apareixen
nous EN i nous ENPS, inclis alguns que sustenten de manera permanent la cooperacié. Cal
pensar que si aixo succeeix amb un joc d’etapa tan especial com el dilema del presoner, on
I'anic EN és un equilibri en estratégies estrictament dominants, quelcom semblant hauria
de succeir amb jocs en qué la cooperacié no és tan dificil com en aquest.

Per altra banda, sembla estar sorgint un aspecte negatiu de la repetici6 infinita, la pos-
sibilitat que existeixin molts ENPS del joc repetit, fins al punt de poder fer problematica
la tria d’un d’ells.

Val la pena, en conseqiiéncia, esbrinar quins resultats (en termes de vectors de paga-
ments) son assolibles a través d’equilibris de Nash perfectes en subjocs, ja que aixo ens
indicara quines possibilitats hi ha de millora en el sentit de Pareto, i si hi ha moltes o
poques possibilitats.

El Teorema de Friedman, que el propi Friedman va establir 'any 1971 i s’enuncia a
continuacio, és un dels anomenats Teoremes de Tradici6 Popular (Folk Theorems) i ens
déna una resposta precisa a la qliestié anterior. Trobem diverses maneres de demostrar

aquest teorema a [14], [16], [18] i [19], d’'una manera menys formal i tres de més rigoroses
a [11] 1 [17].

Teorema 4.7. Sigui G un joc finit, estatic i amb informacid completa, sigui el perfil
o = (af,05,...,ak) un EN del joc G i sigui g(a*) = (g1(a”), g2(a®),...,gn(a™)) el
vector de pagaments corresponent a «*. Si v = (v1,va,...,0,) €s un vector de pagaments
factible de G que compleix v; > g;(a*) per qualsevol jugador i, aleshores existeiz un factor
de descompte ¢ tal que per tot § > g existeiz un ENPS de G*(0), que obté v com vector
de pagaments mitja (és a dir, v; és el pagament mitja del jugador i pel resultat del joc
quan s’executa dit perfil d’equilibri).

Demostracio. Només considerarem el cas en que existeix un perfil @ = (ag, ag,...,ay)
d’estratégies (pures o mixtes) del joc d’etapa G que produeix el vector de pagaments
v=(v1,V2,...,0p).

Considerem ara el perfil estratégic o = (01,09,...,0,) en G*°(J), en el que o; és
lestrategia segiient del jugador 4:

«En la primera etapa jugar «;. En qualsevol etapa posterior jugar «; si fins el moment
s’ha jugat el perfil d’etapa a = (a1, 9,...,a,) en totes les etapes, i jugar o en cas
contrari ».

El perfil estratégic o és un perfil en estratégies de tirador, ja que cada jugador i co-
menca jugant ’estratégia cooperadora «;, perd amenaga amb jugar per sempre l'estratégia
penalitzadora a;x*.

Veiem que o és un EN de G*°(0) si ¢ és suficientment gran.

e Suposem que tots els jugadors excepte ¢ es conformen al perfil o. Si en alguna etapa
hi ha hagut desviacio respecte al perfil d’etapa «, és clar que jugar o; d’ara endavant
és resposta optima de i a o_; (doncs prescriu respondre d’ara endavant amb o en
cada etapa a o ;).
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e Suposem ara que estem en la primera etapa, o en una etapa tal que no hi ha hagut
desviacio6 prévia respecte al perfil d’etapa «, i comprovarem que també o; és resposta
optima a o_;.

Sigui o la desviaci6 optima que podria adoptar i en una etapa t sense desviacions
prévies respecte a «. Dita desviacié li proporcionara a ¢ un benefici addicional en I'etapa
de d;, és a dir, rebria un pagament equivalent a v;+d;, perd ocasionaria el desencadenament
de les penalitzacions de la resta de jugadors, que a partir d’aquesta etapa jugarien les seves
estratégies de castig en o, obligant a i a defensar-se (Optimament) amb la seva propia
estratégia o en qualsevol etapa posterior. Per tant, el flux de pagaments optim que
obtindria 7 en cas de desviar-se seria:

Etapa t t+1 t+2
Perfil jugat (o, a—y) a* ar
Pagament de ¢ v; +d; gi(a®) gi(a”)

el valor present del qual és:
VP =v;+d; + 6gi(a*) + 82gi(a*) + ... = v; + di + dgi(a*) /(1 = 6).

Mentre que si ¢ es conformés al perfil o obtindria el flux de pagaments:

Etapa t t+1 t+2

Perfil jugat a = (o, a—;) « !
Pagament de 7 V; V; Vi

el valor present del qual és VP = v; + dv; + 6%v; + ... = v;/(1 = 9).

Doncs bé, o; és resposta optima de ¢ a o_; si VP > VP’ és a dir, si:

vi/(1 = 08) > v +d; +dgi(a”)/(1 —9);
v > (1= 0)(v; + d;) + dgi(a*);
0> —ov; + d; — od; + dgi(a™);

d > d;/(vi + di — gi(a*))

En conclusio, si § > max {d;/(v; + di — gi(a*))},_1 5 ,,» 0 és un EN de G*°(§). Veiem
ara que o és un EN per qualsevol subjoc de G*(0), i ho és per aquests mateixos valors
de §. Tal com vam raonar en el cas del dilema del presoner, des del punt de vista de
les estratégies de tirador de o, els subjocs de G*°(9), tots ells iguals a G*°(J), poden
classificar-se en dos tipus:

e Subjocs pels que la historia passada ha estat sempre de cooperacio, jugant el perfil
« en cada etapa. Aquests subjocs comencen en les mateixes circumstancies que en
la primera etapa del joc original sobre el qual s’aplica el perfil 0. De manera que en
aquests subjocs el perfil o genera un EN si i només si

6 > mazx {d;/(vi +di — gi(a*)) }iz1 9, -
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e Subjocs en els que en algun moment de la historia passada no s’ha cooperat (al-
gun jugador i ha decidit desviar-se de o; en alguna etapa prévia). En aquests
subjocs ¢ genera un EN consistent en jugar o* en cada etapa. En conclusio, si
6 > max {d;/(vi +d; — gi(a*))};=1 9., 0 és un ENPS de G*(J).

O

Observacio 4.8. Tot i que aquest teorema s’enuncia per jocs d’etapa finits, també és valid
en jocs d’etapa infinits, com ’oligopoli de Cournot i altres jocs importants en economia.

Per apreciar visualment el significat del teorema de Friedman, representem les regions
de pagaments factibles corresponents al dilema del presoner i els pagaments d’equilibri
corresponents a 1'inic EN.

El teorema de Friedman ens diu, pel que fa al dilema del presoner, que qualsevol vector
de pagaments factible que es trobi per sobre i a la dreta del punt (1,1) és assolible com
vector de pagaments mitjans per algun ENPS de DP*°(d) sempre que § sigui suficientment
gran. La regi6 assolible de pagaments és la segiient:

Pagaments de J2
(DP)
1P(0,5)
| Q (4, 4)
-Pagament EN
(1, 1)
1 R (5, 0)
I N
S(1,1) Pagaments de J1

Figura 5: Vectors de pagaments factibles i EN en el dilema del presoner

Observem, per altre banda, que si v; < g;(a*), v no pot assolir-se amb un ENPS ni amb
un EN de G*(6). En efecte, li bastaria al jugador ¢ amb jugar sempre la seva estratégia
en el perfil d’etapa a* per aconseguir g;(a*) de pagament mitja.

4.2.3 Teorema de Friedman per jocs infinits

L’equivalent al teorema de Friedman per jocs infinits, també podria incloure’s en els Te-
oremes de Tradicio Popular (Folk Theorems). A partir del teorema de Friedman podem
provar-lo facilment. Ens centrarem en el cas particular de dos jugadors, donat ’exemple
que estem estudiant. La demostracié que es troba a continuacio esta basada en [15].
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Teorema 4.9. Sigui G un joc finit, estatic © amb informacio completa, sigui el perfil
o = (af,ad) un EN del joc G i sigui g(a™) = (g1(a*), g2(a*)), que denotarem com (g7, g3),
el vector de pagaments corresponent a o*. Per cada parell racional (vi,va) existeir un do
tal que per tot 1 > § > 69 > hi ha un ENPS amb pagaments (v1, ve).

Demostracié: Sigui (af, o3) el perfil d’etapa Equilibri de Nash que reporta uns paga-
ments de (g1(a*), g2(a*)). Ara definim el perfil (o1, 02) que en cada etapa déona (vq, v2).

Considerem la segiient estratégia: «Comengar jugant o; i continuar fent-ho mentre cap
dels dos jugadors canvii. Si un dels dos es desvia, jugar o] a totes les etapes futures.»

Comencem provant que 'estratégia anterior és un Equilibri de Nash.

Sense pérdua de generalitat, si el jugador 1 es desvia a 0/1 € 51, una altra estratégia
tal que uy (a/l, o2) > v1, en l'etapa k, aleshores:

k 1 ct— _ / * _
UF) = S0 51 + 861 gy (a7, 00) + gf (155 — SoF_, 8171,

Recordant que el jugador 1 rebria vy a cada etapa sense desviacio, el benefici més gran
que pot obtenir és a la primera etapa (tots els beneficis posteriors per desviar-se tenen
una major carrega del factor de descompte (s6n més petits)). Aleshores, si podem trobar

0o tal que § > &g implica que Ul(l) < 125, el jugador 1 no tindra incentius a desviar-se.

(1= 8)ui(oy,02) + gid < vy

g1(oy,09) —v1 < 8(g1(0y,02) — gF)

/
. / * ¢ _ 91(oy,00)—v1
ja que (oq,02) > vi > gf, agafant dy A —

jugador 1 i repetint el mateix argument pel jugador 2, completa la prova de que 'estratégia
mencionada anteriorment és un Equilibri de Nash.

ens déna el resultat requerit pel

Per construccioé, aquesta estratégia és també un Equilibri de Nash Perfecte en Subjocs.
Donada qualsevol historia, ambdés jugadors actuaran de la mateixa manera i no tindran
incentius a desviar-se:

e Si considerem un subjoc just després que un jugador s’hagi desviat de J; aleshores
els dos juguen o.

. . . . / .
e Si considerem un subjoc on cap dels dos s’ha desviat de o, aleshores els dos continuen
. /
jugant o,.
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4.3 Oligopoli de Cournot simplificat repetit infinitament

Recordem 1'oligopoli de Cournot. Ens trobem en un mercat on n empreses Ei,..., E,
produeixen un mateix bé. Sigui ¢;; la quantitat que produeix l'empresa F; en 'etapa ¢,
peri=1,2,...,n. Suposem ara que en cada periode t, les empreses s’enfronten a la funcid
de demanda inversa:

(onb>01Qr=qs+qi+...+ g, Vt=1,2,...)

_Ja—=bQ: sibQi<a
Pt(q”{ 0 sibQ>a

i que les funcions de cost son:
Cit(qit) =cqig,onc<a,Vie{l,2,...,n},Vt=1,2,...
Per tant, les funcions de beneficis seran:

Wit(Q1t, 92,853 Gne = Qi - Pqip + Q—it) — Cit(@it) = qit(a — b(qir + Q—it) — )

on Q—Lt :q17t+...—|—qi_1,t+qi+17t+...—i—qn,t,Vi S {1,2,...,n}, Vi=1,2,....

Recordem que el joc d’etapa posseeix un tnic equilibri de Nash consistent a fer que

cada empresa F; produeixi una quantitat qzC = (75:10)1;7 el que els generara un benefici de
¢ _ (a0

i = %

U

Anem a veure que el perfil cooperatiu en qué cada empresa produeix la n-ésima part
de la quantitat de monopoli q;n/ "= 5.5 amb la finalitat d’aconseguir un repartiment

2
equitatiu dels beneficis del monopoli uzn/ "= (a4_n? , no és un EN, doncs qualsevol empresa

FE; té incentius per incomplir 'acord. En efecte, la resposta optima de F; davant aquest
suposat equilibri s’obté resolent el problema:

max(q;, ¢"™) = [a—bg; — (n—1)bg"™"g; — cq; = gila— ¢ — bgi — (n— 1)bg™/"] = 0 (4.1)
i obtenint, a través de les condicions de primer i segon ordre:

Gt = (=) + [a — ¢ = bgs — (n — 1)bg™/"] = 0

02u;
0q?

7

= —2b < 0 (maxim)

el seglient resultat:

r _ (a—c)(n+1
4; ={ 4)751; )

que proporciona a I’empresa que es desvia de I'acord uns beneficis de:

r_ (a=¢)*(n+1)?

_ (a—c)?
u; = 16n2b

> :ulm/”,Vn>1
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4.4 Equilibris cooperatius, mitjancant estratégies de tirador, del joc
repetit infinitament

Quan ’horitzé temporal és infinit o indeterminat, pot sostenir-se com ENPS un compor-

m/n.

tament en el qual cada empresa decideix produir ¢; ;

Aquest resultat s’aconsegueix quan totes les empreses segueixen la denominada estra-
tégia de tirador, ja estudiada en el dilema del presoner i en el cas més general del teorema
de Friedman. En el cas de I'oligopoli de Cournot podem definir 'estratégia del tirador en
preséncia de n empreses de la segiient manera:

«Comengcar en t = 1 triant ¢, m/n _ 575, enésima part de la quantitat de monopoli.
En cada etapa ¢ > 1 produir ¢, m/n _ 5.5 si la historia passada h; ha donat lloc al perfil
d’accions (q1 k{n, qgn ,ﬁn, ey q;n,én, Vk > t, produint la quantitat de ’equilibri de Cournot,

qt (n +1)b, en cas contrari.»

Com en el cas del dilema del presoner analitzat en la seccié anterior, per determinar
si el perfil d’estratégies de tirador (ET}, ET,,. .., ET,) constitueix un ENPS, haurem de
provar que constitueix un EN del joc repetit i que genera un EN en cada subjoc, és a dir,
que davant de qualsevol historia passada o desenvolupament del joc, hy € Hy.

Sense pérdua de generalitat assumirem que totes les empreses presenten el mateix factor
de descompte, és a dir, 1 = dy = ... = d, = § < 1. Haurem d’analitzar quan ET; és una
resposta optima a ET_;. Suposem que totes les empreses, excepte F;, adopten l'estratégia
del tirador. Donada una etapa k qualsevol, podem trobar les segiients respostes optimes
depenent del desenvolupament o historia prévia a la etapa k, hg:

1. Histories de no cooperacié. En aquest cas totes les empreses, seguint la seva estrateé-
gia del tirador decidiran produir el vector q(_)i’t = (ql(“:t, qgt, ce ,qz-c_lvt7 qgu, ceey qg,t),
en tot t > k. En conseqiiéncia 'empresa E; produira la quantitat de 1’equilibri de
Cournot qz-(”:t en totes les etapes t > k, ja que fent aixd maximitzara els beneficis de
cada etapa, i per tant també la suma descomptada dels seus beneficis presents.

2. Histories de cooperacid. Si pel contrari en la primera l’etapa i en tota etapa t < k

s’ha aconseguit el perfil d’accions (q1 k oGog >k ), les empreses determinaran,

segons l'estratégia ET, una produccié g;;—, = q; t/:nk, Vj # i, ent = k i una produccio
depenent de la decisi6é de E; en t > k. Aixi, el comportament optim de I’empresa F;
en t > k dependra de quin sigui el flux méaxim de beneficis que pot aconseguir.

Donada 'estrategia ET}, Vj # i si F; segueix ET;, aconseguira un flux de beneficis:

Etapa k k+1 k+2 k+3
Pagaments de E; u;-n/ " U;n/n UZ”/" “;n/n

que li proporciona el segiient valor present actualitzat en t = k:

VP,(ET;,0) :Zoo St—k m/n_ (Z?ﬁ St— k) m/n _ 17i5(a4_n%)

Pel contrari, si en ’etapa t = k decideix una quantitat diferent qz/ " qﬁ;nk, provocara

que la resta d’empreses en les segiients etapes decideixin una quantitat g;; = qft davant
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la qual, I'inica resposta optima es g;; = qict7 Vt > k, de manera que per maximitzar el
flux de beneficis presents i futurs haura de decidir en ¢t = k la quantitat ¢} , = %,
que hem vist que maximitza el benefici de I'’etapa donada la decisi6 de la resta d’empreses

de produir:

m/n ( m/n _m/n m/n  _m/n m/n)

A = \Ug 9k -1k b1k 9nk

Aixi, donat el perfil ET_;, si E; es desvia de la manera indicada en ¢t = k (li direm
NET; a l'estratégia resultant), aconseguira el segiient flux de beneficis:

Etapa k E+1 kE+2 E+3

Pagaments de E; uy uZO uZO uZC

I donat el factor de descompte § < 1, obtindra el valor present actualitzat en t = k
VE,(NET;,6) = uj; + 3 7254y 5“’%% =uj,+ uf (31 07°F)

_ (a=c)*(n+1)* 6 (a—c)?
- 16n2b 135 (n+1)2b

Aixi doncs, l'estratégia de tirador serd la resposta Optima d’E; en tota etapa que
segueixi a una historia de cooperaci6 si i només si:

VFE(ET,,8) > VP(NET,, 6);

1 (a=9? 5 (a=ef(n+])? | § (a=0)?.
-5 4nb = 16n2b 1-3 (n+1)%b’

n+1)2[(n+1)2—4n
s> e

Aixo significa que el perfil en estratégies de tirador (ETy, ETb, ..., ET,) és un EN, i
també un ENPS, de I'oligopoli de Cournot repetit infinitament si i només si:

n+1)2[(n+1)2—4n
52( (n)—l-[l()4—1)6n2 ]

Es pot comprovar facilment que conforme augmenta el nombre d’empreses, el perfil
d’estratégies del tirador requereix un major factor de descompte (lim, o, d = 1).

37



5 Simulacions del Dilema del Presoner

Ambdues simulacions que trobarem a continuacio, estan inspirades en diferents experi-
ments realitzats a diverses universitats europees i americanes. La simulacié real esta
principalment basada en la feta a la Universitat de Bonn [23], tot i que també pretén
seguir els passos de les universitats de California [22] i Viena i Zuric [25]. Per altra banda,
la simulaci6 a ordinador segueix el model de la universitat de Liverpool [24], perd utilitza
[26], |27] 1 [28] per a comprovar els resultats.

5.1 Simulacié del Dilema del Presoner real

A través dels formularis de Google, s’han realitzat una série de preguntes per intentar
modelar la influéncia de I'experiéncia en el comportament final en el superjoc? del Dilema
del Presoner. Compararem els resultats teorics observats en el capitol anterior amb els
resultats de I'experiment. Han participat 468 persones de diferents rangs d’edat'?. Un cop
recollides les dades, s’han anat creuant de manera aleatoria perqué a cada torn juguessin
contra oponents anonims diferents (intentant semblar-se al maxim al joc original).

5.1.1 Introduccioé

En el superjoc del Dilema del Presoner finit, el mateix joc es repeteix un nombre fixat de
cops, conegut pels dos jugadors. En aquest experiment, com simulava la repeticié del joc
infinits cops, els jugadors desconeixien quants cops es repetiria.

Els primers experiments que van intentar simular el superjoc del Dilema del Presoner
van ser Lave (1965), Rapoport-Dale (1966) i Morehous (1966), tots ells en universitats
dels Estats Units, on mostraven que els individus triaven més freqiientment 1’opcioé de
cooperar.

Més recentment, a la década dels 2000, es van realitzar experiments on els individus
jugaven el mateix Duopoli de Cournot o Dilema del Presoner molts cops, contra oponents
anonims que canviaven a cada ronda i contra els que no es tornarien a creuar. Els resultats
mostraven un patré del comportament que es descriuria com cooperacié tacita, fins als
altims torns on es canviava a opcions no cooperatives. Un cop un dels jugadors es desviava
a la no cooperacio, ’altre reaccionava d’igual manera i mai més se superava la cooperacio.
Aquest patré de cooperacid, seguit d'un desviament s’observa en gairebé tots els jocs
entre jugadors experimentats. Obviament, el raonament téoric simple del joc, no pot
explicar el comportament d’individus amb experiéncia en Dilema del Presoner repetit.
Un podria intentar explicar aixd assumint que la utilitat dels jugadors és diferent d’una
recompensa monetaria. Els jugadors poden, per exemple, valorar la cooperacié com a tal,
i per tant abstenir-se de comportaments no cooperatius malgrat dels incentius monetaris.
Tals raonaments no sén convincents en vista d’un possible desviament que indica que
els incentius monetaris sén més forts que el desig de cooperar per aquells que es desvien
davant de la no cooperaci6.

Un intent d’explicar la cooperacié seguida d’un desviament com a resultat del compor-
tament completament racional, pot basar-se en la idea de tenir informaci6é incompleta sobre

9En teoria de jocs, un superjoc és un joc de forma extensiva que es repeteix.
10Com no és possible estar repetint el joc infinits cops, els resultats d’aquest experiment estan basats
en perfils creats a partir de les respostes de cada enquestat, duplicant les seves respostes.
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els pagaments de l'altre jugador. Tanmateix, aquestes teories prediuen el patré d’individus
sense experiéncia. Aixo no concorda amb les observacions experimentals. Els subjectes
primer han d’aprendre a cooperar i només després descobreixen 'efecte de desviar-se. Les
teories descriptives no poden ignorar el fet que la racionalitat humana és limitada.

En aquesta simulacié, intentarem presentar una teoria de ’aprenentatge que expliqui
el comportament dels jugadors en el Dilema del Presoner repetit. Assumirem que la
motivaci6 dels jugadors és entrar a la presd el minim nombre d’anys possibles. Ens basarem
en el model de Markov per fer-ho, on els individus canviaran la seva intencié de desviar-se
de la cooperacid en un periode concret amb transicié de probabilitats depenent de la seva
experiéncia en I'iltim superjoc.

5.1.2 Procediment experimental

Abans de comentar els resultats i com s’ha realitzat aquesta simulacio, comentarem breu-
ment 'experiment original en el qual pretenia basar-me a 1’hora de portar-lo a terme.
Aquest es va realitzar a la universitat alemanya de Bonn fa vint-i-cinc anys. Cada indi-
vidu va jugar 25 superjocs on a cada superjoc es jugaven 10 etapes. Es van jugar al llarg
de dues sessions de 4 hores cadascuna. Cada individu es trobava aillat i durant tot el
transcurs de I’experiment no podia comunicar-se amb el seu rival. A cada sessio hi havia
12 subjectes, que van ser dividits en dos grups de 6. A la segona sessio, va fallar un dels
individus i va ser substituit per una estratégia fixada pels professors que duien a terme
Iexperiment. L’estratégia consistia a mantenir una actitud cooperadora fins que 'oponent
es desviés en algun dels nou periodes segiients. Només dos dels dotze participants no van
desviar-se del cami de la cooperacid. Aquest experiment no només tenia fins matematics
i economics, també en tenia de filosofics i psicologics. Es per aixo que abans de prendre
cada decisi6 se’ls hi demanava als jugadors, que donessin motius pels quals triaven una
opci6 o una altra a cada etapa.

L’experiment que veureu a continuacié pretén semblar-se al mencionat anteriorment.
Com no disposava dels recursos suficients per fer-ho, a través dels formularis de Google
s’ha preguntat als diferents enquestats el segiient:

Inicialment se’ls hi presentava la situacié del dilema del presoner.!

e Si et trobessis en aquesta situacid, ignorant el fet que coneixes I'altre detingut, qué
faries?

e Canviaria la teva decisio si coneguessis a ’altra persona?
La pregunta que ens interessa és la primera, ja que ens indica que faria cada individu

si el joc es jugués només un cop. La segona pertanyeria al camp de Jocs Cooperatius, que
no es tracten en aquest treball.

1E] teu company i tu, sou dos delingiients habituals que acabeu de ser atrapats cometent un delicte
greu. No hi ha cap prova clara contra vosaltres, pero si indicis forts d’aquest delicte i a més hi ha proves
d’un delicte menor. Sou interrogats simultaniament en habitacions separades. Els dos sabeu: - Si calleu,
sereu absolts del delicte principal per falta de proves, perd us condemnaran pel delicte menor (1 any de
preso). - Si els dos confesseu, sereu condemnats pel principal, pero se us rebaixard una mica la pena per
confessar (4 anys de presd). - Si un sol confessa, aquest es lliurara i a l’altre li cauran 5 anys.
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Just després se’ls informava que es tornarien a trobar en aquesta situacié anys després
amb el mateix company, perd ara coneixent quina decisié va triar el rival.

e T’informen que el primer cop, l'altre detingut va decidir confessar, quina decisid
prendries?

e [ si ’altra persona va optar per callar, qué faries?

Finalment, per acabar de concretar quin tipus d’estratégia seguiria cadasci, se’ls hi ofe-
rien diverses possibilitats: callar sempre, confessar sempre, caotica, ull per ull, estratégia
del tirador o igualitari.!?

5.1.3 Resultats experimentals

Durant les diferents etapes, els individus haurien aprés un patré de comportament on ini-
cialment cooperarien, perd acabarien sense fer-ho. Per poder precisar aixo, s’introdueixen
les segilients definicions:

Definicié 5.1. Anomenarem cooperativa al conjunt de decisions d’un joc si les segiients
condicions es satisfan:

1. Ens els primers m periodes, on m és al menys 20, els dos jugadors trien ['alternativa
cooperadora callant els dos.

2. Entre els periodes m +1 i m+5 (on m < 50), al menys un dels dos jugadors tria
no cooperar.

3. Ens els dltims periodes, des del m + 6 fins al 50 (si es que n’hi ha algun), els dos
Jugadors trien la opcid de no cooperar.

Notem que aquesta definicié no exclou el cas on m = 50, on els dos jugadors cooperen
de principi a fi. Certament, el requisit m > 20 és fins a cert punt arbitrari. Tanmateix, és
necessari introduir algun criteri que ens permeti distingir jugades on inicialment hi havia
cooperacio, perd s’acaba desviant de les que no s’ha cooperat en cap moment. Es més,
en l'experiment cap cas addicional hauria de ser classificat com cooperaci6 si la primera
condicié on m > 20 és rebaixada a m > 1.

Definici6 5.2. Direm que hi ha hagut un desviament a la no cooperacid si:

1. Ambdds jugadors trien la opcid cooperativa al menys en vint periodes consecutius
k,...,m.

Les altres dues condicions son les mateizes que a la definicio de jugada cooperativa. Per
definicio, una jugada cooperativa també és una jugada amb desviament. La diferéncia és
que la primera condicid de la definicid de jugada cooperativa, indica que és en els primers
periodes del joc, mentre que en la de desviament pot ser en qualsevol moment.

1211 per ull: jugar el mateix que el teu rival Petapa anterior. Tirador: comencar cooperant i en el
moment en qué el rival deixi de cooperar, canviar a confessar i no canviar mai més. Igualitari: Callar
a la primera ronda. A la resta de rondes examinar la historia de altre jugador i comptar el total de
confessions i silencis. Si les confessions sén més que els silencis, el jugador confessara i si no fara silenci.
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Direm que un superjoc pertany a la ronda n si va ser la n-ésima ronda jugada pels
individus. Com hi ha 468 jugadors, a cada ronda tindrem 234 jocs repetits. La segiient
taula recull en quantes jugades s’ha observat desviament i quantes sén cooperatives. Aixo
vindra indicat per cadascun dels 6 grups de 78 persones que interactuen per separat.

A la taula s’observa que els jugadors amb experiéncia tendeixen a ser cooperatius,
mentre que hi ha altres que intenten guanyar avantatge triant l’alternativa no cooperativa
en el primer periode, esperant que el rival no contraataqui. Aquest comportament en la
majoria dels casos acaba en jocs on s’observa desviament, perd no arriben a ser cooperatius
en el sentit de la definici6 donada anteriorment. Només un dels 468 jugadors sembla que
tenia dificultats per entendre la situacid, ja que el seu comportament és bastant irregular.

El model que estem intentant fer, contempla la intencié de desviar-se en un periode
concret com un estat intern i independent. En tots els casos on un individu s’ha desviat
abans o simultaniament que ’oponent, la intencié de desviar-se en un periode especific no
és més que el periode de desviaci6é observat. No obstant, si el rival es desvia abans, aquest
periode no ve tnicament determinat per les seves propies decisions.

Grup

I I ] IV v Vi Total

Ronda DEV CP DEV CP DEV CP DEV CP DEV CP DEV CP DEV CP

1 5 0 4 0 3 1 3 1 12 B 12 4 39 12
2 2 1 2 2 3 3 1 1 4 3 2 2 14 12
3 11 8 7 6 & & 13 12 29 15 13 & 79 53
4 7T 4 14 [ 14 13 18 15 29 18 22 20 104 77
5 4 4 7 3 10 6 13 8 18 8 13 10 65 39
& 10 8 11 [ 10 8 20 18 27 13 13 11 91 65
[ 8 & 13 ¥ 13 11 21 17 22 16 15 9 92 66
8 13 9 13 6 27 21 26 18 39 19 26 17 144 90
9 39 36 39 30 13 12 26 24 28 18 25 22 170 142
10 26 24 38 38 13 10 13 11 26 22 27 24 143 129
11 25 24 39 34 12 12 26 23 13 11 26 24 141 123
12 26 21 39 31 26 25 26 20 26 10 26 23 169 130
13 26 26 26 26 39 39 39 139 39 39 39 39 208 208
14 26 25 26 20 39 3r 39 37 39 38 39 37 208 194
15 26 26 39 13 39 39 32 39 39 39 39 39 221 195
16 26 26 39 26 39 39 39 39 39 39 39 39 221 208
17 26 26 39 26 39 39 39 139 39 39 39 39 221 208
18 26 26 39 26 39 39 39 39 39 39 39 39 221 208
19 26 26 39 26 39 39 39 39 39 39 39 39 221 208
20 26 26 39 26 39 39 39 139 39 39 39 39 221 208
21 39 36 39 26 39 36 39 34 39 38 39 39 234 209
22 39 39 39 26 39 39 32 39 39 39 39 39 234 221
23 39 39 39 39 39 39 39 39 39 39 39 39 234 234
24 39 39 39 39 39 39 39 139 39 39 39 39 234 234
25 39 39 26 25 39 39 39 39 39 39 39 39 221 220

Taula 1: Nombres de jocs amb desviaments (DEV) i de jocs cooperatius (CP) per rondes
i grups
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5.1.4 Un model d’aprenentatge sobre el comportament dels desviaments

El nostre model d’aprenentatge conté el periode k de desviament intencionat com 1’estat
intern de l'individu. Un individu canvia el seu estat intern de la ronda ¢ a la ronda ¢ 4 1
d’acord amb probabilitats de transici6 constants. Cada individu ve caracteritzat per tres
parametres «, (3, 7.

Si un individu observa que en ’etapa t el seu oponent s’ha desviat abans del que ell tenia
pensat desviar-se, aleshores amb probabilitat «, ell canviara el seu periode de desviament
intencionat de k a k — 1. La probabilitat que ’estat intern del subjecte quedi fix a k és
de 1 — a.

Si un individu observa que a 'etapa t el seu oponent s’ha desviat al mateix periode k
que ell ho ha fet, aleshores amb probabilitat 5 el seu periode de desviament intencionat
canviara a k — 1 i amb probabilitat 1 — 8 es quedara igual.

Si un individu observa que en ’etapa t s’ha desviat abans que el seu oponent, aleshores
amb probabilitat v canviara a k + 1, recordant que k < 50. Amb probabilitat 1 — v no
canviara el seu estat intern. Tot aixo es veu resumit en la taula segiient:

Periode intencionat de desviament a la ronda t+1

Periode intencionat de desviament  Un periode No canvia Un periode

alaronda t abans després
Després de l'oponent a 1-a

A la vegada ] 1B

Abans de 'oponent 1-y si k<50 y si k<50

1 si k=50 0 si k=50

Taula 2: Probabilitats de transicié entre rondes del periode de desviament intencionat
d’un individu on k aquest periode en una ronda t

Ara procedirem a discutir les motivacions darrere de les probabilitats de transici6. Un
individu que ha observat que el seu oponent s’ha desviat abans del que ell tenia pensat
fer-ho, pensara que hauria estat millor desviar-se abans. El mateix és cert, amb un grau
més baix, si I'oponent es desvia al mateix que ell ho fa. Aleshores, és raonable assumir
que a > 8 > 0. En ambdoés casos no hi ha motius de canviar la intencié de desviar-se a
periodes posteriors.

Ara considerem un individu que en la ronda t s’ha desviat en el periode k < 503 i
observa que el seu oponent ha cooperat fins al periode k. Ell no sap exactament en quin
periode el rival tenia intenci6é de desviar-se. Aleshores, podria haver estat millor fer-ho en
un periode més tard. Anem a mirar I'etapa k = 48. L’individu no sap si el rival pretenia
desviar-se al periode 49,50 o no fer-ho. Si ho fes en algun dels dos ultims, desviar-se en
el periode k = 9 hauria estat millor. Es possible que aquesta incertesa produeixi una

13Recordar que es van jugar 25 rondes, on a cada ronda, cada parella repetia el Dilema del Presoner 50
cops, sense ells saber que després de l'etapa 50 s’acabaria.
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tendéncia a canviar el periode intencionat de desviament. Es clar, per £ = 50 no hi ha
tal incertesa i I'individu ha de concloure que el correcte era desviar-se en I'altim periode
si I'oponent coopera fins al final, perd no sabien quan acabaria el joc.

L’especificacié de les idees generals explicades a dalt content certes suposicions que
simplifiquen el model. Excloem la possibilitat que el periode intencionat de desviament
canvil en més d'un periode. Es podria fer un model més general, pero entre la falta de
dades i que els perfils han estat creats a partir de certes preguntes, ens obliga a restringir
la nostra atencié a models amb el nombre minim de parametres possibles.

En una situacié on 'individu es desvia abans que el seu oponent, la seva incertesa sobre
la naturalesa de la seva experiéncia és més gran com abans es desviés. Com més periodes
hi hagi després del desviament, abans d’acabar el superjoc, major és la probabilitat que
el desviament fos massa d’hora. Aleshores, un pot pensar de fer el parametre v depenent
de k de tal manera que ~ creixi quan k decreixi. Aquesta seria una modificaci6 teorica-
ment atractiva del model, perd també per aixo, la necessitat d’augmentar el nombre de
parametres ens impedeix comparar amb tals models, amb les dades de les quals disposem.

5.1.5 Consideracions teoriques

A continuacié mirarem les conseqiiéncies del nostre model teoric en una situaci6 ideal que
no es correspon amb la de I’experiment.

Considerem una mostra molt gran d’individus on els parametres «, 8 i v son iguals per
tots. Amb aquesta poblacid, imaginem un experiment fictici sobre una seqiiéncia molt
llarga de superjocs. A cada ronda els individus s’enfronten de manera aleatoria.

Podem preguntar-nos com evolucionen en aquest sistema les probabilitats dels periodes
intencionats de desviament. Per tal de descriure el procés que controla I’evolucié d’aquestes
probabilitats, introduim les segiients notacions:

Denotarem per pl a la probabilitat que a la ronda ¢ un individu escollit aleatoriament
tingui intencié de desviar-se en el perfode k, on £ = 51 implica que no te intencié de
desviar-se.

Denotarem per S! = an:l pl, a la probabilitat que en la ronda ¢ un individu triat
aleatoriament tingui la intencié de desviar-se en els periodes 1,...,k, i a, 3 i v son els

parametres de la taula anterior.

Es ttil mirar aquesta situacié d’una manera semblant a una cadena de Markov. Ens
podem fer la segiient pregunta: quines son les probabilitats que un individu tingui la
intenci6é de desviar-se en el periode £k — 1,k o k + 1 en la ronda ¢ + 1 si tenia la intencid
de desviar-se en el periode k en la ronda t? Aquestes probabilitats de transicié poden
col-locar-se en una matriu, on les columnes corresponguin als periodes intencionats de
desviament a la ronda t i les files als periodes intencionats de desviament a la ronda ¢t + 1.
Una part d’aquesta matriu es pot veure en el sistema de sota.

Amb I’ajuda de la taula anterior es pot veure facilment que les probabilitats de transicio,
son, de fet, les mostrades a la taula de baix. Pel que hem comentat fins ara, és clar que

les probabilitats pfjl estan determinades pel segiient sistema d’equacions:
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P?fl = [(1 - Oé)Sgo + (1 - 5)29%1]29%1

ngl = [aSEy + Bpk1Ipky + [(1 — @) Sk + (1 — B)pso + (1 — ) (1 — S&o)Ipse + v(1 — Sio)Ple

pht =[Sy + Bpilps + [(1 — a)pf + (1 — B)ph + (1 —)(1 — SH)Iph + (1 — p})pi

P = lapt + Bpslps + [ph 4+ (1 =) (1 = ph)lpi

Comengant amb una distribucié inicial (p%, e p},l) el vector de probabilitats (pf, ..., pt)
pot ser calculat a cada ronda ¢t. Ens podriem preguntar si aquest vector de probabilitats
convergeix a una distribucié en equilibri estable, perd no intentarem donar una resposta
teorica rigorosa a la pregunta de la convergéncia. Malgrat aix0, tenim un llarg nombre
de calculs numeérics, els resultats dels quals ens indiquen un patré fixat que definirem a
continuacié. Primer cal assenyalar que les equacions en diferéncies'? compleixen la segiient
propietat: Si pfc = (0 es manté per k = m,...,51 per algun ¢ = ty, aleshores les mateixes
condicions se satisfan per tot t > ty. Només per aquest motiu, el resultat de la simulacio
no pot ser completament independent de les condicions inicials.

Ara bé, si pl, i pi;, son suficientment grans, els resultats dels nostres calculs no de-
pendran en les condicions inicials exactes. Els resultats obtinguts de p%l = 1 no canvien
mentre que les condicions inicials es mantinguin en un entorn d’aquest cas extrem. La
mida d’aquest entorn depén dels parametres, perd per la majoria de casos sembla ser prou
gran.

La taula 3 mostra els resultats numérics per diferents combinacions de parametres.
Tots aquests calculs s’han fet agafant com a condicié inicial pél = 1. Els resultats de
I’experiment suggereixen que els individus aprenen a cooperar abans d’aprendre a desviar-
se. Es per aixd que assumir p%l = 1 és prou raonable.

Tots els calculs fets amb p%l = 1 convergeixen a una distribucié estacionaria que quasi
sempre estava majoritariament concentrada o bé al final o bé al comengament del superjoc.
A la taula 3, els tres primers periodes o els tres tltims periodes obtenien almenys un 97
per cent de la massa total de probabilitat.

Les combinacions de parametres estan organitzades en grups amb 5 i v constants i
« creixent. Si « és petita en comparacié a v — [, la distribucié estara majoritariament
concentrada al final del superjoc. Amb « creixent, aquesta concentracié esdevé menys
pronunciada fins que un valor critic d’a s’assoleix i a partir del qual, la distribuci6 esta-
cionaria es concentra majoritariament al comencament del superjoc. Com es pot veure
a la taula 3, el valor critic d’a es troba una mica per sota de v — 8. Es pot comprovar
analiticament que per a + 8 = «, la distribucié p; = po = 0.5 és estacionaria. De fet, en
casos on « + 8 =~y el procés convergeix a aquesta distribucio.

14En matematiques, es defineix una equacié de diferéncies lineal o relacié de recurréncia lineal com una
successio a,, definida en funci6 dels elements anteriors d’aquesta mateixa successioé per tot n no negatiu i
els seus termes tnicament poden tenir grau 0 i 1 per complir que sigui lineal.
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Els resultats d’aquests calculs suggereixen un canvi abrupte de la distribucié estacio-
naria al valor critic d’a. A la taula 3, els valors critics d’a estan continguts en intervals de
longitud 1073. Es pot observar que dins d’aquest interval petit, la distribucié estacionaria
assolida pel procés canvia drasticament. El canvi és en certa manera menys pronunciat si
reduim l'interval a una longitud de 107, perod encara aixi les probabilitats de les etapes
al mig de cada ronda s6n practicament zero.

A Dexperiment, a cada grup tenfem 78 individus i els valors dels parametres variaven
considerablement. El model aplicat a la situacié experimental es pot considerar com una
cadena de Markov amb un estat d’espai definit adequadament.

El periode intencionat de desviament més alt entre tots els individus no pot augmentar
d’un superjoc al segiient, perd si v i 8 sén positius i v és més petit que 1 per tots els
individus, aleshores sempre hi ha una probabilitat positiva que el periode de desviament
intencionat més alt disminuira en 1. Aleshores, amb probabilitat 1, el periode de desvia-
ment més alt acabara decreixent a 1 en una seqiiéncia infinita de superjocs. Aixo vol dir
que a la llarga el comportament convergeix completament a la no cooperacio.

Inclias si la possibilitat de convergir a una distribucié estacionaria queda exclosa del
model, si s’aplica a una poblaci6 finita d’individus, els calculs per a la situacié amb una
poblacié infinita no esta exempta d’interés. Suggereixen que en la situacié finita, la con-
vergéncia a la no cooperacié pot ser molt lenta si els parametres « i 8 sén relativament
petits i v relativament gran. A més a més, en els calculs del cas infinit, un ha de conside-
rar la possibilitat que la conclusié sobre la convergéncia a la no cooperacié no és robusta
a causa de petites especificacions erronies en el model d’aprenentatge. Suposem que les
probabilitats per les transicions excloses no soén realment zero, perd séon molt petites. Es
raonable esperar que sota aquesta condicid, una distribucié estacionaria mostrant un punt
de desviament estable, podria ser obtingut amb la combinacié de parametres adients en
el cas finit.

No obstant, es pot esperar que els resultats obtinguts pel cas del grup gran amb els
mateixos parametres sén indicatius del que podem preveure que passaria en la situacid
experimental si el model és el correcte.
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Taula 3: Distribucions de probabilitats estables sobre els periodes intencionats de
desviament amb diferents combinacions de parametres
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5.2

Simulaci6é del Dilema del Presoner computacional

En aquest apartat contrastarem els resultats teorics del dilema del presoner obtinguts en
el capitol 4, amb els resultats numérics d'un programa en llenguatge C'?, que simulara els
diferents encreuaments d’estratégies entre els dos jugadors, fixat un factor de descompte §.
Per tal d’optimitzar el programa, els sumatoris fins a infinit dels quals coneixem el resultat
en funci6 de § apareixeran com a férmula, mentre que els altres, assignara la utilitat
corresponent a cada jugador i ho multiplicara per la poténcia del factor de descompte
t — 1 corresponent a l'etapa t. Aquest tltim s’aturara quan 6*~! sigui inferior a una
tolerancia arbitraria de 1075.

Cada jugador disposa de 6 estratégies diferents:

Confessar sempre
Callar sempre

Random: el programa tria aleatoriament a cada etapa el nombre 0 o 1, i assigna el
0 a confessar en aquella etapa o 1’1 a callar.

Igualitari: Callar a la primera ronda. A la resta de rondes examina la historia de
Paltre jugador i compta el total de confessions i silencis. Si les confessions sén més
que els silencis, el jugador confessara i si no fara silenci.

Ull per ull: Callar a la primera ronda. A la resta de rondes imita el comportament
de I'altre jugador en la ronda prévia.

Tirador: Cooperar totes les rondes mentre el rival també cooperi. En el torn poste-
rior en qué el rival no cooperi, canvia a confessar i no canvia mai més.

Taula 2: Combinacions d’estratégies, fixat § = 0.999.

J1/J2 Confessar Callar Random
Confessar (5000, 0) (2977.61, 505.60)
Callar (0,5000) (4000, 4000) (1977.61,4505.60)
Random | (505.60,2977.61) | (4505.60,1977.61) | (2463.27,2500.75)
Igualitari (999, 1004) (4000, 4000) (2627.65,1905.43)
Ull per Ull (999, 1004) (4000, 4000) (2482.70,2485.23)
Tirador (999, 1004) (4000, 4000) (2975.61,513.6)
J1/J2 Igualitari Ull per Ull Tirador
Confessar (1004, 999) (1004, 999) (1004, 999)
Callar (4000, 4000) (4000, 4000) (4000, 4000)
Random (1905.43,2627.65) | (2485.23,2482.70) | (1486.14,2732.47)
Igualitari (4000, 4000) (4000, 4000) (4000, 4000)
Ull per Ull (4000, 4000) (4000, 4000) (4000, 4000)
Tirador (4000, 4000) (4000,4000) | FCEOO0NOOIN

15Consultar Pannex al final del document.
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Podem observar que tenim 10 EN diferents. Ara bé, només 2 sén ENPS, que soén els
que haviem vist anteriorment. Els 8 EN que rebutgem com ENPS tenen una cosa en
com, almenys un dels dos jugadors tria una estratégia on hi ha una dependéncia infinita
respecte a les decisions del rival, és a dir, on la tria de decisi6é de la proxima etapa, és
causada per les decisions del rival en ’etapa actual en el cas d’Ull per ull o en totes les
etapes fins al moment, en el cas d’Igualitari.

Ara anem a veure qué passa en el cas de tenir una 6 < 1/4.

Taula 3: Combinacions d’estratégies, fixat § = 0.2.

J1/J2 Confessar Callar Random
Confessar (6.25,0) (5.45,0.2)
Callar (0,6.25) (5,5) (4.2,5.2)
Random | (0.2,5.45) | (5.2,4.2) | (0.98,5.98)
Tgualitari | (0.25,5.25) (5,5) (4.2,5.2)
Ul per ULl | (0.25,5.25) (5,5) | (4.24,5.04)
Tirador (0.25,5.25) (5,5) (4.25,5)
J1/J2 Igualitari | Ull per Ull Tirador
Confessar | (5.25,0.25) | (5.25,0.25) | (5.25,0.25)
Callar (5,5) (5,5) (5,5)
Random (5.2,4.2) | (5.04,4.24) | (4.24,4.44)
Tgualitari (5,5) (5,5) (5,5)
Ull per Ul (5,5) (5,5) (5,5)
Tirador (5,5) (5,5) (5,5)

Ara, només tenim un ENPS, que és el perfil d’estratégies incrédules. Fixem-nos que
per valors de § molt petits, implicaria que la probabilitat que el joc es repetis fos molt
baixa, és a dir, el nostre joc seria el dilema del presoner amb una tinica etapa, on ja sabem
que 'anic EN és on ambdés jugadors trien confessar.
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6 Conclusions

Diversos cops al llarg d’aquests quatre anys he sentit la paraula joc, i no ha estat fins
a I'altim que he pogut descobrir la relacié entre aquest concepte i les matematiques, en
cursar ’assignatura de teoria de jocs, que no és més que una breu introduccio a la infinitat
de situacions amb qué ens podem creuar, des de les més comunes, del dia a dia, fins a les
més vitals com pot ser quants anys entrar a la preso.

Si bé és cert que no era el primer cop que veia el dilema del presoner, si que ha estat el
primer on I'he intentat enfocar des d’un punt de vista matematic i no només filosofic. Es
curids, com un problema tan fonamental, mostra com dues persones poden arribar a no
cooperar inclis si va en contra dels seus interessos. Hem pogut observar al llarg del treball
les diferents solucions d’aquest joc i en el cas de la seva repetici6 infinita, com variaven
aquests equilibris en funcié del valor que cada jugador li donava al present. També hem
pogut veure els resultats d’un altre problema classic de la teoria de jocs amb un vessant
més economic com era l’oligopoli de Cournot, on ’equilibri del monopoli és factible un
cop desapareix la restriccié temporal.

Finalment, s’ha intentat crear un model d’aprenentatge per intentar predir el compor-
tament dels individus davant una situacié hipotética del dilema del presoner, on s’ha pogut
notar que no tots seguien la linia esperada. Aixo en part es pot deure al fet que la mos-
tra de I'experiment no era suficientment gran, perd per altra banda a qué la racionalitat
humana i la capacitat de pensament a un horitzo6 infinit és limitada.
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Annex

En aquest annex es troba el codi presoner.c utilitzat al treball Jocs Repetits Infinitament
a 'apartat de simulaci6 del dilema del presoner computacional.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int recompensesA(char,char);
int recompensesB(char,char);

int main(void){
int etapa=0,num,callaA=0,confA=0,callaB=0,confB=0;
double delta,acumulat=1,utilA=0,utilB=0,sumA,sumB,tol=1e-08;

char presonerA,presonerB,accioA,accioB;

printf ("Quin és el factor de descompte d’ambdés jugadors?\n");
scanf ("%1f",&delta) ;

/*Igualitari -> Calla a la primera ronda. A la resta de rondes examina
la histdria de 1l’altre jugador i compta el total de confessions i silencis.
Si les confessions sén més que els silencis, el jugador confessarda i sind

fard silenci.*x/

/*Ull per ull -> Calla a la primera ronda. A la resta de rondes imita el
comportament de 1l’altre jugador en la ronda prévia.x*/

/*Tirador -> Coopera totes les rondes mentre el rival també cooperi.
En el torn posterior a que el rival no cooperi, canvia a confessar i

no canvia mai més.*/

printf ("Estratégies: Confessar sempre (C), Silenci sempre (S), Random (R),
Igualitari (I), Ull per Ull (U), Tirador (T)\n");

printf ("Quina estratégia seguirad el presoner A7\n");
scanf (" Yc",&presonerl) ;

printf("Quina estratégia seguird el presoner B7\n");
scanf (" Y%c",&presonerB);

/*A = Acusar (Confessar), N = No acusar (Callar)*/

/*El presoner A jugard Confessar semprex*/

if (presonerA == ’C’){
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accioA = ’A’;

if (presonerB == ’C’){
utilA = 1/(1-delta);
utilB = utilA;

}

if (presonerB == ’5’){
utilA = 5/(1-delta);
utilB = O;

}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = ’A’;

confB++;

Yelsed{

accioB = ’N’;
callaB++;

}
printf("Accié del jugador B a 1’etapa %d: %c\n",etapa,accioB);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);
utilA = utilA + acumulat*sumi;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);
utilB = utilB + acumulat*sumB;
acumulat = acumulat*delta;

etapat+;

}

printf ("E1l jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == ’I’){

utilA = 5 + (delta)/(1-delta) ;
utilB = (1xdelta)/(1-delta);
}

if (presonerB == ’U’){

utilA = 5 + delta/(1-delta);
utilB = delta/(1-delta);

}

if (presonerB == ’T’){
utilA = 5 + delta/(1-delta);
utilB = delta/(1-delta);
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printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utilA);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

¥
/*El presoner A jugarada Callar semprex*/

if (presonerA == ’S5’){
accioA = °N’;

if (presonerB == ’C’){

utilA = O;
utilB = 5/(1-delta);
}

if (presonerB == ’37){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilh;

}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = A’

confB++;

Yelsed{

accioB = ’N’;
callaB++;

}
printf("Accié del jugador B a 1l’etapa %d: %c\n",etapa,accioB);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumA;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf ("E1l jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == ’I’){

utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;
}
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if (presonerB == ’U’){

utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;
}

if (presonerB == ’T’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilh;

}

printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utilA);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

}
/*El presoner A jugard aleatdriamentx*/

if (presonerA == ’R’){

if (presonerB == ’C’){
accioB = ’A’;
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioA A

confA++;

Yelse{

accioA = ’N’;
callaA++;

}

printf("Accié del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumi;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf ("El jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callad);
}

if (presonerB == ’S’){
accioB = ’N’;
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){
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accioA = ’A’;
confA++;
Yelse{
accioA = °N’;
callaA++;

}
printf("Accié del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumA;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf ("El jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callal);
}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioA = ’A’;
confA++;

Yelse{

accioA = ’N’;
callaA++;

}

num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = ’A’;
confB++;

Yelse{

accioB = ’N’;
callaB++;

¥

printf ("Accid del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);
printf("Accié del jugador B a 1’etapa %d: %c\n",etapa,accioB);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumi;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf("E1l jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callal);
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printf("E1l jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == ’I’){
accioB = ’N’;
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioA = A’

confA++;

Yelsed{

accioA = ’N’;
callaA++;

}
printf("Accié del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);
utilA = utilA + acumulat*sumi;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);
utilB = utilB + acumulat*sumB;

if (confA > callaA){

accioB = ’A’;

Yelse{
accioB

b

)N);

acumulat = acumulat*delta;

etapa+t+;

}

printf ("El jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callad);
}

if (presonerB == ’U’){
accioB = ’N’;
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioA = ’A’;

confA++;

Yelse{

accioA = ’N’;
callalA++;

}
printf("Accié del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);
utilA = utilA + acumulat*sumi;
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sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

accioB = acciol;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf ("El jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callad);
}

if (presonerB == ’T’){
accioB = ’N’;
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioA = ’A’;

confA++;

Yelse{

accioA = ’N’;
callaA++;

}

if(accioB != A’ && accioA == *A’){
accioB = ’A’;

}
printf ("Accid del jugador A a 1’etapa %d: %c\n",etapa,acciol);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumA;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

accioB = acciol;

acumulat = acumulat*delta;

etapat+;

}

printf("E1l jugador A ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confA,callal);
}

printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utilh);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

}
/*El presoner A jugara de manera igualitariax/

if (presonerA == ’I’°){
accioA = ’N’;

if (presonerB == ’C’){
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utilA = delta/(1-delta);
utilB = 5 + delta/(1-delta);
}

if (presonerB == ’S’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = ’A’;

confB++;

}else{

accioB = ’N’;
callaB++;

}
printf("Accid del jugador B a l’etapa %d: %c\n",etapa,accioB);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumA;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);
utilB = utilB + acumulat*sumB;

if (confB > callaB){

accioA = A’

Yelsed{

acciol

}

acumulat = acumulat*delta;

7N7;

etapat+;

}

printf ("E1l jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == I1’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilh;

}

if (presonerB == ’U’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

if (presonerB == ’T’){
utilA = 4/(1-delta);
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utilB = utilA;
}

printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utild);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

}
/*El presoner A jugara Ull per Ullx/

if (presonerA == °U’){
accioA = ’N’;

if (presonerB == ’C’){

utilA = delta/(1-delta);
utilB = 5 + delta/(1-delta);
}

if (presonerB == ’S’){
utild = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = ’A’;

confB++;

Yelsed{

accioB = ’N’;
callaB++;

}
printf("Accié del jugador B a 1’etapa %d: %c\n",etapa,accioB);

sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumi;

sumB = recompensesB(accioA,accioB);

utilB = utilB + acumulat*sumB;

accioA = accioB;

acumulat = acumulat*delta;

etapa++;

}

printf("E1l jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == ’I’){
utilA = 4/(1-delta);
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utilB = utilA;
}

if (presonerB == ’U’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

if (presonerB == ’T’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utilA);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

¥

/*El presoner A jugara Tirador*/

if (presonerA == ’T’){
accioA = °N’;

if (presonerB == ’C’){

utilA = delta/(1-delta);
utilB = 5 + delta/(1-delta);
}

if (presonerB == ’37){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilh;

}

if (presonerB == ’R’){
while(acumulat > tol){
num = rand() % 2;

if (num == 0){

accioB = ’A’;

confB++;

Yelsed{

accioB = ’N’;
callaB++;

}
printf("Accié del jugador B a 1’etapa %d
sumA = recompensesA(accioA,accioB);

utilA = utilA + acumulat*sumA;
sumB = recompensesB(accioA,accioB);
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utilB = utilB + acumulat*sumB;

if (accioB == ’A’){

accioA = A’

}

acumulat = acumulat*delta;

etapat+;

}

printf ("El jugador B ha confessat %d cops i ha callat %d cops\n",confB,callaB);
}

if (presonerB == ’1’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utill;

}

if (presonerB == ’U’){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilh;

}

if (presonerB == ’T?){
utilA = 4/(1-delta);
utilB = utilA;

}

printf("La utilitat del jugador A és de %12.61f\n",utill);
printf("La utilitat del jugador B és de %12.61f\n",utilB);

}

return O;

int recompensesA(char accioA,char accioB){

if (accioA == ’A’ && accioB == ’A’){
return 1;

Yelse if (accioA == A’ && accioB == ’N’){
return 5;

}else if(accioA == N’ && accioB == ’A’){
return 0;

}else if(accioA == ’N’ && accioB == ’N’){
return 4;

}
exit(1);
}
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int recompensesB(char accioA,char accioB){

if(accioA == A’ && accioB == *A’){
return 1;

}else if(accioA == A’ && accioB == ’N’){
return O0;

}else if(accioA == ’N’ && accioB == *A’){
return 5;

}else if(accioA == ’N’ && accioB == ’N’){
return 4;

¥

exit(2);
}
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A continuacid, es mostren algunes captures de pantalla del terminal per poder veure
d’on s’han extret les dades utilitzades a les taules 6x6 amb les diferents combinacions

d’estratégies. Recordar que el pro

arbitrariament. Dos exemples amb §

Figura 6: Dilema del presoner amb §

Quin és el factor de descompte d'
0.2

Estratégies: Confessar sempre (C)
Quina estratégia seguira el preso
R

Quina estratégia seguira el preso
R

Accié del
Acci6 del

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

1 jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

jugador A a

jugador B a

1 jugador A a

jugador B a 1'etapa 11:

EL jugador A ha confessat 5 cops

EL jugador B ha confessat 6 cops
La utilitat del jugador A és de
La utilitat del jugador B és de

1'etapa 0:
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa

grama s’aturara quan 6° < 1078, una tolerancia fixada
=0.2:

= 0.2 on els dos jugadors trien 'estratégia Random.

anbdos jugadors?

lenci sempre (S), Random (R), Igualitari (I), ULL per ULL (U), Tirador (T)
ner

ner B?

N

A
A
A
A
A
A
A
A
A

A

1 ha callat 7 cops

1 ha callat 6 cops
0.976323
_5.974468

Figura 7: Dilema del presoner amb § = 0.2 on els dos jugadors trien 'estratégia Confessar

Sempre.

Quin es el factor de descompte d'ambdos jugadors?

Estratégies: Confessar sempre (C)

Quina estratégia seguira el presoner

C
Quina estratégia seguira el presoner
C

La utilitat del jugador A és de
La utilitat del jugador B és de

At
A

enci sempre (), Random (R), Igualitari (I), ULL per ULL (U), Tirador (T)

B

1.250000
1.250000

Un exemple més amb § = 0.999:

Figura 8: Dilema del presoner amb

Accid

Accié del jugador B
EL jugador A ha confessat
EL jugador B ha confessat
La utilitat del jugador A
La utilitat del jugador B

_ , L3 . ’na soia Rand
6 = 0.999 on els dos jugadors trien I’estratégia Random.
del jugador A a l'etapa N
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
1'etapa
9253 cops.
9294 cops.
és de
és de

a

i ha callat 9159 cops
i ha callat 9118 cops
2463.266918
2500.745298
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