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Abstract

Church-Turing thesis states that the intuitive notion of an algorithm corresponds to the
notion of a Turing machine. In this work we will show the main arguments that support
this claim: the implementation of the basic algorithmic structures by means of Turing
machines, and specially the equivalence between the notion of a Turing machine and other
mathematical formulations of the notion of an algorithm.

Resum

La tesis de Church-Turing afirma que la nocid intuitiva d’algorisme correspon amb el
concepte de maquina de Turing. En aquest treball donarem raonaments que avalen la
certesa d’aquest enunciat tals com la implementaci6 per part de les maquines de Turing, de
les estructures algorismiques basiques i 'equivalencia entre aquest model i altres nocions
associades al concepte d’algorisme.
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1 Introduccio

El projecte

La tesis de Church-Turing afirma que el model computacional de maquina de Turing
és equivalent a la nocié intuitiva d’algorisme. Aquesta tesis s’ha utilitzat per poder
demostrar que certs problemes computacionals sén irresolubles, en el sentit que no existeix
cap algorisme que els resolgui. Un dels problemes computacionals irresolubles més celebres
és el Dese Problema de Hilbert, el qual pregunta si existeix un algorisme que, donada una
equacié diofantica, determina si aquesta equacio té solucié en els nombres enters. Aquest
problema va ser proposat per David Hilbert a 'any 1900, i va ser resolt en sentit negatiu
a lany 1976 pels matematics Yuri Matiyasévich, Martin Davis, Julia Robinson i Hilary
Putnam en I'anomenat Teorema MRDP, en el que utilitzant el concepte de maquina de
Turing i la tesis de Church-Turing, van demostrar que tal algorisme no existeix.

En aquest treball veurem com el concepte de maquina de Turing és un model robust,
és a dir que aparents millores d’aquest model no comporten cap modificacié de potencia
de calcul. Aquesta nocié ens permet computar les operacions aritmetiques i ens permet
implementar les estructures algorismiques basiques.

Igualment es veuran altres formulacions matematiques associades al concepte intuitiu
d’algorisme i demostrarem ’equivaléncia entre aquestes nocions i el model de maquina de
Turing.

Aquestes consideracions, que seran vistes al llarg d’aquest treball, sén la justificacié de
I'us de la maquina de Turing com a model formal d’algorisme. La tesis de Church-Turing
no és objecte de demostracio, ja que el concepte d’algorisme no és una nocié matematica.
Tot 1 aixo, en 'actualitat s’assumeix com a certa, pel fet de que tot intent de formalitzar
el concepte d’algorisme resulta equivalent al model de maquina de Turing, tal i com es
veura en posteriors capitols.

Estructura de la Memoria

Primerament definirem el concepte de maquina de Turing i demostrarem que és un model
robust. Seguidament, veurem com aquesta nocié permet la implementacié de les estruc-
tures algorismiques basiques. A continuacié passarem a definir la nocié de gramatica i
veurem com tota funcié computable per una maquina de Turing és gramaticalment com-
putable. Tot seguit, definirem el concepte de funcié p-recursiva i demostrarem com tota
funcié gramaticalment computable és també p-recursiva. I finalment, definirem la nocié
de programa de registres i demostrarem que tota funcié p-recursiva és una funcié compu-
table per un programa de registres i com aquests, al mateix temps, també sén computables
per maquines de Turing.



2 Maquines de Turing

2.1 Conceptes Previs

Avans de passa a definir 'estructura de maquina de Turing i de les seves propietats, és
necessari definir préviament uns conceptes per tal de poder entendre les definicions que
es donaran en els apartats seglients.

Definicié 2.1. Un alfabet és un conjunt finit i no buit de simbols.
Definicié 2.2. Una paraula sobre un alfabet 3 €s una seqiiencia finita de simbols de 3.
Denotarem per A a la paraula buida, és a dir, a la paraula que no té cap simbol.

Definirem la longitud d’una paraula z com el numero de simbols que la componen,
contant possibles repeticions de simbols. Denotarem la longitud de la paraula x per |x|.

Definicié 2.3. Donat un alfabet 32, direm llenguatge a un conjunt de paraules sobre aquest
alfabet.

Definicié 2.4. Si X és un alfabet, denotem per ¥* al conjunt de totes les paraules sobre

3.

En X* es considera ’anomenat ordre lexicografic, que consisteix en ordenar les paraules
de X* per ordre de longitud creixent on les paraules de igual longitud s’ordenaran seguint
l'ordre d’un diccionari.

D’aquesta manera, si ¥ = {a1,...,a,}, on a1 < ... < a,, 'ordre lexicografic de ¥* sera:

)\, AlyeeeyUpy@101,01092, ...y A1Apy ooy ApA1y ..oy Ay, A1A1047, ...

Donat un alfabet ¥, tindrem en ¥* una operacié que se 'anomena la concatenacio
que consisteix en la juxtaposicié d’una paraula x amb una paraula y, que és representa
per x -y o, més abreviadament, per xy. Per tant, la paraula x - y consisteix en situar
primerament els simbols que conformen la paraula x i, a continuacié, els que conformen
la paraula y.

2.2 Maquines de Turing Deterministes

En aquesta seccid, definirem el concepte de maquina de Turing determinista, el concepte
de comput d’una maquina de Turing i el concepte de funcié computable per una maquina
de Turing.

Una maquina de Turing esta constituida per una cinta semiinfinita, dividida en celles
i la maquina accedeix a la informacié emmagatzemada a la cinta a través d’un punter el
qual pot llegir o bé escriure en la casella a la que apunta. A més, aquest punter es pot
desplacar cap a la dreta o a l’esquerra de la cinta, perd unicament una cella per cada
moviment.

Inicialment, la cella situada més a ’esquerra de la cinta conté un caracter especial $,
i a continuacid, en les caselles adjacents es troba la paraula d’entrada. Cada simbol que
conforma aquest mot es situara en una cella diferent i en 'ordre en que apareixen en la
paraula. La resta de celles de la cinta contindran el caracter blanc, que representarem
amb el simbol *, i el punter senyalara al primer caracter blanc.

En un pas de comput de la maquina de Turing, el punter pot escriure un caracter a la
cella a la que apunta, podent-se, posteriorment, moure cap a la casella situada a la seva



dreta o bé la situada cap a la seva esquerra, exceptuant en aquest ultim cas que estigui
apuntant a la cella inicial.

Denotarem per:
L = moviment del punter cap a I’esquerra de la cinta
S = no hi ha moviment del punter
R = moviment del punter cap a la dreta de la cinta

Tot seguit, definirem el concepte estandar de maquina de Turing, més conegut com a
magquina de Turing determinista.

Definicié 2.5. Una maquina de Turning determinista és una estructura de la forma
(K,%,T,0,q0,qF) on

K és un conjunt finit i no buit d’estats

> és un alfabet, que anomenarem alfabet d’entrada

T és un alfabet tal que U {S$,x} CT i $,x ¢ X, i 'anomenarem alfabet de la cinta

qo € K és lestat inicial

qr € K és ['unic estat final o acceptador

0 : (K\{qr}) xT - K xT x{L,R,S} és la funcid de transicid tal que, per a tot
q € K\{qr}:

a) Si6(q,$) = (p,b,7), aleshoresb=9$ i j # L

b) Sia#$id(qg,a)=(pb,j), aleshores b # $

SiM = (K,%,T,0,q,qr) és una maquina de Turing determinista, inicialmet es troba
en un estat inicial gy amb entrada una paraula z € X* escrita al comencament de la cinta
i a continuacié del simbol $. EIl punter senyala al primer simbol blanc * que es troba
després de I'ultim caracter de la paraula x. Els computs de la maquina es durant a terme
a partir de laplicacié J, la qual s’aplica al parell (q, a) on q representa l'estat actual de la
maquina i a és el stmbol al que senyala el punter. Aquesta funcié déna lloc a una triada
(p, b, 1) on p denota el nou estat de la maquina, b sera el simbol que reemplaga al simbol
aenlacintaii e {R,S,L} de forma que:

Sii = R, la maquina mou el punter a la segiient cella cap a la dreta.
Sii= L, la maquina mou el punter a la segiient cella cap a ’esquerra.
Sii= S, la maquina no mou el punter.

Les maquines de Turing deterministes és poden representar de forma grafica tal i com
es mostra tot seguit. Si d(q,a) = (p, b, 1), representarem aquesta transicié en el grafic de
la maquina posant:

(a,b,1)

Isi g =qr (és adir, q és l'estat acceptador) el representarem posant:

A continuacié, passarem a explicar la nocié de configuracié en una maquina de Turing
que ens servira per definir el concepte de comput.



Definicié 2.6. Una configuracio és una paraula de la forma agaf on q € K, a € T,
a,B8 €™ i B no acaba en *.

Donada una configuracic aqaf diem que €s de parada si ¢ = qp

Explicat de manera informal, una configuracié és una descripcié de la situacié en que
és troba la maquina de Turing en un instant donat i consta de la informacié relativa a
Pestat (representat per la lletra q en la definicid), la posicié del punter (el punter senyala
a a si aquesta és diferent de A o bé a un blanc si a = A) i del contingut de la cinta (que
esta format per la paraula aaf3).

Definicié 2.7. Donada una maquina de Turnig determinista M = (K,3,T,0,q0,qr) i
dues configuracions, aqaB3 i o’q'd’B’, diem que aqaB produeiz o'q'a’f’ en un pas de M, i
ho expressem en la forma

agaf by o'dd' B
si en M passem de la configuracié aqaf3 a la configuracié o'q'a’8" aplicant una vegada la
funcio de transicio.

Diem que aqaf3 produeix o’'q'a’ 3’ en t passos de M, i ho expressem en la forma
agafi =y o'q'd'p’
st a partir de aqaf3, arribem a la configuracié o'q'a’8’ aplicant t vegades la funcid de
transicio.
Diem que aqaf3 produeiz o’q'a’3’ en un nombre finit de passos de M, i ho expressem
en la forma
aqaB Fy o'’
si existeiz t > 0 tal que agaB Fh, o'q'a'B'.

Definicié 2.8. Sigui M = (K, %, T, 6, qo, qr) una maquina de Turning determinista. Sigui
T e X,
Direm que M para sobre x si el comput de M sobre ’entrada x acaba. Llavors escriurem

M(z) |

Si el comput de M sobre lentrada x no acaba, escriurem M (x)

Definicié 2.9. Sigui M una maquina de Turing determinista amb alfabet d’entrada X.
Direm que una paraula x € ¥* és acceptada (o reconeguda) per M, si M amb entrada z
s’atura i ho fa en l’estat acceptador.

El llenguatge acceptat o reconegut per una maquina de Turing determinista M, repre-
sentat per L(M), esta format pel conjunt de paraules acceptades per M.

Donat un llenguatge L, direm que L és acceptable si existeix una maquina de Turnig
determinista M tal que L = L(M).

Exemple 2.10. En aquest exemple descriurem una maquina de Turing M que accepta el
llenguatge A = {0"10™10% : n,m, k > 0}, és a dir el llenguatge de les paraules en 'alfabet
{0, 1} i que tenen exactament dos aparicions del simbol 1.

M = (K,{0,1},{0,1,%,8},9, g0, qr) ve descrita pel graf segiient:



(0,0,L)

OOL OOL
(*, %, L) (1,1, L) (1,1, L)
start —

Definicié 2.11. Siguin X i X1 dos alfabets que no contenen els simbols blanc * i §.

a) Sigui f @ X5 — X7. Es diu que una maquina de Turing determinista M =
(K,%,T,6,q0,qr) computa f si LgUX; C X ¢ per a qualsevol paraula x € ¥f, si f(z) =y
aleshores

$zqox Fiy Syqr*

Si existeiz una maquina de Turing determinista que compleixi amb la definicié anterior,
llavors f es diu que és una funcid T-computable.

b) Siguin > 2. Sigui f: (£5)" — . Es diu que una maquina de Turing determinista
M = (K,X,T,0,q0,qr) computa f si XoUX1 C X i per a qualsevols paraules x1, ..., x, € 3§,
si f(x1,...,xn) =y aleshores

$1 % ... x xpqox Fhy Sygrx
Analogament a Uapartat anterior, si existeix una maquina de Turing determinista que
compleix amb aquesta definicio, llavors f es diu que és una funcio T-computable.

Exemple 2.12. Donat un alfabet ¥ = {ay,...,a,} tal que a1 < ... < ay, definim una
maquina de Turing M que computa la funcié que donada una paraula x € ¥ 1i assigni la
seglient paraula segons 'ordre lexicografic:

= ({90, 91,92, 43,94, 45, qr }, X, X U {, 8}, 0, qo, gr) ve descrita pel graf segiient:



start —

( L) (a’ual?R) (CLn,al,L) (CLl,CLl,R)
*, %k,
$,$, R
(aiaaiaL) ( )
(aiaai-i-l?S)(i;én) (* al,R)
) 7S
(ag, ar, R) qs (% 5) qr

Exemple 2.13. Donat 'alfabet unari ¥ = {I}, anem a definir mitjangant un graf una
maquina de Turing N la qual computi la funcié suma de dos nombres. Aixi, si n,m € N,
a 'inici del comput la configuracié de la cinta és

$I™ x I™qo*

és a dir, inicialment el punter senyala al primer blanc que es troba a continuacié del
nombre m. Aleshores N ve donada pel graf segiient:

I 1, L I I, L
(, %, L) (I,%,L) (x,1,L)
start —
(3,8, R)

*7 *7 S

Definicié 2.14. Sigui M = (K,%,T,6,qo, qr) una maquina de Turing determinista. Di-
rem que M és una maquina de parada segura si, per a tota paraula x € ¥*, M(x) |.

Direm llavors que un llengutage L és recursiu (o decidible), si existeiz una maquina de
Turing determinista M de parada sequra tal que L = L(M). Llavors direm que M decideiz
el llenguatge L.

Definicié 2.15. Sigui M = (K,%,T,6,qo, qr) una maquina de Turing determinista. Di-
rem que M és una maquina condicional si compleix les condicions segiients:

a) M és de parada segura

b) M té dos estats diferenciats qs i qn tals que qs # qn @ ¢s = qF, de manera que, per
a tota paraula x € ¥*, es té que M sobre ’entrada x para o bé a qs o bé a qy.



2.3 Extensions del model estandar de maquina de Turing

En aquest apartat veurem dues extencions del model de maquina de Turing determinista,
els quals seran la maquina de Turing determinista multicinta i la maquina de Turing
indeterminista i també demostrarem ’equivaléncia entre aquests dos conceptes i el model
estandar. D’aquesta manera, podrem dir que la nocié de maquina de Turing és un model
solid.

Una maquina de Turing determinista multicinta és una maquina de Turing que disposa
d’un nombre finit de cintes semiinfinites les quals disposen d’'un punter amb moviment
independent per a cada una. La primera cinta és la cinta d’entrada, és a dir, on s’emma-
gatzema la paraula d’entrada i, les cintes restants, sén utilitzades per la maquina com a
auxiliars. Inicialment, cada cinta tindra com a caracter inicial el simbol $, perd mentre
que en la primera cinta a continuacié d’aquest caracter hi trobarem la paraula d’entrada,
en les altres cintes trobarem en les seves celles restants el caracter blanc *. En 'inici
del calcul, el punter de la primera cinta senyala el primer caracter blanc que es situa
a continuacié de 1'iltim simbol de la paraula d’entrada i, en les altres cintes, el punter
senyala la segona cella.

En un pas de comput la maquina realitzara una de les tres accions segiients:

1) Un possible canvi d’estat
2) Una possible escriptura en les celles senyalades pels punters
3) Un possible moviment dels punters

Seguidament, definirem de manera formal el concepte de maquina de Turing determi-
nista multicinta.

Definicié 2.16. Una maquina de Turing determinista amb k cintes, k > 1, és una
estructura de la forma (K,%,T,9,qo,qr) on

K és un conjunt finit i no buit d’estats

Y és un alfabet, que anomenarem alfabet d’entrada

[’ és un alfabet tal que X U{$,x} CT i $,x ¢ X, i 'anomenarem alfabet de la cinta
qo € K és l’estat inicial

qr € K és l'unic estat final o acceptador

§: (K\{qr}) x T* — Kx(I'x{L, R, S})* és la funcié de transicid on, sid(q, (a1, ..., ax))
= (p, (b1, ey br), (J1, -y Ji)) 1 a; = $ per algun 1 < i < k, aleshores b; = $ i j; # L. I si
a; # $ per algun 1 <1i < k, aleshores b; # $.

A continuacié donarem l’extencié de la definicié de funcié T-computable per a maquines
de Turing multicintes.

Definicié 2.17. Siguin Yo i X1 dos alfabets que no contenen els simbols blanc * i 3.
Sigui n > 1. Sigui f : (3§)" — X]. FEs diu que una maquina de Turing de n cintes
M = (K,%,T,9,qo,qr) computa f si £oUX; C X i per a qualsevols paraules uy, ..., u, € X,

st f(u,...,un) = v, aleshores els continguts inicials de les cintes son els segiients:
$uq * ...k up x x... ...(n — lvegades)
$ % x... R

on el punter de la primera cinta senyala al primer simbol blanc que es troba a continuacio



de la paraula u, i en la resta de cintes els punters senyalen al simbol x que va a continuacio
del simbol $. I els continguts finals de les cintes sén els segiients:

$vx ... ..(n— lvegades)
Szo x k... Bz, ok k...

on 29, ..., zn, € X7 son paraules qualsevol que resulten del calcul i el punter de la primera
cinta senyala al primer simbol blanc que es troba a continuacio de la paraula v i en la
resta de cintes no es rellevant la cella a on apuntin els punters.

Tot seguit anem a posar un exemple el qual illustra com una maquina de Turing de
tres cintes es capag¢ de calcular el producte entre dos nombres.

Exemple 2.18. Donat l'alfabet unari ¥ = {I}, definirem, tot utilitzant la representacié
per un graf, una maquina de Turing M de tres cintes la qual computi la funcié producte
de dos nombres. D’aquesta manera, si n,m € N, a l'inici del comput el contingut de la
primera, la segona i la tercera cinta, respectivament, és

$I™ 5« I'™ % x...
$ * x...

$ * x...

On el punter de la primera cinta senyala al primer simbol blanc que va a continuaci6 del
nombre m i els punters de la segona i tercera cinta senyalen al simbol blanc que va després
del caracter $. Aleshores, M ve donada pel graf segiient:

start —

(* *7L7*7*757*7*7S)

()

(I)*)Lv*)*)57*7[7R)

(* *,L,*,*,S,*,*,S)

T

(I7 *7L? *7I?R7*? *’ S)

($7$7S7*7*7S7*7*7S)

($7$757]7I7L7*7*7S)

¥

(El graf que representa a la maquina de Turing M segueix a la segiient pagina)



($7$7571)IaL)*7*aS)

($7$7S7$7$7S7*7*7L)

(*7 *757 $7 $7R7 *7 *7R)

(*7I)R7[7-[5Ra

(*7*)57*7*)L7*7*)S)

(*a*aS7I7-[7L7*7*7S)

Explicant la maquina M de manera informal, aquesta comenca el comput amb els
nombres n i m en la primera cinta, separant els dos nombres per un simbol blanc * i les
altres dues cintes estan buides, és a dir que després del simbol $ només hi ha simbols
blancs. Inicialment el punter senyala al primer simbol * que es troba a continuacié del
nombre m. Seguidament, buida la primera cinta passant el nombre m a la tercera cinta
i el nombre n a la segona cinta. I finalment, suma a la primera cinta el nombre n tantes
vegades com simbols I hi ha en la segona cinta, és a dir m vegades.

Observem que tota maquina de Turing determinista unicinta també és multicinta, per
tant, per veure ’equivaléncia entre aquests dos models només és necessari demostrar que
podem obtenir una maquina de Turing unicinta a partir d’'una multicinta. Aquest fet es
el que veurem en el teorema segiient.

Teorema 2.19. Per a tota maquina de Turing determinista multicinta M, ezisteiz una
maquina de Turing determinista unicinta M’ que simula M.

Demostracid: Sigui M una maquina de Turing determinista de k cintes, amb k£ > 2. Anem
a construir una maquina de Turing determinista unicinta M’ que simuli el comput de M.



Els simbols de I’alfabet de la cinta de M pertanyeran també a 1’alfabet de la cinta de M’.
A més, per a cada simbol s de l'alfabet de la cinta de M, afegirem a l’alfabet de la cinta
de M’ un simbol nou s’. Llavors, M’ simulara els computs de la maquina M de k cintes,
guardant la informacié de les k cintes en la seva tnic cinta de la manera segiient:

M’ utilitzara un nou simbol de cinta, #, per separar els continguts de les diferentes
cintes i, per controlar la ubicacié dels punters de les cintes de M, M’ utilitzara els nou
simbols s’, els quals seran utilitzats per representar els simbols als que el punter de cada
cinta de M apunta.

Aleshores, per simular un pas de comput de M, la maquina M’ esplorara la seva cinta
des del primer simbol # fins a trobar el k+1-simbol # per a determinar els caracters als
que senyalen els punters de M i, llavors, actualitzara la seva cinta seguint amb el que
defineixi la funcié de transicié de M. Si el punter d’alguna cinta de M es mou cap a un
blanc que fins aquell moment no s’havia llegit, la maquina M’ desplagara una casella a la
dreta el contingut de la cinta compres entre la cella a la que el punter actualment apunta
i 'altim simbol # i escriura un blanc en la casella que li correspon seguint amb la regla
descrita amb anterioritat. [ |

A continuacié anem a posar un exemple de simulacié d’'una maquina de Turing multi-
cinta per una maquina de Turing unicinta per ajudar en la comprencié de la demostracié
del teorema anterior.

Exemple 2.20. Amb aquest exemple es preten illustrar la idea que hi ha radere de la
demostracié del teorema anterior.

Sigui M una maquina de Turing de tres cintes tal que el contingut de les cintes és el
segilient:

$/0]1]0[1]0] * ...
$lajalal * ...

$|blal * ...

on la primera fila correspon al contingut de la primera cinta, la segona fila correspon al
contingut de la segona cinta i la tercera fila correspon al contingut de la tercera cinta.
Suposem que en la primera cinta el punter apunta a la tercera casella, en la segona cinta
el punter apunta a la quarta cella i en la tercera cinta el punter apunta a la segona casella.
Aleshores, el contingut de la maquina unicita M’ que simula M és

#18[0[17|0[1|017#(8[alala’|#[$[V'|al#| * ...

Llavors, la maquina M’ realitza els seus computs seguint amb el procediment descrit en
la demostracié del teorema anterior.

Una de les avantanges del model de maquina de Turing és la possibilitat de definir-ne
un model indeterminista, el qual definirem tot seguit. Aquest fet no es déna amb altres
formalitzacions del concepte d’algorisme, alguns dels quals veurem en posteriors capitols.

Una maquina de Turing indeterminista és una estructura semblant al concepte de
maquina de Turing determinista, amb la diferéncia de que no té perque existir una forma
Unica de fer el segiient pas de comput.
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Definicié 2.21. Una maquina de Turing indeterminista és una estructura de la forma
(Kv 27 F7 Aa q0, QF) on

K és un conjunt finit © no buit d’estats

> és un alfabet, que anomenarem alfabet d’entrada

T és un alfabet tal que X U{S$,x} CT i $,x ¢ X, i 'anomenarem alfabet de la cinta
qo € K és l’estat inicial

qr € K és ['unic estat final o acceptador

AC((K\{qr}) xT) x (K xT'x{L,R,S}) tal que:

a) Si((g,a),(p,b,m)) € A ia=S$, aleshoresb=9% im # L

b) Si ((¢,a),(p,b,m)) € Aia+#$, aleshores b # $

A A se anomena el conjunt de transicions de M i a cada element de A se ’anomena
una transicio.

Cal observar que el model de maquina de Turing indeterminista es pot extendre al
d’una maquina de Turing indeterminista multicinta de la mateixa forma que en el cas del
model estandar i de la mateixa forma, també és possible demostrar-ne la seva equivaléncia.

Una configuracié d’'una maquina de Turing indeterminista es defineix de manera analoga
al cas d’una maquina de Turing determinista.

Els computs d’una maquina de Turing indeterminista M es realitzen utilitzant el con-
junt A. Per altra banda, en aquest cas els computs de M no estan univocament deter-
minats, i és per aixo que els possibles calculs de M amb una entrada donada poden ser
representats utilitzant un arbre de computacio. Cada nus de 'arbre té associada una
configuracié de la maquina. L’arrel té associada la configuracié inicial i un nus té tants
fills com configuracions diferents a les que és pot arribar en un pas de M.

Exemple 2.22. Amb aquest exemple pretenem illustrar la idea de maquina de Turing
indeterminista i la de arbre de computacié d’una paraula d’entrada determinada.

(0,0, R)

(1,0, R) (1,0, R)

start —

(1,1, R)

Considerem la paraula d’entrada z = 101. Llavors 'arbre de computacié per aquesta
paraula és el segiient;
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$QQ101

/\

$0q101 $1q001

$1OQQ1

/\

$101qp $100¢;

Observem que tota maquina de Turing determinista també és una maquina de Turing
indeterminista. Per tant, per veure ’equivalencia entre models, només sera necessaria
la demostracié de que es possible obtenir una maquina de Turing determinista a partir
d’una d’indeterminista. Aquest fet és el que veurem amb el teorema que ve a continuacié.

Teorema 2.23. Tota maquina de Turing indeterminista M es pot simular per una maquina
de Turing determinista M’

Demostracio: Sigui M = (K, 3,T', A, qo, gr) una maquina de Turing indeterminista. Sigui
x una entrada per la maquina M. Construim una maquina de Turing M’ determinista que
utilitzi dues cintes, on en la primera, emmagatzema configuracions de M i, la segona, la
utilitza per simular un recorregut en amplada de ’arbre de configuracié de ’entrada x.
Seguidament veurem com fer la simulacio del comput de M per ’entrada donada a partir
de la maquina M’.

Per fer el recorregut en amplada, podem fer servir una seqiiencia de valors per deter-
minar el nus en que ens trobem, de manera que resulti senzill determinar quin és el nus
seglient. Si per a un parell (estat, simbol) la relacié de transicié té, com a maxim, k pos-
sibilitats diferents, és possible utilitzar un recorregut en ordre lexicografic per longituds
dels mots de l'alfabet {1,....k}. Partint de I’arrel, cada paraula identifica un cami.

Posant un exemple, si tenim 1213, haurem de comencar a l’arrel, passar al primer fill,
seguidament passar al segon fill del nus on ens trobem actualment. A continuacié passar
al primer fill i aixi successivament.

La longitud de la paraula que descriu el cami que cal seguir ens indicara la profunditat
a la que és troba el nus.

D’aquesta manera, combinant la maquina de Turing que calcula la paraula segiient en
ordre lexicografic, amb una que utilitzi la paraula per seleccionar a cada pas la transicid
marcada per la paraula, obtenim una maquina de Turing determinista que simula M.

Si arribem a una configuracié de parada, la maquina M’ s’atura i ho fa acceptant.
Altrament, M’ procedeix assajant noves possibilitats. |

A continuacié enunciarem la tesis de Church-Turing.
Tesis de Church-Turing
Tot algorisme es pot simular per una maquina de Turing

En la segiient seccié d’aquest capitol veurem com les estructures algorismiques basiques,
tals com sén la sequienciacié, els condicionals i les iteracions és poden implementar mit-
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jancant 'us de maquines de Turing, fet que ens porta a admetre aquest concepte com a
model formal d’algorisme. Aquest és un dels fets que fa pensar amb la veracitat de la
tesis de Church-Turing.

2.4 Maquines de Turing i algorismes

Composicio seqiiencial: Donades dues maquines de Turing, M i N, volem construir
una maquina de Turing que implementi la seva composicié sequiencial, és a dir, I’esquema

M; N

La nova maquina de Turing ha de connectar la maquina M amb la maquina N, preservant
el contingut de la cinta. Observem que, perque N comenci, M s’haura hagut d’aturar i
,a més, si M s’atura acceptant, la nova maquina de Turing que implementi la composicid
haura d’acceptar.

Recordem que la condicié de que M pari es déna quan s’arriba a una configuracio per a
la qual no hi ha cap transicié definida. Aquests casos es poden detectar mirant els parells
(estat, caracter), en la definicié de la funcié de transicié de M.

Procedim a definir de manera formal la composicié seqiiencial de dues maquines de
Turing. Siguin M = (K,%,T,0,q0,qr) i N = (K',%,T,¢,q(,¢%) dues maquines de
Turing. Podem suposar que K N K’ = (), ja que si no fos aix{, podem redefinir els estats
d’una de les dues maquines. De la mateixa manera, podem suposar que els alfabets de la
cinta de les dues maquines son els mateixos, ja que en cas contrari agafariem la unié dels
respectius alfabets com a alfabet de la nova maquina. Una maquina que correspon a la
composicié seqiiencial és la que ve descrita a continuacio:

CS(Ma N) = (K//v D3N I 5//7 q0, q%‘)

on

a) K" =KUK'

b) Les transicions de § i ¢’ estan contingues en §”. Amb l'afegit de que, per a tot ¢ € K
iael,siq#qri(ga)¢ Dom 0, llavor afegim ¢”(q,a) = (¢, a, S). Per finalitzar, per
a qualsevol a € T" afegim ¢"(qr,a) = (¢f, a, S).

Observem que quan M i N son maquines de Turing de parada segura, la seva composicié
seqiiencial també és una maquina de Turing de parada segura.

Composicié condicional: Donades tres maquines de Turing M, N i D, on D és una
magquina condicional, volem una maquina de Turing que implementi la seva cmposicié
condicional, que correspon a ’esquema

si D llavors M si no N fi si

La maquina D avaluara la condicié afirmativament quan s’aturi en I'estat g5 i negativament
quan s’aturi en lestat ¢,. Si M = (K,%,T',0,q0,q9r), N = (K',X,T,¢,qy,q) 1 D =
(K", %,T,¢",40,4s,qn), de manera formal, una maquina que correspon a '’esquema de
composicié condicional presentat és

ce(D,M,N) = (K" ,3,T,8", qf, ")
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on
a) K" = KUK UK"U{¢{
b) 6" conté totes les transicions de 6,0’ i 6" i, a més, per a tot a € T, les transicions:
8" (g5, a) = (qo, a, 5)

5///((]7’&7&) ( 0,(1 S)
6" (qr,a) = (¢, a,S)
§"(qp,a) = (¢r,a, )

Quan D, M i N son maquines de Turing de parada segura, aleshores la seva composicié
condicional també és una maquina de Turing de parada segura.

Composicié iterativa: Donades dues maquines de Turing M i D, on D és una
maquina condicional, volem construir una maquina de Turing que implementi la seva
composicio iterativa, que correspon a l’esquema basic

mentre D fer M fi mentre

SiM=(K,%T,6,q,qr)1 D= (K 2T, q,¢s, qn), una maquina que implementi la
composicié iterativa de M i D és

ci(D,M) = (K",%,T,8", 40, qn)

on

a) K"=KUK'

b) 6" conté totes les transicions de 0 i de ¢’ i, a més, per a tor a € T, les transicions:

6//(q87 a) = (q()v a, S)

6//(QF, a) - <q67 a, S)

Explicat de manera informal, la maquina de Turing ci(D, M) computa de la forma
segiient: si donada una paraula d’entrada x l'estat de la configuracié de parada de la
maquina condicional D és g, aleshores es procedira a realitzar els computs de la maquina
M i, en cas contrari, el procediment s’aturara. I si donada una paraula d’entrada y, l'estat

de la configuracié de parada de M és g, es procedira a realitzar el computs de la maquina
D.

Observem que, a diferéncia de la composicié sequiencial i de la composicié condicional,
si M i D sén maquines de Turing de parada segura, la seva composicié iterativa pot no
ser una maquina de Turing de parada segura. Per garantir que aquest fet es compleixi,
hem de poder demostrar que, per a qualsevol entrada, el nombre d’iteracions és finit.

En el capitol 5 veurem com les funcions de I'aritmetica sén computables per maquines

de Turing.
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3 Gramatiques

En aquesta seccié, veurem una altra formalitzacié del concepte d’algorisme com sén les
gramatiques i demostrarem que tota funcié computable per una maquines de Turing és
gramaticalment computable.

Ara passarem a definir el concepte de gramatica i el concepte de derivacié en una
gramatica.

Definicié 3.1. Una gramatica és una quadrupla G = (V,%, P, S) on

Vi Y son dos alfabets tals que ¥ C V' l’anomenem [’alfabet dels simbols terminals 4
anomenarem als elements del conjunt V' \ ¥ simbols no terminals o variables.

P és un subconjunt finit de (V*(V \ )V*) x V*) i als seus elements se’ls anomena
regles o produccions.

S €V és la variable inicial.

Usarem la notacié u —¢ v per designar que (u,v) € P. Si w € V* Defecte de
I'aplicacié d’una produccié u —¢g v a la paraula w és la substitucié en aquest mot d’una
aparicio de u per v.

A continuacié definirem el concepte de derivacié en una gramatica. Explicat de manera
informal una derivaci6 en una gramatic procedeix de la manera segiient. S’inicia el comput
amb la variable inicial S i, a continuacié, s’aplica una produccié a S la qual canvia aquesta
variable per una paraula de V*. La gramatica segueix amb el procés d’aplicar produccions
a la paraula fins que s’arriba a un mot en el qual no hi ha cap aparicié d’alguna variable.

Definicié 3.2. Sigui G = (V, X, P, S) una gramatica.

1) Siguin u,v € V*. Escriurem u =g v si existeizen wy, ws € V* i una regla v’ —¢ v’
tals que u = wiu'wy i v = w1V ws.

2) Siguin u,v € V*, direm que v es deriva de u, en simbols u =¢ v, si obtenim v a
partir de u aplicant un nombre finit de produccions, és a dir si existeizen uy,...,u, € V*

tals que
U =g U1 =g .- =>q Unp =G U

3) Sigui x € ¥* una paraula. Direm que x esta generada per G si S =5 «

Definicié 3.3. Sigui G una gramatica. Direm L(G) al llenguatge de totes les paraules de
3* generades per G.

Exemple 3.4. Anem a definir una gramatica G que generi {z € {a,b, c}* : z té el mateix
nombre de a’s, de b’s i de ¢’s}. G té com a simbols no terminals S (el simbol d’inici) i A,
B i C1icom a simbols terminals a, b i c. I les produccions de G son les seglients:

S—\NS— ABCS, AB— BA, AC - CA, BC - (CB, BA— AB, CA — AC,
CB—BC,A—a, B—=>biC —c

Anem a posar com a exemple la generacié de la paraula ccbaba a partir de la gramatica

G.

S = ABCS = ABCABCS = ABCABC = ABCACB = ABCCAB = ACBCAB =
CABCAB = CACBAB = CCABAB = CCBAAB = CCBABA = ¢cCBAB =
ccBABA = ccbABA = ccbaBA = ccbabA = ccbaba
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A continuacié, introduirem un lema el qual sera usat posteriorment per demostrar que
tota funcié computable per una maquina de Turing és gramaticalment computable.

Lema 3.5. Sigui M = (K, %, T, 6, qo0, qr) una maquina de Turing. Aleshores, ezisteix una
gramatica G tal que per a tot parell de configuracions ugav i u’q’a’v’ de M,

uqav iy u'q'a’’

51 1 NOMEs s1

[ugav] =& [u'q'a'V
On el simbol [ i el simbol | son nous i no pertanyen ni a ¥ ni a K. A més, assumirem
que XN K = 1.

Demostracid. Observem que la idea general de la demostracié és representar la configu-
racié ugav per la paraula [ugav]. Cal fixar-se que la posici6 de l’estat ens indica la posicié
del punter de la maquina de Turing.

El simbol [ i el simbol | apareixen tnicament al final de la representacié d’una con-
figuracid, perd mentres que el simbol | esta inclos aqui per facilitar la lectura, el simbol
| ens indica l'inici de la cadena infinita de simbols blancs que hi ha en tota cinta d’una
maquina de Turing a continuacié de la paraula de sortida.

De manera formal, sigui G = (V,T', P, S) una gramatica tal que
V=KUru{|,],S}

i P esta constituida per les produccions segiients:

a) Peratot e KiaeTl,sid(qga)=(pb,S),onpe Kibel,llavors P conté
qa — pb
b) Peratot g€ Kia€Tl,sid(q,a)=(pbR),onpeKibeTl, llavors P conté
qac — bpc
peratot ce i
qa] — bpx]
c)Peratot g€ KiacT,sid(g,a)=(p,b,L),onpe KibeTl,llavors P conté
dqac — pdbc
peratot cel,i
dq*] — pd]

Per tant, em vist que ugav by v'q’a’v’ si i només si [ugav] =¢ [u'¢'a’v']. De forma

analoga s’aplicara per 3, i per =7, ja que aquestes operacions es deriven de les primeres
a partir de la seva definicié. |
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Tot seguit, definirem el concepte de funcié gramaticalment computable per, a conti-
nuacié, enunciar i demostrar el teorema que ens explica com tota funcié computable per
maquines de Turing és gramaticalment computable.

Definicié 3.6. Siguin X i 31 dos alfabets que no contenen a * ni a $ i sigui f : X — X7
una funcié. Direm que f és gramaticalment computable si existeix una gramatica G =
(V,X,P,S), on X9,%1 C %, i hi ha paraules z,2',y,y' € V* tals que per a tota paraula
u€ Xy ive Xy,

f(w) = v si, i només si, xuy =7 z'vy’
En aquest cas direm que G computa f.

Préviament a anunciar i demostrar el teorema esmentat anteriorment, donarem un
exemple que illustri el concepte de funcié gramaticalment computable.

Exemple 3.7. Considerem l'alfabet ¥ = {a,b} i sigui f : 3§ — 3§ definida per f(z) =
z!, és a dir la funcié que donada una paraula z = a;...a, (on a; € ¥g, per a qualsevol
i € {1,...,n}) ens retornara la paraula inversa, és a dir ens donara com a sortida la
paraula 2! = a,...a;. Aleshores f és computable per la gramatica G' = (V, X, P, S), on

V ={a,b, A, B,*,5,[,]}, i P esta formada per les produccions segiients:

1. [a—[A, [b—[B
2. Aa — aA, Ab— bA, Ba— aB, Bb — bB

3. Ax — xa, Bx — xb

Siguin z = [, y = %], 2’ = [x i ¥/ =] les paraules de V* que ens demana la definicié de
funcié gramaticalment computable. G computa f de la forma segiient: Comenga amb la
paraula [z*], on z € ¥f. Les produccions del tipus 1 ens canvien el primer simbol de la
paraula x, sigui a o b, pels corresponents simbols no terminals, A o B respectivament.
Seguidament amb 1'us de les produccions del tipus 2 fem passar el primer simbol a 'iltim
de la paraula, sense contar com a ultim simbol el caracter *. Finalment, aplicarem les
transicions de tipus 3.

[abbx| = [Abbx| = [bAb*| = [bbA*] = [bb* a] = [Bbx*a] = [bB *a] = [b*ba] =
[B * ba] = [xbba]

Teorema 3.8. Tota funcid computable per una maquina de Turing és gramaticalment
computable.

Demostracio: Sigui f : X5 — X7 una funcié T-computable. Per tant, per definicié de
funcié computable per maquines de Turing, existeix una maquina M = (K, 3, T, 0, qo, qr)
tal que per a tota paraula u € ¥, f(u) = v si i només si,

Sugox 3, Svgp*
Siguin x, y, x’ 1 y’ definits de la manera setient.

x=1$
Y = qo*]
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=3
y = qr*]

Llavors la gramatica G construida a partir del Lema 3.5 computa M mitjancant x, x’, y
iy’, ja que

Suqox 3y Svgrx <= [Suqox] =¢ [Svgp*]

Observem que en la demostracié del teorema hem vist que les funcions computables
per maquines de Turing que tenen per entrada i sortida paraules son gramaticalment
computables. Un cas particular és veure que tota funcié computable per una maquina de
Turing la qual tingui com a domini i recorregut els nombres naturals és gramaticalment
computable. Aquest fet és possible considerant la igualtat ¥y = ¥y = {I}, on I és el codi
unitari i per representar els nombres naturals ho farem de la manera setient: si n és un
nombre natural qualsevol, aleshores en el llenguatge {I}*, n sera representat com I...I n
vegades.

18



4 Funcions Recursives

4.1 Conceptes basics

En aquesta seccié veurem la definicié de funcid recursiva i la demostracié de com to-
ta funcié gramaticalment computable és també una funcié recursiva. Previament, ens
sera necessaria la introduccié de diferentes nocions requerides per a la definicié d’aquest
concepte.

Ara passarem a definir les anomenades funcions inicials, de les quals n’hi ha tres tipus,
i dos regles de combinacié.

Definicié 4.1. a) La funcid zero ¢ és la funcié de 0 arguments tal que

¢)=0

b) Sigui k > 1 i sigui 1 < i < k. Llavors, la funcid i-ésima de k arguments projeccid
ﬂ'f és la funcié de NF en N tal que

¥ (n1,...,nk) = n; per a qualsevols ny, ...,ng € N
¢) La funcié successor o €s la funcié de N en N tal que
o(n) =n+1 per a qualsevol n € N

d) Anomenarem funcio inicial a una de les funcions sequents: ¢, o o bé ﬂf per a
ie{l,..,k}.

Definicié 4.2. a) Siguinl > 0 i k >0, g una funcid de | arguments i hy, ..., h; funcions
de k arguments. Sigui f la funcié de k arguments tal que, per a tot m € NF,

f@) = g(ha(m), ..., (7))

Llavors, f es diu que ha estat obtinguda a partir de g, hq, ..., h; per composicid.

b) Sigui k > 0, g una funcié de k arguments i h una funcio de k+2 arguments. Sigui f
la funcié de k+2 arguments tal que per a tot m € N¥,

f(m,0) = g(m)
iqueperatotﬁGNk 1m EeN
f(@,m+1) = h(m,m, f(",m))
Llavors, f es diu que ha estat obtinguda a partir de g i h per recursio primitiva.

A continuacié, donarem la definicié de funcié recursiva primitiva el qual és un concepte
necessari per a la definicié de la nocié de funcié recursiva.

Definicié 4.3. Una funcio es diu que €s recursiva primitiva si €s una funcié inicial o
pot ser generada a partir de les funcions inicials mitjancant Uaplicacid d’alguna seqiiéncia
de les operacions de composicid i de recursié primitiva. Es a dir, les funcions recursives
primitives son la classe més petita de funcions que contenen les funcions inicilas i tancada
sota les operacions de composicio i de recursié primitiva.
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Per exemple, sigui 02 : N — N la funcié tal que 0%(n) = n + 2 per a qualsevol n € N.
Aleshores o2 és recursiva primitiva, ja que s’obté a partir de la composicié de la funcié6 o (la
funcié successor la qual és una funcié inicial) amb ella mateixa, és a dir 02(n) = o(o(n)).

Anem ara a estudiar les funcions recursives primitives des d’un punt de vista més
sistematic.

Definici6 4.4. Per a qualsevols k>0 1 7 > 0, definim la funcid j-ésima de k arguments
constant Kjk :N*¥ — N per Kjk(ﬁ) =j per a tot m € N*.

Lema 4.5. Totes les funcions constants son funcions recursives primitives.

Demostracio. La demostracio es fa per induccié sobre k.

Cas k = 0: Kg és (, que és una de les funcions inicials;

K, () = o(KJ()) per a tot j >0,

per tant, K]QJrl s’obté a partir de o i K]Q per composicio.

Cas inductiu: Suposem que per algun k& > 0 la funcié K jk és recursiva primitiva per a

tot 7 > 0, aleshores anem a mostrar que K;’H és una funcio recursiva primitiva per a tot
Jj=0.
Tenim que

k41— o\ _ k(=
K; (m,0) = K; (m)
K;H_l(ﬁ, m 4 1) = 7-(;:_—::% (ﬁ, m, Kf“‘l(ﬁ, m))

Per tant, K ]I-“'H es obtinguda a partir de K ]k ide Wf:_tg per recursié primitiva, finalitzant

aixi amb la demostracio. |

Definicié 4.6. Sigui g una funcié de k arguments i f una funcié de | arguments, on
k,1> 0. Suposem que existeizen funcions hi,...,h; : Nt = N, on cada una d’elles és o bé
una projeccid o bé una funcid constant de | arguments, tals que per a tot w € N,

fm) = g(hi(n), ..., hi(m))
Llavors f es diu que ha estat obtinguda a partir de g per transformacio explicita.

Com que la funcié projeccio i les funcions constants sén recursives primitives, obtenim
de forma immediata el lema segiient.

Lema 4.7. Si g és una funcio recursiva primitiva, aleshores qualsevol funcié obtinguda
de g a partir de transformacié explicita també és recursiva primitiva.

Exemple 4.8. Sigui m € N. La funcié predecessor V' ve descrita de la manera segiient:

V(m):{o sim =0

m—1 sim>0

Siguin n,m € N. La funcié minus(n,m) = n—m ve definida de la manera segiient:
minus(n,m) és 0 si n < mival n —m en cas que n > m.
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Sigui m € N. La funci6 signe, que denotarem per sg, ve descrita de la forma segiient:
sg(m) val 0 sim =01 val 1 si m > 0.

Observem que les funcions V, minus i signe sén funcions recursives primitives, ja que
V es pot descriure per

V(0) = Kg()
V(m+1) =72(m,V(m))

minus es pot descriure per

n—0=n = mi(n)

n—m+1=V(n—m) = h(n,m,n—m)

on h(ny,na,ng) = V(m3(n1,n2,n3)) és una funcié recursiva primitiva.
I signe es pot descriure per

sg(0) =0
sglm+1) =1
Exemple 4.9. Anem a veure com les funcions suma, producte i poténcia sén recursives
primitives.
a) Siguin ni,ng € N. Sigui suma(ni,ng) = ny + na. Aleshores la funcié suma s’obté

a partir de 7r% i o per recursié primitiva com es pot veure a continuacio.

suma(n,0) =n+0=7i(n)=n
i

suma(n,m+1) = o(n+m)

per a qualsevols n,m € N.

b) Siguin n, m € N. La funcié producte n-m es pot definir a partir de recursié primitiva
de la manera segiient:

n-0=n
i
n-(m+1)=n-m+n
demostrant aixi que la funcié producte és recursiva primitiva.

c¢) Siguin n,m € N. La funcié poténcia n'™ es possible definir-la a partir de recursi6
primitiva com es veu a continuacié:

provant d’aquesta manera que la funcié potencia és recursiva primitiva.

21



Lema 4.10. Sigut k > 0. St g és una funcio recursiva primitiva de k+1 arquments,
alsehores la funcid f segiient també és recursiva primitiva

f(ﬁ7m) = H?l()g(ﬁJ) = g(ﬁ, O) T g(ﬁ,m)

En aquest cas direm que f s’obté a partir de g per producte acotat.

Demostracio. Observem que
f(@,0) = g(7m,0), per a tot @ € N¥
i que
f@,m+1)= f(m,m)-g(m,m+1), per atot @ € N¥ i per a tot m € N
Per tant, podem concloure que f és una funcié recursiva primitiva |

Exemple 4.11. La funcié factorial, f(n) = n!, és recursiva primitiva, ja que
— n y
n! =117
i, pel lema anterior tenim que f és recursiva primitiva.

Tot seguit definirem el concepte de predicat recursiu primitiu, el qual és necessari per
la comprensi6 del significat de funcié recursiva.

Definicié 4.12. a) Sigui k > 0. Per un predicat de k arguments entendrem un subconjunt
de NF.

En general utilitzarem lletres majuscules pels predicats i, si P és un predicat, escrivim Pn
per designar que m € P.

b) La funcié caracteristica d’un predicat P de k arguments és la funcid de k arguments
f:NF — {0,1} tal que, per a qualsevol @ € N¥, f(m) és 1 si P i f(m) és 0 en cas
contrari.

¢) Es diu que un predicat és recursiu primitiu si la seva funcid caracteristica és recur-
stva primaitiva.

Exemple 4.13. La relacié d’igualtat = és primitiva recursiva, ja que la seva funcio
caracteristica és

e(n,m) = 1-sg((n—m) + (m=n))
D’igual forma, la relacié < és primitiva recursiva, ja que la seva funcid caracteristica és

A(m,n) = sg(n—m)

Definicié 4.14. Siguin P i () dos predicats. Si P s’obté a partir de Q) a partir de duplicar,
permutar o substituir valors constants pels arguments de (), aleshores es diu que P és
obtingut a partir de @ per transformacic explicita.

Lema 4.15. Si @ és un predicat recursiu primitiu, alsehores qualsevol predicat obtingut
a partir de @ per transformacio explicita també €s recursiu primitiu.
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Demostracio. Sigui P un predicat obtingut a partir de Q per transformacié explicita.
Sigui h la funcié caracteristica de P i sigui g la funcié caracteristica de Q. Aleshores
h s’obtindrd a partir de g per transformacié explicita que, com ja hem demostrat amb
anterioritat, com que g és recursiva primitiva, llavors h també ho sera. |

Passem ara a considerar quatre operacions que es duen a terme entre predicats, les
quals son la conjuncié, la disjuncié, la negacié i la implicacio.

Lema 4.16. Si Q i R son predicats recursius primitius, aleshores també ho son la seva
conjuncio, la seva disjuncid, la seva implicacid i la negacid del predicat Q.

Demostracio. Siguin g i h les funcions caracteristiques recursives primitives dels predicats
Qi R, respectivament. Aleshores les funcions caracteristiques de la conjuncié de Q i R, de
la disjuncié de Q i R, de Q implica R i de la negacié de Q sén fi, fo i f3, respectivament,

fi(m,m) = g(m) - h(m)

fa(m,m) = sg(g(m) + h(m))

f3(m,m) = s9((1 = g(m)) + h(m))

fa(m) = 1-g(m) u

Exemple 4.17. Pel fet de que les relacions d’igualtat = i de menor estricte < sén pri-
mitives recursives, aleshores també ho son les relacions >, <, > i # aplicant el lema
anterior.

A continuacid, definirem les nocions de quantificador existencial acotat i la de quanti-
ficador universal acotat.

Definicié 4.18. Sigut k > 0. Si Q és un predicat de k+1 arguments.

a) Diem quantificador existencial acotat de @ al predicat R de k+1 arquments tal que
per a totm € N¥ i m € N, Riam si i només si existeiz una i, 0 < i < m, tal que QTi.
De forma més abreviada, escrivim

Rnm si i només si Ji < m[Qni]

b) Diem quantificador universal acotat de @ al predicat S de k+1 arguments tal que
Snm si i només si per a qualsevol 1, 0 < i < m, Qni.
De forma més abreviada, escrivim

Snm si i només si Vi < m[Qni]
Lema 4.19. Si QQ és un predicat recursiu primitiu, aleshores també ho som els seus quan-

tificador existencial acotat © quantificador universal acotat.

Demostracid. Sigui g la funcié caracteristica recursiva primitiva del predicat Q. Aleshores
les funcions caracteristiques f; i fo del quantificador universal acotat i del quantificador
existencial acotat de Q, respectivament, vindran donades per

fl (ﬁ, m) = H?i(]g<ﬁ7 Z)
i

f2(ﬁ’ m) = 1;H;10(1;g(ﬁ7 7’))
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Observem que f1(m,m) = 1 si i només si g(n,i) = 1, V0 < i < n, és a dir que Qni
per a qualsevol 0 < ¢ < m, i, per tant és clar que f; ens defineix la funci6 caracteristica
del quantificador universal acotat. Per altra banda, observem també que fo(7,m) =1 si
i només si existeix algun i € {0, ...,m} tal que g(7,7) = 1, és a dir que Q77 i que per tant
faci que H;’;O(lég(ﬁ, i)) = 0, i d’aquesta manera podem concloure que f2 ens defineix la
funcié caracteristica del quantificador existencial acotat. |

Lema 4.20. Siguin k > 0 i1 > 2. Siguin g1, ..., g; funcions recursives primitives de k
arguments v siguin Py, ..., P, predicats primitius recursius de k arguments, tals que per a
tot m € NF, ezisteizi exactament una i, 0 < i <1, tal que Piin. Aleshores, la funcid de k
arguments f definida com

g1(m) si P

fm)=4¢

q(n) si Pn
és també primitiva recursiva. (La funcid f es diu que esta definida per casos a partir de
g1, ---, 91 i de Pl, ceny ]Dl)

Demostracio. Si els predicats P, ..., P; tenen com a funcions caracteristiques recursives
primitives hq, ..., h;, aleshores

f@) = g1(n) - (@) + ... + (M) - (M), per a tot 7 € N

Observem que per a cada 7, un i solsament un dels sumants és diferent de zero. W

Tot seguit, anem a introduir el concepte de minimalitzacié acotada el qual ens defineix
una funcié a partir d’un predicat.

Definicié 4.21. Sigui k > 0 i sigui Q un predicat de k+1 arguments. Aleshores la
minimalitzacid acotada de Q) és la funcié de k+1 arguments f tal que f(T, m) és el nombre
p més petit, 0 < p < m, tal que Qmp si existeix tal p € {0,..,m}, i val 0 altrament.

Escrivim f(m,m) com pp < m[Qnp).

Lema 4.22. Si Q) és un predicat primitiu recursiu, aleshores també ho és la seva mini-
malitzacio acotada.

Demostracié. Sigui f(m,m) = pup < m[@Qnp]. Sigui h la funcié de k+2 arguments definida
de la forma segiient:

P si 3i < m[Qni]
h(m,m,p) =< m+1 si Qmm+11ino Ji < m[Qni]
0 si no 3i < m + 1[{Qmi]

Aleshores h és primitiva recursiva, ja que ha estat construida per casos a partir de
funcions primitives recursives i predicats. Llavors tenim que

f( 70) =0
f@,m+1)=h(m,m,f(m,m))

3

Per tant, f és recursiva primitiva. |
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4.2 Nombres de Godel

En aquest apartat introduirem els nombres de Godel, els quals seran posteriorment usats
per codificar de forma adequada el concepte de derivacié en una gramatica i, d’aquesta
manera, poder demostrar que tota funcié gramaticalment computable és recursiva.

Per veure la formalitzacié d’aquesta idea, sigui ¥ un alfabet i sigui 5 = |£|+ 1. Fixem
en ¥ un ordre en els seus elements, és a dir si ¥ = {dy,...,dg_1}, llavors fixem I'ordre
di < ... < d/j,l.

Com veurem, cada paraula de X* pot ser vista com un enter en base 8. Més especificament,
definirem la funcié gn : ¥* — N de la forma segiient: si x = d;,...d;,, on k& > 0 i
1< <B—1peratotj=1,..,k, aleshores

gn(x) = BF1 iy + M2 g+ 4 B i
I en particular, gn(\) = 0. Llavors direm que gn(z) és el nombre de Gédel de la paraula

X.

Observem que, la funcié gn codifica a les paraules que pertanyen a >*, és a dir que per
a cada paraula li correspon exactament un nombre enter i que cap nombre correspon a
més d’una paraula. Pero la funcié gn no correspont, tal i com I’hem definit, a una bijeccid,
ja que certs nombres, com per exemple el nombre 3, no corresponen a cap paraula. Per
remediar aquesta situacid, introduirem un nou simbol, dy, el qual correspondra al digit
0. D’aquesta manera, la funcié gn és pot extendre de forma natural a una bijeccid entre
els conjunts {A\} UX(X U {dp})* i N. Sigui D = {A\} UX(X U {dp})*, és a dir el conjunt
de totes les paraules a (X U {do})* que no comencen per dy. Aleshores, gn~! estd ben
definida entre els conjunts N i D.

Exemple 4.23. Sigui ¥ = {a,b,c}. Llavors § = 4. Si es fixa la correspondéncia
di=a,dy=>bidg=c
aleshores, per exemple tenim que
gn(A) =0

gn(ba) = gn(dady) =9
gn(ccc) = gn(dsdsds) = 63

Observem que el conjunt D conté, entre altres, les paraules A, ba, cce, bdpa i cdodyp.
Pero les paraules dyc, dg i dgadg no es troben dins de D.

Donats els nombres 1, 4 i1 7, aleshores tenim que

gn (1) =a
gn~'(4) = ado
gn (7)) = ac

Anem ara a descriure algunes propietats dels nombres de Godel amb el segiient lema.

Lema 4.24. a) La llargada de la paraula x € D és el nombre | € N més petit tal que
B> gn(x).
b) St xz,y € ¥* i z és una subparaula de y, aleshores gn(x) < gn(y).
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Demostracio. a) Si x € D, aleshores x és de la forma z = d;,...d;;, on 0 < iy,...,5; < f—1
i47 > 0. Aleshores

gn(z) =B i+ 872 g+ L+ B+ g
Ara només cal observar que aquest nombre és menor que 3, ja que iy, ...,i; < (3, 1 que és
més gran o igual que 1, ja que i1 > 1.

b) Si z = y, clarament obtenim que gn(z) = gn(y). I en el cas en que x # y, aleshores
|z| < |y| — 1, pero llavors, per l'apartat a),

gn(z) < Bl < glWI=1 < gn(y)

arribant aix{ al resultat que voliem demostrar. |

A partir d’ara, fixem una gramatica G = (V, A, P, S). També introduim un nou simbol
$, el qual no pertany a V i definim ¥ = V U {$}. El simbol $ sera utilitzat per codificar
derivacions de G.

Ara introduirem una serie de funcions i predicats els quals demostrarem que sén pri-
mitius recursius.

a) Llargada: La funcié de 1 argument llargada és defineix com segueix. Per a tot
n € N, llargada(n) = |gn~1(n)|, és a dir que la funcié déna com a resultat la llargada de
la paraula que tingui com a nombre de Godel n. Pel lema 4.18, la funcié llargada pot ser
expresada per

llargada(n) = pi < nn < B

i, per tant, és recursiva primitiva. L’us de la minimalitzacié acotada és apropiat en aquest
cas ja que si x € D, aleshores |z| mai sera superior a gn(z).

b) Concatenacié: Volem definir una funcié de 2 arguments, concat, tal que
concat(m,n) = gn(gn=t(m)gn=1(n))

que expressa el nombre de Godel de la concatenacié de dues paraules amb nombres de
Godel m i n associats, respectivament. Aquest fet es pot aconseguir definint

concat(m,n) = n 4 m - glargada(n)

i, per tant, la funcié concat és recursiva primitiva. A més, podem generalitzar aquest
concepte i definir, per a k > 2, la funcié de k+1 arguments, concat®t!, tal que, per a
ﬁeNkiperatotmeN,

concat® (@, m) = concat(concat®(m), m)

la qual és una funcié primitiva recursiva.

Exemple 4.25. Sigui A = {a,b,c}. Aleshores § = 4. Si fixem la correspondéncia

d1:a
doa =10
d3:C
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llavors podem veure que, per exemple
concat(gn(b), gn(a)) = concat(2,1) = 1 + 2 - 4lergada(l) — 1 1 9. 41 — 9 = gn(ba)

c) Membre de ¥*: El predicat de 1 argument X* és veritat si el seu argument és el
nombre de Godel d'una paraula de >*, és a dir que no contingui el simbol especial dy. Es
a dir,

¥*n si i només si gn~t(n) € B*
El predicat ¥* és recursiu primitiu, ja que ¥*n si i només si

—3n; > nng < n[n = concat(ny,ne) Any # 0A3Ing < nny =ns - G

Es a dir, gn~!(n) no pot ser expressat de la forma uv, on u,v € D i u acabi en dy. Si u
acaba en dy, aleshores gn(u) és diferent de zero i divisible per 5.

d) Membre de V*: El predicat de 1 argument V* és verdader si el seu argument és el
nombre de Godel d’una paraula de V*, és a dir que no contingui $ ni el sfmbol especial
dy. Aix0 és que,

V*n si i només si gn~!(n) € V*
El predicat V* és recursiu primitiu, ja que V*n si i només si
Y*n AVny < nVng < nln # concat®(ny, gn($),na)]]
e) Substitucid: Definim el predicat de 4 arguments SB de la segiient manera.
SBninansng si i només si wy = gn~1(ny), wa = gn~"(n2), wz = gn~1(n3) i
wy = gn~'(ny) pertanyen a X* i existeixen paraules u i v, tenim que w; = wwsv i
W9y = UW4V.

Es a dir, S Bninongng és verdader si i només si wo s’obté a partir de wy substituint w4 per
una ocurrencia de ws. Aleshores, SB és un predicat recursiu primitiu, ja que SBninangny
si i només si

Y*n1 A S*ng A S*ng A Sy A (3m < ny[Fp < ning = concat®(m,ng, p) i
Nog = CO’I’LCGJfg(m, ’I’L4,p)]])

f) Derivacid en un pas: El predicat de 2 arguments Y és defineix de la manera segiient.

Ynm siinomés si
gn—(n),gn~'(m) € V¥ Agn~t(n) =g gn~"(m)

Es a dir, Ynm és verdader si la paraula de nombre de Godel n es deriva en un pas a la
paraula de nombre de Gdédel m. Aleshores Y és un predicat recursiu primitiu, ja que,
si P = {(u1,v1), ..., (ug,vx)} son les produccions de la gramatica G, aleshores Ynm es
compleix si i només si

V*n AV*m A (SBnmgn(up)gn(vy) V ... V. SBnmgn(ug)gn(vg))
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g) Derivacions: El predicat D es defineix de la forma seglient. Dn si i només si
gn~1(n) es una paraula de la forma $z¢$z1$...$24$, on k > 0, cada z; € V* i 2; =¢ 7511
per i =1,....k — 1. Es a dir, Dn és verdader si i només si n és la codificacié d’una
derivacié en G. El caracter $ ha estat introduit tinicament per el proposit de separar les
diferents paraules x; unes respecte de les altres. D’aquesta manera, D és un predicat
recursiu primitiu ja que Dn és verdader si i només si

Y*n A Im < nln = concat3(gn($), m, gn($))] A Vp < n[Vq < n[vr < n[Vs < n[(n =
concat’ (p, gn(8), ¢, gn(8),r, gn(8), s) AVq AV*r) = Yar]

h) Comencament d’una derivacid: El predicat de 2 arguments B esta definit per, Bpg
si 1 només si p codifica una derivacié com en l'apartat anterior i ¢ = gn(xg). Aleshores,
B és un predicat recursiu primitiu ja que Bpq si i només si

Dp AV*q A (3r < plp = concat*(gn($), ¢, gn($),7)])

i) Finalitzaciéo d’una derivacid: El predicat de 2 arguments E ve definit de la forma
seglient. Epq si i només si p codifica una derivacié com en l'apartat g) i ¢ = gn(xg).
Aleshores, F és un predicat recursiu primitiu ja que Epq si i només si

Dp AV*q A (3r < plp = concat*(r, gn($), ¢, gn($))])

4.3 Funcions pu-Recursives

En aquesta tltima seccié introduirem la nocié de funcié p-recursiva i demostrarem el
teorema que afirma que tota funcié gramaticalment computable és també una funcié u-
recursiva. El concepte de funcié p-recursiva és una extencié necessaria de la nocié de
funcié recursiva primitiva, ja que és possible trobar funcions computables que no sén
recursives primitives. L’exemple més conegut de funcié computable pero no recursiva
primitiva és el de la funcié d’Ackermann, que esta definida de la forma segiient:

n+1 sim =0
A(m,n) =4q A(m—1,1) sim>0in=0
Am—-1,A(m,n—1)) sim>0in>0

A causa d’aix0, anem a definir el concepte de minimalitzacié no acotada, el qual ens
sera necessari per a la posterior definicié de la nocié de funcié p-recursiva.

Definicié 4.26. Sigui k > 0 ¢ sigut g una funcié de k+1 arguments. Llavors la minima-
litzacié no acotada de g és la funcié de k arguments f tal que, per a tot m € N¥, f(7) és
el minim nombre m tal que g(n,m) = 0, si aquest m ezisteix, i és 0 en cas contrari.

FEscriurem,
f@) = pmlg(m,m) = 0]
1 diem que f s’obté a partir de g per minimalitzacio no acotada.
Finalment, passarem a donar les definicions de funcié recursiva i la de funcié p-recursiva

per, a continuacié i per finalitzar aquest capitol, donar i demostrar el teorema que afirma
que tota funcié gramaticalment computable és p-recursiva.
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Definicio 4.27. Sigui k > 0. Una funcié de k+1 arguments g és regular si, per a tot
7 € NF ezisteiz un m € N tal que g(m,m) = 0. Diem que una funcié és p-recursiva si
pot ser obtinguda a partir de les funcions inicials C, Trf 1 0 usant les seglients operacions:
composicio, recursio primitiva i laplicacio de la minimalitzacid no acotada a funcions
requlars.

Definicié 4.28. Una funcié f : ¥§ — X} és p-recursiva si la funcid f' : N — N és
p-recursiva, on per a tot n € N, f'(n) és gn(f(gn=t(n))) si gn=t(n) € Xf i zero en cas
contrart.

Teorema 4.29. Tota funcié gramaticalment computable és p-recursiva.

Demostracié. Sigui f : X3 — X7 una funcié gramaticalment computable i sigui G =
(V, X, P, S) una gramatica que computa a f. Siguin x, y, X, y’ les paraules associades a G
iftal i com s’especifica en la Definicié 3.5. Per a la demostracié del teorema, necessitarem
definir tres predicats recursius primitius i una funcié primitiva recursiva adicionals.

j) Membre de 3, membre de ¥3: El predicat Xin és cert si i només si gn~!(n) € 5.
Analogament, el predicat ¥jm és cert si i només si gn~t(m) € 7. Clarament, aquests
dos predicats poden ser escrits a partir d’utilitzar els apartats c) i d) de la seccié anterior,
demostrant aixi que sén recursius primitius. D’aquesta manera, si ¥\ X9 = {a1, ..., ax },
aleshores X{n si i només si

Vny < n¥ng < n[n # concat®(ni, gn(ai),n2) A ... An # concat3(ny, gn(ax), n2))
De forma analoga, si ¥\ ¥1 = {ay, ..., a; }, aleshores ¥im si i només si
Vmy < mV¥ma < m[m # concat®(mq, gn(ai), ma) A ... Am # concat®(mq, gn(a;), ms)]

k) Extreure l™iltima paraula: La funcié extreure té com a argument el nombre de
Godel d’'una derivacié i déna com a resultat 'dltima paraula de la derivacié. Formalment

extreure(p) = pun < p[Epconcat3(gn(z'),n, gn(y’))]

1) Computar: Sigui C el predicat de 2 arguments recursiu primitiu segiient. C'pn si i
només si

i — [(DpABpconcat® (gn(x), n, gn(y)))] A 3m < p[SimAEpconcat®(gn(z’), m, gn(y’))]

Sigui n el nombre de Godel d'una paraula u € Xj. Aleshores Cnp ens indica que p
codifica una derivacié de la forma

TUY = X0 =G T1 =G ... =>a Tk = T vy’

on v € X. Llavors, tenim que p = gn($zo$z;...$2;9).

Sigui v la funcié caracteristica de C'. Ja que C és un predicat recursiu primitiu, ~
és recursiva primitiva. I, ja que la gramatica G computa f, per a tota paraula u € X,
existeix una v € X7 tal que zuy =7 z'vy’ (és a dir que hi ha una v tal que f(u) = v).
D’aquesta manera, per a cada n, existeix algun p tal que v(n,p) = 1 (si gn~1(n) ¢ 3f,
llavors Cn0 és verdader i v(n,0) = 1). Aleshores, sigui 5(n,p) = 1—(n, p) per a tot n i
p- Llavors 7 és una funcié regular. Per tant, es pot aplicar la minimalitzacié no acotada
a 7. Pero, si
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f'(n) = extreure(up[y(n, p) = 0])

aleshores per a tot u € %7,

f'(gn(u)) = gn(f(u))

i per a tota n tal que gn='(n) ¢ 5, f/(n) = 0. Llavors, f’ esta associada amb f tal i com
esta estipulat en la Definicié 4.28 i f’ és u-recursiva. Per tant, f és p-recursiva. |

Avans de finalitzar amb aquest capitol, observem que el teorema anterior ’hem de-
mostrat per a funcions les quals tant el seu domini com el seu recorregut sén paraules en
un alfabet donat. Per veure que les funcions gramaticalment computables les quals el seu
domini i recorregut sén els nombres naturals també sén u-recursives, simplement em de
considerar ’alfabet constituit pel codi unari ¥y = ¥y = {I}
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5 Programes de Registres

En aquesta seccié veurem la definicié de programa de registres, demostrarem que tota fun-
cié p-recursiva és computable per un programa de registres i que tota funcié computable
per un programa de registres es pot computar per una maquina de Turing.

La idea en la que es basa el concepte de maquines de registre és la de desenvolupar una
definicié formal d’algorisme el qual pot ser programat per un llenguatge de programacio.
Per dur a terme aquest proposit, definirem procediments en el sentit formal per a que
aquests puguin ser programats.

Definicié 5.1. Sigui ¥ = {I} lalfabet unari. Els programes son executals per maquines
amb una memoria compartimentada en unitats Ry, ..., Ry, ..., anomenades registres. As-
sumirem que tenim un nombre infinit de registres i que cada registre conté en cada pas de
comput una paraula sobre lalfabet ¥ = {I}.

A aquestes maquines se les anomena maquines de registres.

Un programa escrit en el llenguatge ¥ = {I} consisteix en instruccions on cada instruc-
ci6 comenca amb un nombre natural L, el qual anomenarem 1’etiqueta de la instruccié.
A més, unicament estaran permesos els segiients tipus d’instruccions:

1)L R
per a L,i € N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que la maquina afegeix un simbol I a la paraula del
registre R;.

2) LR,
per a L,i € N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que la maquina treu un simbol I de la paraula del
registre R;, sempre i quan aquest no estigui buit. Si el registre R; esta buit, aleshores no
s’executa la instruccio.

3) L If R; = O Then L’ Else L.”
per L, L', L" i e N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que si el registre R; esta buit de contingut (aquest
fet es representa amb el simbol O), aleshores s’executa la instruccié etiquetada per L. Si,
en cas contrari, el registre R; no esta buit, aleshores s’executa la instruccié associada a
Petiqueta L”.

4) L Go To I
per L, L' € N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que el programa es dirigeix a la instruccié etiquetada
per L.
5) L Stop
per L € N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que el procés s’atura.

A continuacié passarem a definir de manera formal quin és el concepte de programa
de registres o, simplement, programa.

Definicié 5.2. Un programa de registres P (o simplement programa) és un seqiéncia
finita o, ..., a d’instruccions de la forma 1), 2), 8), 4) o 5) de manera que unicament
una instruccio és del tipus 5).
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Cada programa P déna lloc a una forma de procedir: suposem una maquina de registres
amb un nombre infinit d’aquests i que s’ha programat amb les regles dictaminades per P.
A Tinici del calcul es té un nombre finit de registres R;, ..., R;, (on g, ..., i, < 1) cada un
dels quals conté una paraula d’entrada. Els computs es desenvolupen de manera gradual,
i cada pas es correspon amb 'execucié d’una instruccié dictaminada per P. Comenga amb
la primera instruccié i continua linea per linea seguint amb els dictamens marcats pel
programa. I finalment, la maquina s’atura quan arriba a una instruccié Stop.

Tot seguit anem a donar la definicié de funcié computable per una maquina de registres.
Definicié 5.3. Sigui f : (X*)" — ¥* una funcid de n arguments. Sigui P un programa
de registres.

a) Es diu que el programa P computa f si per a (1, ...,zy,) € (X)), si f(x1,....,2n) =y,
aleshores si per a tot j = 1,...,n el programa P comenga el comput amb x; en el registre
R;, llavors el programa P s’atura amb y en el registre n+1 i els altres registres contenen
les paraules que contenien en linici del calcul.

b) Diem que f és R-computable si existeix un programa de registres que computa f.

A continuacid, anem a veure quatre exemples de programes alguns dels quals usarem
posteriorment en les demostracions dels dos teoremes que donarem en aquest capitol.

Exemple 5.4. i) Sigui i > 1. El programa que ve a continuacié buida el registre R;.

1. f Rj=0Then4 Else2 3. GoTo1
2. R 4. Stop

Aquest programa l’esciurem mitjancant la notacié R;.

ii) Siguin ¢,5 > 0, on ¢ # j. El programa segiient trasllada el contingut del registre R;
al registre R; i s’atura.

L. R} 4. Rf
2. If R, =0Then 6 Else 3 5. GoTo 1
3. R 6. Stop

Aquest programa l’esciurem mitjancant la notacié R; = R;.

iii) Siguin 4,7 > 0, on i # j. El programa segiient suma el nombre contingut en el
registre I2; amb el nombre contingut en el registre R;, guardant-ne el resultat en el registre
R; i s’atura. En aquest programa s’utilitza un registre auxiliar R diferent dels registres
R; i R;.

1. R} 5. R

2. Rj = R, 6. R;-L

3. If Re=0 Then 8 Else 4 7. Go To 3
4. R; 8. Stop

Aquest programa l’esciurem mitjancant la notacié R; = R; + R;.

iv) El programa que ve a continuacié realitza el producte dels nombres continguts
en els registres Ry i Ro, guardant-ne el resultat en el registre R3 i s’atura. En aquest
programa s’utilitza un registre auxiliar R; diferent dels registres Ri, Ry i R3.
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1. R} 6. R1 = Ri + Ry
2. If Ro =0 Then 10 Else 3 7. Go To 4

3. R1:>Rl 8. R1:>R3

4. If Ry =0 Then 8 Else 5 9. Rij= R

5 R/ 10. Stop

De forma analoga a com em dissenyat el programa que computa el producte, es possible
construir un programa que calculi la potecia.

Seguidament, anem a demostrar el segilient teorema.

Teorema 5.5. Tota funcio p-recursiva és computable per un programa de registres.

Demostracié. Demostrerm per induccié que les funcions i els processos que composen la
definicié de funcié p-recursiva poden ser computables a per programes de registres.

Anem primerament a veure que les funcions inicials ¢, 7%

+ 1 0 poden ser computades

per un programa.

a) Funcid zero (: El programa segiient computa la funcié ¢:
1. R}

b) Funcid i-ésima de k arguments projeccié n¥: Siguin z = (z1, ..., 21) € (X*)¥. Per a
cada 1 < j < k, la paraula x; es troba dins del registre R;. Aleshores 7¥(z) ve definida
pel programa segtient:

L Ry,
2. Rpy1 = Rg1 + Ry

¢) Funcié successor o: Sigui x € ¥* i suposem que el contingut del registre R; és la
paraula z. Aleshores o(x) ve definida pel programa segiient:

1. R} 3. Ry
2. Ro = Ry + R

A continuacié veurem com els processos de composicid, recursié primitiva i minimalit-
zacié no acotada de funcions sén preservats per programes de registres.

Composicio: Anem primerament a veure un cas particular de composicié de funcions
per, posteriorment, extendre-ho al cas general. Siguin g; i go dues funcions R-computables
de 3 arguments i sigui f una funcié R-computable de 2 arguments. L’objectiu és provar
que la funcié h de 3 arguments tal que per a tot (z1, 72, 73) € (X*)3,

h(z1,z2,23) = f(g1(z1, 22, 23), g2(21, T2, T3))

és una funcié R-computable.

Per fer-ho, considerem els registres Ri, Ry, R3, R4, Ry, Rp,, Ry, Rg,, Ry d'una
maquina de registres. Siguin x1,x2, r3 € X* les paraules d’entrada. Aplicant la hipotesis
inductiva tenim G1, G2 i F' programes que computen les funcions g1, go i f, respectiva-
ment. En un inici, per a j = 1,2, 3, la paraula z; és troba en el regisre ;. Considerem
el programa segiient el qual computa la funcié h:
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G1 10. RP2 = RQ
Ry= R, 11. F
Gy 12. R3 = Ry
Ry=R,, 13. R
Ry = R, 14. R}
Ry = Rq2 15. qu =R
R3 = Rq3 16. qu = Ry

N Otk W

D’aquesta manera veiem com la funcié h és R-computable.

Després d’haver vist aquest cas particular, anem a veure I'extencié d’aquest resultat a
la composicié de funcions de forma més generica. Siguin I > 01 k > 0, g una funcié R-
computable de 1 arguments i hq, ..., by funcions R-computables de k arguments. La nostra
meta és demostrar que la funcié f de k arguments tal que per a tot (x1,...,z3) € (X*)*,

f(x:l) "'7xk) = g(hl(x17 A xk)’ R hl(x17 e wk))

és una funcié R-computable.

De forma analoga a com hem procedit en el cas particular, considerem els registres
Ry, ..., Ry, Ri1, Ry, ..., Rp,y Ry, ..., Ry, d'una maquina de registres, diferents dos a dos
(en cas de que | > k, aleshores també tindrem en consideraci6 els registres Rgio, ..., Rj+1)-
Siguin x1, ...,z € X* les paraules d’entrada. Aplicant la hipotesis inductiva, existeixen
programes H1, ..., H; que computen les funcions hq, ..., h;, respectivament i novament apli-
cant la hipotesis inductiva es té G el programa que computa la funcié g. En un inici
tindrem que per a j = 1,...,k, la paraula z; es troba en el registre R;. Aleshores el
programa segiient computa la funcio f:

1. Hq 3l+k. R,, = R;

2. Rpy1 = Ry, 3l+k+1. G

3l+k+2. Ry = Ry
21-1. H; 3l+k+3. R}

2l. Ry = Rpl

21+1. Ry = Ry, 3142k +2. Ry

31+2k+3. Ry = Ry
24+k. R, = Ry, .
21+k+1. R, = Ry 34+3k+2. Ry, = Ry,

D’aquesta forma demostrem com la funcié f és R-computable i que, per tant, el procés
de composicié també ho és.

Recursio primitiva: Previament a la demostracié del cas general, i de manera illus-
trativa, demostrarem un cas particular de com una funcié generada a partir de recursié
primitiva és R-computable. Sigui f una funcié R-computable de 1 argument i sigui g una
funcié R-computable de 3 arguments. L’objectiu és provar que la funcié h de 2 arguments
tal que per a tot (z1,z2) € (X*)?,

h(z1,0) = f(z1)

h(z1, 22 + 1) = g(x1, 22, h(21, 72))

és una funcié R-computable.
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Perque aquest fet sigui possible, considerem els registres Ri, Ro, R3, R4, R, d'una
maquina de registres. Siguin x1,x2 € X* les paraules d’entrada. Per la hipotesis in-
ductiva existeixen programes F' i G que computen les funcions f i g, respectivament. En
I'inici del comput, per a j = 1,2, la paraula x; es troba en el registre R;. Aleshores, el
programa segiient computa la funcié h:

1. Ry 7. G

2. Ry = R, 8. Ry

3. F 9. R

4. Ro = R3 10. R4 = R3
5. If R, =0 Then 12 Else 6 11. Go To 5
6. R, 12. Stop

A continuacié, veurem 'extencié d’aquest cas particular al cas general. Sigui k > 0.
Sigui g una funcié R-computable de k arguments i sigui h una funcié R-computable de
k+2 arguments. La nostra voluntat és demostrar que la funcié f de k+1 arguments tal
que per a tot (z1,...,xx) € (B*)F iz € ¥*,

f(z1, ..., 2k, 0) = g(z1, ..., 2k)
flx1,.xp,x+ 1) = h(z1, ..., 2k, x, f(21, ony Ty )

és una funcié R-computable.

Analogament al procediment realitzat en el cas particular, considerem els registres
Ry, ...,Ry, Rii1, Riy2, Riy3, Ry, d'una maquina de registres. Per la hipotesis inducti-
va tenim G i H programes que computen a les funcions g i h, respectivament. Siguin
Z1, ..., Tk, ¢ € X les paraules d’entrada. En un inici, per a j = 1,...,k, la paraula x; es
troba en el registre R;, la paraula = es troba en el registre Rjy;. Aleshores, el programa
que es troba a continuacié computa la funcié f:

1. R}, 7. H

2. Rii1 = R, 8. R,

3. G 9. Ri,,

4. Rk+1 = Rk+2 10. Rk+3 = Rk+2
5. If R, =0 Then 12 Else 6 11. Go To 5

6. R 12. Stop

D’aquesta forma podem concloure que f és una funcié R-computable i que, per tant, el
procés de recursié primitiva tamé ho és.

Minimalitzacié no acotada: Anem primerament, com en els casos anteriors, a demos-
trar un cas particular de minimalitzacié no acotada d’una funcié. Sigui f una funcid
R-computable de 2 arguments. L’objectiu és demostrar que la funcié g de 1 argument tal
que si 1 € ¥*, aleshores

(1) = m on m es el primer nombre tal que f(x;,m) = 0; si un tal m existeix
FE= 0 altrament

és una funcié R-computable.

Per demostrar-ho, considerem els registres Rq, Ro, R3, I?, d’'una maquina de registres.
Sigui x1 € X* la paraula d’entrada. Aplicant la hipotesis inductiva tenim F' un programa
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que computa la funcié f. En un inici, la paraula x; es troba en el registre R;. El programa
segiient computa la funcié g:

1. R} 6. R
2. R3 =R, 7. R;
3. R 8. GoTo 5
4. F 9. R, = R3

5. If R3 = 0O Then 10 Else 6 10. Stop

D’aquesta manera acabem concloent que g és R-computable.

Anem doncs ara a demostrar el cas general d’aquest fet. Sigui & > 0 i sigui f una
funcié R-computable de k+1. Vegem que la funcié h de k arguments i que s’obté a partir
de f per minimalitzaci6é no acotada és R-computable. Per fer-ho, considerem els registres
Ry, ..., Riq1, Riy2, Ry d’'una maquina de registres. Siguin z1,...,x; € X* les paraules
d’entrada. Per hipotesis inductiva existeix un programa F' que computa la funcié f. En
un inici tindrem que per a cada 1 < j < k, la paraula z; es troba en el registre R;. El
programa segiient ens mostra aquest resultat:

1. Ry 6. R,

2. Rppo = R, 7. R:H

3. Ry, 8. GoTo 5

4. F 9. Ry, = Rpi2
5. If Rg1o =0 Then 10 Else 6 10. Stop

Amb aquest resultat es conclou que h és una funcié R-computable i, per tant, el procés
de minimalitzacié no acotada també ho és.

Amb aquesta ultima prova acabem la demostracié de que tota funcié p-recursiva és
R-computable. |

Cal observar que la definicié de maquina de registres que hem donat i, per conseqiient,
la definicié de programa, es poden extendre a un alfabet qualsevol ¥ = {a1, ..., a,} mit-
jangant una extencié de les instruccions, donant com a resultat les regles segiient:

1)L R, =R; + aj
on L,i,j € Namb j <n.
Aquesta instruccié s’interpreta com que la maquina afegeix el simbol a; a la paraula del
registre R;.

2) L RZ' = RZ' - aj
on L,i,j € Namb j <n.
Aquesta instruccié s’interpreta com que si la paraula del registre R; acaba amb el simbol
a;, aleshores aquest és borrat. En cas contrari, la paraula es maté intacta.

3) L If R; =0 Then L’ Else Ly o bé ... 0 bé L,
on L,L', Ly,...,L, € N.
Aquesta instruccié s’interpreta com que si el registre R; esta buit, aleshores el programa
va a la instrucci6 etiquetada per L. I si, en cas contrari, la paraula del registre R; acaba
amb el simbol a;, aleshores el programa va a la instruccié etiquetada per Lj, on 0 < j < n.

4) L Go To I
per L, L' € N.
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Aquesta instruccié s’interpreta com que el programa es dirigeix a la instruccié etiquetada
per L.

5) L Stop
per L € N. Aquesta instruccié s’interpreta com que el procés s’atura.

A més, també és possible obtenir una extencié a qualsevol alfabet ¥ = {aq,...,ax}
de la definicié de funcié computable per un programa registres i, per tant, obtenint aixi
també una extencié del teorema anterior.

Finalment demostrarem el teorema segiient.

Teorema 5.6. Tota funcio computable per un programa de registres €s computable per
una maquina de Turing.

Demostracio. Sigui P un programa de registres. Siguin R;,, ..., R;, els registres utilitzats
per P. Aleshores anem a considerar la segiient maquina de Turing de n cintes en la qual
per a tot £ = 1,...,n, la cinta k representa el registre R;, . Per tant, el contingut del
registre R;, és el contingut de la cinta k.

Sigui ¥ = {ay,...,ar} Valfabet del programa de registres. Siguin z1,...,x, € X* els
continguts dels registres on per a tot j = 1,...,n, x; és el contingut del registre R;;. Ales-
hores la maquina de Turing segiient simula el programa P. Sigui M = (K, X, T, 0, qo0, qr)
una maquina de Turing de n cintes. Per a cada linea [ del programa, M té una llista d’es-
tast qp,, ..., qi, per simular la instruccié d’aquesta linea on ’estat inicial ¢y coincideix amb
el primer estat associat a la primera instruccié, és a dir ¢g = ¢1,. D’aquesta forma distin-
girem cinc casos diferents els quals coincideixen amb els cinc tipus diferents d’instruccions
que un programa pot executar.

Si en la linea [ es troba una instruccié del tipus 1, aleshores M procedeix com segueix:
En la cinta i-eésima, la maquina recorre tota la paraula fins al simbol final d’aquesta,
substitueix el primer simbol blanc, *, que es troba a continuacié d’aquest ultim caracter
pel simbol a; i torna a I'inici de la paraula perque el punter apunti a la segona cella de la
cinta. A continuacié es troba una representacié en forma de graf del calcul que realitza
la maquina de Turing en la cinta i-esima quan en el programa es troba una instruccié del
tipus 1.

(CLi,(Ii,R) (aiaai7L)

(*,CLJ’,L) ($,$,R>

Si en la linea [ es troba una instruccié del tipus 2, aleshores M procedeix com segueix:
En la cinta i-esima, la maquina recorre tota la paraula fins a 1'altim simbol d’aquesta, en
cas de que aquest sigui a; el canvia pel caracter blanc *, i en cas de que sigui un simbol
diferent a a;, el deixa intacte. Finalment, recorre la paraula de forma inversa fins a que el
punter de la cinta torni a apuntar a la segona cella d’aquesta. A continuacié es troba una
representacié en forma de graf del calcul que realitza la maquina de Turing en la cinta
i-esima quan en el programa es troba una instruccié del tipus 2.
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(aiaaiaR) (a‘ivaivL)

(*, %, L)

(as,a;, L)

Si en la linea [ es troba una instruccié del tipus 3, aleshores M procedeix com segueix:
La maquina comprova si la cinta i-esima és buida. En cas de ser aixi, aleshores la maquina
va a l'estat gy (el primer estat associat a la linea del programa etiquetada per L’). En
cas contrari, analitza quin és I'iltim sfmbol de la paraula continguda en aquesta cinta,
recorrent-la fins a arribar a aquest caracter (suposem que sigui a;) i, a continuacié M
va a lestat g, , (el primer estat associat a la linea del programa etiquetada per L;). A
continuacié trobem una representacio en forma de graf del calcul que realitza la maquina
de Turing en la cinta i-esima quan en el programa es troba una instruccié del tipus 3.

(ag,ar, R)
(aia ag, R)

Si en la linea [ es troba una instruccié del tipus 4, aleshores M procedeix anant a ’estat
ar, (el primer estat associat a la linea del programa etiquetada per L’). A continuacié
trobem una representacié en forma de graf del calcul que realitza la maquina de Turing
en la cinta i-esima quan en el programa es troba una instruccié del tipus 4.
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(CI,Z’, a;, S),Vl

Si en la linea [ es troba la instruccié del tipus 5, aleshores M procedeix anant a ’estat
qr (estat acceptador) que és I'tinic estat associat a la instruccié d’aquest tipus.

D’aquesta manera ha quedat demostrat que tots els procediments associats a un pro-
grama de registres sén computables per una maquina de Turing multicinta i que, per tant,
sén també computables per una maquina de Turing determinista. |

Observem que amb aquest iltim teorema acabem amb el raonament que avala la

veracitat de la tesis de Church-Turing, ja que aquest evidencia l’equivaléncia entre els
quatre conceptes que sén acceptats com a definicions de la nocié intuitiva d’algorisme.
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6 Conclusions

Aquesta memoria mostra els arguments principals per avalar la certesa de la tesis de
Church-Turing, la qual és de gran utilitat en teoria de la computacié ja que permet un
us formal de la nocié d’algorisme i per tant, ens proporciona el fet de poder-li donar un
tracte matematic. Les formulacions matematiques del concepte d’algorisme que em vist
en aquesta memoria sén els que es plantegen amb més freqiiencia, pero existeixen altres
nocions formals associades a la nocié d’algorisme que no han estat donades en aquest
treball i que també sén equivalents al model de maquina de Turing.

Tot i aix0, al ser la tesis de Church-Turing un enunciat el qual no és possible demostrar,
qualsevol raonament que es doni avalant-ne la seva certesa mai sera suficient, ja que
cap la possibilitat de que en un futur es trobi un algoritme que no pugui ser descrit
mitjangant una maquina de Turing, demostrant aixi la invalidesa de la tesis. També hi
hauria la possibilitat de que es trobés una definicié formal de la nocié d’algorisme que
no fos equivalent a la nocié de maquina de Turing, fet que també invalidaria la tesis.
Tot i aixo0, cal dir que aquestes sén unes possibilitats remotes i que dins de la comunitat
matematica no es considera que aquests esdeveniments puguin succeir.
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