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Abstract

Local Rings are rings with a single maximal ideal. This report consists on the study
of this type of rings and, following a parallel structure to the one used in the study of
Multivariate Polynomial Rings, we arrive at the construction of standard bases.

In order to define standard bases, we will have to study previous theorems and algo-
rithms. Among the most important ones, we can find Mora’s algorithm. This algorithm
will allow us to divide polynomials in Local Rings.

Finally, we will apply the standard bases using a program called Singular.

Resum

Els Anells Locals sén anells amb un dnic ideal maximal. Aquesta memoria consisteix en
Iestudi d’aquest tipus d’anells i, seguint una estructura paral-lela a ’estudi dels Anells
de Polinomis en Diverses Variables, arribem a la construccié de les bases estandards.

Per poder definir les bases estandards haurem d’estudiar teoremes i algorismes previs.
Entre els més importants es troba l’algorisme de Mora. Aquest algorisme ens permetra
dividir polinomis en Anells Locals.

Finalment, aplicarem les bases estandards per fer calculs mitjancant el programa
Singular.
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1 Introduccio

El projecte

En aquell treball, estudiarem els Anells Locals, els elements necessaris per la construccid
de les bases estandards i les diferents aplicacions d’aquestes. L’ estudi d’aquests diferents
elements s’ha realitzat seguint com a guia el Capitol 4: Computation in Local Rings del
llibre Using Algebraic Geometry de David A. Cox, John Little i Donal O’Shea.

Els coneixements previs per realitzar aquest treball han estat els estudiats a 1’assig-
natura d’Anells de Polinomis en Diverses Variables. Aquesta assignatura ha estat clau
pels conceptes apressos, definicions i teoremes que aplicarem en I'estudi dels Anells Locals
ja que, com veurem, la construccié de les bases estandards en Anells Locals segueix una
metodologia analoga a la construccié de la base de Grobner en Anells de Polinomis.

Es en aquesta assignatura on l’alumne pot aprendre teoremes com el Nullstellensatz
de Hilbert, algorismes com l’algorisme de divisié o el criteri de Buchberger, elements amb
una gran importancia en la construccié de les bases de Grober i, analogament, en les bases
estandards. També s’estudien algorismes per poder computar les diferents definicions i
teoremes del curs amb Mathematica.

Amb aquesta base previa, podrem comencar a introduir-nos en els Anells Locals. L’ob-
jectiu primer sera entendre que és un Anell Local i definirem els diferents tipus d’Anells
Locals depenent de quin és el cos en el que estem treballant.

Estudiarem també el concepte de multiplicitat en aquest nou tipus d’anell, com calcular-
les i les aplicacions d’aquestes. Una de les aplicacions més interessants que estudiarem
seran els nombres de Milnor i Tjurina.

A continuacid, comengarem amb l'estudi dels elements previs per la construccié de
les bases estandards. Es aqui on introduirem el concepte d’ordre local, un tipus d’ordre
antigraduat. En I'assignatura d’Anells de Polinomis en Diverses Variables, vam estudi-
ar també diferents ordres com l'ordre lexicografic, lex, que s’utilitzaran en la definici6
d’alguns ordres locals.

Sera important entendre els ordres locals ja que, com vam veure a l’assignatura an-
terior, s’utilitzen per la divisié entre diferents elements de I'anell que estudiem. Per fer
la divisié, vam veure que s’ha d’emprar algorisme de divisié conegut en el cas d’Anells
de Polinomis. Veurem que 'analeg d’aquest algorisme en Anells Locals és ’algorisme de
Mora.

Aquest algorisme sera el més important de tot el treball. Sense ell no podriem arribar
a l'objectiu final, ja que per construir bases estandards és necessari tenir un bon algorisme
de divisié adequat al tipus d’anell en el que estem treballant.

Veurem que entre aquests dos algorismes hi ha similituds pero també diferéncies, aques-
tes ultimes degudes a les definicions d’ordres locals.

Un cop estudiat Mora, i després de donar una definicié formal d’una base estandard,
ja podrem definir conceptes estudiats en Anells de Polinomis pero ara en Anells Locals.
Definirem que és un S—polinomi, I’analeg al Criteri de Buchbeger, I’analeg a 1’algorisme
de Buchberger, conceptes necessaris per després construir les bases estandards.

Quan estudiavem la construccié de bases de Grobner, vam aprendre diferents metodes
i funcions de Mathematica per obtenir resultats mitjancant aquest programa. Si bé és



cert que Mathematica també seria 1til per poder operar en Anells Locals, Singular
ofereix llibreries i paquets més especialitzats en els anells que estudiarem. Es per aixo
que mostrarem com calcular les bases estandards utilitzant aquest programa.

Per dltim, tractarem les diferents aplicacions de les bases estandards. Entre aquestes
aplicacions podrem veure si diferents polinomis pertanyen a un ideal radical o si pertanyen
a l’ideal generat per altres polinomis. Per trobar aquests resultats també utilitzarem
Singular i és que aquest programa sera clau en 'execucié d’alguns exemples i en fer més
entenedors conceptes ja estudiats anteriorment, com els nombres de Milnor i Tjurina.

Ja per ultim, i amb tot el bagatge anterior, tractarem de manera breu operacions entre
ideals, en particular, la interseccié.

Amb aixo, haurem estudiat els Anells Locals i els seus calculs més basics.



Estructura de la Memoria

Aquesta memoria consta de 6 capitols, sense tenir en compte la introduccio i les conclu-
sions.

Com ja hem dit a la introduccid, per estudiar els Anells Locals calen uns coneixements
previs, els quals es van estudiar a I'assignatura d’Anells de Polinomis en Diverses Varia-
bles. El segon capitol de la memoria, Definicions i teoremes previs, recull des de definicions
basiques, com la definicié d’un anell i un ideal, fins teoremes de major importancia com
el Teorema de Hilbert. Aquest capitol és necessari per completar definicions, teoremes i
demostracions que es veuran més endavant.

El tercer capitol, Anells locals, és el punt de partenca. Es defineix que sén els Anells
Locals i s’estudia com afecta l’existeéncia i unicitat d’un ideal maximal a un anell R.
S’estudien anells definits a R o C.

A continuacid, tractarem com calcular les multiplicitats dels punts de V(I), I un ideal
de dimensi6 zero. Es al quart capitol, Multiplicitats ¢ nombres de Milnor, on es pot trobar
tota aquesta informacié. Es veura que la multiplicitat és una eina per coneixer propietats
d’un ideal, per exemple, si I'ideal I de dimensio zero és un ideal radical. Per acabar aquest
capitol, trobem la definicié dels nombres de Milnor i Tjurina. Al capitol Aplicacid de les
bases estandards calculem aquests nombres mitjancant el programa Singular.

Un dels elements que ens permetra estudiar un algorisme de divisi6 en el cas dels Anells
Locals sén els ordres locals. El capitol Ordres de termes i divisié introdueix els ordres i
acaba amb 1’algorisme de Mora, ’algorisme més important de tota la memoria.

Utilitzant coneixements previs, definim els ordres en Anells Locals, aixi com elements
que ja hem vist: el multigrau (multideg), coeficient lider (LC), monomi lider (LM) i terme
lider (LT).

L’objectiu final d’aquest capitol, com ja hem dit, és I'estudi de ’algorisme de Mora,
I’analeg a l'algorisme de divisié6 en Anells de Polinomis. Podrem trobar el pseudocodi
i un exemple de la seva aplicacié que facilita poder entendre 'algorisme. L’algorisme
s’estudia primer en el cas de polinomis homogenis i s’explica com aplicar-ho a polinomis
no homogenis.

Ja estudiat l'algorisme de Mora, podem definir que és una base estandard i com
calcular-les al capitol Bases estandards. Com vam veure a l’assignatura d’Anells de Poli-
nomis en Diverses Variables, les bases estandards depenen de termes liders. Anomenem
el Criteri de Buchberger i I’Algorisme de Buchberger adaptats als Anells Locals. Intro-
duim el concepte de monomi estandard i donat R anell local, I C R un ideal, trobem un
algorisme per escriure f € R com la suma de g + r, on r és una combinaci6 de monomis
estandards i g € I.

Per ultim, a Aplicacio de les bases estandards, es poden trobar les diferents utilitats
de les bases estandards. Entre elles, el calcul dels nombres de Milnor i Tjurina, ja definits
anteriorment, saber si un polinomi pertany a un ideal radical i definir els cons tangents.
Una de les eines més importants per 'estudi d’aquestes aplicacions és 1'us de Singular,
un programa similar a Mathematica pero amb llibreries especialitzades en Anells Locals.
En aquest capitol podem trobar el codi per trobar bases estandards i nombres de Milnor,
entre altres.



2 Definicions i teoremes previs

Abans de comencar a estudiar els anells locals, cal considerar unes definicions i teoremes
previs que seran necessaris posteriorment. Les demostracions que es veuran a continuacié
son necessaries durant la resta de la memoria.

Definicié 2.1. Un anell és un conjunt R amb

1. una operacid binaria interna, la suma (+) tal que (R,+) és un grup abelia;
2. una operacid binaria interna, el producte (-), que compleix
(a) la propietat associativa:
(@a-b)-c=a-(b-c),Va,b,ceR,
(b) la propietat distributiva respecte la suma:

a-(b+c)=a-b+a-c,(b+c)-a=b-a+c-a,Va,b,c € R.

Un anell R és commutatiu si x -y =1y - x per tot x,y € R.

Si existeix un element neutre pel producte de l'anell R, és a dir, un element u € R tal
que u-a=a-u=a per tot a € R, llavors diem que R és un anell unitari.

Definicié 2.2. Donat un anell R, un ideal de R és un subconjunt I de R tal que

1. (I,+) és subgrup de (R,+);
2. a-x €1, per a tot parell d’elements a € R,x € I.

Definicié 2.3. Un ideal mazimal d’un anell R és un ideal I, I # R, tal que no hi ha
altres ideals M on I C M & R. Es a dir, sigut M tideal de R tal que I C M, llavors
I=M oM=R.

Definici6 2.4. Un ideal I serd propi si i només si no és trivial 1 1 & 1.

Definicié 2.5. Sigui V C k™ una varietat afi. Definim
I(V)={f €klz1,...,zn) : fla1,...,a,) =0 per a tot (a1,...,a,) € V}.

Lema 2.6. Si V C k™ és una varietat afi, llavors (V) C kl[z1,...,xz,] és un ideal.
Anomenarem a I(V') lideal de V.

Teorema 2.7 (Nullstellensatz feble). Sigui k un cos algebraicament tancat i sigui I C
Elxi,...,xn) un ideal que satisfa V(I) = (. Llavors I = k[z1,...,zy)].

Teorema 2.8 (Nullstellensatz). Sigui k un cos algebraicament tancat. Si f, f1,...,fs €
klx1,...,zn] son tal que f € I(V(f1,...,[s)), lavors ezisteix un enter m > 1 tal que
frelfi o fs)

1 a la inversa.

Definicié 2.9. Un ordre monomial > a klz1,...,zy,] és qualsevol relacié > a ZZ, o
equivalentment, tota relacié en el conjunt dels monomis x®, o € Z% ), que satisfa:
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i) > és un ordre total a Z%,.
i) Sia>BiN€Zl), a+A>[+ A

iit) > és un bon ordre a Z%. Aizo wol dir que tot subconjunt no buit de ZL, t€ un
element més petit sota >.

Definicié 2.10. Sigui f =) aqxz® un polinomi diferent de 0 a k[z1,...,xy,] i sigui >
un ordre monomial. Definim:

i) El multigrau de f és multideg (f) = maz (o € Z% : aq # 0).

i) El coeficient lider de f és LC(f) = @muitideg(s) € -
ii) El monomi lider de f és LM(f) = x™deslf) amb coeficient 1.

iv) El terme lider de f és LT(f) = LC(f) - LM(f).

Per qualsevol ordre monomial, tenim
dimy, k[x1,...,x,]/1 = dimgk[xy, ..., x,] /(LT (1)),
on aquesta segona part és el nombre de monomis z% tal que x® ¢ (LT'(I)).

Definicié 2.11 (Ordre lexicografic). Sigui « = (au,...,an) @ 8 = (f1,...,0n) € Z%.
Diem que o >ey B i, al vector diferéncia a—p € Z'™, el primer valor del vector comengant
per lesquerra diferent de zero és positiu. Escrivim x® >, 2P si a0 >pep 5.

Lema 2.12. Sigui A subconjunt de Z%, i I = (z*: o € A) un ideal monomial. Llavors

2P pertany a I si i solament si 2P és divisible per algun x® amb o € A.

Proposicié 2.13. Sigui > un ordre monomial i I C k[xi,...,z,] un ideal. Llavors,
(LT(I)) és un ideal monomial i existeizen gi, ..., g+ € I tal que (LT(I)) = (LT (g1),...,LT(g¢))-

Teorema 2.14 (Teorema de Finitud). Sigui k C C un cos, sigui I C klxi,...,z,] un
tdeal. Llavors, son equivalents:

a) A=kl[xy,...,x,)/1 té dimensid finita sobre k.

b) V(I) C C"™ és un conjunt finit.

Teorema 2.15 (Teorema de Hilbert en ordres monomials). Tot ideal I C klz1,...,x,] té
un conjunt finit de generadors. Aizo vol dir que I = (g1,...,qt) per alguns g1,...,g9; € I.

Demostracié. Si I = {0}, agafem com a conjunt generador el {0}, que és finit. Si I conté
cap polinomi diferent de zero, llavors podem construir el conjunt de generadors g1, ..., g:
de I de la seglient manera. Sabem que existeixen gi,...,g: € I tal que (LT([)) =
(LT(g1),...,LT(g)) utilitzant la Proposicié 2.13. Volem veure que I = (g1, ..., ).

Es evident que {(g1,...,9t) C I ja que cada g; € I. Per veure que (g1,...,g;) D
I, prenem f € I qualsevol polinomi. Aplicant 'algorisme de divisié, dividim f entre

(915 9t)5
f=a1g1+ - ag +r



on r no és divisible per cap LT(g1),...,LT(g¢). L’objectiu és veure que r = 0.

Prenem r = f —ajg1 — -+ —arge € I. Sir # 0, llavors LT(r) € (LT(I)) =
(LT(g1),...,LT(gt)). Per tant, LT(r) ha de ser divisible per algun LT(g;) utilitzant
el Lema 2.12, fet contradictori amb la definicié de residu. Acabem de veure que f =

argr + -+ agr € (91,--.,4¢) 1, per tant, I C (g1,...,g:), com voliem. O
Teorema 2.16 (La condici6é de la cadena ascendent). Sigui I; C Is C Iy C ... una
cadena d’ideals ascendent a k[z1,...,x,|. Llavors, ezisteiz un N <1 tal que

Iy =Iny1 =INy2="--.

Teorema 2.17. Sigui I = (f1,..., fs) # {0} un ideal polinomial i > un ordre monomial.
Podem construir una base de Grébner de I amb un nombre finit de passos utilitzant el
segtient algorisme:

Input : F = (£f_1, ... , f_s)
Output : una base de Grébner G = (g_1, ... , g_t) de I, amb F inclds a G.
G:=F
Repetim
¢ =G

Per cada parella {p, q}, p diferent a q en G’ fem
S := residu de la divisié de S(p, q) entre G’
Si S diferent de 0, llavors G := G unié {S}
Fins que G = G’

[ R |

Recordem que S(p,q) és el S—polinomi, és a dir, S(p,q) = ngf?p) -p— L’%‘?q) - q on
2* = LOM(LM(p), LM(q)).

Demostracié. Sigui G = {q1,...,g:}, llavors

(G) = (g1, 91), (LT(G)) = (LT(q1),...,LT(gr))-

Primer, cal veure que G C I en cada estat de I'algorisme. En el primer pas aixo és cert

G
i, després, els elements que afegim a G sén els residus S(p,q) per p,q € G. Per tant,
si G C I, llavors p,q,S(p,q) € I i, al dividir per G’ C I, obtenim G U {S} C I. Com G
conté la base F' de I, aleshores G és una base de I.

- Y

L’algorisme acaba quan G = G, és a dir, quan S(p,q) = 0 per tota p,q € G. Aix{
és com veiem que G és una base de Grobner de 1.

Per 1ltim, cal veure que 'algorisme acaba. Observant el que passa en cada loop, veiem
que G = G' U{S}, on {S} sén els residus diferents de 0. Com G’ C G, (LT(G")) C
(LT(G)). A més a més, si G’ # G, (LT(G)) és més petit que (LT(G)). Anem a veure
aixo.

Suposem 7 residu diferent de zero del S-polinomi i 'afegim a G. Com r és un residu

de la divisié entre G, LT(r) no és divisible per cap terme lider de G’, per tant, LT(r) ¢
(LT(G")). Aleshores, LT(r) € (LT(G)).

Com (LT(G")) C (LT(Q)), els ideals (LT(G")) formen una cadena d’ideals ascendents

a k[xy,...,z,]. Per la condicié de la cadena ascendent (Teorema 2.16), després d’'un
nombre finit d’iteracions, la cadena s’estabilitzara, és a dir, (LT(G’)) = (LT(G)). Aixd
implica que G = G’. Hem vist que I’algorisme acaba. O



3 Anells Locals

En tot aquest text, R és un anell commutatiu unitari, 1 € R.

Definicié 3.1. Definim com k [x1,. .. ’x"]@h.-qxn) la col-leccio de totes les funcions raci-
onals f/g de x1,...,x, amb g(p) # 0, onp=(0,...,0).

Proposicié 3.2. Sigui R = k[x1,...,%n)(,,. 2, Llavors
a. R és un subanell del cos de les funcions racionals k(z1, ..., x,) que conté klxi,...,xy).
b. Sigui M = (x1,...,z,) C R lideal generat per x1,...,x, a R. Llavors cada element

a R\M és una unitat a R, per tant, té inversa multiplicativa a R.

c. M és un ideal maximal a R 1 R no té altres ideals maximals.
Demostracio. Sigui p = (0,...,0).

a. Tenim que R és tancat per la suma i el producte a k(z1,...,x,). Per tant, si fi/g; i
f2/g2 sén dos funcions racionals amb g1 (p), g2(p) # 0, es té

fi/gr+ fo/92 = (f1- g2+ fa- g1)/(91 - g2).

Com g¢1(p), g2(p) # 0, el producte ¢1(p) - g2(p) # 0. Acabem de veure que la suma és
un element de R.

De forma analoga, estudiem el producte:
(f1/91) - (f2/92) = (f1f2)/(9192)-

Com abans, g1g2 # 0 i aixi, el producte també pertany a R.
Per tltim, com f = f/1 € R per tot f € k[xy,...,2,], Panell de polinomis esta

contingut a R.

b. Els elements de M = (x1,...,x,) sén les funcions racionals f/g € R tal que f(p) = 0.
Aixo és aixi ja que si f(p) # 0, f seria de la forma f = ¢y +x1f1 + -+ + zpfn amb

co#0,c0 €kixifi+ -+ xnfn € k[z1,...,2,]. Al calcular el quocient, obtindriem
5 = %0 +azl% +:1c2%2 4 —i—xnf?” ¢ M ja que %0 ¢ M. Veiem, doncs, que és necessari
que f(p) = 0.

Per tant, si f/g ¢ M, implicara que f(p) # 0 i, per la definicié de R, g(p) # 0.
Aleshores, g/ f és la inversa multiplicativa de f/g a R.

c. Suposem que M no és un ideal maximal i arribem a contradiccié. Sigui N # M un ideal
a R tal que M C N C R. Llavors, N conté un element f/g tal que f/g també pertany
al complementari de M. Per I'apartat b., f/g és una unitat a Ril = (f/g)(g/f) € N.
Aixo implica que N = R.
M és I'inic maximal a R ja que, utilitzant 'apartat b. de nou, cada ideal propi I C R
esta contingut a M. Si aixo no fos cert, és a dir, si I ¢ M, existiria g € I\M C R\M.

Per tant, 5 seria una unitat i 7 = R.



De manera analoga, podem demostrar aquesta proposicié amb p = (a1,...,a,) #
0,...,0).

Proposicié 3.3. Siguip = (a1,...,a,) i
R=A{f/g:f.g€klxy,...,xn],9(p) # 0},
a. R és un subanell del cos de les funcions racionals k(z1,...,2y,).

b. Sigui M l’ideal generat per x1 — aq,..., Ty — a, a R. Aleshores, tot element R\M és
una unitat a R (t€ una inversa multiplicativa a R).

c. M és un ideal mazximal a R i aquest dltim no té altres ideals mazximals.

Demostracié. Per comencar amb aquesta demostracié, escriurem R com

R = k[l‘la cee 7$n](z1—a1,...,xn—an>a
on (r1 —ai,...,xn, —ap) és Uideal I({p}) a k[x1,...,x,)].
Recordem que p = (a1, ..., ay).
a. R és tancat per la suma i el producte a k(x1,...,x,). Com abans, si f1/g1 1 f2/g2 sén

dos funcions racionals amb g1(p), g2(p) # 0, es té
fi/g1 + f2/92 = (fi92 + f291)/(9192)-

Com g1(p), g2(p) # 0, el producte tampoc és 0. Ja hem vist que la suma és un element
de R. De forma analoga a la proposicié anterior, es pot veure que el producte també
és un element de R.

b. Els element de M = (x1 — a1, ...,x, — a,) s6n les funcions racionals f/g € R tal que

flp) =0. Si f/g & M, f(p) # 01 g(p) # 0 per definicié. Per tant, g/f és la inversa
multiplicativa de f/g a R.

c. La demostracié és igual que en la proposicié anterior.

Definicié 3.4. Un anell local és un anell que té exactament un ideal mazimal.

Proposicié 3.5. Un anell R amb un ideal propi M C R és un anell local si tot element
de R\M és una unitat a R.

Demostracié. Si tot element de R\ M és una unitat a R, I'inic ideal maximal és M. Per
demostrar-ho, suposarem el contrari i arribarem a contradiccié. Sigui I un ideal maximal
diferent de M i g € I\M C R\M. Cada element de R\M és una unitat ja que M
maximal, per tant, [ = R.

Si veiem que M realment és maximal, la demostracié acaba per la definicié d’anell
local.

Suposem N ideal tal que M C N C R. El que volem trobar és N = Ro N =M. M
és ideal propi, per tant, 1 ¢ M. Com que tot element R\M és una unitat i 1 ¢ M, els
elements de N\ M sén unitats. Sigui n € N\M. Com n és una unitat, existeix n tal que
n-n=1¢& N i, per tant, N = R.

Hem vist que M és maximal. Aleshores, R és un anell local. U



Definicié 3.6. Sigui k = C o k = R, podem considerar el conjunt de series convergents
al voltant de l’origen amb n variables

E{xy,...,xn} =1 Z cax® i cq € k i la série convergeix al voltant de 0 € k™}

a€ZL
Definicié 3.7. Per qualsevol cos k, definim el conjunt k[[z1,...,xy,]] com
Ellor, . .zn]] = { ) car® 1 cq € K},
Q€ZL
Proposicié 3.8. k[[z1,...,z,]] és un anell local. Sik =R ok = C llavors k{x1,...,z,}
és també un anell local.
Demostracié. Per veure que k[[z1,...,x,]] és un anell local considerarem l'ideal M =

(x1,...,2n) C k[[z1,...,zy]] generat per x1,...,2z,. Si f &€ M, llavors f = ¢y + g amb
co#0, co € kige M. Utilitzant la série geometrica

—1—t+2 4+ (=D 4
111 T+ (=D)M +

podem escriure

1 1 1

= (1/co)(1 — g/co+ (g/co)® +-++).

f w+g coll+g/a)

Primer, cal veure que la serie geometrica esta ben definida, és a dir, %—H € k,k un
cos, si t € k. Aixo és cert perque %th es pot escriure com a combinacié d’elements que

pertanyen al cos k.

Escrivim —— com
co+g

111
co+g col+g/e

amb g € M icy #0.

Com que Z € M amb ¢y # 0, llavors H% € M i Coig € M C klx1,...,x,]].

f = co+g € M és unitat i té inversa multiplicativa?a kl[x1,...,zn]], utilitzant la Proposicié
3.5, k[[x1,...,zy]] és un anell local, ja que tot element de R\M és unitat i k[[z1, ..., ]|
és un anell amb un ideal maximal M. Recordem que tot ideal maximal és ideal propi per
definicié.

1

co+g
déna una serie convergent. Sera suficient amb demostrar que si h = % € (x1,...,xy) C

Ara, per veure que k{z1,...,2,} és un anell local, cal demostrar que l'expansi6

k{z1,...,x,} és convergent en un entorn al voltant de l'origen, llavors ’expansié ﬁ
també és convergent en un entorn (més petit generalment) al voltant de 1'origen.

Podem escriure h = Zaezg cox®. Com h € (z1,...,2y),c0 = 0. Partim de que

>0

h convergeix al voltant del 0, per tant, Jr, 0 < r < 1 tal que ||(z1,...,2,)|] < r i
|h(z1,. .., 2zn)| <r <1

Aleshores, ﬁ convergeix ja que |h| < r < 11 sabem que %H =1—t+2—-t3+...
és convergent si t satisfa |t| < 1.

O



4 Multiplicitats i nombres de Milnor

L’objectiu d’aquesta seccid és veure com els anells locals es poden utilitzar per assignar
multiplicitats locals dels punts de V(I) per un ideal I de dimensi6 zero. També definirem
els nombres de Milnor i Tjurina d’un punt singular d’una hipersuperficie.

Alllarg d’aquesta seccid, utilitzarem la segiient notacié: sigui [ unideal de k[x1, . .., z,],
denotarem I'ideal generat per I al major anell k[z1, ..., Tn](z,, . 2,y COMIK[T1, o Tn)iay  20)-
Definicié 4.1. Sigui k un cos i fi,..., fs polinomis a k[x1,...,x,]. Llavors definim

V(fi,.... fs) ={(a1,...,an) € k" : fi(a1,...,a,) =0 per a tot 1 <i < s}.
Anomenem V (fi1,..., fs) la varietat afi definida per fi,..., fs.

Definicié 4.2. Sigui I un ideal de k[z1,...,z,]. Direm que I és un ideal de dimensio
zero si V(I) C k™ és finita, on k™ és la clausura algebraica tancada de k.

Definicié 4.3. Sigui I un ideal de dimensio zero a k[z1,...,Tnl(z, 2., V() € un
conjunt de punts finits a k™ i assumim que (0,...,0) és un d’aquests punts. Aleshores, la
multiplicitat de (0, ...,0) com un punt de V(I) és

dimg k[x1, .. 2oz, /TR - Tl

De forma més general, sigui p = (a1,...,an) € V(I), la multiplicitat de p, m(p), és
la dimensio de ’anell obtingut localitzant k[z1,...,x,] a lideal mazimal M = I({p}) =
(x1 —ai,..., oy — ay) corresponent a p, i prenent el quocient

dimk k[xl, PN ,xn]M/Ik‘[iL'l, ey xn]M
Proposicié 4.4. El quocient k[z1,...,xn|p/Tk[T1, ..., 20| és també un anell local.
Demostracid. Primer, definim Bl onla /IR - ol = Blens o ol . Cal
[a] — a

veure que esta ben definida, és a dir, si [a] = [b], lavors @ = b. Si [a] = [bl,a — b €
Ik[z1,..., 2|0 AixO implica que a —b =01 a = b, com voliem.

Com k[z1,...,zy]p és un anell local, suposem a ¢ M. Com a no pertany al maximal,
a és unitat i existeix b tal que a-b = 1. Per tot element de k[z1,...,z,]n, podem definir

la seva classe lateral. En aquest cas, si a-b =1, llavors [a] - [b] = [1]. Per tant, [a] també
és una unitat i [a] tampoc pertany a M.

Utilitzant la Proposicié 3.5, hem vist que a k[x1,...,zy]a/Tk[x1, ..., 2p]0 és també
un anell local. O

Definicié 4.5. Sigui {p1,...,pm} un subconjunt finit de k™, M; = I({p;}) l'ideal mazimal
de k[x1,...,xy,] que correspon a p;, escrivim

k[xh i -,-Tm]Mi = {f/g : g(pi) + 0} =0;
per simplificar notacio.

Lema 4.6. Sigui S = {pi1,...,pm} un subconjunt finit de C™. FExisteizen polinomis
gi € Clzy,...,xy),i =1,...,m, tal que

gi(pj):{ (1) sz: iF#J

st 1=]
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Demostracio. Sigui p; # p;. Existeix una k € {1,...,n} tal que piy # pjr. Si @55 =
%,@ik(m) = 1,®;(px) = 0. Per tant, escrivim g = @i ®Pip... ®y11) ... Pip, |
9i(pi) = 1,9i(pj) = 0 ,Vk # i. Ol
Lema 4.7. Sigui I un ideal de dimensid zero a k[z1,...,x,] (k algebraicament tancat) i
sigui M; = 1({pi}) a klz1,..., x4

a. Eristeiz un enter d > 1 tal que (N, M;)? C 1.

b. Hi ha polinomis e; € klx1,...,xyn],0 = 1,...,m, tal que Y ;"1 e; = 1 mod I,eje; =
0 mod I sii#j,iel=e; mod I. A més a més, e; € I10; sii #j ie; — 1€ I0;Vi

c. Sigé€klxy,...,z,)\M;, existeix h € k[z1,...,zy,] tal que hg = e; mod I.

Demostracid. Utilitzarem la notacié f = g mod I per f —g € I.

Sigui N*yM; = (f1,..., f1). Aplicant Nullstellensatz, el Teorema 2.8, si f; €
M, M;, existeix una d; tal que fidi el

Volem trobar la d necessaria per a que donat f € (N*,M;), féel

Sigui f € (N2 M), f = ZZ 0Gifi i f1= (Zé:o gif:)®. Si desenvolupem mitjancant
el binomi de Newton obtenim
:Zc'flalm L

on C és la resta d’elements obtinguts mitjancant la férmula del binomi. A partir d’aquest
desenvolupament, veiem que perque f¢ € I, és necessari que cada element del sumatori
també pertanyi a I. Com hem vist anteriorment, per cada f; existeix un d; tal que fidi el
D’aquesta forma, si determinem d > dy + - - - + dj, ja tindrem el resultat desitjat i haurem
vist que (N7, M;)4 C 1.

El Lema 4.6 implica 'existencia dels polinomis g; € k[z1,. .., z,] tal que g;(p;) =0
sii#j,1¢i(pi) =1 per cada i. Sigui
e =1-— (1_g;l)d7

on d és com a ’'apartat a. Desenvolupem la part dreta de la igualtat utilitzant el binomi
de Newton:

d

d
ei=1—(1—gi)=1- (Z(—l)’fk!(fiw(g?)k) =1- (1 + Z(—l)kw(gf)’“)

k=0 k=1

Cancel-lant els 1’s

i(g)"

Mg

k:l k' d k:)

Sabem que e; € MY si j # i ja que e;(p;) = — S20_,(~1) ﬁ(g}i(pi))k = 0 pel Lema
4.6, és a dir, ej € Mid (si fel,fierId).
Per altra banda, aquesta igualtat implica que e; — 1 € Mfl per tot ¢ ja que (1 — gf)d

Mid. Per cada i,
Zej—l—el—leZe]
JFi

11



és un element de M ja que e; — 1 € MZ i Zj# ej € Mg

Com aix0 és cert per tot i, Zj ej—1¢€ ﬁ?;lMl-d i, per tant, pertany a tota Mid. Com
les M; sén diferents ideals maximals, M; + M; = k[z1,...,xy] sempre que ¢ # j. Anem a
veure-ho. Sabem que totes les M; son diferents i escollim M; i M; amb i # j.

V(M) NV(Mj) =0 = V(M; + M;) =0 = M; + M; = k[z1,...,2,].

Lltima implicacié és gracies al Nullstellensatz feble, Teorema 2.7. Com M; + M; =
klx1,...,m,) i M; i M sén comaximals podrem veure que N, M& = (N, M;)4.

Per demostrar la igualtat N7, M¢ = (N, M;)?, dividim la demostracié en diferents
parts. Siguin I, .J ideals comaximals:

o [-J=1INJ
[CSiguia € I,b€J= perserideal ab€ I, ab€ J=>abeInJ

1,J comaximals, da € I,b € J respectivament tal que a +b = 1. Sigui ¢ €
INJ=cla+b)=c=ca+cb=cperdcac lJjaquece Jiaclichel]
jaque ce€ I,be J. Aixo implica que ¢ € 1J.

e 1N Jd=(InJ)
Sabem que IJ =INJ = (IJ)?={InJ)%i(IJ)=1%J% =1 J?

e Sigui Iy, ... I, ideals tal que I;+1; = ksii # j. Llavors (I{N---NI¢) = (LL1N---NI)%

Primer, cal veure que si Iy, ..., I, son ideals comaximals a un anell R, llavors I7 +
ILbnN---NI. = R, és a dir, també sén comaximals.

Suposem r = 3. Existeixen a,b € I1,c,d € Ir,e, f € Istalsque l=a+c=b+e=
d+ f.
Llavors,

l=1-1=(a+c)(b+e)=A+c-e

amb A =a-b+a-e+b-c € I, 1iclarament c-e € Iy - I3 C I N I3. Tenim
1€ I} + Is N I3, que implica que I + Io N I3 = R, el que voliem demostrar.

Per r > 3, el raonament és molt similar. Suposem cert per r, per tant, tenim que
Ii,..., I, comaximals i Iy i Is N --- N I, comaximals també. Si ara I..., 1L, [,41
comaximals, obtenim que Iy, (IoN---N1,) i I, 11 sén comaximals entre ells. Apliquem
el raonament anterior i ja tenim el que voliem veure.

Un cop demostrat aixo, és molt facil veure que (I{N---NI%) = (I;N---N1.)% Fem
inducci6. Sigui 7 = 2, sabem que I1lo = I} N Iy = (I115)% = (I N [5)%. A més,
(- L) =1¢ 18 =1¢NIg.

Suposem que és cert per r i siguin Iy,...,I41 ideals tal que I; i N;x;I; sén co-
maximals. Aix0 vol dir que I,41 i Ni<i<,I; s6n comaximals (com hem demostrat
anteriorment). Ara podem aplicar la hipotesi d’induccié als ideals I, ..., I, 41,

I N (Micicn ) = (Trg1 - (Mi<i<r L) = (L1 N (Mi<i<p )%
Aleshores

Ig+1ﬁ"'ﬂjfl:(1r+1 ..... =T n---n)e

12



Per tant, 3 . ej —1 € (N, M;)4 C 1. De forma similar, eje; € N, MZ = (N, M) C 1
quan i # j. Aixd és perque e;(p;)ei(p;) = 0, per tant, eje; € Mg per tota i. Com es
compleix per tota i, tenim també eje; € Ny ME = (N7, M;)¢ C I, com voliem veure.

2 _

7 = e; mod I és gairebé immediata. Anem a veure-ho.

ZejflzeifquZej

J J#

La congruencia e

Tenim que

és un element de Mid. Multipliquem per e; € Mid i

ei(Zej—l):e?—ei—FeiZej

J J#

Per tant,
e = e+ ei(X e —1) —€eid i€
612 —€ = ei(Zj ej—1)—e Ej;éi €5

on tots els element de la dreta de la igualtat pertanyen a ﬂMfl C I i, per definicié de
congruencia, e? = ¢; mod 1.

Aixo implica que e;j(e; — 1) € 1O; per tot 4, j, ja que 1O; és I'ideal generat per I a
I'anell més gran O;. Sii # j, e;—1 és una unitat de O; ja que e;(p;) = 0ie; € 1O, perque
les unitats no poden pertanyer a l'ideal maximal. De la mateixa manera, si treballem al
cas ej(e; — 1) € 10;, e; és unitat de O; ja que e;(p;) = 1. Per tant, com les unitats no
pertanyen a l'ideal maximal, és e; — 1 € 10O;.

En aquest apartat, suposem que g(p;) = 1 sense pérdua de generalitat ja que
g € k[z1,...,z,)\M; i, conseqiientment, tot g és diferent de 0.
Sabem que 1 — g € M;, ja que 1 — g = 0 no és unitat.

Prenem h = (1+(1—g)+---+(1—g)% Ye; € k[z1,..., 2], jaquee; € klx1,...,7,],9 €
Elx1,..., 2]\ M; 1 és una combinacié lineal. Calculem hg,

hg=h(l1—(1—-g)) = (1+1—-g)+ - +1—g) " H1-(1—-g)e
= 1-(1-9)%Ye;=e;—(1—g)le

Com a resultat, hg — e; = —(1 — g)%e;. Si veig que la part dreta de la igualtat pertany
a I, ja hem acabat.

Sigui (1 — g)? € Mid ie € M]C-l per tot j # i, com hem vist a 'apartat b. Per tant,
(1—g)de; € M{,VE. Es equivalent a dir que (1 — g)%e; € NMZ = (NMy)? C T utilitzant
I'apartat a.

El lema esta demostrat. O
Teorema 4.8. Sigui I un ideal de dimensio zero a k[z1, ..., x|, k algebraicament tancat,
i sigui V(I) = {p1,...,pm}. Llavors, hi ha un isomorfisme entre klxi,...,z,]/I i el

producte directe d’anells A; = O;/10;, peri=1,...,m.

Demostracid. Per cada i,7 = 1,...,m, hi ha homomorfismes d’anells
[OoF i k[{L‘l,...,J}n} — Az
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on [f]; és la classe lateral de f en ’anell quocient O;/10;. Tenim ’homomorfisme d’anells

0it klry, ... zn] — AiXx--x Ay
Com f € I implica que [f]; =0 € A; per a tot i, I C ker(yp).

Per demostrar el teorema, primer cal veure que I = ker(y), que pel teorema fonamental
dels homomorfismes d’anells, implicara que im(p) = k[z1,...,2,]/I, i després que ¢ és
exhaustiva.

Sigui f € ker(y), on ker(yp) és:

ker(p) = {f € klxi,...,zn]: [f]i = O0Vi}

= {f:felIOVi}

= {f:3gi ¢ M; amb g;f € I'}
Per cada g;, per la part ¢ del Lema 4.7, existeix un h; tal que h;g; = e; mod I. Com
a resultat, f-> " higi = > ;01 hi(gif) és un element de I, ja que cada g;f € I. Per
altra banda, f-> ", higi = f->_,e; = f mod I per part b del Lema 4.7. Combinant
aquestes dues observacions, veiem que f € I. Per tant, ker(¢) C I. Com abans hem vist
que I C ker(yp), tenim la igualtat que buscavem.

Per acabar, necessitem demostrar que ¢ és exhaustiva. Sigui ([n1/d1], ..., [nm/dn]) un
element arbitrari de Ay X -+ X Ay, on ng, d; € k[zy,...,x,],d; € M; i[n;/d;] és una classe
lateral a A;. Per la part ¢ del Lema 4.7, hi ha h; € k[x1,...,z,] tal que h;d; = e; mod I.
Sigui F' =Y "" | hinje; € k[zy, ..., z,] és facil veure que ¢;(F) = [n;/d;] per cada %, ja que
e; €10 peri# jie;—1¢€ I0; com ala part b del Lema 4.7. Per tant, ¢ és exhaustiva.
O

Com a resultat d’aquest teorema, tenim aquest corol-lari.

Corotari 4.9. Sigui k algebraicament tancat, I un ideal de dimensid zero a k[z1, ..., xy).
Llavors dim k[z1,...,x,]/1 és el nombre de punts de V(I) tenint en compte les multi-
plicitats. Explicitament, si p1,...,pm son els diferents punts de V(I) i O; és Uanell de
funcions racionals definit a p;, llavors

dim k[xy, ..., x,)/1 = Z dim O;/10; = Zm(pz)
i—1 i=1

Demostracio. Es conseqiiencia directa del Teorema 4.8 perque tenim un homomorfisme i

dim k[x1,...,2,]/] =dim A; + -+ dim A,.
O

Teorema 4.10. Sigui I un ideal de dimensid zero a Clzy,. .., x| i sigui A = Clzq, ..., x,)/1.

Llavors dimc(A) és més gran o igual que el nombre de punts de V(I). Tenim la igualtat
st ¢ solament si I és un ideal radical.

Demostracio. Sigui I un ideal de dimensié zero. Pel Teorema de Finitud, Teorema 2.14,
V(I) és un conjunt finit a C*, on V/(I) = {p1,...,pm}. Considerem

e: Clzy,...,zp)/I] — C™
[f] — (f(pl)v'”vf(pm))7
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que avalua la classe lateral als punts de V(I). Anem a veure que esta ben definida.
Sigui [f],[g] € Clxy,...,z,]/I tal que [f] = [g]. Per tant, [f] —[g] =01 f—g € I.
Aixo implica que (f — g)(p;) =0, és a dir, f(p;) = g(p;), com voliem veure.

Per veure la primera part, és suficient veure que ¢ és exhaustiva. Sigui g1,...,9m la
col-leccié de polinomis tal que

gi(pj):{ (1) SZ: iF#

st 1=]
Donat (A1,...,Ap) € C™ arbitraris. Sigui f = >_."; A\ig;. Llavors,

e (3o Nigi) = (P fom) = (Do Agilpr)se s D0 Aigiom)) = Oty An).

Per tant, ja hem vist que és exhaustiva i que la dim(A) > m.

Anem a veure la segona part. Suposem que I és radical. Si [f] € ker(y), llavors
f(p;) = 0,Vi. Aixd implica, per Nullstellensatz, que f € I(V(I)) = VI = I, ja que I és
radical. Per tant, [f] = 0, fet que vol dir que és una funcié injectiva. Llavors, ¢ és un
isomorfisme i dim(A) = m si I és radical.

Si dim(A) = m, llavors ¢ és isomorfisme ja que és una funcié lineal entre espais
vectorials de la mateixa dimensié. Per tant, ¢ injectiva. Solament cal veure que I és
radical.

Si f € VI, llavors f(p;) = 0,Vi. Obtenim que ¢([f]) = (0,...,0). Com ¢ és injectiva,
[f] = [0]. En altres paraules, f € I. O

Corolari 4.11. Sigui k algebraicament tancat, I ideal de dimensid zero a klxi,...,xy).
Llavors I és radical si i solament si tot p € V(I) té multiplicitat m(p) = 1.

Demostracié. Si V(I) = {p1,...,pm}, lavors dim k[zy,...,z,]/] > m, amb igualtat si i
solament si I és radical, com hem demostrat al teorema anterior. Pel Corol-lari 4.9, ho
podem escriure com Y ; m(p;) > m. Com m(p;) > 1 sempre, llavors > ", m(p;) > m.

Sera una igualtat si i solament si m(p;) = 1. O
Ara anem a calcular les multiplicitats. Donat un ideal de dimensié zero I C k[z1, .. ., zy]
i un polinomi f € k[z1,...,xy], sigul my la multiplicacié de f a k[x1,...,x,|/I. Llavors,

el polinomi caracteristic det (ms — ul) esta determinat pels punts de V(I) i les seves
multiplicitats.

Proposicié 4.12. Sigui k un cos algebraicament tancat i sigui I un ideal de dimensio

zero a klxy,...,xp]. Si f € klx1,...,xy], lavors
det (my —ul) = ()" T (u—f(p)"®
peV(I)
on d = dim kl[z1,...,x,]/1 ¢ my com hem definit abans.

Demostracio. Sigui V(I) = {p1,...,pm}. Utilitzant el Teorema 4.8, tenim:

k[a:l,...,xn]/f = A1X-"XAm

my | L my
klzy,...,zp)/] = Ap x--- X Ay
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onmyg: Ay X X Ay — Ay X -+ X Ay, és la multiplicaci6 de f a cada factor. Podrem
treballar amb m; si ho restringim a my : A; — A; i sera suficient amb veure que
det (my —ul) = (—1)™®) (u — f(p;))"®0.

Equivalentment, cal veure que f(p;) és I'inic valor propi de my a A;. Per veure

[0oF k[xl,...,mn] — Az

fo— [fl
Q; = ker (ip;), cal veure que Q; és part de la descomposicié primaria de I, que V(p;) = {p;}

ique k[z1,...,2,)/Qi = A;.

Anem a veure-ho. Com hem vist a la demostracié del Teorema 4.8, I C @Q; i podem
escriure Q; = {f: existeix u € k[zy,...,z,])/M; tal que u - f € I} on M; = I({p;}). En
aquest cas, les u sén les diferents g; definides al mateix Teorema.

aixo, considerem , com hem definit al Teorema 4.8. Sigui

Hem definit els g; tals que g;(p;) = 0sii # jig;(p;) = 1. Llavors, sii # j, gj(pi) =0,
i g; € M;. Aixo implica que g; € ﬂ?:17i¢jMi. Com hem vist al Lema 4.7, existeix una d
tal que (ﬂ?:L#jMi)d C I C Q;. Per tant, g? € Q.

Ara, cal veure que V(Q;) = {p;}. Just abans, hem vist que g? € ;. Fent la implicacié
contraria de Nullstellensatz, g; € I(V(Q;))), pero també g; € M; = I({p;}). Per tant,
V(Q:) = {p:}. Com que I(V(I)) = V1, és clar que vQ; = I(V(Qy)) = 1(Q:) = M;.

A continuacid, ja podem veure que (Q; és un ideal primari, és a dir, si fg € Q;, llavors
f € Qi o g% e Q. Perla construccié dels nostres g, en aquest cas podem tenir g; o 9j
amb j # 4.

Sigui g; ¢ M;, llavors si fg; € Q; vol dir que existeix un g} ¢ M; tal que fg;g} € I. En
aquest cas, utilitzant el Lema 4.7, existeix un h; tal que h;g;g; = e; mod I. Aleshores,
[ higigh = >0 hi(giglf) € I ja que gig.f € I. Per altra banda, f- >, higlgi =
f->°,ei = f mod I. Combinant ambdés resultats, f € I C Q;.

L’altre cas és si treballem amb g; amb j # 7. Sabem que g; € M; i hem vist anterior-
ment que M; = +/@Q);. Per tant, existeix un d tal que g? € ;. Acabem de veure que Q;
és un ideal primari.

Ara, cal demostrar que I = Q1N+~ N Q.
A T’inici de la demostracio, obtenim que I C Q); per tota¢. Per tant, I C Q;N- -+ Q.

Com veiem en la demostracié del Teorema 4.8, Q); C I per tota i. Per tant,
QiN---NQy, C I

Aix{ arribem a la igualtat desitjada, I = Q1 N ---Q,,. Hem trobat la descomposici6
primaria.

Per acabar, cal veure que k[x1,...,2,]/Q; = A;, és a dir, cal demostrar ’exhaustivitat.
Sigui [n;/d;] un element de A;, on n;,d; € k[z1,...,x,],d; ¢ M;. Utilitzant el Lema 4.7,
sabem que existeix un h; € klx1,...,xy] tal que hid; = ¢; mod I. Sigui F = )", hine; €

klx1,...,zy). Es conegut que e; € IO peri# jie —1¢€lI0;, per tant, p(F) = [n;/d;].
L’exhaustivitat de ¢ ja esta demostrada.

Aquesta demostracié implica que tot valor propi de m; a A; és igual al valor propi de
my a klxy,...,x,]/Qi.

Per continuar la demostracié, cal veure el segiient teorema:

Teorema 4.13. Sigui I C Clxy,...,x,] de dimensio zero, f € Clxi,...,x,] @ hy el
polinomi minimal de my a A = Clxy,...,x,]/1. Llavors per A € C és equivalent:
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a. X és una arrel de 'equacio hy(t) = 0.
b. X és un valor propi de la matriu my.

c. X és un valor de la funcic f en V(I).
Demostracid. A continuacid, demostrarem les equivaléncies anteriors.

a < b|: per resultats d’algebra lineal.

: Sigui A un valor propi de my. Llavors hi ha un vector propi [z] # [0] € A tal que

[f — Al[z] = [0]. Busquem arribar a contradiccié. Suposem que A no és un valor
de f a V( ). Aixo vol dir, prenent V(I) = {p1,...,pm}, suposar que f(p;) # A,
Vi=1,...,m.

Sigui g = f — A, o equivalentment, g(p;) # 0,Vi. Existeixen polinomis g; tal que
gi(pj) =0sii# jigi(pi) =1. Considerem el polinomi ¢’ = W;i)gi’ Segueix que
9'(pi)g(pi) =LViil—ggel(V(I)).

Per Nullstellensatz, Teorema 2.8, (1 — g’g)l € [ per un ! > 1. Si utilitzem el binomi
de Newton i agafem termes que contenen g com a factor, tenim 1 — gg € I per
un g € Clzy,...,z,]. En A, aquesta inclusié implica que [1] = [g][g]. Per tant, g
té inversa [g] a A. Pero, [g][z] = [f — Al[z] = [0] en A, per tant, [z] = [g][g][z] =
[9][f — Al[z] = [0]. Contradiccié. Aleshores, A ha de ser un valor de f en V(I).

Sigui A = f(p) per p € V(I). Com hy(my) =0, tenim que hy([f]) = [0] i hy(f) € 1.
Aixo vol dir que h¢(f) = 0 a tots els punts de V' (I). Per tant, hy(A) = hy(f(p)) = 0.
U

Amb aquest teorema veiem que els valors propis que hem mencionat abans sén els
valors de f a V(Q;) = {p:i} 1 que f(p;) és I'inic valor propi, com voliem. O

Proposicié 4.14. Sigui I C k[xy,...,z,] un ideal de dimensid zero tal que l'origen és
un punt de V(I) de multiplicitat m. Llavors

m = dim k[z1,...,Tn) (@, 2/ TR[TL, o )@y = dim K[, 2]/ TR][T, . 2]

Si, a més a més, k =R o C, de tal forma que podem parlar de convergéncia, tenim

m = dim k{xy,...,zn}/Tk{z1,..., 25}

Demostracio. La demostraciéo d’aquest teorema la farem més endavant, ja que tindrem
més eines per facilitar el procés. O

Definicié 4.15. Sigui f(x1,...,zy,) una funcié analitica en un conjunt obert U C C".
Tindra una singularitat ol punt p € U si la n derivada de primer ordre de f té un zero
comid amb f a p.

Definicié 4.16. Sigui p un punt singular. Direm que és aillat si hi ha un entorn de p
que no conté cap altres punts singulars de f.
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Definicié 4.17. Sigui f € C{z1,...,z,} amb una singularitat aillada a Uorigen. El
nombre de Milnor del punt singular, amb la notacio de u, esta donat per

w=dim C{xy1,...,x,}/(0f)0x1,...,0f/0xn).

Com més gran sigui el nombre de Milnor, més complexa és 'estructura del punt sin-
gular.

Definici6 4.18. El nombre de Tjurina es defineiz com

T = dim kl[x1,...,x,]]/(f,0f /Ox1,...,0f |Oxy).

Per qualsevol k, el nombre de Tjurina és finit quan f té una singularitat aillada.

Veurem exemples de calcul d’aquests nombres al capitol Aplicacid de les bases estandards.
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5 Ordres de termes i1 divisio

Quan treballem amb un ideal I C k[z1, ..., x,], podem reemplagar I amb l'ideal dels ter-
mes liders (LT(I)). Per exemple, si I és de dimensié zero, podem trobar la dimensié de l'a-
nell quocient k[x1, ..., z,]/I utilitzant que dim k[z1,...,z,]/] = dim k[zy,...,x,]/(LT)).
Aquesta dltima dimensié és facil de calcular ja que (LT(I)) és un ideal monomial, per
tant, la dimensié és el nombre de monomis que no es troben a l'ideal. Ens adonem que
el més important és trobar (LT(I)), que es pot trobar mitjangant la base de Grébner de
I'ideal I en ordres monomials.

Una pregunta natural seria si el mateix procés podria funcionar en un anell local. Per
fer aquest procés analeg, haurem d’estudiar els ordres antigraduats. Per definicid, aquests
ordres satisfan

la| < |B] = =@ > °.

Treballarem amb ordres totals i compatibles amb la multiplicacio.

Definicio 5.1. Direm que un ordre és total si per qualsevol o, B € ZY), solament un dels
seglients €s veritat:
2>z 2 = 2P, 0 2® < 2P,

Definicié 5.2. Direm que un ordre és compatible per multiplicacid si per qualsevol v €

Zn, es compleiz que si x> 2, llavors x+7 > 2P +7,

Anem a veure un exemple. Considerem els termes a k[z|. Sigui l'ordre
I>e>a >8>,

Aquest és I'tinic ordre antigraduat ja que si |a| < |8] = 2 > 8. Aquest ordre no és un
bon ordre ja que no hi ha element minim, sempre trobarem ~ tal que |o| < |y, Va i per
tant, sempre hi haura un =7 tal que z% > z7.

Tot ordre total que sigui compatible amb la multiplicacié i que satisfaci 1 > x; per
tota 7,1 < ¢ < n s’anomena ordre local. Un ordre antigraduat és un ordre local pero no
la implicacié inversa.

A continuacié, altres tipus d’ordres.

Definicié 5.3 (Ordre Lexicografic Antigraduat). Sigui o, 8 € Z%,. Direm que 1% > gjeq

n n
o] =) i < 18l =>_ 8,
i=1 =1

2P si

la] = (8] & 2% > 2P,

Definicié 5.4 (Ordre Revlex Antigraduat). Sigui o, € Z%,. Diem que % > yrepiex 28 si
|Oé| < |/8|7 o ‘Ot‘ = ’/8‘ iz > revlex $'8~

Podem generalitzar aquest tipus d’ordres amb els ordres de semigrups.

Definicié 5.5. Un ordre > a Z2 o, equivalentment, en el conjunt de monomis x%, o €
Z%y a klzy,...,zn] o qualsevol dels anells locals k[x1,...,Tnl(z,, 2.y, 0 Kl[T1,. .., 2Zn]],
s’anomenard ordre de semigrup si satisfa:
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a. > és un ordre total a Z<,,.

b. > és compatible amb la multiplicacio dels monomis.

Els ordres de semigrups inclouen els ordres monomials, que tenen la propietat de bon
ordre sobre la suma.

Podem especificar ordres monomials com matrius. Sigui M una matriu m x n real amb
files wy, . .., Wy, definim 2% >, 2 sihihal < m tal que a-w; = B-w; peri=1,...,1—1,
pero a - w; > B - w;. El calcul de la matriu M també es pot fer amb ordres de semigrup.

Anem a estudiar propietats algunes propietats de M i donar alguns exemples.

e >, és compatible amb la multiplicacié per tota matriu M.

Si x® > 2P, cal veure que també es compleix 7 >3, zPt7. Sabem que si
@ >y 2P, tenim | < m tal que a-w; = Bw; peri=1,...,1—1, perd a-w; > B-wy.
Aleshores,

1‘a‘wi:%-a-wi:,8-wi,

que aixo és equivalent a
Yoawi =7 8w

En el cas de ¢ = [, també es compleix la desigualtat si multipliquem per ~:
Bro-w >y 5w

e L’ordre monomial lex amb z1 > z9 > --- > x, és l'ordre >;, on I és la matriu
identitat n x n.

Sigui az3? .. 22" iz

B1,,.B2
n 1 oo -

Lz, Sigui w; les files de la matriu Identitat.

Al fer el producte de a-w; i 8- w;, anirem obtenint vectors amb tots els valors iguals
a 0 menys el de la posicié ¢ que sera igual a «; 1 B;, respectivament. Per tant, si
tenim que a-w; = - w;, a; — f; sera igual a 0. En canvi, en el moment que tinguem
a-w; > B -w, el valor oy — B > 0 i, per tant, complira les propietats de ’ordre
lexicografic. Haurem vist que a >y 8, que és el mateix que o > 5.

e L’ordre alex és I'ordre >j; definit per la matriu

-1 -1 -+ =1
0 -1 - -1
M =
0 0 - -1

Sigui a = (@1,...,ay), 8 = (B1,...,8n) € ZL,. Sigui z7"x5* ... xpna)

la matriu M definida. Volem fer el producte de « - w; on w; sén les files, per tant,
multiplicarem M - « per a que tot es vegi en la mateixa matriu resultant. Fem el

-1 -1 - -1 aq —Q—Q - —0np -1 -1 - -1
0o -1 -1 <042> —Q-—Qn . 0 -1 -1

1x§2...xg” i

producte i obtenim: = . i

0 0 -« -1 an —an 0 0 - -1

B1 —B1—B2--—PBn

B2 —B2-—PBn ) .. .

. = . . Seguint amb la definicié de >, si a - w; < B - wi,
B —Bn
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Sigui

a <y B. Pero a-wy < B-wy és el mateix que — Y%, a; < =377 Bj, que és igual
a |Z?:1 aj| > |Z?:1 Bj|. Seguint la definicié de alex, vol dir que a <ajex 3, com
obtenim amb > ;.

Suposem ara que tenim o -w; = B-w; peri =1,..., 0 —1lia-w, > B -w;. En
aquest cas @ >y 7. Sabem que a - w; = - w; és igual a — Z?ZZ aj = — Z;l:z Bj
peri=1,...0 —1ique =" o >—>" B, equivalent a Y 7 ;a5 < ' Bj.
Per tant, 37, 8 — > %_, o > 0 que aixo implica 2P > % Segueix la defincié
de alex.

L’ordre arevlex és ’ordre >j,; amb la matriu

1 -1 - -1 -1
o o0 -~ 0 -1
M=|0 0 -1 0
0 -1 0 0
Sigui ' x5% ... x%n, x'flxg"’ ...x" i M la matriu donada anteriorment.

Volem fer el producte de o - w; on w; son les files, per tant, multiplicaré M - « per a

que tot es vegi en la mateixa matriu resultant, com abans. Fem el producte i obte-
-1 -1 —1-1 —1—-1- —1-1

0 0 - 0 —1 ai Ta1T Q2 —On 0 0 - 0 —1 i
. oo =10 <O‘2>_ —an . 0o 0 -10 A}
nim: . . = . 1 . . =
0 <1... 0 0 an a2 0 1. 0 0 Bn
—B1—PB2-—PBn
_ﬁn
—B2

Ennel cas on a - w; > Bn' wy (2% >]\g 2?), tindrfem — >0 a; > Y0, 8 =
Yoo < Yo Bi = | iy il < I Xoi Bil = lal < [B] = 2% >areviex 47

Sia-w; =f-wjperi=1,...,1—1ia-w; > B-wy, que és igual a dir que z® >y 27,
he de veure que % > eviex 7. Si es compleix ja haurem vist que % >areviex Z°.
Sia-w > B-w = —api2_1 > —Pni2-1 = 21 < P21 = 21 — Bpya— <
0 = 2% >eviex 27, com voliem veure ja que sabem que els valors a l'esquerra de
n+2—-101s6m0,jaquea-w;, =0 -w;,i=1,...,01 —1.

[ =>,¢cx®* € klz1,...,z,] un polinomi i > un ordre de semigrup. Definim el

multigrau, el coeficient lider, el monomi lider, i el terme lider de f exactament igual que
en un ordre monomial:

A

k‘(l‘l, cen

multideg(f) = max{a € Z% : co # 0}

LC(f) = cultideg(f)
LM(f) _ xmultideg(f)
LT(f) = LC(f) - LM(f).

més a més, cada ordre de semigrup > defineix un anell particular de fraccions a
,Zp). Donat >, considerem el conjunt

S={14+g€klr,...,zy) :g=00LT-(g9) < 1}.
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S és tancat sota la multiplicacié ja que si LT~ (g) <11 LTx(¢') <1, (1+g9)(1+¢) =
1+g9g+9¢ +99,iLT(g+ ¢ + gg’) <1 també per la definicié d’ordre de semigrup.

Definicié 5.6. Sigui > un ordre de semigrup en monomis a Uanell k[zy,. .., xy,] i sigui
S={1+4+g¢:LT(9) <1}. La localitzacié de k[x1,...,xy] respecte > és l'anell

Locs (E[zy, ... xn]) = S Vk[zy, ..., 2] = {f/(1+g): 14+ g € S}.

Per exemple, si > és un ordre monomial, no hi haura monomis diferents de zero més
petits que 1 tal que S = {1} i Locs (k[z1,...,2n]) = k[x1,...,z,]. Per l'altra banda, si
> és un ordre local, com 1 > z; per tota ¢,

{9:9=0, 0 LT (9) <1} = (x1,...,2n).

A més a més, per un ordre local, tenim que S esta contingut en un conjunt d’unitats
a klr1,. ., ). 2, Der tant, Locs (k[z1,...,20]) C k[z1,. ., %) 4, Ajustant
constants entre el numerador i el denominador en f/h € k[x1,...,%n](,,. 2., és facil
veure que f/h = f'/(1+g) perun 1+ g€ S. Si > és un ordre local, llavors

In

LOC>(/€[1‘1, ce ,:Un]) = ]{:[xl, Ce 7‘7:”](901,--.,9071)'

Com a exemple, utilitzant >alex als termes de x 1 >ex als termes de vy, deﬁmm Iordre
mixte >mixed amb z%yP > g yﬁ si P >1ex yﬁ oy? = ny ix% >a0ex ©

Es clar que >nixed €8 un ordre de semigrup perque esta definit amb la combinacié de
dos ordres que si que sén de semigrup, lex i alex.

Si volem trobar la matriu M tal que >p=>mnixed, Sabem que haura de tenir relacié
amb les matrius M corresponents a lex i alex.

Sigui z{'x5? .. xo‘"y?yg?..yyﬁnm i 2ty .. xy ylﬁlng. yﬁ{ . La proposta de la

matriu M és la segiient:

o O oo o+
o O oo = O
o O oo OO

o o0 -~ —=1/0 0 ... O
on el quadrant que representa l'ordre alex és de dimensioé nxn i el quadrant que representa
lex és de dimensié m x m. La matriu és de dimensié (m + n) x (m + n).

Aquesta és la matriu que busquem ja que si fem la multiplicacié de (a1 az ... an B1 B2 ... Bm )
per la nostra matriu M obtenim:

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
ol B1
ag B2
0 0 0 0 0 0
0 0 0|0 o 1 an | B
-1 -1 -1]10 0 0 B1 - —a] —ag — - —ap
0 —1 —1 0 o0 0 Ba —Qqg — - —Qanp
: 0 0 0 Bm —Qn
0 0 —-1]10 O 0
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La matriu compleix el que cal ja que primer mirarem si compleix ’ordre lex. Si hi ha una

. . N . . ’ . ’
desigualtat, ja hem acabat, pero si es compleix que 3; = f3;, compararem les «; i o; amb
l'ordre alex, com voliem.

L’ordre >pixeq N0 és un ordre ben ordenat perque l'ordre lexicografic antigraduat és
un ordre local i tot ordre local no és un ordre ben ordenat. Aixo es pot veure clarament
. . /
si ordenem amb mized x%y° amb z® y°.

Tampoc és un ordre antigraduat perque 'ordre lex no ho és, no compleix la definicid
d’ordre antigraduat (|| < |3] = z® > 27). Es veu clar si comparem amb I’ordre mized
20yP amb 2047 .

Finalment, sigui g € k[z1,...,Zn,Y1,...,Ym]. Veurem que 1 >piveq LTS, (g) sii
solament si g depén solament de x1,...,z, 1 g € (x1,...,2) C klx1,...,2y].

Si 1 >mixed LT, .4(9), llavors mized hauria de ser un ordre local. Pero aixo
solament passa si mized és igual a alex perque lex no és un ordre local. Per aconseguir
aixo, l'element que volem ordenar en relacié amb 1 solament pot dependre de les x;, ja
que si hi hagués una y;, 'ordre lex faria que aquesta desigualtat no es pogués complir.

Com ja hem vist que g depén solament de z; podem escriure g = Y c,z®. Suposem
ara que multideg(g) = 01 ¢o > 0. Per tant, ¢y >mixeq 1 que contradiu la hipotesi inicial.
Es a dir, perque 'ordre sigui local sempre, ¢g = 0 a tota g tal que 1 >pizeq LTS . ().
Pero si g = Zaezgl cox®, aixo vol dir que g € (x1,...,xy) C k[z1,...,Zy).

Si g depén solament de z1,...,2, 1 g € (x1,...,2y) € k[x1,...,2y], vol dir que
co=0ag=>,cqx" jaque pertany al maximal (x1,...,2z,). A més a més, 'ordre que
utilitzarem a 'ordre mized és l'ordre alex ja que no depen de y;. Sabem que aler és un
ordre antigraduat i tot ordre antigraduat és local, és a dir, 1 > x; per tota i,1 <1 < n.
En particular, es complira que 1 >pixed LT, . (9) jaque LTS . . (g9) = LC(g)-LM(g) i
LT(g9) = cmultideg(g)s LM(9) = gultideg(9) yyltideg(g) = max{a € Z5%q:ca #0}ico=0.

Proposicié 5.7. Sigui R = k[x1,...,Zn,Y1,...,Ym]. Llavors, Locs . (R) és l'anell

E[z1, . s Tnl(zy,en) W15 - - s Ym], on els seus elements es poden escriure com polinomis a
yj amb coeficients que son funcions racionals de z; a klx1, ... ,xn]@h._’mn).
Demostracié. Per definicié, sabem que Locs . . (R) = S7k[z1, ..., %0, y1,. ., Um] =

{% 1+geStiS={1+geklz,. ..,Tmy1, - Yml: LTs_. .(9) <1}.

cpx

Per tant, tindrem que % = ﬁ Z{aﬁ} cox®yP = Z{aﬁ} i y? on
racional de x; a k[T1,. .., Tn)(z, . 2n)-

o 7 . 7,
ST _ &g una funcié
1+g

Efectivament, Locs . . (R) definit d’aquesta forma és un anell perque compleix les
propietats d’anell que sén:

(Loc, +)  — Sigui g, f,h € Locs_. . es compleix Iassociativitat respecte la suma.
— 0 € Locs .., Per tant, existeix el neutre.
— Si ﬁ € Locs .4, llavors % € Locs,uu-
— Sigui f,g € Locs, .4, lavors f+ g = g+ f, és a dir, es compleix la commuta-
tivitat.
(Loc, -)  — Sigui f,g,h € Locs_, ., lavors (f-g)-h = f-(g-h), és a dir, es compleix

I’associativitat respecte el producte.
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— Sigui f,g,h € Locs .., lavors (f +g)-h = f-h+g-h, és adir, es compleix
la propietat distributiva respecte la suma.

O

De forma analoga a l’ordre anterior, comparant els termes que depenen de x primer,
: : a,,B o, B e o a _ .o
tenim un nou ordre definit per > ;. ¢ amb z%y” > . o x¥y” sizY >y ¥ 0% =2
. /
1 yﬁ >lex yﬁ .
Es evident que >, i oq’ és un ordre de semigrup ja que >
l'ordre lex i 'ordre alex, ambdds ordres de semigrup.

mixed’ €5 Una combinacié de

Ara, trobarem la matriu U tal que > ;. ¢=>p. Sigui z{"z5? .. m%”yfl y§2 . yrﬁn’". La
proposta de la matriu U tal que > ;. .y=>v ¢és la segiient:

-1 -1 -~ —-1/0 O 0

0O -1 --- —-1(0 0 0

: 0 0 0

0 0 -1(0 0 0

0 0 0|1 0 0

0 0 00 1 0

0 0 0100 0

0 0 0|0 O 1

on el quadrant que representa 'ordre aler és de dimensié n X n i el quadrant que
representa lex és de dimensié m x m. La matriu U és de dimensi6 (m + n) x (m + n).

Aquesta és la matriu que busquem ja que el producte

o o
o o
o o

0o -1 1
aq —a1] —@g — - —ap

. . s lan— i —an

: : 0o o 0

0o o0 —1]0 o 0 an | —an

00 01 o 0 g | — 81

0 0 0 0 1 0 Ba Ba

o o oo o 0 Bm Bn

o o 0o |o o 1

té com a resultat un vector que compleix el que voliem al comparar-ho amb xo‘/y/gl.
La matriu U és la correcta per 'ordre que estem estudiant.

Com l'ordre anterior, > . .y no és un ordre ben ordenat perque l'ordre lexicografic
antigraduat és un ordre local i tot ordre local no és un ordre ben ordenat.

Tampoc és un ordre antigraduat perque 'ordre lex no ho és.

Ens podem preguntar quins elements f € klz1,...,Zn,y1,...,Ys] satisfan 1 >
LT>mixed' (f)

Com hem vist abans, que 1 > ;..qr LT> _  (f) és que > ;.4 es comporta com un
ordre local. Per a que aixo passi, no hauriem d’utilitzar I'ordre lex per trobar LT~ (f).

mixed’

Si utilitzem lex per definir LT~ . (f), aixo vol dir que tot element de f no depen
de z;. Per tant, estariem comparant 1 amb un element que no depen de x;. Aixo implica
que 1 >pixea LT, (f) mai seria cert ja que aquesta desigualtat mai es compleix amb

Pordre lex.
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Dit aix0, és necessari que, com a minim, un element de f depengui de x;. D’aquesta
forma, LT>m -y (f) sempre sera un element que dependra de x; i la desigualtat desitjada
sempre sera certa.

Per acabar amb I'estudi de l'ordre >, ; .4/, calcularem Locs. . (k[21,...,Zn, Y1, Ym))-

Per definicié, Locs_. (R) = S7Yk[z1, ..., %0, Y1, Ym] = {ﬁ 1+ f e Sti
S={1+fe€klx,...,xn,y1,---,ym) : LTs . (f) <1}

Hem vist quins sén els f tal que LT . . (f) <mixea 1. Per tant, els element de
Locs ., (R) sén de la forma ﬁ on f té com a minim un element que depén de x;.

Definit d’aquesta forma, Locs . (R) també és un anell ja que compleix les propietats
dites anteriorment.

L’ordre >mixed t6 la propietat d’eliminacié: si 2% >mixed * 37 , llavors A = 0. Equi-
valentment, qualsevol monomi que conté un y; és més gran que els altres monomis que
solament contenen x;. Si el terme lider d’un polinomi amb ordre >ixeq depén tinicament
de x;, el polinomi no depen de cap y;.

Donat qualsevol ordre de semigrup > en monomis a k[z1, ..., 2], hi ha una extensi6
natural de > a Locs (k[z1,...,zy]), que també anomenarem >. Sil+g € S = {1+
g : LT(g) < 1}, la funcié racional 1/(1 4+ g) és una unitat a Locs (k[z1,...,z,]), aixi
que no hauria d’afectar en la definicié del terme lider de f/(1 + g). Per qualsevol h €
Locs (k[x1, ..., xy]), escrivim h = f/(1 + g) i definim

multideg(h) = multideg(f)

LC(h) = LC(f)
LM(h) = LM(f)
LT(h) = LT(f).

Proposicié 5.8. Sigui A = k[xy,...,x,] @ sigui h € A. Llavors multideg(h) LC(h),
LM(R), LT(R) estan ben definits a Locs(A). Es a dir, sih = f/(1+g) = f//(1+¢), el
multideg(h), LC(h), LM(h), LT (h) sén iguals si utilitzem f o f' a h. També sir € R es
defineiz amb ’equacio

h=LT(h) +r
aleshores r =0 o LT (r) < LT(h).

Demostracié. Per demostrar la primera part, sabem que si m € Locs(A) i m =

et
llavors LT (m) € Locs (A).

El que volem veure és que si h = — T i ; € A, llavors multideg(h) = multideg(f) =

multides(f'), LC(h) = LC(f) = LC(f), LM(h) = LM(f) = LM(f") i LT(h) = LT(f) =
LT(f").

Primer, cal veure que h € Locs (A4), ja que de moment, solament tenim h € A. Pero si
el LT(h) € Locs (A), aixo vol dir que LT(h) sera de la segiient forma Cff;, que implica
que 1+ g és una unitat a Locs (A). Per tant, h € Locs (A) també (per ser 1 + ¢ unitat).

Un cop hem vist que h € Locs(A), és molt facil demostrar que es compleix el que
demana l’enunciat, ja que en ambdds casos, tant 14 ¢ com 14 ¢ seran unitats a Locs (A).
D’aquesta forma, per determinar multideg(h), LC(h), LM(h), LT (h) solament ens haurem
de fixar en f i f’.
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Pero com hem definit abans, es compliran les igualtats desitjades.

A continuacié, anem a estudiar la r de h = LT(h) + r. D’una altra forma , r =
h — LT(h).

Per veure quina sera la r, treballarem amb les propietats que hem definit anteriorment,
és a dir, si h € Locs(A), amb h = ﬁ, llavors multideg(h) = multideg(f), LC(h) =
LC(f), LM(f) = LM(f), LT(h) = LT(f).

Per tant, en aquest cas, s’hauria de complir que LT (r) = LT (h — LT(h)).

Estudiem casos. Si LT(r) =0, 0 = LT(h — LT(h)) i » = 0. Per a que es compleixi
aquesta igualtat, h ha de ser igual a LT(h). D’aquesta manera, 0 = 0. Tindriem la
igualtat inicial desitjada, que és h = LT(h).

D’altra banda, suposem que LT (r) # 0. Per tant, tindrem la segilient igualtat

0% LT(r) = LT(h — LT(h)).

Aix0 implica que h = LT(h) 4+ altres elements, i per tant, LT(h — LT (h)) < LT(h).
D’aquesta forma, ja hem vist el que si LT(r) # 0, llavors LT(r) < LT(h). O

5.1 L’algorisme de divisié en Anells Locals

La finalitat d’introduir els ordres de semigrups és desenvolupar una extensié de l’al-
gorisme de divisié a k[x1,...,2,] que ens donara informacié sobre els ideals de R =
Locs (k[x1,...,zy]). El pas clau de l'algoritme de divisi6 per polinomis és la reduccié d’un
polinomi f per un altre polinomi g. Si LT(f) = m - LT(g), per algun terme m = cx?,
definim

Red(f7g) = f —mg,

i diem que hem reduit f per g. El polinomi Red(f,g) és el residu de la primera divisié
de f entre g. En general, 'algorisme de divisié divideix un polinomi pel conjunt d’altres
polinomis reduint repetidament el polinomi per elements del conjunt i afegint termes
liders al residu quan no hi ha reduccions possibles. Aquesta divisié sempre és finita en el
cas dels polinomis perque la successié de termes liders forma una seqiiéncia estrictament
decreixent, i aquestes seqiiéncies sempre acaben perqueé un ordre monomial sempre és un
bon ordre.

En el cas d’un ordre local en anell de series de poténcies, podem definir Red(f, g) de la
mateixa forma. S’ha de tenir en compte, pero, que les reduccions no sempre sén finites.
Per exemple, suposem f = z i decidim dividir f entre ¢ = x — 2. Tenim les segiients
reduccions:

fi =Red(f,g) = 2

fo=Red(f1,9) = x°

fn =Red(fu-1,9) = 2"}

i és evident que mai acaba. La dificultat és que sota I'ordre antigraduat a k[z], o k[[z]],
tenim la seqiiencia estrictament decreixent dels termes z > 22 > a2 > - - ..

Per no tenir aquesta dificultat, podem utilitzar la idea de Mora. Quan dividim f;
per g, ens permeten reduir no inicament per g, siné que també pel resultat de qualsevol
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reduccié anterior. Aquestes reduccions sén f mateix i qualsevol f1,..., f;—1. D’aquesta
forma, tornant a I'exemple anterior on dividim f = z per ¢ =  — 22, la primera reduccié
és f1 = Red(f,g) = z2. Pero al fer la segiient reduccié, podem reduir f; per f també.
Per tant,
Red(f1, f) = Red(z?, z) = 0.

Que aquesta reduccié sigui igual a zero implica que z? = xf. Si combinem aixo amb
lequacié f = 1-g + 22 (on f; = Red(f,g) = x?), obtenim la relacié f = g + 2f, o
(1 —2)f = g. Aquesta tltima equacié ens diu que a k[z],), tenim

f=1g-

1—=x

En altres paraules, el residu de la divisi6 de f entre g és zero ja que ziz—22 = z(1—2x)
generen el mateix ideal a k[z]y o k[[x]].

El procés que s’ha seguit en aquest exemple, primer dividir per g i després per f, no
sempre funcionara per obtenir el resultat desitjat.

Podem veure que f =z + 221 g = x + 2% + 2° també generen el mateix ideal a k[[z]]
i k[x](;) encara que no es segueixi el mateix procés de divisié que en l'exemple anterior.

Sigui fo = f = x + 22 i prenem l'ordre antigraduat.

fi = Red(f,g) = z+22—-1-(z+2>+2°) = 22 —a23—2d
fo = Red(fi,f) = 2?2325 -2 (v+2?%) = 223 — 25
f3 = Red(fo,f) = —22°—2°—(-22?)-(z+2%) = 22*-2°

fi = Red(fs,f) = 22*—25—-223 (z+2?) = —3a°

fs = Red(fi,f) = —32°— (=32 (z+2?) = 3af

Arribats a aquest punt, fg = Red(fs, f1) = 0.

Per tant, tenim

= 1g9+h
fi = z-f+f
fo = =22 f+ f3
f3 = 20 f+ [y
fr = =3zt f+ [

Es a dir, f = g4 (2 —2224223 —32%) f+ f5. També tenim que f5 = 32° = 3252 = 325
mlf:f = %f, que és equivalent a (1+2)f = (1+2)g+(1+z)(x—222+223 —32%) f+325f.
Passant z f a l’altra banda, tenim

f=0+x)g+ (1 +z)(x—22%+ 22 - 32h) f + (32° — ),
és a dir, 1 + 2 unitat i (1 + z)(z — 222 4 223 — 32*) 4+ 32° — 2 = 0 quan z = 0.

14+x
1+2)(z—222+223 —324)+325—2

Podem escriure f com f = 7 " gon

1+x
1+(1+z) (z—222 4223 —324)+32>—z
és també una unitat.

Aixi hem vist el que voliem, f i g generen el mateix ideal tant en k[z].y com k[[z]].

Definicié 5.9. Cada ordre de semigrup > de monomis a x; s’estén a un grup de semiordre
>" de monomis a t,z1,...,x, de la forma que sequeir. Definim t®z® >' t*zP sia +|a| >
b+ bl o béa+|a| =b+|B| iz™ > P,
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Definit aquest ordre de semigrup, podem enunciar el teorema que descriu 1’algorisme
de Mora. Abans, uns breus comentaris. Com ja sabem, ’algorisme de Mora és I'analeg a
I’algorisme de divisié en Anells de Polinomis. Una de les majors diferencies entre aquests
dos algorismes és que, en el cas dels Anells de Polinomis, cap element del residu que
obtenim és divisible per cap LT(f;), on f; son els polinomis pels quals volem dividir f.
En canvi, en el cas de Mora, veurem que el terme lider del residu no sera divisible per cap
LT(f;) pero la resta d’elements no han de complir aquesta propietat. També és important
treballar I'algorisme de Mora sobre l'anell k[z1, ..., %n](z,,  2,)- Si R = k[[x1,...,7,]] 0
k{z1,...,2n}, f,9 € R, 'algorisme no es podra acabar ja que hi haura infinits calculs si
en la divisié de f entre g obtenim seéries amb infinits termes diferents de zero.

Teorema 5.10 (Algorisme de la Forma Normal Homogenia de Mora). Donats polinomis
homogenis diferents de zero F, Fy, ..., Fs a k[t,x1,...,xy,] i Uordre monomial >' que estén
Uordre de semigrup > a monomis a x;, hi ha un algorisme per produir polinomis homogenis
U,A1,...,As,H € k[t,x1,...,x,) que satisfan

U-F=AFMh+- -+ AF,+ H,
on LT(U) = t* per alguna a,
a+ deg(F) = deg(A;)+ deg(F;) = deg(H)

per qualsevol A;, H # 0,1°LT(F) >' LT(A;)LT(F;), i cap LT(F;) divideiz t*LT(H) per
tot b > 0.

Demostracié. A continuacid, I'algorisme per calcular el residu H. Un component impor-
tant de ’algorisme és el conjunt L que sén els possibles divisors pels passos de reduccié.
A mida que l'algorisme va avancant, aquest conjunt guarda els resultats de les reduccions
anteriors per utilitzar-los després.

Input = F, Fy,...,Fs € k[t,z1,...,x,] homogenis i diferents de zero.

Output = H com diu el teorema.

H:=F; L :=4{F1, ..., Fs}; M := { G pertany a L : LT(G) ILT(t2H) per alguna a}
WHILEC H '= 0 i M !'= 0) DO
SELECT G que pertany a M amb la menor a
IF a>0 THEN
L := L unié {H}
H := Red(t3H, G)
IF H!= O THEN
M := {G pertany a L : LT(G) |LT(t2H) per alguna a}

L’algorisme acaba sigui quin sigui l'input inicial i calcula correctament H com es
defineix a l’enunciat del teorema.

Per veure que acaba, sigui M; I'ideal monomial
(LT(L)) =(LT(G): G € L) Ck[t,z1,...,zy]

després del pas j al WHILE (5 > 0). Aquest while deixa L igual o bé afegeix el polinomi
H. Aixo vol dir que
Mj cM G41-
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Cal tenir en compte que quan H és afegit a L, LT(H) no pertany a M, perque si fos
aixi tindriem

LT(G)|LT(H)
per un G € L. Aixo vol dir que

LT(G)|LT(t"H),

i seria contradictori amb el nostre H escollit ja que a és minimal, i afegint H a L requereix
que a sigui més gran que 0. Segueix que M; C M és una inclusié estricte amb un nou
element afegit a L al pas j.

Com lanell de polinomis k[t,x1,...,z,] compleix les condicions de cadena ascendent
d’ideals, hi ha alguna N tal que My = Mpy41 = ---. Com acabem de veure, no hi ha nous
elements afegits a L després del N pas al while. A partir d’aquest moment, 1’algorisme
continua amb un conjunt fix de divisors L, i a cada pas, la reduccié disminueix el terme
lider de H amb l'ordre >’. Com >’ és un ordre monomial a k[t,z1,...,2,], el procés ha
d’acabar com en la prova de ’algorisme de divisié que ja coneixem.

Per demostrar que I’algorisme és acurat, observem que 1’algorisme acaba quan H = 0 o
M = (). En aquest tltim cas, {F}, ..., F,} C L ens diu que LT (F}) no divideix LT (t*H) =
t'LT(H) per qualsevol 1 <i < sib > 0. Per tant, quan H és diferent a 0, compleix les
propietats de divisibilitat.

Falta veure que H satisfaU-F = A1 F1+- -+ A;Fs+H amb LT(U) = t*. Demostrarem
per induccié que per cada j < 0 es compleix

UplF'= A1 p P+ - + A Fs + H, 0> k > 5, (5.1)

on Uy, A; , homogenis amb LT (Uj) = t% tal que aj + deg(F) = deg(4; ) + deg(F;) =
deg(Hy) i, per 0 < k < j ag_1 > ag i t%* LT (Hg_1) >’ t*1LT(Hy).

Com Hy = F, agafant Uy = 11 A; ¢ = 0 per tota [ es compleix la igualtat que volem
per j = 0. Sigui ara j > 0. Cal veure que el Hj;1 que s’obté al pas j també compleix les
condicions anteriors.

Si cap LT(G) divideix t*LT(H;) per cap b < 0 i G € L, 'algorisme acaba amb H;
i ja hem acabat. Si no tenim aquest cas, alguna G € L satisfa LT(G)|LT(t*H;) amb a
minimal. Per tant, existeix N tal que LT(t*H;) = NLT(G). Arribats a aquest punt, hi
ha dues opcions : G pot ser un F; per alguna i o igual a H; per alguna I < j.

Si G = F; per alguna ¢, llavors t*H; = NF; + Hjy1, és a dir, Hj = t*H; — NF;.
Multipliquem (5.1) per t%:

tanF = taALjFl + -4 taASJ'FS + taHj
= taALjFl + -+ taAs,st + NF; + Hj+1.

) teA; st l#£1
Prenent Uji1 = t*Uj 1 Apja(z) = { taAi’J. + N si zi'
5J -

(5.1) amb k = j + 1. També, LT(Uj4q1) = t*+%.

obtenim una l’expressié de

Mirem que realment es compleix a + deg(F) = deg(H). Construim Hj; 4 = t*H; —
NE;.
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Sigui Hy =t""Hy— NF; =t"F — Lgét( H;)F calculem el grau:

deg(Hy) = max{ deg(t" F), deg(*[{ X F)}
max{ deg(t1 F), deg(SA70) + deg(F)}
= max{ deg(t™F), d
deg(t™ F)
= a1+ deg(F)

Suposem cert, doncs, pel cas j = k. Anem a veure que també es compleix pel cas
j=k+1

Tindrem Hyy = t* 1 Hy — NF; = t%+1 Hp, — wF calculem el grau:

LT(F;)
deg(Hyy+1) = max{ deg(t®+1 Hy), deg(%ﬂ)}
= max{ deg(t*+1Hy), de (%) + deg(£5)}
— mase{ deg(t%i Hy), deg(to+ Hy) — deg(Fy) + deg(Fy)}
= deg(t"*+1 Hy)
= agy1 tag + deg(F)
= a+ deg(F)

Aixi demostrem la igualtat de graus.

L’altre cas és si G = H;. En aquest cas, Hj;1 = t*H; — NH;. Prenent de nou (5.1)
tenim

(tan — NUZ)F = (taALj — MAl,l)Fl + 4 (taASJ' — NASJ)FS + Hj+1.

Definim Uj1 = t*U; — NU; i Ay j1 =t Ay j— N Ay i aixi es compleix (5.1) per k = j+1.
La igualtat de graus a + deg(F) = deg(H;) també es compleix. El primer cas de

construccié de residus en el cas G = H; sera amb Hy = F com a residu anterior. Per

tant, Hj41 =t%H; — NHy =t“ H; — %Ho Calculem el grau:

deg(Hjp1) = max{ deg(t H,), deg(“Hi7M b))
= max{ deg(t% Hj), deg(%) + deg(Ho)}
= max{ deg( deg(t% H;)), deg(t® H;) — deg(Hp)+ deg(Ho)}
= deg(t“jHj =
= aj+aj_1 + deg(F)
= a+ deg(F)

Mitjancant induccid, la igualtat de graus sempre es complira.

Cal veure quin és el LT(Uj41). Sabem que t% LT (H;) >' t“LT(H;) ja que | < j. Per
tant,

t"TG LT (H)) = t"t% LT (H,;) >' t"%“LT(H;) = t“LT(t*H,) = t*NLT(H,),
i obtenim que t**% >' t*N. Utilitzant LT (U;) = t% i LT(U;) = t™, obtenim

LT(Uj41) = LT(t"U; — NU;) = 7%
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Per ultim, hem vist que en ambdés casos LT (Uj11) = t%7% i, per tant, aj+1 = a+a; <
aj. També LT (t*H;) >' LT(H,;1) ja que Hjq1 és una reduccié de t*H;. Amb aixo, ja
veiem que H compleix les propietats necessaries.

Per acabar la demostracié, cal veure que a+ deg(F') = deg(A;)+ deg(F;) i t*LT(F) >’

Primer, mirem la igualtat de graus. Després estudiarem la desigualtat dels termes
liders.

. o s . N taAlJ st 7& 1

Si G = Fj, la construcci6 dels diferents A; ; sera { A+ N si 1=

En el cas inicial, els diferents A; ; seran igual a 0 menys A; ;, que sera igual a Lf(t( H)O).

Calculem el grau de A; ;:

deg(A;j) = deg(ML0))
= deg(t"Hy) — deg(F})

Per tant, deg(4;;) + deg(F;) = deg(t®Hp) — deg(F;) — deg(F;) = deg(t®Hy) =
a1 + deg(F). Mitjangant induccié podem veure que sempre es compleix. Suposem cert
per j = k i veurem que és cert per j = k + 1.

deg(Air+1) = deg(t®Aix + L{%;{)k))

= max{ deg(t®4, 1), deg(LT(t( H)k))}

Si deg(A;k+1) = deg(t"Aiy), deg(A; k1) + deg(Fi) = k+1+ deg(A;x) + deg(F;) =
a+ ai + deg(F) = agy1 + deg(F'), com voliem veure.
) =

Si deg(Ai x11) = deg(LE)) = deg(t*Hy) — deg(F}) = a+ deg(Hy) — deg(F)) =

a+ ap + deg(F)— deg(F;) i també tenim el que voliem.

Abans de passar al cas G = H;, mirem la desigualtat dels termes liders. En el cas
inicial,

LT (t*Hp) LT(t*Hy)
LT(A; ;,)LT(F;) = LT(————>)LT(F;) = ————=LT(F;) = t°LT(F).
Que passa quan A; j11 = t*N'+ N on N' = %, N = % id éslaa que

utilitzem en el primer pas? Calculem els termes liders.

LT(te LT“( ’§°> + LT (F)
LT (t*LT(t* Hy) + LT(t*H;))
t*LT(LT(t* F) + LT(H;))

t" LT(F)

t% LT(F)

LT(A; j+1)LT(F;)

A

ja que LT(t*Hy) >" LT (Hyy1)-

Ara, mirem el cas G = H;. De manera molt similar, veurem primer que la igualtat de
graus es compleix i després, la desigualtat dels termes liders.

Sabem que A; j11 = t%A4;; — LET(t(ag;)Ai,l. Calculem el grau:

deg(A;j11) = max{a+ deg(A;;),a+ deg(H;)— deg(H;) + deg(A;;1)}
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Siel deg(A;j+1)=a+ deg(A;;), la igualtat es complira, seria el cas anterior.

Si deg(Aij+1) = a+ deg(H;)— deg(H;)+ deg(Ai;) = a+aj+ deg(F)—a;— deg(F)+
deg(Ai) =a+a; —a;+ deg(Aiy).

Sumem deg(F;), deg(A; 1)+ deg(F;) = a+a; —a;+ deg(A;;) + deg(F;) = a+
aj —a;+a;+ deg(F) = aji1 + deg(F), com voliem veure.

Per ultim, els termes liders. Estudiem el cas inicial. Després, mitjancant induccio,
és facil veure que es compleix sempre. El cas inicial que estudiem és dividim pel primer
residu H; tal que A;; és diferent de 0. No estudiem el cas en que H; és igual a Hy perque
seria com estudiar el primer cas, els termes A;o = 0.

LT(A;;1)LT(F;) = LT(t°A;; — S A, )LT(F)
= 1LT(Ai; — T Ai) LT (F)
<" t°LT(A4;;)LT(F)
= % LT(F)
Aixi, ja hem vist tots els casos i, efectivament, es compleix la desigualtat. O

Podem completar ’algorisme de Mora per a que retorni els quocients A; i la unitat U:
Input: F, Fy,...,Fs € k[t,x1,...,2z,] homogenis i diferents de zero
Output: H,U, A;

H:=F; L :={F1, ..., Fs}; M := { G pertany a L : LT(G) ILT(t2H) per alguna a}
A={A_1, ..., As} =40, ...., 0}; U=4{0_1, ..., U_s}, N=1, B = 0;

WHILEC H '= 0 i M !'= 0) DO
SELECT G que pertany a M amb la menor a
N = LT(t2H)/LT(G)
IF a>0 THEN
L := L unié {H}
H := Red(t2H, G)
IF G = Fi
U_i+l = t2U_i

Per cada component de A tindrem A_1 = t2A_1 sil =1
t2A_1 + Nsi 1l =1
IF G = alguna H anterior, sigui H_p
U_i+1l = t2U_i - N U_p
B=Ap
Per cada component de A tindrem A_1 = t2A 1 - N B
IF H!= O THEN
M := {G pertany a L : LT(G) |LT(t2H) per alguna a}
Corotari 5.11 (Algorisme de la forma normal de Mora). Suposem que f, f1,...,fs €
klx1,...,xy,] son diferents de 0 i > és un ordre de semigrup de monomis amb x;. Llavors

hi ha un algorisme per obtenir polinomis w,ay,...,as,h € k[z1,...,xy,] tal que
uf =a1fi+- -+ asfs+ h,

on LT(u) =1 (per tant u és una unitat a Locs (k[z1,...,xy,])), LT (a;)LT(f;) < LT(f)
per tota i amb a; # 0, i amb h =0 o LT(h) no és divisible per cap LT(f;).
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Demostracio. Sigui g € klz1,...,zy], llavors 'homogeneitzacié transforma el terme lider
amb ordre > de g al terme lider amb ordre >’ de ¢", és a dir, LT/ (¢g") = t*LTx(g),
on a = d — |multideg. (¢)|. D’altra banda, si G és homogeni a k[t,z1,...,z,], llavors
deshomogeneitzant (amb ¢t = 1),LT~/(G) = LT (g), on g = G|=1.

Vist aixo, a partir del Teorema 5.10, considerant aquest polinomis amb ¢t = 1, la resta
de premisses del teorema seran equivalents per definicié.

Al considerar ¢ = 1, hi haura la transformaci6é dels polinomis U - F' = A1 Fy + --- +
AsFs + H als polinomis uf = a1 f1 + -+ asfs + h.

Ara, el LT (u) = 11 es compleix que t°LT(F) <' LT(A;)LT(F;
i de la mateixa manera, LT</(4;) = LTx(a;) i LT/ (F;) = L
LT(a;)LT(f;) < LT(f).

Per tltim, com al Teorema 5.10 cap LT(F;) divideix t*LT(H) per cap b > 0 amb
Pordre >’, amb t = 1 s’obté el resultat equivalent.

), LT>/(F) = LT>(f)
T<(fi) que implica que

O

Podem utilitzar aquest algorisme per dividir f = 22 +y? entre f1 = z—xy, fo = y> +23
utilitzant Pordre alex a k[z,y].

Per comencar, cal homogeneitzar els polinomis f1 i fs. Aix0 vol dir que cada sumand
d’aquests polinomis ha de tenir el mateix grau. Per fer aixo, introduim la nova variable
t, amb ella igualarem els diferents graus.

Per tant, els nous polinomis homogenis seran
fr=at—ay, f§ =yt +2°

El nostre objectiu, com ja sabem, sera trobar u, ay, as, h tal que
i-f=ai-fl+as- f+h

Després de trobar aquests elements, substituirem la ¢ per 1, d’aquesta manera tindrem
una igualtat amb els polinomis f i fs inicials.

En el primer pas, comencem amb la igualtat f = 0fF + 0} + £, és a dir,

Up=1,A10=0,420=0,Hyg = f.

A partir d’aquests elements, iniciem ['algorisme recursiu fins que H; compleixi les
caracteristiques del teorema.
Definim el conjunt L = {f}', f#} 1 M = {g € L: LT(g)|LT(t*H) per alguna a}.
Aplicant Uordre >’ LT(f') = at, LT(f}) = v*t, LT (t*f) = t%a2.
En aquest cas, M = {fI'} i a és igual a 1. Aixo implica que afegim f ha L.
Calculem Hi:
Hy =tHg — nf{lv

_ LT(tHo)

ON M = Froms = . Per tant, H; = ty? + 22y. Calculem també U; i A1, Aaq:
1

U1ZtU()Zt,ALl:t0+.%'=$,14271=t0:0.
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Com en aquest cas, el residu no compleix les propietats per aturar I’algorisme, seguim.

Pel segiient pas, L = {f}, %, f}. Calculem LT(t*(ty? + 2%y)) = t* %, M = {f}}
amb a = 0.

Calculem Ho:
H2 = H1 — ’I’Lth,

_ LT(H1)

onn= T 1. Per tant, H; = 2%y — 2. Calculem també Us i At2, A a:

UQ = t,Al’l = x,AQ’l =1.

Pel segiient pas, L no s’ha modificat ja que 1’a anterior és igual a 0. Calculem
LT (t%(2%y — 23)) = —t%2%, M = {f}ia=0.

Calculem Hg:
H3 = Hy —nf,

onn = LLTT((I?)) = —z. Per tant, H3 = 2y + y?z. Calculem també Us = Uy + 22Uy i

A3 =A10+1A10,A23 = A22 + A20:

Us = t—i—aZ,ALg = (IZ,Ag’g =1.

Per i = 4, calculem LT(t%(2%y + y?z)) = t%@?y, M = {f}, I, f}, pero en el cas de f,
a = 0. Dividirem entre f.

Calculem Hy:
Hy= H3 —nf,

onn = LLTT({%) = y. Per tant, Hy = y?z —y3. Calculem també U, = Us — yU i At g, A 4

U4:t+x—y,A1,4:x,A2,4:1.

Com es veu, encara no hem arribat al residu desitjat. Per tant, calculem LT (t*(zy? —
v?)) = tewy?, M = {fI f8}. En aquest cas, és indiferent escollir f* o f2 ja que en
ambdés casos a = 1. Agafo, doncs, fJ.

Com a =1, L = {f, fI, f# Hy = zy* — y*}.

Calculem Hs:

H5 = tH4 — nfé‘,

_ LT(tH4)

ON M = progy = . Per tant, Hs = —ty? — 2*. Calculem també Us i Avs, A s
2

Us = t(t—|—1' — y),ALg, = t.’L‘,AQ’g, =t+x.

Per i = 6, calculem LT (t%(—ty3 — 2%)) = -ty M = {fi1ia=0.
Calculem Hg:
H6 = H5 — nfgh,

LT(Hs)

onn= LT(th)

= —y. Per tant, Hg = 23y — 2*. Calculem també Uy i A1, Az
Us :t(t—i—w—y),Al,ﬁ :th’,AQ’G =i+ —y.
El residu encara no compleix les propietats del teorema, per tant, anem a fer aquest

procés un altre cop. Calculem LT (t%(x%y — z*)) = —t%*, M = {f}, f}. En aquest cas,
escollim f ja que a = 0.
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Calculem Hry:
H7 = Hg — nf,

= —22. Per tant, H; = 23y + 22y%. Calculem també Uy i A7, Ag 7
U, :t(t+x—y)+x2,A1,7 =tr, Ay =t+az—y.

Pel segiient pas, LT (t%(x3y +2%y?)) = t%23y, M = {f}', f}. En aquest cas, treballarem
amb f ja que d’aquesta manera a = 0.

Calculem Hg:
Hg = H7 —nf,

LT(H7)

on N = A = Y- Per tant, Hy = —x1® + 22y%. Calculem també Uy i A1, Aag:

Us=tt+az—y)+a’ —ay,Aig=ta, Apgg =t +z—y.

Seguim amb i = 9. Calculem LT(t%(x%y? — zy?)) = t%2%y%, M = {f}, f}, f, 2y — 3}
En aquest cas, escollir f i zy? — y> és indiferent ja que a = 0. Agafem xy? — y3.

Calculem Hy:
Hg = Hs — n(zy* — y°),

onn= LHE) = z. Per tant, H9 = 0. Calculem també Ug i A; 9, A2 9:

2

Up=(t—x)t+z—y)+=x —l‘y,ALg:tl'—fL‘Q,AQ’g:t—y.

Ja hem acabat ’algorisme perqué Hg = 0. A continuacid, les dades trobades en una
taula.

i Ui Ay Az H;

0 1 0 0 x? +y?

1 t x 0 ty? + 2%y

2 t x 1 22y — z°

3 t+x x 1 22 4+l

4 t—y+x T 1 —y3 + x?

5 tt—y+x) ta t+x —ty3 — 2*

6 tt —y+x) tr t+x—y | 2y—a?

7 tit —y+z) + 2? tr t+x—y | zdy+ 2%y’

8 tt+x—y)+a°—ay tr t+x—y | —ay’ +2%y?

9 (t—2)t —y+x)+a? -y | to —2? t—y 0
Corotari 5.12. Sigui > un ordre de semigrup de monomis a l'anell k[z1, ..., xy,] i sigui
R = Locs (k[z1,...,2y]). Sigui f € R i f1,...,fs € k[x1,...,x,] diferents de 0. Llavors
hi ha un algorisme per trobar h,ai,...,as € R tal que

f=a1fi+ - +asfs+h,

on LT (a;)LT(f;) < LT(f) per toti amba; #0 i h=0 o LT(h) < LT(f) i LT(h) no és
divisible per cap LT (f1),...,LT(fs).
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Demostracié. Si escrivim f de la forma f//u’ on f' o’ € k[z1,...,2,] i v/ és una unitat a
R, dividint f’ per f1,..., fs amb el Corol-lari 5.11 tenim w - f" = ajfi + -+ alfs + I,
on u,h/;ay, ..., d} sén iguals que en el corollari. També observem que LT (h') < LT(h)
segueix de LT (a;)LT(f;) < LT(f’). Com el terme lider d’una unitat és una constant
diferent de zero, dividint un polinomi per una unitat no varia el terme lider. Per tant,
dividint I’equacié anterior per la unitat uu’ obtenim

f=a1fi+ - +asfs+h,

on a; = a}/(uu'),h = h'/(uu’) clarament compleixen les propietats necessaries. O
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6 Bases estandards

En aquesta seccid, volem desenvolupar I’analeg de les bases de Grobner en ideals d’algun
dels anells locals R = k[z1,...,%n)(z, 20, B = k{z1,...;20} 0 R = K[[m1,..., 2]
Donat un ideal I C R, definim el conjunt de termes liders de I, LT(I) com el conjunt de
tots els termes liders de tots els elements de I respecte 'ordre >. També definim I’ideal
dels termes liders de I, (LT(I)), com l'ideal generat pel conjunt LT(]) en R.

Definicié 6.1. Sigui > un ordre de semigrup i sigui R l’anell de fraccions Locs (k[x1, ..., xy,)])
com en la Definicid 5.6, o sigui > un ordre local i R = k[x1,...,x,]] 0 k{z1,...,2,}.
Sigui I C R un ideal. Una base estandard de I és el conjunt {g1,...,gn} C I tal que
(LT(I)) = (LT(g1), LT(g2), - - -, LT (gn))-

El terme de base estandard és més comu que base de Grébner quan treballem amb
ordres locals i els anells locals R = k[[z1,...,%Zn](z,, .2, B = k{71,...,20} 0 R =
k[[l’l, e ,xn]]

Cada ideal diferent de zero en aquests anells locals té base estandard. Conseqlientment,
hi ha un resultat analeg al Teorema de Hilbert, Teorema 2.15, per aquests anells: tot
ideal té un conjunt finit de generadors. La demostracié és iguals que utilitzant ordres
monomials.

A més a més, algorisme de la Forma Normal de Mora també 'utilitzem per dividir
entre una base estandard. En particular, obtenim zero com a residu si i solament si f
esta generat per una base estandard.

Per construir algorismes per trobar bases estandards, ens centrarem ens els ideals
d’aquests anells que estan generats per una col-leccié de polinomis.

Per treballar de forma analoga a la construccié de les bases de Grébner en Anells de
Polinomis, ja tenim 1’equivalent a ’algorisme de divisié que és I'algorisme de Mora, pero
falta ’equivalent a ’algorisme de Buchberger.

Els diferents element per formar el nou algorisme de Buchberger sén equivalents a la
definicié que ja tenfem. La definicié de S- polinomi en aquest nou conjunt coincideix amb
la mateixa que en k[x1,...,x,], escollint els termes liders tenint en compte el nou ordre
de semigrup.

L’algorisme de divisié6 necessari en el teorema de Buchberger és ara l'algorisme de
Mora. L’unic que cal és definir la correccid i esta garantida pel criteri de Buchberger, és a
dir, donat un conjunt finit G, aquest sera una base de Grobner si, i solament si, el residu
de la divisi6 de G entre cada element del S-polinomi format per un parell d’elements de
G és 0.

Definicié 6.2 (S-polinomi en ordres monomials). Sigui f,g € k[z1,...,x,]| diferent de
zero. Fizem un ordre monomial i sigui

LT(f) = ca® i LT(g) = dzP,

on ¢, d € k. Sigui 2 el minim comi maltiple de x® i z®. El S- polinomi de f i g, amb
notacié S(f,g), és el polinomi

a x

S =y i
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Teorema 6.3. Sigui S C k[x1,...,xy,] finit, > qualsevol ordre de semigrup, i I l’ideal en
R = Locs (k[x1,...,xy,]) generat per S.

a. (Analeg al criteri de Buchberger) S = {g1,...,9n} €és una base estandard de I si, i
solament si, aplicant [’algorisme de la forma normal de Mora a tot S- polinomi format
per elements del conjunt S obtenim residu igual a zero.

b. (Analeg a l'algorisme de Buchberger) L’algorisme de Buchberger, utilitzant l’algorisme
de la forma normal de Mora substituint l’algorisme de divisio en polinomis, construeiz
una base estandard de polinomis de l'ideal generat per S, acabant després d’un nombre
finit de passos.

. . ., . . 7SM .

Demostracié. Primer, la demostracié de lapartat a. Sigui f ' el residu h trobat

aplicant el Corol-lari 5.11 a la divisié de f entre S. Si S és una base estandard de I,
... ——5,Mora
S(gi,gj) € I per tota i,j i, per tant, S(gi, g;)

S,Mora

= 0 per tota 1, J.

De forma inversa, si S(g;, g;) = 0 Vi, 7, volem veure que S és una base estandard,
equivalentment que (LT(I)) = (LT(g1),LT(92),...,LT(gn)) amb l'ordre >. En aquest
cas, utilitzarem un ordre antigraduat per demostrar aquesta implicacio.

Donat f € I = (g1,...,9gn), volem demostrar que LT(f) € (LT(g1),LT(g2),...,LT(gn))-
Sigui Sy el conjunt no buit tal que

t
Sy = {max{LT(a;gi)}: a1,...,as € R que satisfa f = Zaigi}.
i=1

En un ordre de semigrup no podem dir que Sy té un element minimal, encara que Sy
esta fitat inferiorment per LT(f). En canvi, aixo si que passa per ordres antigraduats.
Anem a veure-ho.

Que > sigui un ordre antigraduat vol dir que

la] < |8] = z® > 2P.

Per tant, sigui M un conjunt no buit i > un ordre antigraduat tal que

M= {z’: 2% > 2% vz’ e M} = {2°: |a| > || VB € Zj>o}

Veure que existeix I’element més petit de M és veure que existeix un  més gran entre
tots els 5 € Zjj tal que P e M.

Per facilitar la notacié, anomenarem M’ = {|a| > |B|: 2” € M}.

Trobar ’element minim a M és equivalent a trobar I’element maxim a M’ ja que ’ordre
és antigraduat. Per tant, suposem que no existeix element maxim a M’. Aixod vol dir que
per tota 8 € M’, existeix una § € M’ tal que 6 > 3. Llavors, si B € M', +1¢€ M  on 1
és el vector de dimensio n tot amb 1.

Sabem que « és finit, per tant, com suposem que no hi ha maxim, existeix un u tal
que || > al.

Aplicant Pargument anterior, 5+ (u — 8) = p € M’. Arribem a una contradiccié ja
que els elements de M’ sén aquells que compleixen |«| > |3]. Ja hem vist que existeix
element minimal.
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Anomenen 6 = min Sy. Aleshores, entre totes les formes possibles d’escriure f, escollim
aquella tal que Sy sigui minimal.

El que volem veure és, que un cop trobada J, es compleix
LT(f) =9.
Quan tinguem aix0, es complira
LT(f) =S¢
i, per tant, LT(f) € (LT(g1),...,LT(g¢))-
Veurem LT(f) = § arribant a contradiccié. Suposem que LT(f) < 6. Escrivim f de

la segiient manera:

ro= ZLT(aigi):é aigi + ZLT(aigi)<§ aigi
- ZLT(aigi):‘s LT(as)gi + ZLT(aigi):(s(ai — LT (ai))gi + ZLT(aigi)<6 a;gi

Els monomis del segon i tercer sumand del segon desenvolupament de la suma tenen
el terme lider menor que §. Per tant, com hem suposat que LT(f) < 4, el primer sumand
ha de complir

LT > LT(a)g | <6
LT(a;g:)=48

Sigui LT(a;) = c;z*® . Podem escriure la primera suma com ZLT(aigi):(S LT (a;)g; =
ZLT(aigi):§ cixa(i)gi'
Utilitzem un lema per ordres monomials, ’adaptem als ordres locals.

Lema 6.4. Suposem que tenim una suma Y i, ¢ifi, on ¢; € k i multideg(f;) = 6 € Z2,
per tota i. Si multideg(d;_, cifi) < 6, Uavors Y7, ¢ifi és una combinacid lineal amb
coeficients a k del S- polinomi S(f;, fi) per 1 < j,k < s. A més a més, cada S(fi, fr) té
multideg < 4.

En el nostre cas, podrem aplicar aquest lema si tenim en compte que ara no treballarem
amb multideg, siné que treballarem amb termes liders.

Aplicant aquest lema amb ordres locals, veiem que hem arribat a la mateixa estructura
que s’estudia al lema si agafem f; = 2@ g;. Aquesta suma és una combinacié lineal dels
S-polinomis S (ZL‘a(j) gj, z (k) gk). Apliquem la definicié de S-polinomi:

S (xa(j)gj,xa(k)gk) — mxa(j)gj _ mxa(k)gk

= (6 —vx)S(9j, 9%)

on v;j; = LCM (LT (g;), LT(gx)). Per tant, existeixen constants c¢;; € k i podem escriure

Z LT (a;)g; = Z%‘k(é — k) S(95, 9)-

LT(a;g:)=6 gk

Per continuar, utilitzarem la hipotesis de que el residu de S(g;, gx) entre gi,...,gx és
zero. Utilitzant I’algorisme de Mora, cada S- polinomi es pot escriure de la segiient forma:

t
S(g5,95) =D bijkgi
=1
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on byji € klx1,...,x,|. L’algorisme de Mora ens diu que
LT(bijrgi) < LT(S(g5,9x))

per tota 1, j, k.

D’aqui podem intuir que quan el residu és zero, es pot trobar una expressié per S(g;, gx)
que depen dels termes de G i on els termes liders no es cancel-len.

Per poder aplicar aquest resultat, multipliquem l'expressié de S(g;, gx) per 6 — v per
obtenir

(5_'7 g]agk Zdljkg’w
on dijr, = (6 — )bjjk. Tenim, doncs,
LT (dijrgi) < LT((6 —7)S(g5, %)) < 9.

Per tant,

Z LT az gi = Zc]k o — 7 g]7gk Zc]k Zdz]kgz Z Blgz
7

LT(a;9:)=0

Com LT(d;jrg:) < LT((6 —~)S(g5,9%)) < 0, tenim que

LT (hig;) < 0.

Hem arribat a contradiccié perque hem trobat que tots els elements del sumatori de f
tenen el terme lider més petit que § i § és un element minim.

Aix0o demostra el criteri de Buchberger per ordres antigraduats.

Per la part b, sabem que per la demostracié de I'algorisme de Buchberger que ja conei-
xem, vist al Teorema 2.17, ’algorisme acaba i construeix una base de Grobner depenent
tUnicament de la condicié de cadena ascendent d’ideals de polinomis, Teorema 2.16, i no
requereix que 'ordre utilitzat en el procés de divisié sigui un bon ordre. D’aquesta forma,
utilitzant els residus trobats a partir de I'algorisme de Mora, obtenim un algorisme que
acaba després d’un nombre finit de passos. El resultat déna una base estandard de I a

partir de 'apartat a. O
Un altre ds de les bases estandards és determinar si la dimensi6 dim k[xy, ..., z,]/] és
finita.
Definicié 6.5. Donat un ordre local > i un ideal I en R = k[z1,..., %)@, 2,), R =
k{z1,...,zn} 0 R=K[[z1,...,2s]], diem que el monomi x és estandard si
¢ ¢ (LT(1)).

Amb aquesta notacié, el seglient teorema.

Teorema 6.6. Sigui R un dels anells locals k[z1, . .., Tn](g, . 2.y, k{71, 20} 0 K[[21, ..
Si I C R és un ideal i > és un ordre local, tenim les segiients equivaléncies.

a. dim R/I és finita.
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b. dim R/(LT(I)) és finita.

c. Solament hi ha finits monomis estandards.

A més a més, quan qualsevol d’aquestes condicions es satisfa, tenim

dim R/I = dim R/(LT(I)) = quantitat de monomis estandards

i tot f € R es pot escriure de forma unica com

f=g+m,

on g € I ir és una combinacid lineal de monomis estandards. Aquesta suma es pot trobar
mitjancant un algorisme quan R = k[z1,...,Tn](z, . 2.)-

Demostracid. Anem a demostrar primer les equivaléncies.

Suposem que z*M) ..., (™) g6n monomis estandards amb m > dim R/I. Podem

definir una combinacié lineal tal que
l
= Zci:ﬁo‘(l) el, ¢;ek.
i=1

Llavors, LT(f) € (LT(I)) implica que algun z*%) e (LT(I)), fet impossible ja que
220 és estandard. Aixd demostra que el nombre de monomis estandards esta fitat
superiorment per dim R/I.

Suposem que R = k[x1,...,z,] (21,..,zn)- COM I esta generat per polinomis, podem
trobar una base estandard de polinomis de G a I. Sigui f € R i dividim f entre G
utilitzant el Corol-lari 5.12 obtenim

f=g1+h,

ongi € ih=00LT(h) & (LT(G)) = (LT(I)) (ja que G és una base estandard)
i LT(f) > LT(h1).
Si hy # 0, sigui LT(h1) = c1z®® ey € ke # 0. Com 221 &g estandard, h; =
1z +ryonry =00 220 > LT(ry). Siry # 0, tornant a aplicar el procés
anterior, tenim

1= g2+ hy = go + 22 41y

amb gy € I, 2?2 estandard i 79 = 0 0 %) > LT(ry). Combinant tot aixo,

a(2)

f=a+thi=g+ ez 4y = (g1 + g2) + 1M + con + 7o,

on gy +go €1, 20 2@ estandards i 200 > 2@ > LT(rq) si ro # 0. Continua-
rem fent aquest procés sempre que r; no sigui igual a 0. Com hi ha finits monomis
estandards, aquest procés finalitzara i demostrarem que f té la forma g + r com
s’ha descrit en ’enunciat del teorema.

El polinomi f s’escriu de forma tnica ja que estem treballant amb bases estandards,
és a dir, donades dues bases estandards diferents G = {g1,...,9,} 1G' = {¢}, ..., 9, },
(LT(I)) = (LT(g1), - .., LT(gn)) = (LT(g1), ..., LT(gp))-
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Al dividir amb l’algorisme de Mora, justament ens fixem en els termes liders. Si
partim de bases estandards diferents no afectara ja que treballarem amb els mateixos
termes liders.

Succeeix el mateix amb els monomis estandards, si %) ¢ (LT(G)) = (LT(G")) =
LT(I)) i sabem que existeix un nombre finit de monomis estandards.

Es important que R sigui k[zq,... vmn](xh--.,xn) ja que l'algorisme de Mora es pot
calcular computacionalment per aquests anells. A continuacio, el pseudocodi.

Input: £, I ideal , R anell.
Output: R.

//Primer, calcul d’una base estandard de 1’ideal I.

Guardem la base estandard G en un vector.

While (F != 0){
//Apliquem algorisme de Mora per f entre G.
//0btenim un F = g + h com output de 1’algorisme.

H = h;
if (H ==0){
return R;
Yelse{
//He de treure el LT(h)
M =H - LT(H);
R = ++ LT(H); //al residu 1li afegeixo el LT corresponent
F = M;
}
}
return R;

D’aquesta forma, les classes laterals dels monomis estandards donen una base de
R/I, demostrant que

dim R/I = quantitat de monomis estandards
quan R = k[z1, .., Tn(z,,. 20)-

Segueix immediatament del que ja hem vist perque I i (LT(I)) tenen els mateixos

monomis estandards.

O

Per calcular bases estandards, podem utilitzar el programa Singular. Veurem com
fer-ho en el segiient capitol.
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7 Aplicaci6 de les bases estandards

Aquesta secci6 té com a finalitat estudiar algunes de les aplicacions de les bases estandards.
El concepte de multiplicitat i els nombres de Milnor i Tjurina es poden trobar mitjancant
les bases estandards.

Al capitol Multiplicitats ¢ nombres de Milnor, vam veure la Proposicié 4.14. La de-
mostrarem amb el Teorema 6.6.

La demostracié comenga utilitzant el Teorema 4.8, aix{ sabem que

dimk[z1, - Tnlieyen) TR o Ty n) < OO

Pel Teorema 6.6, sabem que la dimensié és el nombre de monomis estandards d’una
base estandard S de I C k[zq,... ,.Z‘n]<x17__.7xn>. Pero S també és una base estandard per
Ik[[z1, ... ,xp)] 1 Ik{21,.. ., x,} pel criteri de Buchberger. Aixo és que, per un ordre local
fixat, els monomis estandards sén els mateixos independentment de l’anell local R que
estiguem considerant. Per tant, ja hem demostrat la Proposicié 4.14.

Aixi obtenim un algorisme per calcular multiplicitats. De la mateixa manera podem
trobar els nombres Milnor i Tjurina.

A continuacié, calculem la multiplicitat de 22 + 2zy* — y? = zy — y> = 0 utilitzant
Singular. Ds representa l'ordre alez.

> ring r =0, (x, y), Ds;

> ideal i = x2+2xy4-y2, xy-y3;
> ideal j =std(i);

>j;

j[1]=x2-y2

j[2]=xy

j[31=y3

> vdim(j);

4

Hem calculat la base estandard amb std(i) i amb vdim(j) podem saber la multiplicitat.
En aquest cas és 4.

També, trobarem el nombre de Milnor i Tjurina de f(z,y) = (2? + y?)3 — 422y, El
nombre de Milnor, definit a la Definicié 4.17, és la multiplicitat del zero comu a les parcials
de f i el nombre de Tjurina és la multiplicitat del zero comu a f i les seves parcials.

Dit aix0, podem utilitzar Singular per poder trobar aquests nombres.

Calculem les parcials:
Of J0x = 0f |0y = 6x(x* + y*)? — 8xy?

i busquem la base estandard. Després, trobarem la multiplicitat del zero en aquesta base.
Tornem a treballar amb 'ordre alex.

> ring r=0, (x, y), Ds;
> ideal i = 6x*(x2+y2) "2 -8xy2, 6y*(x2+y2) 2-8yx2;
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> ideal j =std(i);

> 3;
j[11=4x2y-3x4y-6x2y3-3y5
j [2]=4xy2-3x5-6x3y2-3xy4
j [3]1=x6+x4y2-x2y4-y6
j[4]=y7

> vdim(j);

13

Acabem de veure que el nombre de Milnor per f(z,y) és igual a 13. De la mateixa
manera pero afegint a 'ideal ¢ el polinomi de f(z,y), obtenim que el nombre de Tjurina
és 12.

Una altra aplicacio de les bases estandards és el calcul del con tangent.

Definicié 7.1. Sigui V' € k™ una varietat i p = (a1, ..., an) un punt de V.. El con tangent
de V ap, Cp(V), és la varietat

Cp(V) =V (fpmin: f € L(V)),

on fp.min €8 la component homogénia de menor grau del polinoms flxi+aq, ..., xot+ay)
obtingut traslladant p a l’origen.

Encara que els cons tangents es poden trobar mitjangant bases de Grébner, fer-ho amb
bases estandards és més directe. A continuacié, un exemple de calcul de con tangent.

Sigui V.= V(f1,..., fs) C k™ una varietat que conté l'origen i sigui G = {g1,...,g:}
una base estandard de

I= <f17 trty f8>k[$17 cee 7$n]<ml,...,xn>

respecte un ordre antigraduat >.
Anem a veure que LT+ (g;) és un dels termes de g; min per cada i.

Com {g1,...,0:} és una base estandard de I, sabem que
(LT(1)) = (LT(g1), - - .. LT(gr))-

Estem treballant amb un ordre antigraduat, per tant, és evident que el L'T(g;) sera el
component homogeni de menor grau.

Acabem de veure que (LT(1)) = (g1,min, - - - » G¢,min) 1 sabem que Co(V) = V(fo,min: f €
I(V)).

Tenint en compte que estem treballant amb un ordre antigraduat, és clar que LT(I(V)) =
fmin. Per tant, Co(V') = V(fomin: f € I(V)) = V(g1,min; - - - » gt,min), com voliem veure.

Podem considerar la varietat V = V(2® — yz — x,9% + 22%) a k3. Utilitzant I'ordre
>alex @ k[x,y, 2] (z,y,2)» Aamb T >y > z, veurem que els polinomis definits a V' generen una
base estandard i trobarem el con tangent de V.

Utilitzem Singular:
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> ring r=0, (x, y, z), Ds;

> ideal i = x3-yz—-x, y2+2z3;
> ideal j =std(i);

> 3

j[1]=x+yz-x3

j[2]=y2+223

Efectivament, els polinomis que defineixen la base estandard sén els inicials. Podem
calcular els corresponents LT(z + yz — 2%) i LT(y? + 223) amb ordre >, utilitzant
I'equivaléncia que hem vist abans. Obtenim que LT (z +yz —23) = z i LT (y? +223) = y?
1 per tant,

Co(V) = V(z,y°).
Una altra aplicacié és utilitzar la localitzacié per estudiar de forma més detallada una
component irreductible de una varietat reductible.

Considerem els vertexs A, B, C, D del paral-lelogram com segueix:
A=(0,0),B = (u,0),C = (v,w), D = (a,b),

i escrivim la interseccié de les diagonals AD i BC com N = (c,d).

Les coordenades w,v,w son arbitraries i determinaran el valor de a,b,c,d. Amb les
seglients equacions polinomiques indiquem que ABCD és el paral-lelogram i N la inter-
secci6 de les diagonals:

h1 = b—w = 0
he = (a—u)w—bv =0
hs = ad— cw =0
hy = dv—u)—(c—uw)w = 0
i
g1 = a®—2ac—2bd + b? = 0
go = 2cu—2cv—2dw—u?+v>4+w? = 0.

Com el teorema geometric és cert, esperem que g; = go = 0 sempre que la hipotesis
hi1 = hg = hg = hy = 0. Si estem treballant sobre C, pel Nullstellensatz Fort esperariem
trobar la segiient igualtat:

gi € I(V(h1, ha, hs, ha)) = /{h1, ha, h3, ha),

pero aixo no és cert.

Anem a veure que g1,92 & +/(h1, ha, hs, hy) C Clu,v,w,a,b,c,d] utilitzant el segiient
corol-lari:

Corotari 7.2. Sigui k un cos arbitrari i sigui I = (f1,..., fs) Ck[z1, ..., Tnl(z, . 2,) un
ideal. Llavors f € /T siisolamentsil e I = (f1,..., fs,1—yf) C k[z1,... s Ty Yl (w1 n) -

>ringr =0, (a, b, ¢, d, u, v, w, t), (Dp(4), Ds(4));
> ideal i = b-w, (a-u)*w-b*v, ad-cw, d*(v-u)-(c-u)*w, 1-t*(a2-2ac-2bd+b2);
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> ideal j=std(i);

> 3;

j[1]1=aw-bv-uw

j[2]=b-w

j [3]=cw+du-dv-uw
j[4]=a2t-2act+b2t-2bdt-1

j[561=du

j[6]=ad-cw

j [71=2dv2t+2dw2t+w+uvwt-v2wt-w3t
j[8]=uw
j[9]1=2cdvt+2d2wt+cuwt-cvwt+d-dw2t

on es veu clarament que per g1, 1 &€ (hy, ha, hs,hg,1 —t - g1). De la mateixa manera,
podem fer els calculs per go i obtenim que 1 & (hy, ha, hs, hg, 1 —t - go).

Proposicié 7.3. Sigui I C k[xy,...,x,] i suposem que lorigen a k™ esta contingut
en una component irreductible W de V(I). Sigui fi,...,fn € kl[z1,...,25] una base
estandard de I amb un ordre local i g € k[xi,...,zy]. Si el residu de g en la divisio
entre F' = (f1,..., fs) utilitzant l’algorisme de Mora del Corol-lari 5.11 és zero, llavors
g € (W) (pero no és necessari que g € I).

Demostracid. Si el residu és zero, amb ’algorisme de Mora obtenim la segiient equacid

u'g:a1f1+~-+a5fs,

on u € k[ry,...,7,] és una unitat a k[x1,..., 20z, 2, Com W C V(I), u-g és un
element de I(W). Pero W és irreductible, per tant, I(W) és un ideal primer. Com a
conseqiiencia, u € I(W) o g € I(W). No és possible que u € I(W) ja que u(0) # 0.
Aleshores, g € I(W). O

Abans de continuar, estudiarem el procés d’eliminacié en un context d’anells locals
ja que s’utilitza en els algorismes de moltes operacions amb ideals. Més concretament,

estudiarem aquest procés en U'anell R = k[z1,..., %)) 2,

El punt clau és estudiar el nou anell k[z1,...,Zn](z,, . ) [t], on els elements es poden
estudiar com polinomis en funcié de t i coeficients a k[z1, ..., Tn](, . 2,)-

Sigui un ideal I C k[z1,...,%n)(z,, . 2, [t], calculem la intersecci6

IO =1nN k[[]ﬁl, e 7$n](x1,.,.,azn>'

Pero Iy és analeg a l'ideal d’eliminacié d’un ideal de polinomis.

Definicié 7.4. Un ordre d’eliminacic en S és qualsevol ordre de semigrup > epm en els
monomis de S definit de la segiient forma. Sigui > un ordre local a klx1, ... 7$n]<w1,...,xn>'
Definim

Rz > it

per k,l € Z>o, 1 o, 8 € Z% si i solament si k > 1, ok =11a > 3. Es a dir, un ordre
d’eliminacio és un producte d’ordres que combina ’ordre de graus a les poténcies de t i
Uordre local donat > a % a k[z1,..., Tnl(z) 2.}
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Aquests ordres que acabem de definir no sén ni ordres locals ni bons ordres.

Teorema 7.5 (Eliminacié Local). Fizem un ordre d’eliminacio > cjim a S = k[x1, ..., Tn)(z,,. 20)[t]-
Sigut I C S un ideal, i G una base estandard de polinomis de I respecte l'ordre > gy,
Llavors

GNk[xy,...,zy] ={g € G: LT(g) no conté a t}

i GNk[x1, ..., 20 €s una base estandard de In = I O k[1,. ., Tnl(zy, . 00) -

Demostracio. Sigui G = {g1, ..., g:} unabase estandard de I i Gy = {g € G: LT(g) no conté a t}.
Per la definicié de >¢jin, la condicié que LT (g) no conté ¢ implica que g no conté t. Com

Gy C Iy, solament cal veure que si f € Iy Nk[xy,...,x,], llavors f es pot escriure com

una combinacié dels elements de G amb coeficients a k[x1, ..., xn]@h_._’xn). Com feli

{91, -..,9n} és una base estandard de I, 'algorisme de Mora ens dona ’expressi6

f=aig1+ -+ ag,

on LT(f) > LT(a;g9;) per tota a; # 0. Escollim a; = 0 per g; € Goig; € klz1,... vwn](m,m,xn)
ja que t no apareix a LT(f).

Teorema 7.6. Sigui I,J C k[x1,...,Tnl(z,,. 00 @ [ € k[T1,. ., 20].
e INJ=(t-I+1—t)-J)Nk[T1, . s Tnliz,,  2n)-
o I (f) = -0 ().
o [ fX=(T+{1—-f-t)Nk[xy,... ,ﬂ:n]@l,‘_.@m.

o f &I siisolament sil €I+ (1—f-t) aklxy,... s Tl (w1, an) (]

Demostracid. e Primer, veiem que ¢t/ + (1 —t)J és un ideal a k[x1,..., Zn, t] iz, 0.)-
Suposem que f € INJ. Com f € I, t-f € tI. De la mateixa forma, f € J implica
que (1 —¢t)f € (1 —t)J. Amb aquests resultats, f =tf+ (1 —¢)f € tI + (1 —t)J.
Com I,J € k[w1,.. ., n)(ay,..zn), [ € (LI + (1 —=8)J)NE[21,. .., Tnl(z), . 0, Amb
aix0, veiem la primera inclusio.
Suposem f € (tI + (1 —t)J) Nk[x1,. .., Tn](z,,...2n)- Llavors f(z) = g(,t) +
h(z,t), on g(x,t) € tI i h(z,t) € (1 —t)J. Agafem t = 0. Com cada element de
tI és un multiple de t, g(z,0) = 0. Per tant, f(x) = h(x,0) que implica f(z) € J
gracies al segiient lema.

Lema 7.7. El lema diu:

i. Si I és un ideal a k[z1,...,%n)(z,, o, generat per pi(z),...,pr(x), llavors
f@)I és Uideal a kl[z1,. .., %0, t] (2. 2,) generat per f(t)pi(z),..., f(t)pr(x).
it. Sig(x,t) € f(t)I ia és qualsevol element de k, llavors g(z,a) € I.

Ara, agafem t = 1 en f(x) = g(x,t) + h(z,t). Com cada element de (1 — t)J és
multiple de (1 —t), h(z,1) = 0. Per tant, f(z) = g(x,1) i f(x) € I utilitzant el
lema anterior.

Com f pertany a i J, tenim f € 1nNJ.
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o« I (f)=L-(IN(f).
Siguin 7, J ideals en k[z1, ..., %] (4, .. 2,)- Definim I: J, I'ideal quocient de I entre
J, com
I:J={f€klz1,...,%n)(e,, 2, fg €I per tot g € J}.

En el nostre cas, tenim

I (f) ={h €klr1,..., 2]z, 2, hf €T per fe(f)}.
Demostrar que I: (f) = % -(IN(f)) és el mateix que demostrar que si {mq,...,my}
és una base de 'ideal I N (f), llavors {m1/f,...,mp/f} és una base de I: {f}.

Sigui a € (f). Llavors a = bf per un b € k[z1,...,%n](;,..2,)- Si g €
<m1/f>"'7mp/f>7
ag=>bfg=(my,...,mp) =IN(f) CI.

Per tant, g € I: (f) com voliem veure.

Suposem h € I: (f). Llavors hf € I. Com hf € (f), hf € IN(f). Si
IN(f) = (my,...,mp), tenim hf = > rym; per alguns r;. Ja que m; € (f),
cada m;/f € k[z1,...,%n)(z, 4, 1 podem escriure h = } ri(m;/f). Per tant,
he{mi/f,...,mp/f), com voliem.

o [: foo = (I + <1 — f . t>) n k[.ﬁl, - ,xn]@l’m,xw.
El quocient estable de I respecte f, I: f°°, esta definit com 1’ideal

I: f*° ={g € R: existeix n > 1 tal que f"g € I}.
Sigui a € I: f*°. Llavors, af™ € I per algun m, af™ € I C I+ (1 — ft) i
1— fte I+ (1— ft), per tant,
a=af™"+(a—af™t™) = af™t"+a(1— ft)(1+ ft4- -+ U € T+(1- ft).
Pero, per definicié, a € k[x1, ..., )iz, 20y @ € T+ = fO)NE[T1, .., Tn](zy,2n)
com voliem veure.
Sigui a € (I + (1 — ft)) N k[x1,...,2Zn](z,,.. 2,), lavors podem escriure a =
> opim; +q(1 — ft), on p;,q € k[xy, ... >$n](x1,...,a:n>[t] i1=(m,...,my).
Definim ¢ = 1/f i a = Y pim;, amb p; € k[z1,...,Tn](z,.. 2 [1/f]-

Si multipliquem els dos costats per f, obtenim af™ =) A;m;, amb A; € k[x1,...,%n](@;,  2.)-
Hem arribat, doncs, a veure que af™ € I. Aquest resultat implica que a € I: f*°,
com voliem.

o fe/Isiisolamentsil eI+ (1—f-t)akfx,... s T (zy,zn) [E]-
Sigui J =1+ (1— f-1).

Sabem que si 1 € J, llavors f™ € I per alguna m per Nullstellensatz. Si f™ € I,
fevI

Suposem que f € VI. Llavors f™ € I C J per alguna m. També tenim
1—f-teJ,per tant,

L= fm™" 4 (1— f™t™) = f™ "4 (1 —tf)- (14 ft4---+ folm Y e,

com voliem veure.
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8 Conclusions

En aquest treball, hem estudiat els Anells Locals amb 1'objectiu final de definir i aplicar
les bases estandards.

Seguint una estructura similar al contingut estudiat en 1’assignatura optativa d’Anells
de Polinomis en Diverses Variables, hem definit conceptes i demostrat teoremes per arribar
a I’objectiu final.

L’inici de la memoria ha consistit en la definicié d’Anell Local i com afecta ’existéncia
d’un dnic ideal maximal en un anell R.

Després, hem estudiat el concepte de multiplicitat d'un punt de V(I) on [ és un ideal
de dimensié zero. La multiplicitat és un concepte que s’utilitza per definir els nombres de
Milnor i de Tjurina, nombres que no es poden definir en Anells de Polinomis en Diverses
Variables.

Durant la memoria, hem destacat la importancia de ’algorisme de Mora ja que és el
que ens ha permes poder fer la divisié entre polinomis, pas imprescindible en el calcul de
les bases estandards.

Per estudiar ’algorisme de Mora hem necessitat, entre d’altres, el concepte d’ordre
local i, en conseqiiencia, el concepte de terme lider en Anell Local. L’estudi previ dels
ordres monomials ha estat de gran ajuda per ’estudi dels ordres locals.

Al arribar a I’objectiu final de la memoria, hem aplicat les bases estandards mitjangant
el programa Singular. Amb l’aplicacié practica, la definicié dels conceptes ha estat molt
més entenedora. Una de les aplicacions que destaquem és el calcul dels nombres de Milnor
i Tjurina.

Les aplicacions han estat de gran utilitat per veure quina pot ser la finalitat d’estudiar
les bases estandards. Com hem vist, aquestes ens poden donar molta informacié sobre
I'ideal que estudiem o pot ser clau per definir noves estructures, com el con tangent.

El llibre de David A. Cox, John Little i Donal O’Shea, Using Algebraic Geometry, ha
estat la pauta perfecta que m’ha ajudat a poder entendre aquest tipus d’anell que no
havia estudiat abans.

La motivacié de I'estudi d’aquest tipus d’anells va sorgir al fer ’assignatura optativa
d’Anells de Polinomis en Diverses Variables. L’estudi d’anells i ideals ha estat del meu
interes a partir de I'assignatura obligatoria d’Estructures Algebraiques, és per aix0d que
vaig decidir seguir estudiant aquesta branca a 1’hora d’escollir les assignatures optatives.

Personalment, la realitzacié d’aquesta memoria ha tingut un impacte molt important.
M’ha servit per estudiar un tema del meu interes, aprendre sobre ell i decidir cap a on
vull enfocar el meu futur professional.

49



Referencies

[1] Cox, D. A.; Little, J.; O’Shea, D.: Using Algebraic Geometry, 2a edicid, 2005. New
York, NY : Springer New York, 2005.

[2] Cox, D. A,; Little, J.; O’Shea, D.: Ideals, Varieties, and Algorithms: An Introducti-
on to Computational Algebraic Geometry and Commutative Algebra. New York, NY:
Springer New York, 2008.

[3] Lang, S.: Algebra. Reading, Mass: Addison-Wesley, 1965.

[4] Greuel, G.-M.; Pfister, G.: A Singular Introduction to Commutative Algebra. Berlin,
Springer, 2002.

[5] Sanchez, N.: Notes del curs d’Estructures Algebraiques, curs 2019-2020 impartit pel
professor Carlos D’Andrea.

20



