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Abstract

The integral over a bounded interval [a,b] of a continuous f function can be numerically
approximated using interpolation or Gaussian quadrature formulas, which evaluate the
function f in m + 1 abscissas. The choice of abscissas is essential in Gaussian integration
to obtain exact formulas for polynomials of degree less than or equal to 2m + 1, impro-
ving the accuracy of interpolation formulas. From a numerical point of view, quadrature
formulas that provide a small error with few evaluations of f are needed. One of these
formulas is the one provided by the double exponential method, which consist of using a
suitable transformation that maps the endpoints of the interval of integration to infinity,
in order to obtain a double exponential decay of the integrant, and then apply the trape-
zoidal formula. We will see that this method allows to approximate converging improper
integrals with singularities at the endpoints and that it can be adapted to approximate
oscillatory integrals with different types of decay. Oscillatory integrals with a fast decay
of the integrand are naturally found in dynamical systems when the Melnikov integral is
considered to measure the splitting of separatrices. Throughout the work, some examples
are analyzed and compared with numerical implementations using Pari/GP software.

Resum

La integral sobre un interval acotat [a, b] d’una funci6 f continua es pot aproximar nume-
ricament usant férmules interpolatories o de quadratura gaussiana, que avaluen la funcié
f en m + 1 abscisses. La tria de les abscisses és essencial en la integracié gaussiana per
obtenir férmules exactes per a polinomis de grau menor o igual que 2m + 1, millorant 1’e-
xactitud de les formules interpolatories. Des del punt de vista numéric calen férmules de
quadratura que proporcionin un error petit amb poques avaluacions de f, com la que ens
proporciona I’anomenat métode doble-exponencial. La férmula doble-exponencial consis-
teix a usar un canvi de variable adequat, que envia els extrems d’integracié a 'infinit, per
tal d’obtenir un decaiment doble-exponencial de I'integrant, i posteriorment aplicar-hi la
regla dels trapezis. Veurem que permet aproximar integrals impropies convergents amb
singularitats als extrems i que es pot adaptar per aproximar integrals oscil-latories amb
diferent tipus de decaiment. Integrals oscil-latories amb decaiment rapid sorgeixen de ma-
nera natural en sistemes dinamics quan es considera la integral de Melnikov per mesurar
Pescissié de separatrius. Al llarg del treball s’analitzen analiticament alguns exemples i es
comparen amb implementacions numeériques usant el programari Pari/GP.
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Introduccid

Molts problemes de la matematica i de les seves aplicacions en diversos camps de la ciéncia
es redueixen a problemes que involucren el calcul d’integrals. Sovint, realitzar aquest
calcul és dificil o impossible analiticament, degut al fet que pot ser que no existeixi una
primitiva de f o no es té l'integrant de manera explicita. Aquest fet motiva I'interés historic
de I'estudi de les férmules de quadratura numérica. Aixi, Newton ja va considerar aquest
problema i va donar les bases de les formules d’integraci6 interpolatoria, considerant el cas
particular de les férmules de Newton-Cotes. Posteriorment, Gauss va obtenir les féormules
d’integracié gaussiana, que sén més precises i tenen un cost computacional similar, és a
dir, requereixen el mateix nombre d’avaluacions de la funcié a integrar. Nous reptes van
aparéixer en computacié amb les implementacions numériques amb aritmética de punt
flotant; per aquest motiu es van desenvolupar técniques per obtenir la precisio, sovint
simple o doble precisio, que els calculs requerien (per exemple els métodes de Romberg,
veure [1]). Recentment, alguns problemes (es veuran alguns) requereixen multiprecisio i
s’han desenvolupat técniques més competitives, com la integracié doble-exponencial que
estudiarem en aquest treball.

A Thora de calcular numéricament una integral cal tenir en compte diversos aspectes:

— De quin tipus és I'interval d’integraci6: és un interval acotat o infinit? Notem que,
des del punt de vista computacional, el cas de tenir un interval acotat “llarg” presenta
dificultats a I'hora d’aplicar féormules d’integracid, ja que calen moltes avaluacions
de la funcié per obtenir una bona precisio.

— L’integrant f(x) és analitic? En aquest cas, té singularitats i on es troben?

— Silinterval d’integraci6 és infinit, com es comporta f(x) a l'infinit? Decau de manera
exponencial, polinomial, oscil-latoria...?

En aquest treball és té el particular interés d’estudiar métodes d’integracié numérica
que permetin calcular el valor d’'una integral amb una precisi6 elevada amb un cost raona-
ble. Ens centrarem en els métodes d’integracié gaussiana i doble-exponencial (s’emprara
Pabreviaci6 DE per a referir-nos a doble-exponencial). Un dels objectius del treball és
entendre com es pot fer una implementacié numeérica d’aquest tltim métode, i s’usara la
funcié intnum de Pari/GP [2| que implementa el métode DE.

Pari/GP és un llenguatge de programacié que fa servir la llibreria de multiprecisio
GMP ﬂ Notem que a partir de la versié 2.2.9 de Pari/GP es va canviar la implementacié
de la funcié intnum, que actualment usa el métode DE. Abans d’aquest canvi, intnum
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implementava el métode de Romberg. En una série de conferéncies i referéncies es justifica
aquest canvi per motius d’eficiéncia quan es requereix una precisio elevada |[3].

Aquest treball esta dividit en quatre capitols, i cada capitol comenga amb una intro-
duccié on s’explica tot el que es tracta en els diferents apartats d’aquest.

El primer capitol del treball és un breu recordatori de conceptes d’integracié numeérica
ja vists al grau de matematiques, perd que sén necessaris per entendre altres parts d’aquest
treball. Es tractara la integracié gaussiana, que tot i que haver-hi llibres que la inclouen en
el nivell de grau universitari, és un tema que no es va tractar a les assignatures obligatories
de calcul numeéric del grau. Entendre la integracié gaussiana permet conéixer un métode
d’integracié d’alta precisié que s’ha estat usant fins ara per a resoldre numéricament molts
tipus d’integrals.

En el segon capitol es tracta la integracié numeérica usant el métode doble-exponencial.
Es un métode relativament nou, de finals de segle XX, i per aixd aquest capitol se centra
en explicar com s’aplica, quins tipus d’error hi ha a ’hora d’aplicar la formula d’integracié
DE i quins son, i la raé per la qual es diu que aquesta féormula és optima. També s’afegeix
un llistat de canvis de variable que poden ser ttils en determinats casos d’integrals i, per
ultim, es comprova que la funci6 intnum de Pari/GP usa el métode d’integraciéo DE usant la
teoria explicada en tot aquest capitol. El métode d’integracié DE originariament assumia
que f(z) és analitica, tot i que també es veura que es pot adaptar si hi ha singularitats als
extrems de l'interval d’integracié. El métode DE es basa en la idea d’aplicar un canvi de
variable adequat per tal que 'integrant es comporti millor i sigui més facil fer ’aproximacio
de la integral. Concretament, aquest canvi de variable es fa per tal que l'integrant que
s’obté decaigui de manera doble-exponencial quan es tendeix a infinit. Posteriorment,
s’aplica la regla dels trapezis a la integral resultant. Com es demostra en [9] i es veura
en aquest capitol, per aquest tipus d’integrants, la formula de trapezis proporciona la
maxima precisié en un minim nombre d’avaluacions, degut a l'error de discretitzacié de
la férmula DE. En particular, les possibles singularitats que tingui f, sense importar el
tipus, s’envien a infinit. Aquest fet permet considerar integrals impropies convergents amb
qualsevol tipus de singularitats als extrems de l'interval d’integracié. A més, aixo fa que
aquest métode sigui altament adaptable i facil de programar.

Al tercer capitol del treball es considera el métode doble-exponencial perd aplicant-ho a
integrals oscil-latories, és a dir, quan la funcié f(x) és una funcié oscil-latoria. S’ha dedicat
un capitol sencer a les integrals oscil-latories perqué calcular aquests tipus d’integrals és
més complex, ja que els métodes tradicionals, com els métodes d’integraci6 interpolatoria
o les formules gaussianes, tendeixen a donar poca precisié. Es distingeixen dos casos que
convé tractar per separat: si f(x) decau rapidament, és a dir de forma exponencial, no
hi ha problemes per aplicar la formula DE; pero si decau de manera més lenta, com en
les integrals de tipus Fourier, aleshores ja no es pot aplicar la féormula DE de manera
directa. En aquest cas s’utilitza un canvi de variable ¢(t) proposat per Ooura i Mori
[9] que consisteix a identificar els extrems de l'interval d’integracio (0,00) amb —oo i 0,
respectivament, fent que el nou integrant f(¢(t))¢’(t) tendeixi a 0 quan t — —oo i que
el canvi ¢(t) tendeixi a t quan la ¢t creix cap a co. S’il-lustrarad aquest canvi en alguns
exemples concrets.

Com ja s’ha mencionat préviament, apareixen de manera natural integrals oscil-latories
en sistemes dinamics, per exemple quan es vol mesurar la distancia entre varietats invari-
ants de punts fixos. Es veura en el quart capitol del treball que s’obté una aproximacio6 (a
primer ordre respecte d’un petit parametre de pertorbacid) d’aquesta distancia utilitzant



la integral de Melnikov. S’usara el métode DE per a calcular la integral de Melnikov que
apareix en el sistema de Duffing per mesurar el trencament de les separatrius, quan sobre
el sistema integrable actua una pertorbacié periodica i un fregament dissipatiu. S’obtindra
integrals oscil-latories que decauen de manera rapida, a les quals es pot aplicar el métode

DE.

Per acabar, el treball té un capitol final de conclusions en qué es fa una cloenda i un
repas de tot el que s’ha fet en aquest treball i es mencionen alguns aspectes relacionats
que no s’han considerat.

Aquest treball té dos apéndixs: el primer inclou un llistat d’enunciats de lemes i te-
oremes vists al grau de matematiques, perd que cal recordar per facilitar la comprensio
d’alguns aspectes d’aquest treball; el segon apéndix és un recull de tots els programes
implementats en Pari/GP usats en els exemples.



Capitol 1

Integracié numeérica

Donada una funci6 f definida sobre un interval acotat [a, b], es vol calcular el valor de la
integral

b
J(f) = / f(@)da

per aquelles funcions f que tinguin sentit matematicament, per exemple quan la f és
continua en [a,b]. Sovint, realitzar aquest calcul és dificil o impossible analiticament,
degut al fet que pot ser que no existeixi una primitiva de f o potser només es coneix
un conjunt de punts f(zy) i no la funci6 f de manera explicita. Per aquest motiu, és
necessari conéixer métodes numeérics que permeten trobar el valor de la integral de manera
aproximada amb una precisié adequada.

En aquest capitol es presentaran les formules d’integracié interpoladora de m + 1 abs-
cisses, s’explicara amb detall la regla dels trapezis i estudiarem la integracié o quadratura
gaussiana recordant els polinomis ortogonals, il-lustrant aquest tltim métode amb un pa-
rell d’exemples. No s’escriura la demostracié d’aquells teoremes que ja s’han vist al grau
de matematiques, pero se citara referéncies on es poden trobar.

1.1 Foérmules d’integraci6é interpolatoria

Sigui a < xg < 1 < ... < Ty, < b una partici6 de m + 1 abscisses de l'interval [a,b] i
considerem el polinomi interpolador p,,(x) de grau menor o igual que m que verifica

pm(xg) = f(zr) pera k=0-+m.

Les formules d’integracid interpolatoria consisteixen a aproximar J(f) per J(pp,), és a

dir, considerar
b b
/ f(x)dx ~ / pm(z)dz .

Si expressem el polinomi interpolador en la forma de Lagrange, és a dir,

pm(T) = Z f(x;)Lj(x),

j=0



on
m

Liw)= J] —*%,

xr; — &
k=0, ki 1 Tk

aleshores, quan aproximem la funci6é f per p,,(x), obtenim que

z) ~ Y fla)Li(x). (1.1.1)

J=0

Com que el que volem és calcular la integral de f a linterval [a, b], integrant a banda
i banda ’expressio obtenim

/ f(x fjo»
on W; = / dz—/ x_xkdx.
a — Tk

k+#35,k=0 T

(1.1.2)

Aquesta formula s’anomena formula d’integracid interpolatoria de m+ 1 abscisses. Els
coeficients W son els pesos de la formula interpolatoria, que depenen de 'interval [a, b] i de
les abscisses xg, ..., T, pero no depenen de la funcié f. Com que el polinomi interpolador
és tUnic, la formula és exacta per a qualsevol polinomi de grau menor o igual a m i
per a qualsevol tria de les abscisses dins de 'interval d’integraci6.

Observaci6 1.1.1. No cal resoldre la integral W; = f Lj(x)dx per trobar els pesos de
la formula interpolatoria. Imposant I'exactitud per als pohnomls {1,2,2% ..., 2™} s’obté
el sistema de m + 1 equacions i m + 1 incognites

f;ldx = Wo+Wi+ ..+ W,
fa xder = Wyzo+ Wizy + . . Wy,
[Pamdz = Woal' + Wizt + ... Wz

a

1.1.1 Error de les formules d’integracié interpolatoria

Es recorda breument com s’obté una expressié de l'error de les féormules d’integracié nu-
meérica interpolatories a partir de I’error d’interpolaci6.

Sigui f € C™*!([a,b]) i sigui p;,(x) el polinomi interpolador de Lagrange de f de grau
menor o igual que m a les abscisses g, z1, ..., Tp,. Aleshores, com es veu en [1], per a tot
x € [a, b] Perror d’interpolacio expressat en forma de Lagrange és

Frm(E(@)

(x —x0)...(x — ), &€ (a,b). (1.1.3)

Integrant a banda i banda (1.1.3]) obtenim que l’error de la formula d’integracié inter-
polatoria de m + 1 abscisses és

/f dx—/pm d:):—/ FUVE@) e (1.1.4)

(m+1)!



Les formules d’integracié interpolatoria tenen un baix cost computacional pero, en ge-
neral, proporcionen baixa precisié. En el proper apartat recordarem la regla dels trapezis,
ja que té un paper molt important en el métode d’integracié doble-exponencial que ex-
plicarem al capitol |3 Com es veurd, aquest métode permet aproximar les integrals amb
precisi6 alta.

1.2 Regla dels trapezis

Un exemple de féormula d’integraci6 interpoladora és la formula del trapezi, que consisteix
a aproximar el resultat de la integral ff f(x)dz, on f € C?, a partir del valor de I’area del
trapezi de base h = b — a, com es representa a la figura [I.1

¥
fu{x)

= x)

h

Figura 1.1: Representacié de I'aproximacié per la féormula del trapezi, on la funcié a
integrar és f(z), representada en color blau, i fi(z), en color vermell, és el polinomi
interpolador de grau 1 que aproxima f(z).

Usant la mateixa notacié que a I'apartat anterior, es diu que la formula del trapezi és

A6

3
S § € (a.b). (1.2.1)

b h
[ fde = 3ls@) + 56 -
a
Aquesta formula és un cas particular de les anomenades formules (tancades) de Newton-
Cotes [1], que s’obtenen si es prenen que les m + 1 abscisses de la formula (1.1.2)) siguin
equidistants sobre U'interval [a, b], és a dir, ara h = b_?“. Son tancades perqueé els extrems
de l'interval [a, b] també son abscisses a considerar.

La formula del trapezi es dedueix usant m = 1 a la formula ((1.1.2)), aleshores h =b—a

b
/ f(x)dr =~ foWo + fiW1,
escrivint xg = a i x1 = b s’obté
b b,.__ b b .. __ b—
[ t@do sta) [ 2w p@) [ 5 0de =20 (@) + 10).

1.2.1 Error de la regla dels trapezis

Per calcular 'error de la formula del trapezi es substitueix m = 1 a la formula ((1.1.4)).
Com que se suposa que f € C%([a,b]) i que hem usat el polinomi interpolador de f de grau



menor o igual que 1 en els punts a i b, aleshores

b b b £(2)(¢(g
[ r@in = [mye = [ 0@ -

i usant el Teorema del Valor Mig per a Integrals, enunciat a l'apéndix sabem que
existeix £ € (a,b) tal que

b b 2 b 2
/ f(:r)dx—/ pl(x)dac:fz(f)/ (ac—a)(x—b)alnr::fz(!é)(lj(a,—b)3

P9,
12

Si dividim [a, b] en M subintervals d’amplada h = M i apliquem la férmula del trapezi
(1.2.1) a cada subinterval, obtenim la regla (composta) dels trapezis:

b
[ $@)do = 1@ + 2@+ h) + 25 (a+ 2h) 4 o 200~ )+ S(B) o)
y 2.

12%%@#, £€(a,b), feC(ab]).
Observacio 1.2.1. La regla dels trapezis és una de les férmules tancades de Newton-
Cotes. Com a tal no permet calcular integrals impropies convergents amb singularitats als
extrems de l'interval d’integraci6. En la segiient secci6 es veura que, en canvi, les formules
gaussianes sén obertes. Més endavant, es veura que el métode doble-exponencial també
permet calcular integrals impropies convergents tot i usar la regla dels trapezis, ja que el
canvi de variable envia les singularitats a l'infinit i s’aplica la regla dels trapezis en un
interval finit.

1.3 Integraci6 gaussiana

A Tapartat es diu que la formula és exacta per a qualsevol polinomi de grau
menor o igual a m i per a qualsevol tria de les abscisses dins de I'interval d’integraci6é. Una
bona eleccié de les m + 1 abscisses proporciona féormules d’integracié numeérica de m + 1
abscisses que s6n exactes per a polinomis de grau menor o igual a 2m + 1, les anomenades
formules gaussianes.

Aquesta bona eleccio de la qual es fa referéncia, consisteix a escollir les abscisses com
els zeros d’un polinomi ¥,,+1 de grau m + 1 d’una familia de polinomis ortogonals. A
continuaci6 es recorda quins sén aquests tipus de polinomis.

Definicié 1.3.1. Sigui V un espai vectorial sobre K. Diem que (V,(,)) és un espai
prehilbertia si Uaplicacio (,) : V x V. — K, que anomenem producte escalar, satisfa,

a) (f,h) =(h, f), siK=C
(f,h)y={(h,f), siK=R,

b) (f+g,h) = (f,h)+ (g, ),

c) {af h) = a(f +g,h),

B o) >0 s ] £0,



on f,g,heV iaeckK.

Teorema 1.3.2. Sigui (E,(-)) un espai prehilbertia de funcions reals continues definides
en un interval, tal que (fg,h) = (f,gh), Vf,g,h € E. Aleshores ezisteix una inica familia
de polinomis pg, ..., Pm, --- @ coeficients reals tal que pg = 1 4, per tot i > 1:

a) graup; =1i,i=0+n,

b) p; és monic,

c) (pipj) =0,V0<j <,

A més, (pi)i>o satisfa la recurréncia:

pi(2) = (z — 8)pim1 — V7pi—2(2)

) 0 sit=1
Vi =\ Pimwpicl) s 9
(Pi—2.pi—2) B

onpi—1 =01

5 — (Tpi-1,pi-1)

sie > 1.
<Pz‘—17pz‘—1>

La demostracio d’aquest teorema es pot trobar a [14].

Definici6 1.3.3. Els polinomis que s’obtenen a partir de l’anterior teorema se’ls anomena
polinomis ortogonals (momnics) associats al producte escalar (-,-).

Teorema 1.3.4. Sigui p,, el polinomi de grau m pertanyent a una familia de polinomis
ortogonals en l’espai prehilbertia (C°([a,b]), (-,-)), on

b
(f.g) = / () f(2)g(x)dz,

sent w 'anomenada funcio pes, que és continua i positiva. Llavors, p.,, té m zeros reals
simples en interval obert (a,b).

Demostracié. Ho demostrarem per reducci6 a I’absurd. Suposem que p,, () té k zeros en
(a,b), 0 < k < m; és a dir, pp(z) té k canvis de signe en (a,b). Siguin ti,ta,...,t,, els
zeros de multiplicitat senar (si la multiplicitat fos parella no hi hauria canvis de signe).

Llavors, si escrivim
k

a(@) = [ - 1),

i=1

tenim que p,,(x)g(z) és un polinomi sense canvis de signe i, per tant:

b
(Pm>q) = / Pm(2)q(z)w(z)dz # 0.

Fixem-nos que el grau del polinomi ¢(x) és k, i k < m, fet que implica que p,,(z) 1 q(z)
son ortogonals, és a dir, (py,, ) = 0, obtenint contradiccié amb la desigualtat anterior. [J



Definicié 1.3.5. Anomenem formules gaussianes o férmules de quadratura guas-
stana a les formules

b m
/ w(z) f(x)dx ~ Zijj,

J=0

b b T
W= [ w(z)Ljde= [ w(x) H ——du,

XT; — X
kjg=0 "4 Tk

(1.3.1)

on fj = f(x;) i les x; son els zeros d’un polinomi ortogonal Y, 1(x) respecte al producte
escalar (f,qg) = ffw(:n)f(a:)g(x)dm.

Es diu que W; son els pesos de les formules gaussianes i, com que si s’escriu Ay, 41
que sigui el coeficient principal de Pm+1(x), també es poden expressar (1] com

Aerl <wm7 ¢m>
A1 (TR)Ym (1)

W; =

Com ja s’ha vist en el teorema [I.3.4] que els zeros dels polinomis ortogonals son reals i
simples, podem enunciar el segiient teorema que ens garanteix ’exactitud de les formules
gaussianes per a polinomis de grau menor o igual que 2m+1, en contraposicié a les formules
d’integracié interpolatoria que ho eren per a polinomis de grau menor o igual que m. L’as
de la funcié pes en les formules gaussianes fa que sigui possible considerar integrals que
tinguin alguna singularitat, ja que podem separar l'integrant com a f(x) = w(z)g(z), on
g(x) sigui una funcié sense cap singularitat i w(x) sigui el pes a usar a I’hora de calcular
els polinomis ortogonals.

Teorema 1.3.6. Si escollim que les abscisses xp de formules de quadratura siguin els
m+ 1 zeros d’un polinomi ¥, 41(x) de grau m + 1 d’una familia de polinomis ortogonals,
aleshores aquestes formules seran exactes per a polinomis de grau menor o igual que 2m+1.

Demostracio. Sigui w : [a,b] — R una funci6 pes positiva i continua sobre I'interval [a, ]
i signi Ymi1(z) = Apmr12™! + ... el polinomi ortogonal associat al producte escalar

b
(f,9) 2/ w(z)p(x)g(z)de.

Considerem ara la féormula d’interpolacié de m + 1 abscisses avaluada en els zeros del
polinomi 9, +1(x), és a dir,

b m
/ w(z)f(z)de = Y Wif(zr). (1.3.2)
a k=0

Veiem que és exacta per a polinomis de grau 2m + 1. Sigui pay,+1 un polinomi de grau
menor o igual a 2m + 1. Podem escriure’l com

p2m+1(«r) = Qm(m)wm—&-l(x) + Tm(l')

on G (), rm(z) son polinomis de grau menor o igual a m. Tenim que ¢, (x) és ortogonal
a Pm41(x), és a dir,

b
(@m (), Ymy1(z)) = / wW(2) G (2) Y11 (z)dz = 0.

9



Per tant,
b b b
b m
= / w(x)rm(x)de = Z Wirm ()

k=0

i tenim "altima igualtat perqué la formula ([1.3.2)) sabem que és exacta per a polinomis de
grau menor o igual a m. Com que xj, son els zeros del polinomi ortogonal ¥, 1(z), tenim
que Ypy1(zk) = 0 per K =0+ m. Amb tot aixo, tenim que

> Wipamir(@r)de = Wigm (@r)¥m1(@x)dz + Y Wiy (zx)da =
k=0 k=0 k=0

b
= / w(z)pomt1(x)dz

prova 'exactitud de (1.3.2]) per a polinomis de grau menor o igual que 2m + 1. O

Teorema 1.3.7. Sigui {p,(z)}n>0 una seqiiéncia de polinomis ortogonals a l'interval (a, b)
i considerem m < n. Aleshores, entre dos zeros de py, () hi ha almenys un zero de py(z).

Demostracio. Siguin &, i, 1 £, k41 dos zeros consecutius de py, (x). Per reduccio a I’absurd,
suposem que no hi ha cap zero de p,(x) a l'interval (2, i, Tm k+1) -
Considerem el polinomi

P ()
T — T k) (T — Ton k1)

g(w) = (

Per tant, g(z)pm(z) >0 Vo & (Tpmk, Tmkt1)-
Sabem que la féormula gaussiana ens dona

b n
/ W(@)g(@)Pm(@)dT = 3 Anig(n5)Prm(n )

=1

on {xy i}, son els zeros de py(x). Com que no hi ha zeros de p,(x) en (p k, Tm k+1)s
podem dir que g(zpni)pm(2n,i) > 0 Vi =1+ n. A més, tenim que A\, ; > 0 Vi =1+ n.
Aleshores la part de la dreta de la igualtat no es pot anular. No obstant, la part de
I’esquerra de la igualtat és 0 per ortogonalitat.

Per tant, ha d’haver almenys un zero de py, () entre zp, 1 Ty k41 U

Notem que aquest teorema facilita el cilcul dels zeros dels polinomis ortogonals, ja que
permet separar els zeros de p,(x) en intervals adequats, en funci6 dels zeros de p,_1(z),
i aplicar un algorisme per calcular-los (per exemple Newton-Rhapson). Un altre métode
efectiu per obtenir els zeros dels polinomis ortogonals usa el fet que sén valors propis de
les matrius de Jacobi [4].
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1.3.1 Error de les féormules gaussianes

Les formules d’integracié gaussiana s’obtenen a partir d’integrar el polinomi interpolador
d’Hermite en abscisses adequades (zeros dels polinomis ortogonals). Tenint en compte
que el polinomi interpolador d’Hermite poy,+1(2) és un polinomi de grau menor o igual a
2m—+1 tal que p(x) = f(zk), aleshores es té que la formula gaussiana és exacta per aquest
polinomi i, per tant, el podem considerar per donar l'expressié de 'error de la férmula
gaussiana.

Recordem que l'expressio de l'error d’interpolacié d’Hermite [1] és la segiient:
Per a tot z € [a, b],

AR E)

(2m +1)!

2m+2)( (x))
T @m 1)

(z — x0)%(z — 21)%...(2 — T1n)?

f(x) - p2m+1(x)
(1.3.3)

w2 (z), on &(x) € (20, L1, 0oy Tny T) .

Si multipliquem aquesta expressio per la funcié pes w(x), integrem entre a i b i suposant
que f € C?*™*2 podem aplicar el Teorema del Valor Mig per a integrals, obtenim I’expressi6
de l'error de la formula gaussiana de m -+ 1 abscisses,

b m B f(2m+2)(§) 1 b
/a W)@~ Y Wife) = gy 5 / W@ (@)dr (13.4)

=0

on & € (a,b) 1 Ay és el coeficient principal del polinomi t,,11 escollit.

Observaci6 1.3.8. Comparant l'error de la férmula gaussiana amb l'error de les
formules interpolatories s’aprecia la millora degut al fet que el denominador de
(1.3.4)) creix molt més rapidament que el de quan la m augmenta. Es aquesta una
de les raons per la qual la quadratura gaussiana ha estat un métode que s’ha usat per
aproximar integrals amb una precisio elevada. Un altre avantatge d’usar formules gaussia-
nes és que permeten calcular integrals en qué l'integrant f(x) presenti alguna singularitat,
separant f(z) = w(z)g(x), on g(x) sigui una funcié sense cap singularitat i w(z) sigui el
pes a usar a 1’hora de calcular els polinomis ortogonals. Per una altra banda, el fet d’haver
de calcular els zeros dels polinomis ortogonals per poder usar la quadratura gaussiana fa
que numéricament s’hagin d’efectuar més operacions, tot i com ja s’ha vist en el teorema
[I-377 disposem de la localitzacié d’aquests zeros.
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1.3.2 Algunes féormules gaussianes
Per usar les formules gaussianes tan sols s’ha de treballar amb polinomis ortogonals ade-

quats. Hi ha diverses families de polinomis ortogonals conegudes que fan que les féormules
gaussianes tinguin noms concrets. Alguns exemples son:

Gauss-Txebixev

Es treballa amb els pohnomls de Txebixev, que s6n polinomis ortogonals respecte al pro-
1 . . .
ducte escalar (f,g) f flx mdm. Son polinomis de la forma

T, (x) = cos(n arccos(z)),

on arccos : [—1,1] — [—m, 0], que es poden calcular usant la recurréncia segiient:
To(z) =1,
T\ (z) = x,

Tht1(z) = 22T, (z) — Thoq ().

Les abscisses d’aquests polinomis es coneixen com les abscisses de Txebizev i son de la
forma xj, = cos (%H”) per k=0 (n—1).

Gauss-Legendre

S usen els pohnomls de Legendre, que sén polinomis ortogonals respecte al producte escalar

f f(z)g(x)dz. Estan definits com
pO(x) = 17
1 d" 9 "
Po®) = g g (7~ 1) m 21,

i es poden generar recurrentment

po(z) =1,
pl(x) =7z,
2n+1 n
Pry1(w) = n+ 1 Tpn(T) — — 1pn71($)-

Gauss-Hermite

En aquesta formula gaussiana s’utilitza els polinomis ortogonals d’Hermite que estan de-
finits com

H,(x) = (—1)"e$2£ (6_7”2)

dx™
i son ortogonals respecte al producte escalar (f,g) f f(x)g(x)e® *dx. Segueixen la
recurréncia
Ho(z) =1,
Hl (ﬂf) = 2337

Hy1(x) =2xHy(z) — 2nH,—1(x).

12



1.3.3 Exemples
A continuacio6 es presenten un parell d’exemples d’aplicacié d’integracié gaussiana.
Primer es considera la integral

1
I :/ (—2? + 1)dz.

1

El calcul analitic d’aquesta integral és immediat,

1 2 1

— 4
L=/ (~2®+1)de=(— =,
! /1( x—’_)x <2 +CE:|1 3

També es pot aproximar a partir de la férmula gaussiana de Gauss-Legendre usant el pes
w(z) = 1. Com que f(z) és un polinomi de grau 2, calculem els zeros del polinomi de
Legendre de grau 2. Usant la recurréncia dels polinomis de Legendre sabem que

po(x) = %(31’2 —1).

Els zeros de pao(x) son ty = —@ it = +§. Per tant,
I = Wof(to) + Wif(t1).

Aplicant la formula gaussiana a {1,x} i usant la observacio obtenim el segiient
sistema d’equacions:

2 = W+ W,
(o 2w Gy omr )

Per tant, Wy = W7 = 1, i amb aix0 tenim la féormula gaussiana

1 2 2
Il:/1(—$2+1)d:c:f(to)+f(t1): —(—?) +1) + —(?) +1 zg,

que efectivament ens dona el resultat esperat.

Com que la funci6 intnumgauss de Pari/GP [2| implementa la formula de Gauss-
Legendre, escrivint
intnumgauss(z = —1,1, —2? + 1, 3)

estem calculant la integral I; usant Gauss-Legendre amb tres abscisses.

En aquest nou exemple, que ha estat extret del llibre |1], es vol trobar la férmula que
sigui exacta per qualsevol polinomi de grau menor o igual a 5 per calcular

1
I, = / (1 + 2 f(x)da

-1

i donar I'expressi6 de I'error suposant que f € C%([—1,1]).

Avaluarem la férmula gaussiana en tres abscisses, ja que sabent que les formules gaussi-
anes son exactes per a polinomis de grau menor o igual a 2m+ 1, imposant que 2m—+1 =5

13



tenim m = 2. Per a calcular els polinomis ortogonals g, %1, Y2, 3 usarem el producte
escalar ,
(o) = [ (4t @)gla)da.

-1
Usant la formula de recurréncia ((1.3.2)) obtenim:

Y-i1(z) =0,
Yo(z) =1,
Y1(z) = (z — d1)po —’Y%p—l(x) =(xz—-0)-1-0=x,
Yale) = (&~ b2)p1 — 2Bpo(a) = (¢ = 0) -w — oo 1 =a?— 2,
404 4
Y3(z) = (z — d3)p2 *’Y?%Pl(ﬂf) = (z—0)- <x2 — 22) — 15.% B %x

Per obtenir les tres abscisses on avaluar la formula gaussiana calculem els zeros de v3(z):

49 49 49
3——x:0<:>x0:— 1 =0, 20 =+ %

Per tant, usant (|1.3.4) tenim

1 (6)
| +atrade = wor (—Vﬁ?) +IWLS(0) + Waf (+ jg) + 2 ),
(1.3.5)

on¢ e (—1,1).

Per trobar Wy, Wy, Wo usarem {1, z, 22} perqué sabem que la féormula (1.3.5)) és exacta
per a polinomis de grau menor a 5, per tant resolent el sistema

12 _ Wo + W1 + Wo

5
_ /49 /49
O - - ﬁWO'i‘O‘*‘ ﬁWQ
20 _ 49 49
5 = =Wo+0+ ZWs
i — — 250 ; — 1616 ; . :
obtenim que Wy = Wy = 553 1 W1 = =5 i, per tant, la férmula gaussiana que

aproximara [y és,
1 250 49\ 1616 250 49
14 24 22 o2 22 2rl+/= ).
/_1( +a)f(@)dr~ e ) T O el \ TV

Aquests exemples ens han permés familiaritzar-nos amb la integracié gaussiana. Com
s’ha vist, les formules gaussianes de m + 1 abscisses soén exactes per a polinomis de grau
fins a 2m + 1. Recordem que no hi ha férmules de quadratura exactes per a polinomis de
grau fins a 2m + 2.

Un inconvenient que tenen les féormules gaussianes és que la tria del pes s’ha de fer
d’acord amb un estudi previ de lintegrant. A més, les formules gaussianes compostes
han de considerar canvis de variable per obtenir les abscisses. Aconseguir resultats amb
precisi6 elevada pot ser costos i algunes integrals dificils d’integrar. Per aquest motiu, en
el segiient capitol es procedeix a considerar un altre tipus de férmules de quadratura.
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Capitol 2

Integracié doble-exponencial
(Integracié DE)

Es poden aconseguir formules d’integracié alternatives aplicant un canvi de variable per
aconseguir un integrant amb unes certes propietats que permetin aproximar millor la
integral. Aix0 és propi de les integrals impropies perqué s’han d’acotar les cues, o per
integrals que tinguin alguna singularitat. En el cas de la integraci6 DE es busca aplicar
un canvi de variable que transformi I'integrant de manera que decaigui de forma doble-
exponencial.

El métode doble-exponencial es proposa, per primer cop, el 1974 pels japonesos Hidetosi
Takahasi i Masatake Mori per calcular de manera eficient integrals de funcions analitiques
que presenten singularitats als extrems de Uinterval d’integracié. Aquest métode consis-
teix a aplicar un cert canvi de variable, de la forma que s’explicara més endavant, amb
I'objectiu de transformar la integral que es vol calcular a un altre tipus d’integral. L’in-
terval d’integracié del nou tipus d’integral es vol que sigui (—o0,00) i que l'integrant es
comporti de manera doble-exponencial a I'infinit, per després aplicar la regla dels trapezis,
obtenint aixi la férmula doble-exponencial.

En aquest capitol es veura la diferéncia entre I'error de discretitzacio de la formula DE i
I’error de truncament, quina relacié tenen i quina importancia tenen a I’hora d’implementar
numeéricament la féormula DE. També es fara mencié en quina manera la féormula DE és
optima, es llistaran diversos canvis de variable tutils per aplicar la férmula DE i, per altim,
veurem com s’'implementa aquesta formula al sistema Pari/GP.

2.1 El métode doble-exponencial

La historia darrere el descobriment de la féormula d’integracié doble-exponencial és curiosa
i en faré un breu resum per introduir aquesta seccié. A la publicacié [9] es pot trobar més
informacié.

Mori era un investigador associat de la Facultat d’Enginyeria de la Universitat de Tokio
el 1969. Pertanyia al departament de fisica aplicada, treballant en la teoria de la col-lisid
atomica i avaluava integrals moleculars per ordinador. A través del seu amic Toshiyasu
Kunii a 'agost del mateix any va conéixer al director del centre de computacié de la
universitat, Hidetosi Takahasi, que també era el president de la Information Processing
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Society of Japan. Takahasi va ser qui va convéncer Mori perqué treballés en ’analisi de
I’error en integracié numeérica de funcions analitiques, fet que a Mori li va agradar perqué
treballava amb aquest tipus d’integrals en el seu dia a dia. Va ser a partir d’aquesta relacié
que va sorgir la idea de la funci6 caracteristica de l'error, clau en 'estudi de 'error de la
férmula doble-exponencial que s’explicara més endavant.

El métode d’integracié doble-exponencial consisteix a considerar una integral

= /abf(x)da:

on l'interval [a, b] pot ser finit, infinit de tipus (0, c0) o de tipus infinit (—oo, c0) i la funcié
f(x) ha de ser analitica en [a, b], de manera que

on ¢(t) sigui una funci6 analitica en (—oo, 00), i s’obté
1= [ s 211

Observaci6 2.1.1. També es pot considerar el cas en qué f(z) presenti alguna singularitat
a l'extrem (o als extrems) de l'interval d’integraci6. Aleshores, s’ha de considerar f(z)
analitica en 'interval obert (a, b).

El punt clau és escollir una funcié de canvi de variable ¢(t) tal que
—celtl
1F(o(t)d ()] ~ e quan [t| — oo (2.1.2)

és a dir, que l'integrant transformat decaigui de manera doble exponencial a 'infinit.
Aquesta és la rao6 per la qual el métode s’anomena métode d’integracié doble-exponencial.

S’observa que ara es té la integral (2.1.1)) preparada per aplicar la regla dels trapezis m
amb una xarxa h—equiespaiada, és a dir, es pot escriure

Li=h S F((kh)d (kh). (2.1.3)

A T’'hora de fer el calcul numeéric, s’ha de truncar el sumatori infinit, és a dir,

Ny
M =n Y f(e(kh))¢/ (kh), per N = Ny + N_ + 1. (2.1.4)
k=—N_

on N és el nombre de vegades que avaluem la funcié f.

Aquesta ultima formula és la que s’anomena la férmula d’integracid doble-exponencial
o DE-formula, i esta dissenyada de tal manera que dona el resultat més precis amb un
minim d’avaluacions sempre que suposem que l'integrant transformat tingui un decaiment
com en . Aplicar la regla de trapezis en aquest context fa que aquesta formula sigui
optima, com es pot veure en 'apartat 3.3 i en [9].
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2.2 Errors

Hi ha dos tipus diferents d’errors: I'error de discretitzacié, que és produeix quan s’aproxima
el valor de I'integral pel valor que ens dona la regla dels trapezis en , i error
de truncament, que es dona perqué hem d’escollir una N que faci finit el sumatori ,
és a dir, és lerror que es comet a ’hora d’aproximar (2.1.3) per (2.1.4)).

També s’ha de tenir en compte els errors d’arrodoniment degut a I'tis d’una aritmeética
de punt flotant amb precisi6 finita. En aquest cas, se suposara que la precisié en els
calculs és exacta i, de fet, a les implementacions numeériques es fara servir multiprecisio,
ja que es treballara amb Parl/ GP. Aquest sistema usa la llibreria GMP EL la qual no és
compatible amb els estandards IEEEﬂ perqué no usa ’arrodoniment en la representaci6 de
la mantissa, i aixo fa que Paritmética sigui més rapida (comparant-ho amb altres llibreries
de multiprecisi6 com MPFR EL que esta basada en GMP pero afegint arrodoniment als
calculs). Tot i aixd, com que a Pari/GP es pot usar un nombre arbitrari de digits i el
nombre d’operacions que farem és petit, es pot assumir que l'error d’arrodoniment és
gairebé nul i ignorar-ho en I'estudi del métode.

2.2.1 Error de discretitzaci6é de la férmula d’integracié DE

L’error de discretitzacié de la formula d’integracié doble-exponencial és

—=2m g Im(z) >0
|ALL|l = /th z)dz on th( ) = - exiémh D (2.2.1)
m S1 Im(z) <0

on C és el representat en la ﬁgurai gZ;h (z) s’anomena funcio6 caracteristica de 1'error
perqué caracteritza l’error de la formula independentment de l'integrant g(z).

a +a
C
Figura 2.1: Cami C
En particular,
- 1 1 27
zZ)|=2m 2T =2mexp | ——|Im(z)| ).
) = 25| | ~ gy 2o ()

Aixo vol dir que si la h és prou petita, \(Z)h(z)| decau exponencialment amb un exponent
que creix quan [Im(z)| creix. Per tant, es pot dir que si g(z), és a dir f(¢(2))¢'(2), té una
singularitat tal que |Im(z)| < «, aleshores

Al =0 <exp (—Ta» . (2.2.2)

"https://gmplib.org/
*https://wuw.ieee.org/
Shttps://www.mpfr.org/

17


https://gmplib.org/
https://www.ieee.org/
https://www.mpfr.org/

Anem a veure d’on surt expressio de Uerror |AlL|, |15 |9]. Per una banda tenim

b [e'e) [ee) a
— [ @iz = [ sonswa= [ gtoar= tm_ [ g

—0o0 a

Sigui C, un cami tancat envoltant [—a, a] tal que g(¢) no té singularitats al seu interior,
com es pot veure a la figura

T T
k +a

Ca

Figura 2.2: Cami C,

Usant la Formula Integral de Cauchy, que esta enunciada a ’apéndix [A-4] obtenim

a 1
im [ g(t)dt= — lim [ log <Z + a) g(t)dt.
Coq

a—+oo [_, 274 a—+oo s —a

D’altra banda, tenim ’aproximacié de la integral per la regla dels trapezis,

+oo N N
I, = hkz_: g(kh) =h lim kZ_:N g(kh) = lim kZ_:N h g(kh).

Tenint en compte que els pesos de la formula son les h, els nodes son kh i usant el
Teorema dels Residus, enunciat a 'apéndix @, obtenim

I dz.
h= z—kzhg()

27TZN—>+0<> /Cth P

Aleshores, posant a = Nh tenim

N
1 z+ Nh h
Aly=1—-1, = li 1 - d
4 "7 omi N*l}‘Il}OO CNh<Og(z—Nh) k_ZNz—kh>g(Z) :

2771/ onlz
Estudiem qué és exactament ¢y, (z). Sabem
z2+ Nh ~p +1
1 =1
Og(z—Nh) Og(ﬂfh—l

que quan Nh — oo aleshores log (N’LJFD — log (—1) = +mi. Per tant, el terme ¢p(z)

Nh

€S pot reescriure

- i = Sy o2 siIm(z) > 0
i — Sy oA silm(z) < 0.

Per estudiar qué val el sumatori quan Nh — oo usarem la representacidé del sinus
com a infinits productes. Com que el producte infinit convergeix donat que el podem
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expressar com el sumatori dels logaritmes, i aquest sumatori convergeix perqué Y 3o, 1/k?
convergeix, podem concloure que

400 52
sin(mz) = 7z H <1 - l<:2>’
k=1

log (sin(rz)) = log (m2) + iolog <1 - ZQ)

L2
k=1
+oo
1 -2
C?S(Wz) = 4 . <2z>’ (2.2.3)
sin(7z) Tz =\1-% k
tr =L 3 (S
7 cot (mz 2 + 22 )
k=1
+o0
1 1
t —
mcot (7z) p, +;<z—k z+k>

Fixem-nos que Zk__oo 2 hkh es pot escriure com -- +Zk 1 (w s

) si traiem h com
a factor comt i fem el canvi w = 7, per tant,

w-‘rk

k=—00

Amb aixo veiem que

ggh(z) = 47 — mcot (%z)

Usant la propietat dels nombres complexos 1 = ww juntament amb la propietat fona-
mental de la trigonometria, les formules de ’angle doble i la definici6 de ’exponencial,
podem reescriure-ho de la segiient manera:

On(2) = i — 7 cot (%z> = [ii - tanl(ZzJ — [ﬂ - zfnsgz;]

B [ii sin(7z) — cos(;;z)} » [sm(;z) iz‘cos(;;z)]

sin(Fz) sin(%2)
B i B i (224)
B sin(%z) [sin(¥z) Ficos(F2)] B sin?(F2) F isin(F2) cos(%z)
+me 27

2 (1 —cos(E=)) F i3 sin(Z= ) 1 —exp (ﬂ’” )

Queda vist la formula de 'error de discretitzacié de la formula DE.
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2.2.2 Error de truncament de la férmula d’integracié DE

L’error de truncament es produeix quan es vol avaluar numéricament el sumatori infinit
de la formula d’integracié doble-exponencial (2.1.3) a I’hora de triar una N. Aquest error
el denotem per € i és

—N_ +o0
e =h Y [(¢(kh)¢(kh)+h > f((kh))g (kh).
k=—o00 k=Ny

A diferéncia de l'error de discretitzacio, I'error de truncament si que depén del canvi de
variable x = ¢(t) usat.

2.2.3 Relacio entre ’error de discretitzacid i ’error de truncament

Usant la mateixa notacio que en ([2.1.3)) i (2.1.4), es té que afegint 1’error d’arrodoniment
la formula queda
_ (V)
Ih = Ih + €.

Per simplicitat, podem suposar que N_ = Ny = n aixi que el nombre total d’avaluaci-
ons és N = 2n+1 (aquesta és la notacié que s’usara en els exemples segiients i als codis de
I'apéndix . Per tal que el truncament sigui rellevant hem de truncar el sumatori infinit
de manera que l'error de discretitzacié sigui igual a I’error de truncament, és a dir,

Al = ¢. (2.2.5)

Si escrivim AT ,(LN) com a l’error total del calcul de l'integral I, es té que

1=1N 4 ALY = 1™V 4 AL 4+ ¢ = IV 42815, = 1Y) + 2¢;.

2.3 Optimalitat de la féormula DE

Tot i que 'objectiu d’aquest treball no és demostrar 'optimalitat de la férmula doble-
exponencial, s’explicara en quin sentit ho és i es fara un resum de la historia que hi ha
darrere d’aquesta. En les publicacions |15, 9] es pot trobar informacié de manera més
extensa.

Els investigadors Takahasi i Mori, un cop van definir la funcié caracteristica, van
generalitzar-la per a formules d’integracié numeérica sobre l'interval (—oo,00), amb 1'ob-
jectiu de trobar quina propietat ha de satisfer aquesta funcié per tal de buscar una férmula
que si compleix la propietat fara que sigui optima. En [|9] es comprova que aquesta formula
és la regla dels trapezis. Concretament, es demostra que la variacié de I'error d’integracio
sobre les linies Im(z) = ctant és més rapida per la regla dels trapezis que per qualsevol
altra formula de quadratura, garantint que ’error és el més petit possible si la banda d’ana-
licitat és prou gran, vegis la formula (2.2.1]). Els detalls de la demostracié son complexos,
motiu pel qual ens referim als articles originals que s’expliquen en [9].

Quan Takahasi i Mori van demostrar ’optimalitat de la regla dels trapezis, van comen-
car a investigar quins canvis de variable havien d’aplicar a I'integrant per tal que I'integrant
de després del canvi decaigués d’una certa manera [10]|. Si 'integrant transformat decau
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massa rapid, aleshores ’error de truncament disminueix perd l'error de discretitzacié aug-
menta degut al creixement de la h; altrament, si I'integrant transformat decau massa lent,
Ierror de discretitzacio es fa petit pero 'error de truncament creix. Per tant, els investi-
gadors van suposar que havia d’existir un decaiment optim entre aquests dos casos. Per
fer-ho van prendre I'integral de la forma

- 11 f(@)da,

i van estudiar canvis de variable que fessin que U'error de convergéncia tendis a 0 rapi-
dament segons anés augmentant el nombre total d’avaluacions de f, que fins ara hem
anomenat N = 2n+ 1. Després de fer diverses proves per diferents canvis de variable, van
concloure que el canvi de variable optim per aquest cas d’integral és x = tanh(% sinh(t))
i que el decaiment buscat havia de ser doble-exponencial.

2.4 Canvis de variable ttils per a la féormula DE

En aquesta secci6 es detallen alguns canvis de variable que fan que

[f(8(t))¢' ()| = |9(t)| = M exp(—exp t])
quan t — oo. Aquests canvis de variable han estat extrets de les diapositives del Pascal
Molin |[8]:

1. El canvi z = ¢(t) = exp(t — exp(t)) és 1til per a integrals de la forma

| @y, on|5(@) < Mexp(-a).
0
En aquest cas la funcié g(¢) compleix

l9(1)] = [f(exp(t — exp(t)))]| exp(t — exp(¢))[|1 — exp(t)]
< M exp(—(exp(t — exp(t))))(exp(t — exp(¢)))|1 — exp(t)|
< M exp(—exp(t)),

ja que

o exp(—(exp(t—exp(t)))) quan t — 400 es comporta com exp(— exp(— exp(t))),
i quan t — —oo es comporta com exp(— exp(t)),

e exp(t—exp(t)) quan t — 400 es comporta com exp(— exp(t)), i quan t — —oo
es comporta com exp(t) ,

e |1—exp(t)| quan t — +o0 es comporta com exp(t), i quan ¢ — —oo es comporta
com 1.

2. S’usa el canvi z = ¢(t) = sinh(¢) per a integrals del tipus

/ " f(@)de,  on |f(z)] < M exp(—a]).

—00
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En aquest cas es té que la funci6 g(t) compleix

l9(t)| = | (sinh(#))|] cosh(t)] < Me™I5"M | cosh(t)]

_ Mesp <_ exp(t) —2exp(—t)D exp(t) +2exp(—t)’
Ve <_ exp(t) —Qexp(—t) D <exp(t) —|—26Xp(—t)>

< M exp(—exp |t])
perqué

o (exp(t) — exp(—t))/2 > 0 si, i només si, exp(t) > exp(—t). Aixd només és
compleix quan ¢t — +oo. Per tant, en aquest cas es té

(0] < M exp <_ <exp(t) —exp(—t)> ) (exp(t) —l—exp(—t)) |

2 2

que quan t — 400 es comporta com exp(— exp(t)/2).

o (exp(t) — exp(—t))/2 < 0 si, i només si, exp(t) < exp(—t). Aixd només és
compleix quan t — —oo. Per tant, en aquest cas es té

(0] < Mexp (_ <exp(—t)2— exp(t))) (exp(t) +2exp(—t)> |

que quan t — —oo es comporta com exp(— exp(—t)/2).

3. Usant = = ¢(t) = tanh(¢) per a integrals

1
/_ fladr,on|f(@)] < M.

s’obté una funcié acotada com la del canvi del segon item. Veiem-ho aplicant primer
el canvi = tanh(¢) i a continuaci6 y = 2t:

! 1 [ f(tanh(y/2))
/_lf =5 ) coy/2)

i, per tant,

1 1 !
9| = 5 | (tanh (y/2))] W/z)‘ =M (h(y/2)>
4M

= S MeXP - y
exp(y) + exp(—y) + 2 (=l

ja que quan y — 400 tenim |g(y)| < M exp(—y) i quan y — —oo tenim
l9(y)| < M exp(y).

4. Usant x = ¢(t) = sinh(¢) per a integrals

/_ " f(@)de, on |f(x)] < M(1L+ |z])
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s’obté una funcié acotada com la del segon item. En aquest cas la funcié g(t)

compleix
19(6)] = |F(sinh(#)]| cosh(H)] < M(1 + | sinh(£)])~] cosh(#)|
exp(t) —exp(—t) |\ [exp(t) + exp(—t)
- (1 mt]) - (s
< M exp(—|t]),
ja que

o (exp(t) — exp(—t))/2 > 0 si, i només si, exp(t) > exp(—t). Aixd només és
compleix quan estudiem t — +oc0. Per tant, en aquest cas tenim

o(0)] < M <exp(t) - exp(—t)>_°‘ <exp(t) +eXp(_t)> |

2 2

que quan t — 400 es comporta com M exp((a — 1)(—t)).
o (exp(t) — exp(—t))/2 < 0 si, i només si, exp(t) < exp(—t), que és cert quan
t — —oo. Per tant, en aquest cas tenim

()] < M <exp(—t)2— exp(t)>_°‘ <exp(t) +2€Xp(—t)> |

que quan t — —oo es comporta com M exp((a — 1)t).

2.5 Exemple d’aplicacié del métode DE

L’objectiu d’aquesta secci6 és calcular

! U cosma
I:/l f(a:)da::/l mdx (2.5.1)

usant el métode d’integraci6 doble-exponencial. S’ha implementat el métode DE per

aquest exemple amb 'objectiu de comprovar que la funcié intnum de Pari/GP ens dona
el mateix resultat.

Observem que f(x) té una singularitat en x = 1. Sabem que en aquesta situaci6 el
canvi optim és z = tanh (g sinh(t)) com hem vist a ’apartat El programa inclos a
I'apéndix usa aquest canvi per calcular (2.5.1]), prenent o = 1.

El punt clau en implementar el métode DE numéricament és saber quina amplada
h escollir a I’hora d’aplicar la regla dels trapezis. Per triar-la, usem . Fixem-
nos que l'error de discretitzacié és independent al canvi de variable escollit, ja que és
sempre A, = O(exp (—2%04)) com s’ha vist en li Per tant, hem de calcular I'error
de truncament segons el canvi de variable que usem. En el cas que estem considerant,
z = tanh (Z sinh(t)), lerror de truncament és

exp (—g exp(nh)> ,

onn és tal que N =2n+11 N és el nombre total d’avaluacions de la funcié f. Aleshores,
igualant 'error de discretitzacié amb I'error de truncament obtenim

h=Liog (?) . (2.5.2)

n
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Per resoldre aquesta equacié hem d’aplicar el Teorema del Punt Fix de Banach, enunciat
en 'apéndix per saber que existeix una tnica h que la compleix. Per comprovar que
la funcio %log(%) és contractiva veiem que la seva derivada és més petita que 1 en valor
absolut per h € [%,oo) per qualsevol n. Aquest fet el podem veure a la figura per
n = 10, i s’ha comprovat també explorant les grafiques per diferents n.

1 T T T

0.8 |
0.6
04 | =
0.2 |
yaloghA T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.3: Representaci6 grafica de 'equacié h = %log(%) pera=1in=10.

El Teorema del Punt Fix de Banach (o en la seva versi6 més simple, el Lema de
Contraccid), vegis 'apéndix E ens permet aleshores assegurar ’existéncia d’una tdnica
h que satisfa ’equacio @, i que la iteraci6 simple hg = 0, hgy1 = hy + %log(élan),
convergeix a la solucié. Aixi s’obté,

ho =

1
n’
1
hi1 = —log(4an),
n
1
n

ho =

log <40m) = % [log(4an) — log(log(4an))] .

log(4an)

Com que log(log(4an)) és molt més petit en comparacié a log(4an), obtenim
1
h ~ —log(4an).
n

En concordanga amb aquesta estimacio prévia, a la linia 11 del codi del programa [B1]
usem 5
h ~ —log(2aN

on N = 2n+1 és el nombre total d’avaluacions de la funcié f, usant la notacié de 'apartat
223

En el programa calculem la integral de dues maneres diferents per cada n.
La primera manera és la formula DE, que en aquest exemple és

+n
I= 7h Yo (tanh (gsmh(kh))) cosh2(72rhs(il:1z)(kh))

k=—n

on f(x) = % Aix0 estd programat amb un bucle for en les linies 10-14 del codi i

al resultat el guardem en la variable suma. La segona manera és guardant en la variable
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Ipari €l valor de la funci6é intnum de Pari/GP a la linia 15. Com ja hem dit, 'objectiu del
programa és veure que les dues maneres ens donen el mateix resultat. Fent la grafica de
Ierror entre I,q,; 1 suma veiem que aquest error decau de manera exp(—n), com hem pogut
comprovar fent un ajustament lineal amb la comanda fit amb el programa de Gnuplmﬂi
com podem veure a la figura [2.4]

-20 | . 4

-40 N 1

-60 | . 1

.80 | ™ 4

Figura 2.4: Representacié de 'error |4, — suma| en escala logaritmica neperiana en
funci6é de n. Vegis el codi pels detalls del calcul de Ip,qp; 1 suma.

“http://www.gnuplot.info/
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Capitol 3

Integrals oscil-latories 1 exemples

Les integrals oscil-latories son un tipus d’integral que costen de calcular numéricament, en
general. Les formules d’integracié interpolatoria o gaussiana acostumen a donar un error
relativament gran pel fet que només s’avaluen en una série d’abscisses triades sense tenir
en compte el cardcter oscil-latori de 'integrant.

En aquest capitol s’explora la possibilitat d’usar el métode DE per aquest tipus d’inte-
grals oscil-latories. Si el decaiment oscil-latori és lent, aleshores no es pot usar el métode
doble-exponencial tal com s’ha explicat en el capitol anterior, sind que s’ha de fer un altre
tipus de canvi de variable per tal de poder aplicar la regla dels trapezis. Aquest fet es
veurd al primer apartat d’aquest capitol. El métode DE si que es pot aplicar a les inte-
grals oscil-latories en que el decaiment oscil-latori sigui rapid, almenys exponencial, com
es veurd en el segon apartat del capitol.

3.1 Integrals oscil-latories amb decaiment lent

Tot i que el métode d’integracié doble-exponencial és 1til per diferents tipus d’integrals,
aquest no funciona bé per integrals de tipus Fourier amb un decaiment oscil-latori lent,
com

I; = Oof (z) sin(wz)dz,
/0 1 (3.1.1)

Ic:/o fi(x) cos(wz)dz.

Com s’explica en [9], va ser gracies a un estudiant de segon any de grau, en Takuya
Ooura, que va proposar un tipus de transformacié que permetia avaluar aquest tipus
d’integrals oscil-latories amb decaiment lent de manera eficient. Ooura va enviar-li una
carta a Mori informant del seu descobriment i, en Mori, va comprovar que el que deia
I’estudiant era correcte usant diferents tipus d’integracions numeériques. Mori i Ooura van
escriure una publicacié el 1991 on explicaven aquest canvi que s’explica a continuacio i
que apareix en les publicacions |11}, [12|. El canvi en qiiestié compleix:

¢(—00) =0, ¢(+00) = o0,
¢'(t) — 0 de manera doble-exponencial quan ¢ — —oo, (3.1.2)
¢(t) — t de manera doble-exponencial quan t — +o00,
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i es transformen les integrals (3.1.1]) usant

I;:x= Mi(t),
3.1.3
Ic:x:—Mgb(t_ﬁ), ( )
w

on M és una constant. Aquestes propietats del canvi s’exigeixen per tal que quan la z
tendeix a infinit, les abscisses de la regla dels trapezis s’apropen de forma doble-exponencial
als zeros de sin(wx) o cos(wz). Aixo justifica que la formula d’integracié usant aquest canvi
podria comportar-se millor per a integrals oscil-latories, tal com es veu en |11} 9, 12].

El primer canvi que van proposar Ooura i Mori i que compleix (3.1.2)) i (3.1.3]) va ser
t

t) = . 3.14
o(t) 1 — exp(—k sinh(t)) ( )
Més tard, Ooura va proposar el segiient canvi |12], que resulta ser més eficient,
t
o(t) = :
1 — exp(—2t — a1 — exp(—t)) — B(exp(t) — 1))
B=1/4, (3.1.5)
o p
V1+ Mlog(1+ M)/4r
Efectuant el canvi (3.1.3) que compleix les condicions (3.1.2)) obtenim,
& Mo(t 1
n=u " g ( o )) sin(Mo ()~ (t)dt,
w w
> (3.1.6)
B 00 Mo(t — 577) T 1, T
IC—M/_oofl <w cos (M (1= 537)) 5 (= 537)
I podem aplicar la regla dels trapezis truncant el sumatori infinit, obtenint
Ny
(V) Me(kh)\ . 1,
17, =Mh — Mao(kh))—¢' (kh 1.
o =Mh 3 (F8) sin(aro i) L (), (3.7

1) = Mh k% f (W) cos (M (kh — ﬁ)) %d)/ (kh - ﬁ) . (3.1.8)

on N = N_ + N; + 1 és el nombre d’avaluacions de la funcié f; i Mh = .
Es veu que per quan k es fa gran,
sin(M¢(kh)) ~ sin(Mkh) = sin(km) = 0,

cos (M¢> (/-ch _ ﬁ)) ~ cos (Mkh _ g) — cos (kh _ g) —0,

(3.1.9)

és a dir, que efectivament es compleix que els punts s’apropen als zeros de sin(wx) o
cos(wz) de manera doble exponencial.
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Fixem-nos que podem escriure (3.1.7) com

Ny
U YI Sa <‘i’“) %,
f=—N- (3.1.10)

By, = sin(Ay) ¢ (kh),

i (318) com

A\ B
1= Y n(2) 2
k=—N_
3.1.11
Ay = Mo(kh — 7). S
By = cos(Ag)d' (k:h - ﬁ) :

A T’hora de calcular aquestes integrals numeéricament amb el canvi , s’ha de tenir
en compte que no hem d’efectuar directament sin(A,) ni cos(A,) per n grans, perqué
si avaluem aquestes funcions per arguments grans normalment ens donen errors grans.
Aquest fet el vam poder comprovar, ja que en una primera implementacié de I’exemple
que farem a continuacié, no vam usar les segiients identitats que es recomanen en

[12]:
. k B 1. wkdy,
s1n<1_dk> =(-1) sm<1_dk>, (3.1.12)

cos (W) = (=1)"'sin (W) : (3.1.13)

i pel cosinus

per di # 1, on
dy, = exp(—2t — a(1 — exp(—t)) — B(e' — 1)),

‘o kh _ per 3.1.12 (3.1.14)
kh — 557 per|3.1.13

Quan dj és prou petit es pot avaluar la part de les identitats [3.1.12] i [3.1.13] amb alta
precisi6. Aleshores, per a valors grans de k escrivim els By, de [3.1.71 com

_ (—1)k¢' (kh) sin(dyAy) en
By = { (=1)*¢/ (kh — %) sin(dgAy) en (3.1.15)

3.1.1 Exemple d’integral oscil-latoria amb decaiment lent

En aquesta secci6 es treballa 'exemple d’integral oscil-latoria que apareix tant en |11} [12]
com en I'ajuda de la funci6é intnum de Pari/GP,

©sin(z) o7
/0 de = . (3.1.16)

X

L’objectiu d’aquesta secci6 és veure que la funcié intnum de Pari/GP, per al cas d’'u-
na integral de tipus Fourier I, usa el métode doble-exponencial amb els canvis ([3.1.10))
explicats a la secci6é anterior.
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A Tajuda de la funcié intnum de Pari/GP [2] es diu que hem d’escriure
intnum(x = 0, [oo, —k * I], f(x)),

on f(z) = sin(kz)g(x), per integrants de la forma sin(kx)g(x) tals que & > 01 g(z) tendeix
a 0 de manera decreixent lentament, com =", i sense oscil-lar. En el nostre cas, k =11
g(z) és 1/z, com podem veure a la figura[3.1]

1

05 -

05|

Figura 3.1: Comparaci6 de la grafica de la funcio sin(x)/z, representada en color vermell,
amb la funci6é 1/z, en color blau.

Efectivament, escrivint
intnum(z = 0, [0o, —1 * I], sin(z)/x)

ens dona 7/2 amb error nul.

Hem creat un programa que calcula de dues maneres diferents el valor de (3.1.16]) per
una n que fixarem a 50, 75, 100 i 106. A la linia 9 del codi del programa [B:2) es veu
que fixem n = 50, perd per obtenir els diferents valors de la integral el que hem fet ha
sigut anar canviant manualment aquest valor per obtenir fitxers de sortida per cada n. En
aquest programa, provem per diferents M (recordem que M és una constant que ha de
complir Mh = 7) que el valor calculat usant el canvi (3.1.10) amb les indicacions
(entre les linies 12 i 22 del codi guardem el valor de la integral a la variable suma) és el
mateix que usant la funcié intnum de Pari/GP a la linia 24.

A la figura[3.2] es pot observar que per n = 100 i M = 40 ja s’aconsegueix una precisio
de 1073%. Es conclou dels resultats que la funcié intnum es comporta com es detalla en
[12] i com s’ha explicat a apartat anterior [3.1]
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-40

Figura 3.2: En l'eix horitzontal es representa M i en 'eix vertical el logaritme decimal de
I’error del calcul de la integral (3.1.16)). Cada corba representada correspon a un valor de
n fixat: en color turquesa n = 50, en lila n = 75, en blau per a n = 100 i en groc per a
n = 106.

3.2 Integrals oscil-latories amb decaiment rapid

A diferéncia de les integrals oscil-latories amb decaiment lent, les integrals oscil-latories
que decauen almenys exponencialment si que es poden calcular usant el métode DE.

3.2.1 Exemple d’integral oscil-latoria amb decaiment rapid

El segiient exemple d’integral ha estat extret del capitol 1.3 de [7],

() = /Z exp (“:t) C()S;Q(t) dt. (3.2.1)

on w és la freqiiéncia de la part oscil-latoria i € és un petit parametre. A la referéncia
[7] es proposa aquesta integral com a prototipus d’integrals que apareixen en problemes
d’escissi6 de separatrius en sistemes dinamics, com veurem en el capitol [4]

Resolucié analitica (per residus). Aquesta integral es pot resoldre usant el Teorema
dels Residus, enunciat en [A-3] de la seglient manera.

Considerem la corba tancada C' que correspongui a la vora orientada del rectangle de
vértexs (—R,0), (R,0), (R, m)i(—R,m), com es pot veure a la figura [4.2] La funcio

B exp(i%z)
f(z) = m

és analitica en C excepte en el punt zp = i3, que és un pol d’ordre 2. Aleshores, pel
Teorema dels Residus,

/Cf(z)dz = 2mi Res(f(z), z0) = 2mi (—i (%) exp (—%)) : (3.2.2)
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D’altra banda, també podem escriure

/Cg(z)dz—/ exp}(l (:U))dx

/eXp( 2(R+iy))
+ 5 ——i dy
o cosh”(R + iy)
—R cw .
= 2.
[ e, (3.2.3)
r  cosh®(z +im)

Oexp(i2(—R+1i
[,
= cosh”(—R+ iy)

=1+ 1+ I3 + 1y

Quan R — oo, Is — 011 I4 — 0. Veiem-ho per I5 (per I és equivalent):

/7T exp(i?(R +1y)) . dy’ - /7T exp(—%y)dy _ 1 /71' eXp(_Ey)dy
o cosh?(R 4+ iy) ~ Jo sinh?(R) sinh?(R) Jo €

(3.2.4)
€ W
= ———> (1—exp (——)) — 0,
wsinh?(R) €
on hem usat que
’z’exp (z’g(R + zy))’ = exp (—gy> ,
€ €
N (R4
|COSh(R—|— zy)] > |eXp<R + Zy)| |26Xp( ( + Zy))’ _ Slnh(R)
Com que cosh(x + mi) = — cosh(z),
R P W R s W —TTwW
L4 13 = / oplicT) —/ ep(icr) =) )
_Rr cosh®(z) _R cosh®(x)
R W
~ (1-exp (-4)) / D) )
€ _r cosh®(z)
Per tant, fent R — oo,
. (W wT > exp(i¥x)
27 (—z ( ) exp(— f 1 — exp (——)) ——5—dx.
€ € —oo cosh?(z)
Aleshores,
% exp(i¥ 2 exp(— 4T 1
/ Lp(z;m) o T 2ol 232 = (3.2.5)
—oo Cosh?(z) € (1 —exp(—<F)) € sinh(“F)
Hem obtingut que la integral és
W
= 2.
r(€) esinh(%7) (3.2.:6)
i quan € — 0 es comporta com
27w wT
_wmy 3.2.7
—exp(—5 ) (3.2.7)



Resolucié numeérica (usant DE). L'objectiu d’aquest apartat és comprovar que la
funci6 intnum de Pari/GP ens dona el mateix resultat que el que hem calculat per residus
si triem adequadament els parametres per indicar el canvi adient de DE. Aix0 ho farem
comparant les solucions per diferents € petites amb el comportament .

A T'ajuda de la funci6 intnum de Pari/GP es diu que hem d’explicitar el comportament
de l'integrant a 'infinit escrivint [+o00, a, on o > 0 és la manera en la qual decau rapida-
ment Uintegrant, és a dir, de forma exp(—ax), per tant, inclou les integrals oscil-latories
que tinguin un decreixement exponencial. En la figura [3.3] podem veure que la part real
de lintegral (la part imaginaria és 0 perqué l'integrant és senar) decau com exp(—2z),
per tant, usarem la funcié intnum de la segiient manera per calcular el valor de la nostra
integral:

intnum(x = [—o00, 2], [00, 2], f(x,w, eps))

on f(z,w,eps) = exp (%) m

-30

Figura 3.3: Comparacié del decaiment de la funcié cos (zw/e) / cosh?(z), per quan w = 1
i € =0.001, en color vermell, amb exp(—2x), en color blau.

En el programa inclos a 'apéndix calculem el valor de l'integral usant la
funcié intnum per a diferents e petits, des de 0.1 fins a 0.001 per poder comprovar que
efectivament el valor de la integral es comporta com prop del 0. A la linia 9 del
codi fixem el parametre w = 1. En el bucle forstep de les linies 11 a la 17, per a cada €
entre 0.1 i 0.001, disminuint 0.001 a cada pas del bucle, el programa guarda a la variable
suma el valor de la part real del calcul de la integral usant el métode DE, és a dir,
usant la funcié intnum de Pari/GP i a la variable teoric guarda el valor calculat
usant el Teorema dels Residus. El programa també guarda a la variable comportament el

comportament de la integral (3.2.1)) que ha de tenir per cada epsilon segons (3.2.7]).

A la figura [34] esquerra veiem que entre 0.04 i 0.1 el resultat obtingut aplicant la
formula DE s’adequa exactament al comportament teoric . Suposant que el valor
correcte de la integral és el calculat en , és a dir el valor que guardem en teoric,
comparem ’error de calcul entre suma i teoric a la figura dreta. Observem que ’error
del calcul augmenta a mesura que € s’apropa a 0, ja que la integral és exponencialment
petita en € i treballem amb una precisi6 finita.
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-20 L
0.04 0.05

0.1

Figura 3.4: Esquerra: es representa el valor numéric de la integral en escala decimal
en funcié d’e. En blau es mostra el comportament teoric de la integral ien
lila el resultat del calcul de usant el métode DE. Dreta: es representa l’error del
calcul de la integral usant el métode DE, en escala logaritmica decimal, en funci6

d’e.

Observaci6 3.2.1. Al document de Pari/ GPE| s’explica que la funcié intnum esta imple-
mentada de manera que quan la funcié a integrar és oscil-latoria amb un decaiment rapid,
l'usuari la pot tractar com una funci6é (no oscil-latoria) que decau de manera exponencial
exp(—ax), indicant la «, com s’explica a 'apartat En cas que la funcié a integrar
sigui oscil-latoria i tingui un decaiment lent, 'usuari pot explicitar-ho de la manera que

s’ha explicat en l'apartat

1https://pari.math.u—bordeaux.fr/dochtml/html/Sums__products__integrals_and_similar_

functions.html
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Capitol 4

Escissié de separatrius: la integral de
Melnikov

En aquest capitol es tracta un exemple provinent de I'estudi d’un sistema dinamic. Con-
cretament, s’aplicara el métode DE per estimar una integral de Melnikov. Aquesta propor-
ciona una mesura de ’escissioé de les separatrius quan es pertorba un sistema integrable.
Primer, es presenta el problema d’escissié de separatrius que ens portara a considerar la
integral de Melnikov. A la segiient seccié es considera el sistema de Duffing i es calcula-
ra la integral de Melnikov corresponent, comparant el calcul analitic amb 1’aproximacié
numerica.

4.1 La integral de Melnikov

En aquesta seccié es presenta la teoria basica sobre l'escissié de separatrius que es pot
trobar a |5]. També s’ha consultat el treball d’en Sergi Juncosa [6] que inclou en particular
una discussié semblant sobre aquest tema.

Considerem un sistema autonom pertorbat, on la pertorbacié si que depén del temps,
és a dir,

r_ oy [ fi(@) 91(t; ) _
' = f(x) +eg(t;x) = <f2(x)> +e (gz(t;x)> , o= (u,v)" € R? (4.1.1)

on figson de classe C", r > 2, estan acotades, i g és una funci6 T-periodica respecte
t. Sigui f un camp vectorial hamiltonia definit en R? o en un obert U C R2. Ens interessa
estudiar casos en els quals les solucions no pertorbades, és a dir, per € = 0, es puguin
parametritzar globalment.

Definim I’aplicacié de Poincaré Plo : $to — Yto Plo — o(ty+T';tg, wo, €), (to, 1) € Lt0,
on X0 = {(t,z) : t =ty € [0,T]} C S* x R? és la secci6 global de Poincaré en ty del flux

associat a (4.1.1]).

Suposem que el sistema (4.1.1)) per e = 0 té una orbita homoclinica go(t) que va a parar
a un punt de sella hiperbolic py. Es té que PSO (po) = po per a qualsevol tg € [0,T], és a dir,
po és un punt fix de Pg“, i és de tipus sella hiperbolic perqué ’aplicaci6é de Poincaré preserva

Iestabilitat del punt. Siguin Wg/ ® les varietats invariants del punt fix de l'aplicacié de
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Poincaré PL°. Observem que T := {qo(t) : t € R} U {po} = W¥(po) N W(po) conté punts
homoclinics no transversals per PSO.

Sota aquestes condicions és facil veure, pel Teorema de la Funcié Implicita enunciat a
l’apéndix que per un € > 0 prou petit, el sistema té una Unica orbita periodica
vt = po + O(e) i, per tant, I'aplicacié de Poincaré P té un tnic punt de sella hiperbolic
plo =po + O(e).

Usant el Lema de Gronwall, enunciat a 'apéndix podem veure quin és el compor-
tament de les varietats locals invariants estables i inestables W7 _(v¢), Wj%.(7e), de I'orbita
periddica pertorbada. Aquestes varietats son properes, en norma | - ||cr, a les varietats
invariants de I’orbita periddica no pertorbada pg x S'. Les orbites ¢2(t;to), ¢“(t;to) con-
tingudes en W (7e) i W}, (7.), respectivament, amb condicions inicials z§(e), z4(e) € X',
properes a o € 'V, sén

¢: (tsto) := p(tsto, a5 (), €) = p(tito, 23(0), 0) + i (s o) + O(e%), t € [to,00)

, (4.1.2)
q¢ (tto) = p(t; to, x5 (€), €) = p(t;t0, 26(0),0) + € (t:t0) + O(€7), t € (—o00, to.

Definici6 4.1.1. Donat un sistema com , anomenem separacto de les varietats
Wu(plo) + WH(plo) en (to, zo) € X a la diferéncia

d(to) = q¢ (tosto) — qi(tosto)

on q%(to;to), respectivament q’(to;to), €s el primer tall amb f*(zo) = (—f2(z0), f1(z0))
per temps positius, respectivament per temps negatius, de la solucio pertorbada amb condi-
c10 wnicial un punt de la varietat invariant local Wy, inestable, respectivament Wy, estable,
de laplicacié de Poincare.

L’aplicacié d : R — R defineix una funcié que mesura la distancia entre les dues
varietats invariants. Fent la projeccié de gi' — ¢i sobre f*, perqué les aproximacions de
primer ordre sobre € de ¢%(to; o) i ¢¢(to;to) no necessariament estan sobre f+(zg), tenim

S (x0), ¢} (to; to) — 5 (to; to))
| f0(z0)]

Definicié 4.1.2. Donat un sistema com[4.1.1], i sota les condicions considerades fins ara,
definim la integral de Melnikov com

d(tg) = ! + O(€%). (4.1.3)

M) = [ (ot 0, 00) gt (s o, 0, ).

Observem que fent el canvi de variable ¢ — t + typ podem reescriure la integral de
Melnikov de la manera segiient,

M(to) = /oo (FH(o(t;0,20,0)), g(t + to, (t; to, T0, 0)))dt. (4.1.4)

—0o0

Veiem que la funcié de Melnikov no és res més que el primer terme de 'expansié de Taylor
de d(to) respecte €, llevat constants de normalitzacio.

Escrivint

A(t;to) := (fH(p(tito, 20,0)), g (s to) — a5 (s to)) =: A¥(t;t0) — A®(t;to),
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tenim que d(tg) = e% + O(€?).

Anem a calcular la diferencial de A®(t;tg) respecte t:
DyA*(tt0) = (D f((t; to, 0, 0))¢' (t; to, 20, 0), 41 (t; to)) + (f (0 (t; to, 20, 0), Degi (£ t0))-

Com que sabem que la solucié ¢f de la primera equacié variacional respecte ¢ aproxima
uniformement les solucions que estan en la varietat invariant estable per ¢t > tg,

i també sabem que %gp(t; to, x0,0) = f(p(t;to, zo,0)), aleshores podem reescriure

DyAS(tto) = (D f(p(t; to, 0,0)) f 1 (0(t; to, 20,0)), ¢5(t;t0)) +
(f(o(t;to,20,0), Df(p(t;to, z0,0))qi(t;to) + g(t, w(t; to, 20,0))
= Tr(Df((t; to, 0,0)))A%(t; o) + (f((t; to, 20, 0)), g(t, o (t; to, o, 0))).
(4.1.5)

Com que hem considerat que f és Hamiltonia, aleshores TrD f = divf = 0 i, per tant,
DtAS(t; t()) = (fL(SD(tﬂ to, X0, O))7 g(t7 QO(t, to, o, O))>

Integrant-ho des de ty fins a oo,

AS(OO; tO) - AS(tO;tO) = /Oo <fJ_(90(t;t07$07 0))’g(t7 QO(t;tOv o, 0))>dt

to

Tenim que lim;_,o0 ¢ (¢;t0, 20,0) = po 1 po és un punt critic de f de classe C", per tant,
lim—oo f(@(t; 0, 0,0)) = 0. Sabem que ¢ (¢;to) esta acotat, aleshores

— A%(to;to) = /00 (fH(p(t; to, 0, 0)), g(t, @(t; to, o, 0)))dt. (4.1.6)

to

Repetint el mateix argument per A%(¢;tg), obtenim

to
A*(to; o) Z/ (f*((t to, 20, 0)), g(t, ¢ (t; to, x0, 0)))dt. (4.1.7)
Aleshores sumant i tenim que A(to;to) = A¥(to;t0) — A®(to;to) = M(to), que
substituint-ho en queda

M (to)

o) = €5

+ O(€?).

Aquesta és la relacié que hi ha entre la integral de Melnikov i la separacio de les varietats
estable i inestable.
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4.2 Exemple d’aplicacié d’integral de Melnikov

El segiient exemple es troba a la seccio 4.5 de [5]. També s’ha consultat el treball de
I’Enric Ribera 13| que en particular inclou aquest exemple. Es tracta d’estudiar 1'escissio
de separatrius en el sistema de Duffing quan esta sotmés a un forgament periodic v cos(wt)

i un fregament Jv:
v o= v
’ 4.2.1
{ v\ = u—ud+ e(ycos(wt) — Iv) ( )

on I'amplitud del forcament periodic 7, la freqiiéncia w i 'amortidor § sén parametres i €
és un parametre petit.

Amb la notacié de Papartat anterior,
f(@) = flu,v) = (jﬁ;g%) = (u N u)
otti) =t 00) = (2050 = (o o)

Primer, estudiem el sistema sense pertorbar, és a dir, per € = 0. Imposant f;(u,v) =0,
fa(u,v) =0, és a dir,

(4.2.2)

{u(l_u;; _ 8 (4.2.3)

obtenim que el sistema té tres punts fixos: (0,0)7, (1,0)” i (—=1,0)T. Si denotem per X
el camp vectorial corresponent a[4.2.1] aleshores

0 1
DX (u,v) = <1—3u2 0) .

Avaluant aquesta matriu en els punts fixos veiem que DX(1,0) i DX (—1,0) tenen valors
propis Ao = +4/2 i, per tant, son punts fixos de tipus centre lineal, i pel punt (0,0) la
matriu té valors propis A\j 2 = £1, és a dir, (0,0) és un punt fix de tipus sella hiperbolic.

Per € = 0 tenim un camp conservatiu, que admet la integral primera

vt ou? ot

E(U,’U):§ ?—f‘i

_ T
El nivell E(u,v) = 0 esta format per dues orbites homocliniques, que formen una figura

vuit, i el punt de sella (0,0)7, que li direm pg, com es representa en la figura creada
usant el programa PPlan

Volem trobar les orbites que estan al mateix nivell d’energia que el punt de sella, és a
dir, aquelles que compleixin H(z,y) = 0. A partir d’aquesta equaci6 tenim que

4 2
v:i\/u2+%:iu\/l+%:u,

"https://www.cs.unm.edu/~joel/dfield/
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Figura 4.1: Representacio de les dues orbites homocliniques (en blau) i els punts fixos (en
vermell) del sistema sense pertorbar.

i usant variables separades podem resoldre la segilient equacié diferencial

:tt+D—/ du / / —sinx
u«/l—i—“2 \fy\/l— cos zV'sin? x

CcosS T dt 1 1 1 1
= | ——do=— | —=—= | —dt— = | ——dt
/l—sinz(x) v /1—752 2) 1—t 2) 1+t

1 1-—t
= 71 1—t|— 71 1 ==
n | t 5 n|l+t= 2 T
1 1 —sin (arccos \J1— % u
=—1In - 1n ———— | =arcsech | —= |,
1+ sin <arcco % V2 V2
(4.2.4)
on D és una constant. Aleshores,
u = +v/2sech(t + D) (4.2.5)

i podem prendre D = 0 imposant v = 0 per t = 0. A partir de u = ++/2 sech(t), tenim
que v = 1 = F+/2 tanh(¢)sech(t).

Per tant, les dues solucions homocliniques g (¢), gy (t) amb condicié inicial g (0) =
(v/2,0) i g5 (0) = (—/2,0), respectivament, sén

qf (t) = ¢(;0, (V2,0),0) = (\/isech(t), —/2sech(t) tanh(t))T =: (ug (1), vf ()T

~

g5 (t) = o(t; 0, (—V/2,0),0) = (—ﬁsech(t),\fzsech(t) tanh(t)) =: (ug (1), vy ()7
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Calculem la integral de Melnikov corresponent a 1’orbita qar en tg (l'escissi6 de g, és
semblant degut a la simetria del sistema),

M) = [ U ()0 (), 9t + to, (g (1), v (1))

= /oo ((—ug (&) + (ug (£))%, v (2)), (0, cos(w(t + to)) — dvg (1)) dt

—00

= /OO (—+v/2sech(t) tanh(t))y cos(w(t + to))dt — /00 §(—v/2sech(t) tanh(t))2dt

—00 —00

= —\/ﬁ'y/ sech(t) tanh(t)) cos(w(t + to)dt — 2(5/ sech(t)? tanh(t)?dt
o0 40
= —\/5’)// sech(t) tanh(t)) cos(w(t + to)dt — 3
(4.2.7)
Usant la relacié trigonomeétrica del cosinus de la suma de dos angles, és a dir,
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)
obtenim
M(tp) = —\/57/ sech(t) tanh(t)) cos(wt) cos(wtp)
o 15 (4.2.8)
+ \/57/ sech(t) tanh(t)) sin(wt) sin(wtg)dt — 3

Com que el terme sech(t) tanh(t) cos(wt) és senar, aleshores l'integral s’anul-la i queda,

M (to) = V/2ysin(wt) /OO sech(t) tanh(t)) sin(wt)dt — 4?:; (4.2.9)

— 00

Resolucié analitica (per residus). Per calcular I = [%_sech(t) tanh(t) sin(wt)dt,
notem que

(0.9}
I =1Im </ sech(t) tanh(t) exp(iwt)dt)
—00
i aquesta integral la podem calcular usant el Teorema dels Residus.
Considerem la corba tancada C' que correspongui a la vora orientada del rectangle de
vértexs (—R,0), (R,0), (R, 7)1 (—R,m), com representem a la figura

La funcié

sinh(z)
cosh?(z)
és analitica en C' excepte en el punt 29 = i5, on té una singularitat de tipus pol. Pel
Teorema dels Residus,

g(z) = sech(t) tanh(t) exp(iwt) = exp(iwt)

/ g(z)dz = 2mi Res(g(z), 20) = 2mi wexp(—wg). (4.2.10)
C
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Im(z)

i

Figura 4.2: Corba tancada C

D’altra banda, també podem escriure

/Cg(z)dz = /R Sinh(@) exp(iwz)dx

_g cosh?(x)
/7r sinh(R + iy)
o cosh?(R + iy)

R . .
N / sinh(z + i) expioo(w + mi))da (4.2.11)
R

cosh?(x 4 i)

+/0 sinh(—R + iy)

» cosh?(—R + iy)
=L+ 1+ I3+ 14

exp(iw(R +1iy))i dy

exp(iw(—R + 1y))i dy

Quan R — oo, Is — 01 Iy — 0. Veiem-ho per Iy (per I és equivalent):

/7r sinh(R + iy) /” tanh(R + iy)
o cosh?(R + iy) o cosh(R +iy)

Texp(-wy) 1 "
= /0 “sinh(R) Y= Snh(R) /0 exp(—wy)dy
1 (1—exp(—wn))

exp(iw(R +1iy))i dy‘ =

exp(iw(R +1iy))i dy’

" sinh(R) w —0
(4.2.12)
on hem usat que
|i exp(iw(R +iy)| = exp(—wy),
| cosh(R + iy)| > |exp(R +iy)| — [exp(—=(R +iy))| _ sinh(R),

2
i que |tanh(R +dy)| < 1.

Com que cosh(z + mi) = — cosh(x) i sinh(x 4+ 7i) = — sinh(x),

B R sinh(z) ‘ R _sinh(x) ,
L+ 13 = /_R m exp(iwz)dr — /_R cosh(a))2 exp(iwx) exp(—wm)dx

R sinh(x
= (1+exp(—w7r))/ ﬁexp(iwx)dm.

_g cosh?(x)
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Per tant, fent R — oo

2w exp(~w) = /C g(2)dz = (1 + exp(—wr)) / LI CONP

o cosh?(x)

Aleshores,

(e o]

/oo sech(t) tanh(t)) sin(wt)dt = Im </

—0o0 —00

([ ) )

o cosh?(z)
2 —wT
1 ((ZrEwexp(-w)) (4.2.13)
1+ exp(—wm)
2exp(—w3y)
= Tw—————=—~
1 + exp(—wm)

sech(t) tanh(t) exp(iwt)dt)

= Tw sech(wg).

Per tant, la integral de Melnikov que ens cal calcular és

45

; (4.2.14)

M (to) = V/27 sin(wto)Tw Sech(wg) _

Resolucié numeérica (usant DE). El resultat d’aquesta integral es pot calcular també
numeéricament usant el métode d’integracié doble-exponencial com hem fet en el programa

de Papeéndix
L’integrant de [£.2.7] és una funci6 oscil-latoria que decau de manera rapida, de forma
exp(—x), com es representa a la figura

10

10 b

20 F

-30

40 L

50

-60

Figura 4.3: Representacio del decaiment de la funcié sinh(x) cos(w(z +tg))/ cosh?(z), per
w =11ty =1, en vermell, i la funcié exp(—x) representada en blau.

De mateixa manera que en Papartat [3.2] usarem la funci6 intnum de la segiient manera

intnum(z = [—o0, 1], [00, 1], funcio(x,w, t0)),
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o sinh(z) cos(w(z + t0))

cosh?(z)

funcio(z,w,t0) =

per calcular la part
oo
/ sech(t) tanh(t) cos(w(t + t)dt
—0oQ

de la integral de Melnikov M (tp).

A les linies 9 i 10 del programa de I'apéndix [B:4] hem fixat les variables w = 1, v = 1,
i hem considerat el cas en qué = 0 perqué hem suprimit la part 7%5 de la integral, és a
dir, no considerem el fregament. Hem calculat M (to) per diferents ¢y, que van des de 0 fins
a /4, usant la funci6 intnum com hem descrit anteriorment. Hem considerat la variable
teoric de les linies 13 i 20 del codi com a valor exacte de la integral que estem calculant,
que és Pobtingut en [£:2.14] usant el Teorema dels Residus. A la figura .4 podem veure
com els resultats de M (tg) usant el métode DE s’adeqiien perfectament als resultats de
M (to) calculada usant el Teorema dels Residus, per cada to.

0.5

-0.5

-l5 |

Figura 4.4: En lila es representa el valor de M(ty) per cada ty de I'eix d’abscisses usant el

metode DE, i en blau el valor de M (tp) calculat en [4.2.13

Aquest exemple il-lustra que el métode DE amb un canvi adequat dona férmules d’in-
tegracio per calcular integrals oscil-latories quan el decaiment és exponencial. Com s’ha
vist, aquestes apareixen en sistemes dinamics en considerar la integral de Melnikov al llarg
d'una orbita homoclinica (o heteroclinica). Es important notar que en molts exemples no
es té una expressié explicita de la parametritzacié de ’orbita homoclinica o que aquesta
pot ser molt complicada. El calcul numéric de la integral de Melnikov és essencial en
aquests contextos.
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Conclusions

Com a conclusi6 es fa un resum de tot el que s’ha vist en aquest treball.

S’ha comengat el treball recordant les formules d’integraci6 interpolatories i s’ha es-
tudiat les férmules gaussianes. La quadratura gaussiana també permet que la funci6 a
integrar tingui alguna singularitat, ja que la part que causa aquesta singularitat es pot
pensar com el pes de la formula gaussiana i aixi s’evita ’avaluacié de la funcié en aquesta
singularitat.

Des del punt de vista numéric, per poder aconseguir una bona precisié de ’error a I’hora
d’aproximar una integral usant férmules interpolatories o gaussianes cal, en general, fer
moltes avaluacions de la funcié a integrar. A més, en el cas de la quadratura gaussiana
s’han de calcular els zeros dels polinomis ortogonals i els pesos de les formules. Per
aquest motiu s’ha considerat un altre métode, el doble-exponencial, que té unes propietats
analitiques d’optimalitat que suggereixen un bon comportament numéric. Aquest métode
permet integrar funcions analitiques en intervals finits o infinits i considerar singularitats
als extrems de l'interval. El métode DE també permet aproximar integrals oscil-latories
de manera precisa, tot i que per aquelles integrals que decauen lentament s’ha de fer un
canvi diferent, com s’ha explicat en el treball.

S’ha dedicat un capitol a estudiar I'escissié de separatrius, la qual es pot mesurar usant
la integral de Melnikov, un tipus d’integrals que apareixen quan es vol mesurar la distancia
entre les varietats estable i inestable d’un sistema autonom pertorbat periodicament. En el
context considerat, s’obtenen integrals oscil-latories que decauen de manera exponencial,
per tant, es pot aplicar el métode DE per calcular-les, com hem vist en ’exemple de
I’equacié de Duffing.

Durant tot el treball s’ha intentat descriure com es pot implementar el métode DE
per diferents tipus d’integrals i s’ha anat comprovant que la funci6 intnum de Pari/GP
implementa aquest métode de manera molt semblant a la que hem estudiat. Aixi doncs,
cal distingir diferents situacions segons el decaiment als extrems de U'interval d’integracio,
en cas que l'integrant tingui una singularitat a ’extrem de l'interval, o quan algun dels
extrems de l'interval és infinit, i també es té en compte si 'integrant oscil-la i decau de
manera lenta.

Com a cloenda del treball, m’agradaria mencionar alguns dels aspectes que han quedat
pendents i podrien ser motiu d’ampliacié de ’estudi.

— Fer una explicacié més detallada sobre 'optimalitat de la férmula doble-exponencial.

— Entendre els detalls analitics del canvi de variable usat per aplicar el métode doble-
exponencial a integrals oscil-latories amb decaiment lent.

— Aprofundir en el fenomen de 'escissié de separatrius.
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— Fer una comparativa més exhaustiva del métode doble-exponencial amb altres mé-
todes en diferents contextos, com per exemple, les féormules gaussianes, el métode de
Romberg, i també altres métodes especifics per a aproximar integrals oscil-latories,
com el métode la fase estacionaria.

— Treballar algun exemple de sistemes dindmics en qué no tinguem 1’0rbita heterocli-
nica de manera explicita.

Tot i aix0, considero que ha estat un treball molt complet on s’han cobert aspectes
teorics, analitics i computacionals de diversos ambits de la matematica. A més, m’ha
permés reforcar els conceptes que he aprés durant el grau de matematiques. Per ultim,
també he de dir que he obtingut coneixements que no hagués adquirit si no hagués fet
aquest treball final de grau en particular.
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Apéndix A
Resultats preliminars

En aquest apéndix es llisten alguns resultats preliminars que sén necessaris per entendre
certes parts del treball. Tots els resultats que es recullen en aquest apéndix s’han vist en
diverses assignatures del grau de matematiques i s’han extret dels apunts de classe.

A.1 Teorema del Valor Mig per a Integrals

Teorema A.1.1. (Teorema del Valor Mig per a Integrals) Siguin g1 i g2 funcions reals
definides en [0, 1], tals que g1 és continua i go no canvia de signe. Aleshores, existeix algun
T € [0,1] de manera que es compleix

1 1
/ g1(t)g2(t)dt = g1(7) / go(t)dt.
0 0

A.2 Teorema del Punt Fix de Banach

Teorema A.2.1. (Teorema del Punt Fix de Banach) Sigui (X, d) un espai métric complet
1 sigui f : X — X wuna aplicacid contractiva en X. Aleshores f té un unic punt fix.

A.3 Teorema dels Residus

Teorema A.3.1. (Teorema dels Residus) Sigui A una regid i siguin {z1,...,2n} € A n
punts d’A. Sigui f una funcid analitica en A\{z1,...,zn}, és a dir, z1, ..., z, son singula-
ritats aillades de f. Sigui C' una corba tancada d’ A homotopa a un punt d’A. Suposant
que z; no pertany a la corba C, aleshores

/ = 2mi Z Res(f(2); z)Ind(C; z;)
c i=1

on Res(f(z);z) és el residu de f en z; © Ind(C'; z;) és l'index de la corba C' respecte z;.
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A.4 Foérmula Integral de Cauchy

Teorema A.4.1. (Formula Integral de Cauchy) Sigui B una regié simplement conneza
al pla complex. Suposem que f(z) és una funcid analitica en B. Sigui zo un punt de B.
Suposem que C' és un cami tancat que pertany a B i envolta zg en sentit positiu; aleshores

f(")(zo)—n!./c( G

z — zp)"HL

A.5 Lema de Gronwall
Teorema A.5.1. (Lema de Gronwall) Sigui I = [a,b], u,v: I — Ry continues. Si
¢
u(t) <« —I—/ u(s)v(s)ds, Vt € [a,b], a>0.

Aleshores, u(t) < « exp(fclbt v(s)ds).

A.6 Teorema de la Funci6é implicita

Teorema A.6.1. (Teorema de la Funcid Implicita) Siguin A C R™ i B C R™. Donada
f:Ax B— R™ considerem el sistema d’equacions

fz,y) = 0.
Si
o cuisteir (a,b) € A X B tal que f(a,b) =0;
o feC'(AxB)ambr>1;
e det(Dyf(a,b)) # 0.
Aleshores,

1. existeizen entorns oberts U C A ¢V C B d’a i b, respectivament, i una funcio
g:U —V tal que, per a tot (x,y) e U x V,

y=g() <= f(r,y) =0;

2. geC"(U);

3. per a totx € U es té

Dg(l') = - (Dyf(:c,g(a:)))_l Dacf(xag(x»
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Apéndix B

Codi

Aquest apéndix és un recull de tots els programes usats en els apartats on s’ha volgut
comprovar numéricament el métode doble-exponencial.

En els programes i[B-4 hem treballat amb 50 digits de precisié. En el amb 150
i en el [B.I amb 400 digits de precisi6. Fem notar que hem triat les precisions que ens han
permés realitzar els calculs sense haver-nos de preocupar de la propagacié de I'error en les
operacions aritmeétiques per tal de veure 'efecte dels errors de truncament i discretitzacio,
errors dels quals parlem en [2.2]

B.1 Exemple d’aplicacié del métode DE

main () ={
local(k,n,h,suma,presuma,er,Ipari);

filename="tansin.out";
system("rm,"filename) ;

write(filename ,"#n,,I_h,I_pariy|I_parigy-yI_h|");

forstep(n=10,150,10,
suma=0;
for(k=-n,n, h=(2./(2*n+1))*log (2*(2*n+1));
suma=suma+funcio (tanh (Pi*sinh (k*h)/2))*cosh(k*h)/((cosh(Pi*sinh(k*h)/2))*(cosh(
Pi*sinh(k*h)/2)));
)
suma=(Pi*h/2) *suma;
Ipari = intnum(x=-1,1,funcio(x));
er = abs(Ipari-suma);
write(filename ," "n" "suma","Ipari" "er);
)

system("sed -i,’s/uE/e/g’"filename) ;
}

funcio (x)={
local(val);
val=cos (Pi*x)/sqrt(1-x);
return(val);

}
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B.2 Exemple d’integral oscil-latoria amb decaiment lent

main () ={

local(k,n,h,suma,er,M,w,dn,sgn);
filename="oscilatoriasin_50.out";
system("rm,"filename) ;
write(filename , "#M,,I_h,|I_parig -,I_h|");
n = 50;

for (M=20,50,
h=Pi/M; bet = 1/4; alph = bet/sqrt (1+Mxlog(1+M)/(4*xPi));

suma=0;

for(k=-n,n, t=k*h;
Ak=M*canvi(t,M); dk=exp(-2*t-alph*(l-exp(-t))-bet*(exp(t)-1));
sgn=(-1) "k; Bk=derivadaCanvi (t,M)*sin(dk*Ak)*sgn;
suma=suma+funcio (Ak) *Bk;

)
suma=(M#*h) *suma;

er = abs(intnum(x=0,[00,-I],funcio(x)*sin(x))-suma);
write(filename," "M"_ "suma" "er);

)
system("sed-i,’s/yE/e/g’"filename);
}

funcio (x)={
local(val);
val=1/x;

return(val);

}

canvi(x,M)={

local(res,pE);

pE=-exp (-2*x-alph*(1-exp(-x))-bet*x(exp(x)-1));

if (abs(x)<1.e-20, pE=-exp(-2*xx-alph*(l-exp(-xx))-bet*(exp(xx)-1)); val = xx/(1+pE)
;  val=truncate(val); val=subst(val,xx,x); return(val););

val = x/(1+pE);

return(val);

}

derivadaCanvi (x,M)={
local(val,pE);
pE=-exp (-2*x-alph*(1-exp(-x))-bet*(exp(x)-1));
if (abs(x)<1.e-20, pE=-exp(-2*xx-alph*(l1-exp(-xx))-bet*(exp(xx)-1)); val= 1+pE-xx*pE
*(-2-alph*exp(-xx)-betxexp(xx));
val=polrecip(truncate(taylor (polrecip(truncate(val)) ,xx,ps-1)))*
XX"2;

val=val/((1+pE)~2); val=truncate(val); val=subst(val,xx,x);
return(val););
val= 1+pE-x*pE*(-2-alph*exp(-x)-bet*exp(x)); val=val/((1+pE)"2);
return(val);

}
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B.3 Exemple d’integral oscil-latoria amb decaiment rapid

main () ={
local (N, suma,er,w,eps,teoric);
filename="lombardi.out";
system("rm,"filename) ;
write(filename , "#epsyyresultatylreal -, paril| comportament");
w = 1;
forstep(eps=0.1,0.001,-0.001,
suma = real(intnum(x=[-00,2],[00,2],funcio(x,w,eps)));
teoric = Pi*w/(eps*sinh(wxPi/(2%eps)));
er = abs(teoric-suma);
comportament = 2*Pi*w*exp(-wxPi/(2*eps))/eps;
write(filename ," "eps","suma"_ "er" " comportament) ;
)
system("sed -i,’s/uE/e/g’"filename) ;
}
funcio (x,w,eps)=9{
local(val);
val=exp (I*w*x/eps)/(cosh(x))"2;
return(val);
}

B.4 Exemple d’aplicacié d’integral de Melnikov

main ()={

local (N, suma,er,teoric,t0,w,gam);

filename="melnikov.out";

system("rm,"filename) ;

write(filename ,"#tO0,I_pariylteoric-,I_paril,teoric");

w = 1;

gam = 1;

t0 = 0.;

suma = (-1)*gam*sqrt(2)*intnum(x=[-00,1],[00,1],funcio(x,w,t0));

teoric = sqrt(2)*gam*Pi*wxsin(wxt0)/cosh(wxPi/2);

er = abs(teoric-suma);

write(filename ," "t0" ,"suma" "er" "teoric);

t0 = Pi/500;

for(i=1,125,
suma = (-1)*sqrt(2)*gam*intnum(x=[-00,1],[00,1],funcio(x,w,i*t0));
teoric = sqrt(2)*gam*Pi*wxsin(wxi*t0)/cosh(w*Pi/2);
er = abs(teoric-suma);
write(filename ," "i*t0"_ "suma"_ "er","teoric);

)

system("sed-i,’s/yE/e/g’"filename) ;

}

funcio (x,w,t0)={

local(val);

val=sinh(x)*cos(w*x(x+t0))/(cosh(x))~2;

return(val);

}
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