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Abstract

In the first half of the twentieth century, studies and analysis for decisions in the world
of finance were purely descriptive. This descriptive approach was referred to as the ”tra-
ditional view of finance”.

From the second half of the 20th century, it was considered a decisive point for the
development and the evolucion of finance. In the 50’s. thanks to great personalities of
the time, some quantitative bases were built, which would generate a great expansion
of the knowledge of financial institutions and transactios between individuals, companies
and governments, among others.

The author of the first contribution is Harry Markowitz, with the work entitled Port-
folio Selection, which deals with the relationship between risk and return as the main
point. Risk was first measured in the world of finance thanks to this theory.

In this project we will study the Markowitz’s theory by looking for the optimal port-
folios for a high expected return. However, there are difficulties in practice, such as the
fact that this theory produces poorly diversified portfolios.

Resum

En la primera meitat del segle XX, els estudis i anàlisi per a les decisions en el món de
les finances eren purament descriptius. Aquesta enfocament descriptiu s’anomena actu-
alment ”visió tradicional de les finances”.

A la segona meitat del segle XX es considera una etapa decisiva pel desenvolupament
i evolució de les finances. En la dècada dels anys 50, gràcies a grans personalitats de
l’època, es van construir unes bases quantitatives, que generarien una gran ampliació dels
coneixements de les institucions i transaccions financeres entre individus, empreses i go-
verns, entre d’altres.

L’autor de la primera aportació és Harry Markowitz, amb l’obra titulada Portfolio Selec-
tion, en la qual tracta com a punt principal la relació entre risc i rendibilitat. A través
de la desviació t́ıpica es va mesurar per primera vegada el risc en el món de les finances.

En aquest treball profunditzarem en la teoria de Markowitz buscant quines són les carte-
res òptimes per a una rendibilitat esperada alta. No obstant, en la pràctica es presenten
dificultats, com per exemple que aquesta teoria produeix carteres poc diversificades.
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1 Introducció

Avui dia sentim la paraula Inversió molt sovint en la vida quotidiana com per exemple
a la televisió o en altres medis. Segons [5], la definició d’inversió és una activitat que
consisteix a dedicar recursos per obtenir un benefici de qualsevol tipus.

És a dir, quan es realitza una inversió s’assumeix un cost que renuncies en el present
per aconseguir un benefici futur, el qual és incert. Hi ha diversos tipus d’inversions de-
penent de diferents punts de vista. Per exemple, es pot diferenciar una inversió segons el
temps: curt termini (menys d’un any), mig termini (entre 1 i 3 anys) i llarg termini (més
de 3 anys).

Existeixen quatre factors fonamentals que es regeix en una inversió:

- Rendibilitat: La rendibilitat és la quantitat de diners que guanyarem a canvi de
realitzar una inversió.
- Risc: El risc és la incertesa que té una inversió si no ens surt com esperàvem.
- Liquiditat: La liquiditat és la capacitat de convertir una determinada inversió en diners
amb pèrdues mı́nimes segons el seu valor.
- Termini: El termini és el peŕıode de temps que trigues a aconseguir un cert rendiment,
que pot ser decisiu per algunes inversions.

Per entendre com funciona una inversió, hem d’entendre bé aquestes definicions. Molts
inversors actualment només es fixen en la rendibilitat, però només fixar-se en això no és
una bona idea. Hem de prestar atenció en els altres factors; en especial en el risc.

Per tal de diversificar les inversions d’un inversor, és necessari crear una cartera d’in-
versió. Diversificar correctament una inversió permetrà que la cartera estigui exposada
a menys riscos que si s’inverteix en una única classe d’actius.

Una vegada sabem què és una inversió i com funciona, una de les preguntes claus que
es fan els inversionistes és: Com saber si una inversió és millor que una altra?. Harry
Markowitz, guanyador nord-americà del premi Nobel en ciències econòmiques en l’any
1990, es va plantejar aquesta pregunta i en l’any 1952 va publicar un article titulat Portfo-
lio Selection en el Journal of Finance que parlava sobre el procés de selecció d’una cartera
d’inversió. Segons Markowitz, el procés de selecció d’una cartera consta de dues etapes:
La primera comença amb l’observació i acaba amb les expectatives del comportament
futur dels valors d’inversió; la segona parteix de les expectatives del futur i finalitza amb
la selecció de la cartera. L’article que va escriure Markowitz s’ocupa d’estudiar la segona
part del procés de selecció.

D’aquesta teoria es deriva a la frontera eficient de Markowitz, que és el conjunt
de carteres d’inversió que obtenen la rendibilitat més alta per a un determinat nivell de
risc assignat.

Aquesta teoria de Markowitz permet el desenvolupament del Capital Asset Pricing Model
o CAPM, que és el model que estudiarem en aquest treball.

Per tant, l’estudi que realitzarem a continuació utilitza la teoria que Markowitz va propo-
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sar per a fer ús del model CAPM per a obtenir, dins d’un conjunt de carteres d’inversió,
la cartera d’inversió òptima en el sentit del màxim retorn amb el mı́nim risc possible.

Durant tot el treball, suposarem que un inversor és racional, és a dir, que busca un
benefici en la seva inversió, i també suposarem que un inversor pot vendre les seves acci-
ons quan ho vegi convenient.

En el següent apartat veurem els conceptes teòrics de la teoria de Markowitz que són
de tipus probabiĺıstic i estad́ıstic.

2 Conceptes teòrics

2.1 Conceptes bàsics probabiĺıstics basats en el risc financer

Definició 2.1. Suposem que hi ha dos instants de temps representats per 0 si es tracta
del present i 1 si es tracta del futur per tota unitat de temps. Suposem que fem una
inversió amb un preu present de S(0). Aleshores, S(1) serà representada per una variable
aleatòria del preu futur

S(1) : Ω→ [0,+∞)

on Ω és un espai de probabilitat.

Observació 2.2. En el cas que Ω sigui finit, és a dir, Ω = {ω1, . . . , ωn}, aleshores utilit-
zarem la notació

S(1, ωi) = S(1)(ωi) ∀ i = 1, . . . , n.

Per definir un espai de probabilitat (Ω,F , P ), podem assignar la σ-àlgebra F = 2Ω, que és
el conjunt de les parts de Ω, i, per poder definir una mesura de probabilitat P : F → [0, 1]

podem assignar {ωi}i com a singletons, P ({ωi}) = pi tal que pi ∈ (0, 1] i
n∑
i=1

pi = 1.

D’ara en endavant, suposarem que la variable aleatòria S(1) ha de ser no negativa, ja
que busquem preus que ens donin uns beneficis; és a dir, P (S(1) ≥ 0) = 1.

Definició 2.3. Definim la rendibilitat de la inversió S com una variable aleatòria K :
Ω→ R, definida com una combinació lineal entre la variable aleatòria S(1) i la constant
S(0):

K =
S(1)− S(0)

S(0)
.

Observació 2.4. Amb aquesta definició de rendibilitat, podem calcular per tant l’espe-
rança de la variable aleatòria K, i aquesta esperança ve donada per:

µ = E(K) =
E(S(1))− S(0)

S(0)
.

Per tant, les relacions entre preus i rendibilitat es pot expressar com:

S(1) = S(0)(1 +K), E(S(1)) = S(0)(1 + µ).
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Aquestes relacions permeten deduir que podem trobar els preus donades les rendibilitats.
Observem també que un requisit per a què S(1) sigui no negativa implica que K ≥ −1.
Els dividends són pagaments que fan algunes empreses per compartir beneficis amb els
seus inversionistes. Això es realitza en el temps futur o ”1”. Després d’aquest pagament,
el preu de les accions cauen en aquesta quantitat. Per tant, S(1) en aquest cas s’expressa
com:

K =
S(1) +Div(1)− S(0)

S(0)
.

Definició 2.5. Un bo és una garantia especial que paga una determinada quantitat de
diners a venciment. La rendibilitat d’un bo no és aleatori ja que estem treballant amb tan
sols un peŕıode de temps.
Considerem un bo que paga una unitat de moneda nacional al temps 1 (B(1) = 1), que
és adquirit per B(0) < 1. Per tant, definim el retorn sense risc com:

R =
1−B(0)

B(0)
.

Definició 2.6. Per a mesurar el risc, definim la variància de la rendibilitat K com:

V ar(K) = E[(K − µ)2] = E(K2)− µ2.

I definim també la desviació t́ıpica com σ =
√
V ar(K).

Proposició 2.7. Donada la rendibilitat com a variable aleatòria K, aleshores:

V ar(K) =
1

S(0)2
V ar(S(1)).

Demostració:

V ar(K) = V ar(
S(1)− S(0)

S(0)
) =

1

S(0)2
V ar(S(1)− S(0)) =

1

S(0)2
V ar(S(1)). 2

Observació 2.8. Quan estem considerant el risc d’una inversió, hem de considerar tant
la desviació t́ıpica com el valor esperat. Un inversor intel·ligent escollirà, si és possible,
una inversió amb un valor esperat alt i amb baixa desviació t́ıpica (és a dir, amb menor
risc). Per tant, la definició següent va de la mà amb aquesta situació.

Definició 2.9. Direm que un actiu amb valor esperat µ1 i desviació t́ıpica σ1 domina
un altre actiu amb valor esperat µ2 i desviació t́ıpica σ2 quan

µ1 ≥ µ2 i σ1 ≤ σ2.

Observació 2.10. Amb aquesta definició de dominació volem definir un espai en el qual
podem seguir el nostre estudi. Per tant, treballarem en el pla (σ, µ), més espećıficament,
en el primer quadrant del pla ja que la desviació t́ıpica és no-negativa. Cada actiu és
representat per un punt en el pla.
Diem que una cartera és eficient si no existeix cap cartera, excepte ella mateixa, que
la domini. Suposem que tenim un conjunt d’actius A en el pla (σ, µ) i considerem el
subconjunt de les carteres eficients de totes les carteres possibles. Aquest subconjunt
l’anomenarem subconjunt o frontera eficient.
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Definició 2.11. Suposem que tenim dues variables aleatòries X,Y . Definim la cova-
riància de X,Y com:

Cov(X,Y ) = E[(X − E(X))(Y − E(Y )] = E(XY )− E(X)E(Y ).

Amb aquestes primeres definicions, estudiarem la teoria de carteres que la separarem
en dues parts: carteres de dos actius i de múltiples actius. Les carteres de dos actius
tenen un avantatge i és que els conceptes de variància i d’esperança o mitjana poden ser
expressades fàcilment amb termes geomètrics a partir del pla (σ, µ) que hem definit abans.

2.2 Carteres de 2 actius

Comencem amb dos actius. Per a una determinada assignació de recursos entre els dos
actius que composen la cartera, la mitjana (o esperança) i la variància de la rendibilitat
de tota la cartera s’expressen en termes de les mitjanes i les variàncies de les rendibilitats
dels actius individuals. Amb això, volem trobar l’única ponderació amb variància mı́nima
del conjunt de totes les ponderacions factibles possibles donada una rendibilitat.

Finalment, agregant un actiu lliure de risc, trobem la denominada cartera de mer-
cat, que proporciona una combinació òptima amb l’actiu lliure de risc.

Denotem els preus dels actius com S1(t) i S2(t) per t = 0, 1.

Definició 2.12. Suposem que comprem x1 accions de S1 i x2 accions de S2. El valor
inicial d’aquesta cartera és:

V(x1,x2)(0) = x1S1(0) + x2S2(0).

Quan dissenyem una cartera, normalment el seu valor inicial és el punt de partida de
les nostres consideracions. La decisió sobre el nombre d’accions en cada actiu es derivarà
de la decisió sobre la divisió de la nostra riquesa, que és expressada amb les ponderacions
que definirem ara.

Definició 2.13. Definim les ponderacions de cada actiu com:

w1 =
x1S1(0)

V(x1,x2)(0)
, w2 =

x2S2(0)

V(x1,x2)(0)
.

Observació 2.14. Notem que si la riquesa inicial és V (0), w1 + w2 = 1 i que, per tant,
les accions que comprem són

x1 =
w1V (0)

S1(0)
, x2 =

w2V (0)

S2(0)
.

En el peŕıode final, els preus dels actius canvien donant el valor final de la cartera com
una variable aleatòria:

V(x1,x2)(1) = x1S1(1) + x2S2(1).

La rendibilitat de la inversió en dos actius depèn del mètode de l’assignació de fons
(les ponderacions) i els rendiments corresponents. El vector de ponderacions serà denotat
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per w = (w1, w2) o en notació matricial w =

[
w1

w2

]
i la rendibilitat de la corresponent

cartera amb ponderacions w per Kw.

Proposició 2.15. Suposem que tenim una cartera de dos actius amb ponderacions wj i
Kj per j = 1, 2 les rendibilitats de les dues components. Aleshores:

Kw = w1K1 + w2K2.

Demostració:
Comencem amb la definició del valor final de la cartera:

V(x1,x2)(1) = x1S1(1) + x2S2(1)

=
w1V(x1,x2)(0)

S1(0)
S1(0)(1 +K1) +

w2V(x1,x2)(0)

S2(0)
S2(0)(1 +K2)

= V(x1,x2)(0)(w1(1 +K1) + w2(1 +K2))

= V(x1,x2)(0)(1 + w1K1 + w2K2), (w1 + w2 = 1)

Per tant,

Kw =
V(x1,x2)(1)− V(x1,x2)(0)

V(x1,x2)(0)
= w1K1 + w2K2.

2

Introduirem ara els conceptes de covariància i del coeficient de correlació en termes de
les accions S1, S2:

σij = Cov(Ki,Kj) ∀i, j = 1, 2.

Per definició, σ12 = σ21.

El coeficient de correlació és definit per:

ρij =
σij
σiσj

.

Per les propietats de la covariància de dues variables aleatòries X,Y , en particular que
|Cov(X,Y )| ≤ σXσY , obtenim:

−1 ≤ ρij ≤ 1.

Teorema 2.16. Donada una cartera amb rendibilitat Kw, la mitjana i la variància d’a-
questa ve donada per:

µw = E(Kw) = w1µ1 + w2µ2,

σ2
w = V ar(Kw) = w2

1σ
2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ12.
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Demostració
Per la linealitat de l’esperança matemàtica, tenim:

µw = E(Kw) = E(w1K1 + w2K2) = w1E(K1) + w2E(K2) = w1µ1 + w2µ2.

Pel que fa a la variància, utilitzant el resultat anterior i que σ2
w = E(K2

w) − µ2
w,

aleshores:

σ2
w = E(w2

1K
2
1 + w2

2K
2
2 + 2w1w2K1K2)− w2

1µ
2
1 − w2

2µ
2
2 − 2w1w2µ1µ2

= w2
1[E(K2

1 )− µ2
1] + w2

2[E(K2
2 )− µ2

2] + 2w1w2[E(K1K2)− µ1µ2]

= w2
1σ

2
1 + w2

2σ
2
2 + 2w1w2σ12.

2

Coro lari 2.17. En notació matricial per a la cartera de 2 actius amb,

w =

[
w1

w2

]
, µ =

[
µ1

µ2

]
, C =

[
σ2

1 σ12

σ12 σ2
2

]
,

es pot escriure la mitjana i la variància com:

µw = wT µ,

σ2
w = wTCw.

Observació 2.18. La col·lecció de totes les carteres que es poden generar mitjançant dos
actius donats (això és denominat com conjunt assolible) es pot representar convenient-
ment en el pla (σ, µ). Suposem que µ1 < µ2. Posarem la primera ponderació w1 com un
paràmetre (posarem w = w1). Per tant, w2 = 1 − w1, w = (w, 1 − w) i la mitjana i la
variància és:

µw = wµ1 + (1− w)µ2,

σ2
w = w2σ2

1 + (1− w)2σ2
2 + 2w(1− w)σ12.

La col·lecció assolible és, per tant, una corba parametritzada per w. Restringirem
aquesta corba per w ∈ [0, 1].

També podem observar que la forma de les corbes depenen del coeficient ρ12, ja que
σ12 = ρ12σ1σ2. Segons el gràfic, si el coeficient de correlació ρ12 és negatiu, aleshores
podem reduir el risc de la cartera i, al mateix temps, aconseguint un valor de rendibilitat
entre les rendibilitats dels dos actius de risc.

En el gràfic podem observar que si ρ12 ∈ (−1, 1), el conjunt assolible és una hipèrbola.
Si ρ12 = −1, el conjunt assolible serà la unió de dues semirectes que cadascuna d’elles
tallarà un actiu diferent i la interesecció d’aquestes semirectes serà el punt més proper
a l’eix µ. En canvi, si ρ12 = 1, aquest conjunt assolible seran dues semirectes que inter-
sequen en el punt més proper a l’eix µ, però una de les semirectes contindrà els dos actius.
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En el teorema següent estudiarem formalment què passa amb el conjunt assolible si tenim
dos actius diferents.

Teorema 2.19. Suposem que µ1 6= µ2 i ρ12 ∈ (−1, 1), aleshores el conjunt assolible és
una hipèrbola on el seu centre és l’eix vertical.

Demostració:
Per fer més fàcil les notacions, el pla (σ, µ) serà el pla (x, y):

y = wµ1 + (1− w)µ2, (1)

x2 = w2σ2
1 + (1− w)2σ2

2 + 2w(1− w)σ12 (2)

L’objectiu és trobar una expressió com:

(x− h)2

a2
− (y − k)2

b2
= 1,

Aı̈llant w de l’equació (1) tenim:

w =
y − µ2

µ1 − µ2

I, substituint w a (2), obtenim:

x2 =
1

A
[By2 − 2Cy +D], (3)

on

A = (µ1 − µ2)2 > 0,

B = σ2
1 + σ2

2 − 2σ12,

C = σ2
1µ2 + σ2

2µ1 − σ12(µ1 + µ2),

D = σ2
1µ

2
2 + σ2

2µ
2
1 − 2σ12µ1µ2.

Observem que B > 0 si ρ12 < 1 ja que σ2
1 + σ2

2 − 2σ12 > σ2
1 + σ2

2 − 2σ1σ2 ≥ 0.

Podem ara escriure
By2 − 2Cy +D = B(y − k)2 + c,

amb k = C
B i c = 1

B (BD − C2). Substituint això en (3) ens dona:

x2 =
1

A
[B(y − k)2 + c],
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I, per tant,
x2

c
A

− (y − k)2

c
B

= 1,

que es tracta de l’expressió d’hipèrbola que hem escrit abans amb h = 0 i, com que
ρ12 ∈ (−1, 1), tenim que c > 0 ja que B > 0 i A > 0. 2

A partir d’aqúı, ens queda veure què passa si ρ12 = ±1.

Cas ρ12=-1 :

σ2
w = w2

1σ
2
1 + w2σ

2
2 − 2w1w2σ1σ2

= (w1σ1 − w2σ2)2,

Per tant, σw = |w1σ1 − w2σ2|. Com que σw és no negatiu, el valor mı́nim que pot
prendre és σw = 0. Posant w1 = w i w2 = 1− w aleshores:

σw = |wσ1 − (1− w)σ2|,

Si posem σw = 0, obtenim:

w =
σ2

σ1 + σ2
, 1− w =

σ1

σ1 + σ2
,

Com que σ1, σ2 ≥ 0, aleshores w ∈ [0, 1]. Per tant, podem minimitzar el nostre risc a 0.

Cas ρ12=1 :

Repetint el cas anterior, en aquest cas obtenim:

σ2
w = (w1σ1 + w2σ2)2.

Per tant, σw = |w1σ1 + w2σ2|. Resolent l’equació si σw = 0, aleshores:

w =
−σ2

σ1 − σ2
, 1− w =

σ1

σ1 − σ2
.

És necessari que σ1 6= σ2. Com que σ1, σ2 ≥ 0, o bé w o bé 1 − w ha de ser negatiu.
Per tant, el menor risc possible s’obté si w = 0 o si w = 1.

Observació 2.20. Un cop estudiat el conjunt assolible, que és el conjunt de les possibles
carteres al pla (σ, µ), tornem al cas en què tenim dos actius, S1 i S2. El nostre objectiu
ara és aconseguir minimitzar la variància σ2

w.
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Teorema 2.21. La cartera amb variància mı́nima té les ponderacions wmin = (w1, w2)
amb

w1 =
a

a+ b
, w2 =

b

a+ b
on

a = σ2
2 − ρ12σ1σ2,

b = σ2
1 − ρ12σ1σ2,

tret que ρ12 = 1 i σ1 = σ2.

Demostració: Si ρ12 = −1, amb els càlculs anterior, aleshores:

w1 =
σ2

σ1 + σ2
=
σ2(σ1 + σ2)

(σ1 + σ2)2
=

a

a+ b
.

Si ρ12 = 1, per tant:

w1 =
−σ2

σ1 − σ2
=
−σ2(σ1 − σ2)

(σ1 − σ2)2
=

a

a+ b
.

Si ρ12 ∈ (−1, 1), derivarem la funció σ2
w respecte la variable w i igualarem a 0 per

veure si tenim un mı́nim global:

(σ2
w(w))′ = 2wσ2

1 − 2(1− w)σ2
2 + 2(1− w)ρ12σ1σ2 + 2wρ12σ1σ2 = 0.

Si resolem aquesta equació per w, ens dona el resultat que intentem demostrar. Demos-
trem que aquest valor de w és un mı́nim global derivant la funció per segona vegada i
substituint el valor:

2σ2
1 + 2σ2

2 − 4ρ12σ1σ2 > 2σ2
1 + 2σ2

2 − 4σ1σ2 = 2(σ1 − σ2)2 ≥ 0,

que ens dona el resultat desitjat. 2

Una vegada hem estudiat les carteres de 2 actius, ara ens preguntem què passa quan
existeix un actiu que no presenta volatilitat. Aquesta pregunta ens porta a la següent
definició.

Definició 2.22. Definim un actiu sense risc amb rendibilitat R si

E(R) = R,

V ar(R) = 0.

Observació 2.23. Totes les carteres constrüıdes amb l’actiu sense risc amb rendibilitat R
o qualsevol altre actiu estan representats per una semi-recta que comença pel punt (0, R)
que passen pels punts del pla (σ, µ). La nova regió factible l’obtindrem passant la semi-
recta tal que sigui tangent a la hipèrbola del conjunt assolible. Aquest punt tangent és
anomenat com la cartera de mercat i la semi-recta és anomenada la ĺınia del mercat
de capitals.
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La cartera de variància mı́nima (MVP), la cartera de mercat (MP), i la ĺınia del mercat de capitals (CML).

Teorema 2.24. Les ponderacions de la cartera de mercat són m = (w, 1− w), amb

w =
c

c+ d
, 1− w =

d

c+ d
,

on

c = σ2
2(µ1 −R)− σ12(µ2 −R),

d = σ2
1(µ2 −R)− σ12(µ1 −R).

Demostració: Denotem en una cartera (w, 1 − w) la mitjana com µ(w) i la desviació
t́ıpica com σ(w). Optimitzarem el pendent de la semi-recta tangent:

s(w) =
µ(w)−R
σ(w)

.

Aleshores, farem el càlcul de s′(w) i resoldrem la equació s′(w) = 0. Tenim:

s′(w) =
µ′(w)σ(w)− (µ(w)−R)σ′(w)

σ2(w)
.

Per tant, l’equació s′(w) = 0 es redueix a:

µ′(w)σ(w)− (µ(w)−R)σ′(w) = 0,

això és

(µ1−µ2)(w2σ2
1+(1−w)2σ2

2+2w(1−w)σ12)−2(wµ1+(1−w)µ2−R)(wσ2
1−(1−w)σ2

2+(1−2w)σ12) = 0.

Aı̈llant w, obtenim el resultat que voĺıem demostrar. 2

2.3 Carteres de múltiples actius

Per poder estudiar les carteres de múltiples actius, donarem algunes definicions sobre
funcions diferenciables a Rn per n ≥ 1.

Observació 2.25. Necessitem resoldre el problema de minimització restringit; això és
trobar

minf(v),

si g(v) = 0,

on f : Rn → R,
g : Rn → Rk.
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Utilitzarem la següent notació pel vector g(v) que pren valors a Rk com:

g(v) = (g1(v), . . . , gk(v)).

Definició 2.26. Definim la matriu Jacobiana de dimensions k × n, que denotarem
com g′(v) com

g′(v) =


∂g1
∂x1

(v) . . . ∂g1
∂xn

(v)
...

...
∂gk
∂x1

(v) . . . ∂gk
∂xn

(v)

 .
També direm que g : Rn → Rk és cont́ınuament diferenciable si cada element de

la matriu Jacobiana és una funció cont́ınua.

Definició 2.27. Direm que el gradient de la funció f : Rn → R és el vector:

Of(v) =


∂f
∂x1

(v)
...

∂f
∂xn

(v)

 .

Teorema 2.28. (Teorema de la funció impĺıcita)
Considerem n > k i una funció cont́ınuament diferenciable

g = (g1, . . . , gk) : Rn−k × Rk → Rk.

Suposem que en un punt (x∗, y∗) ∈ Rn−k × Rk tenim

g(x∗, y∗) = 0,

i la matriu ∂g
∂y (x∗, y∗) és invertible. Aleshores existeix un entorn U × V ⊂ Rn−k × Rk de

(x∗, y∗) i una funció cont́ınuament diferenciable

h : U → V,

tal que
g(x, h(x)) = 0 ∀x ∈ U

A més, per tot v ∈ U × V , si g(v) = 0, aleshores v = (x, h(x)) per algun x ∈ U .

Teorema 2.29. Si v∗ és una solució del problema de minimització i g′(v∗) és una matriu
de rang k, aleshores existeixen λ1, . . . , λk ∈ R tals que

Of(v∗)− (λ1Og1(v∗) + · · ·+ λkOgk(v
∗)) = 0.

Demostració: Com que g′(v) és de rang k, aleshores existeix un vector k-dimensional
y tal que ∂g

∂y (v∗) és invertible. Pel teorema de la funció impĺıcita, sabem que existeix una
funció h tal que

g(x, h(x)) = 0.

11



Per hipòtesi, v∗ = (x∗, y∗) és una solució del problema de minimització. Per tant,
x∗ és el mı́nim de f(x, h(x)) i ∂f

∂x (x∗, h(x∗)) = 0. Novament, pel teorema de la funció
impĺıcita tenim:

0 =
∂f

∂x
(v∗) +

∂f

∂y
(v∗)h′(x∗)

=
∂f

∂x
(v∗)− ∂f

∂y
(v∗)(

∂g

∂y
(v∗))−1 ∂g

∂x
(v∗).

Definint la matriu Λ de dimensió 1× k com

Λ =
[
λ1 . . . λk

]
=
∂f

∂y
(v∗)(

∂g

∂y
(v∗))−1.

Amb això, obtenim el resultat desitjat. 2

Definició 2.30. La tira de nombres λ1, . . . , λk del teorema anterior es defineixen com els
multiplicadors de Lagrange i la funció

L(v) = Of(v)− (λ1Og1(v) + · · ·+ λkOgk(v))

és el Lagrangià del problema de minimització restringit.

Definició 2.31. Per a una funció f : Rn → R, definim la matriu Hessiana com

H(f, v) =


∂2f
∂x21

(v) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(v)

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
(v) . . . ∂2f

∂x2n
(v)

 .
Una funció és doblement cont́ınuament diferenciable si tots els elements de la

matriu Hessiana són funcions cont́ınues.

Teorema 2.32. Suposem que una funció f : Rn → R és doblement cont́ınuament dife-
renciable, i per qualsevol v ∈ Rn la Hessiana H(f, v) és una matriu semidefinida positiva,
és a dir,

wTH(f, v)w ≥ 0,

per tot w ∈ Rn. Suposem també que

g(v) = Av − c,

on A és una matriu k×n i c ∈ Rk. Si podem trobar una seqüència de nombres λ1, . . . , λk ∈
R i un punt v∗ ∈ Rn que satisfà Of(v∗) − (λ1Og1(v∗) + · · · + λkOgk(v∗)) = 0, aleshores
v∗ és la solució del problema de minimització.

Demostració:

Suposem que existeix v ∈ Rn que satisfà g(v) = 0. Hem de demostrar que

f(v) ≥ f(v∗).

12



Com que g(v) = Av − c, utilitzant la notació λ = (λ1, . . . , λk) podem escriure

λ1Og1(v∗) + · · ·+ λkOgk(v
∗) = AT λ.

Sigui w = v − v∗. Com que g(v) = 0 i g(v∗) = 0, utilitzant la linealitat de A obtenim

0 = g(v) = g(v∗ + w) = Av∗ +Aw − c = g(v∗) +Aw = Aw.

Per la fórmula de Taylor:

f(v∗ + w) = f(v∗) + Of(v∗)w +
1

2
wTH(f, ε)w,

per algun punt ε en el segment que uneix v∗ i v∗ + w. Ara podem calcular:

f(v) = f(v∗ + w)

= f(v∗) + Of(v∗)w +
1

2
wTH(f, ε)w

= f(v∗) +AT λw +
1

2
wTH(f, ε)w

= f(v∗) + λTAw +
1

2
wTH(f, ε)w

= f(v∗) +
1

2
wTH(f, ε)w

≥ f(v∗).

Per tant, hem demostrat que v∗ és un mı́nim global. 2

Amb aquestes eines, ara començarem a parlar de carteres de múltiples actius. El nostre
objectiu és trobar la cartera que té la mı́nima variància com hem fet a la secció anterior
amb dos actius. La manera de trobar-ho amb n actius serà un estudi semblant el que hem
fet amb dos actius utilitzant el mètode del multiplicadors de Lagrange.

Definició 2.33. Definim una cartera de n actius diferents com el vector de les pon-
deracions

w = (w1, . . . , wn),

amb
n∑
j=1

wj = 1. Si posem que 1 = (1, . . . , 1), la condició de la suma es pot escriure com

wT1 = 1.

Observació 2.34. Aix́ı com en el cas de carteres de dos actius, el conjunt assolible és

el conjunt de tots els vector de ponderació w que satisfà
n∑
j=1

wj = 1. També serà necessari

que wj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n ja que no volem carteres en negatiu. Per tant, el conjunt assolible
serà:

{w : wT1 = 1, wj ≥ 0, 1 ≤ j ≤ n}.
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Observació 2.35. També podem describir una cartera de n components amb el vector

x = (x1, . . . , xn)

on tenim la següent relació amb les ponderacions:

wj =
xjSj(0)

V (0)
, j = 1, . . . , n.

on xj és el nombre d’accions de l’actiu j, Sj(0) és el preu inicial de l’actiu j i V (0) és el
total de diners invertit.

Definició 2.36. Anomenem les rendibilitats en els actius com K1, . . . ,Kn i els vectors
de les rendibilitats mitjanes com

µ = (µ1, . . . , µn)

amb µj = E(Kj), per j = 1, . . . , n. Escriurem

Kw =

n∑
j=1

wjKj .

Amb tot això, definirem la matriu de covariances de dimensions n× n com

C =

σ11 . . . σ1n
...

. . .
...

σn1 . . . σnn

 ,
on σjk = Cov(Kj ,Kk); en particular, σjj = σ2

j = V ar(Kj).

Teorema 2.37. La mitjana d’una cartera de n actius µw = E(Kw) i la variància σ2
w =

V ar(Kw) són donats per les fórmules

µw = wT µ,

σ2
w = wTCw.

Demostració: Ho demostrarem a partir de les definicions i de propietats de l’esperança
matemàtica:

µw = E(Kw) = E

 n∑
j=1

wjKj

 =
n∑
j=1

wjE(Kj) =
n∑
j=1

wjµj = wTµ.

Aqúı utilitzarem la bilinealitat de la covariància:

σ2
w = V ar(Kw)

= Cov(Kw,Kw)

= Cov

 n∑
j=1

wjKj ,
n∑
j=1

wjKj


=

n∑
j,k=1

wjwkσjk

= wTCw.

2
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Observació 2.38. Una vegada vist algunes coses bàsiques, ara ens centrarem en donar
la fórmula de les ponderacions de la cartera amb la variància més petita, coneguda com
la cartera de mı́nima variància.
Abans d’això, necessitarem un lema tècnic.

Lema 2.39. Tenim les següents igualtats pels gradients calculats respecte de w:

O(wTµ) = µ,

O(wT1) = 1,

O(wTCw) = 2Cw

i la Hessiana de wTCw és igual a 2C.

Demostració: Com que

∂

∂wi
(wTµ) =

∂

∂wi
(w1µ1 + · · ·+ wnµn) = µi,

aleshores

O(wTµ) =


∂
∂w1

(wTµ)
...

∂
∂wn

(wTµ)

 =

µ1
...
µn

 = µ.

La demostració de la segona fórmula segueix el mateix argument, utilitzant 1 en comp-
tes de µ.

Observem que

∂

∂wi
(wTCw) =

∂

∂wi

n∑
j=1

n∑
k=1

wjwkσjk

la derivada de cada terme pot no ser 0 només si j = i o k = i. Això significa

∂

∂wi

n∑
j=1

n∑
k=1

wjwkσjk

=
∂

∂wi

wiwiσii +
∑
j=i

∑
k 6=i

wjwkσjk +
∑
j 6=i

∑
k=i

wjwkσjk


= 2wiσii +

∑
k 6=i

wkσik +
∑
j 6=i

wjσji

= 2

n∑
k=1

wkσik (3)

= 2(Cw)i,

on (Cw)i és la i-coordenada del vector Cw.

Utilitzant (3), es pot calcular:

∂

∂wl

∂

∂wi
(wTCw) =

∂

∂wl

(
2

n∑
k=1

wkσik

)
= 2σil = 2σli.
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Per tant (
∂2

∂wl∂wi
(wTCw)

)
i,l≤n

= (2σli)i,l≤n = 2C.

2

Teorema 2.40. La cartera que té la variància més petita en el conjunt assolible té les
ponderacions:

wmin =
C−11

1TC−11

Demostració: Necessitem trobar el mı́nim de wTCw sabent que

wT1 = 1.

Per poder demostrar-ho, utilitzarem el mètode dels multiplicadors de Lagrange agafant la
funció Lagrangiana

L(w) = O(wTCw)− O(λ(1Tw − 1))

Gràcies al Lema 2.39, obtenim:

L(w) = 2Cw − λ1 = 0.

on, äıllant w, tenim

w =
λ

2
C−11.

Substitüınt això en la condició que wT1 = 1:

1 = wT1 = 1Tw =
λ

2
1TC−11.

Aı̈llant λ i substitüınt-lo a l’equació w = λ
2C
−11, ens dona el resultat desitjat. Pel Lema

2.39 també, sabem que la Hessiana de wTCw és 2C, que és semidefinida positiva i, per
tant, pel Teorema 2.32, obtenim que wmin és un mı́nim global. 2

Observació 2.41. Per trobar la frontera eficient, que és el conjunt de carteres eficients
entre totes les carteres possibles, hem d’eliminar les carteres dominades. Amb aquesta
finalitat fixem un nivell de mitjana esperada, que la denotarem per m, i considerem totes
les carteres amb µw = m. Tots aquests són redundants excepte el que té la variació
més petita. La famı́lia d’aquestes carteres, parametritzades per m s’anomena ĺınia de
variància mı́nima (MVL).
Més formalment, les carteres sobre la ĺınia de variància mı́nima són solució del següent
problema:

min wTCw, si wTµ = m i wT1 = 1.
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Teorema 2.42. Sigui M una matriu 2× 2 tal que

M =

[
µTC−1µ µTC−11
µTC−11 1TC−11

]
.

Si C i M són invertibles, aleshores la solució del problema de la ĺınia de variància mı́nima
es donat per

w =
1

det(M)
C−1(det(M1)µ + det(M2)1),

on

M1 =

[
m µTC−11
1 1TC−11

]
, M2 =

[
µTC−1µ m
µTC−11 1

]
.

Demostració: Introdüım el multiplicador de Lagrange λ = (λ1, λ2), i el Lagrangià

L(w) = O(wTCw)− λ1O(wTµ−m) + λ2O(wT1− 1) = 0.

Utilitzant el Lema 2.39, podem calcular-ho:

L(w) = 2Cw − λ1µ− λ21 = 0.

Resolent aquest sistema per w, obtenim

w =
λ1

2
C−1µ+

λ2

2
C−11.

Sabent que wTµ = µTw i wT1 = 1Tw, substitüınt w a les condicions del problema de la
ĺınia de variància mı́nima, obtenim un sistema d’equacions lineal d’incògnites λ1, λ2:

1

2
λ1µ

TC−1µ+
1

2
λ2µ

TC−11 = m,

1

2
λ11TC−1µ+

1

2
λ21TC−11 = 1.

Resolent el sistema, com que det(M) 6= 0, aleshores

1

2
λ1 =

det(M1)

det(M)
,

1

2
λ2 =

det(M2)

det(M)
.

Com que, com abans, la Hessiana de wTCw és 2C, que és una matriu semidefinida posi-
tiva, aleshores pel Teorema 2.32, aquesta w és un mı́nim global. 2

Coro lari 2.43. Existeixen dos vectors a i b, que només depenen de C i de µ, tals que
per algun nombre real m, la solució del problema de la ĺınia de variància mı́nima és

w = ma + b.

Demostració: Com que

det(M1) = m1TC−11− µTC−11,

det(M2) = µTC−1µ−mµTC−11,
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pel Teorema 2.42 obtenim que w = ma + b amb

a =
1

det(M)
C−1((1TC−11)µ− (µTC−11)1),

b =
1

det(M)
C−1((µTC−1µ)1− (µTC−11)µ).

2

Coro lari 2.44. Suposem que w1 i w2 són dues carteres sobre la ĺınia de variància mı́nima
amb µw1 6= µw2. Aleshores, qualsevol cartera w sobre la ĺınia de variància mı́nima es
pot obtenir a partir de w1, w2, és a dir, que existeix un nombre real α tal que w =
αw1 + (1− α)w2.

Demostració: Primer trobarem α ∈ R tal que

µw = αµw1 + (1− α)µw2 .

Això és possible ja que µw1 6= µw2:

α =
µw − µw2

µw1 − µw2

.

També tenim per hipòtesi que, gràcies al Corol·lari 2.43:

w1 = µw1a + b,

w2 = µw2a + b.

Per tant,

αw1 + (1− α)w2 = (αµw1 + (1− α)µw2)a + b = µwa + b,

però com que w és també sobre la ĺınia de variància mı́nima aleshores w = µwa + b. 2

Teorema 2.45. Suposem que existeixen dues carteres w1 i w2 sobre la ĺınia de variància
mı́nima amb diferents mitjanes esperades: µw1 6= µw2. Aleshores la ĺınia de variància
mı́nima és una hipèrbola centrada en l’eix vertical.

Demostració:

Siguin Kw1 i Kw2 les rendibilitats de les carteres w1 i w2, respectivament. Del corol·lari
anterior, sabem que qualsevol cartera sobre la ĺınia de variància mı́nima es pot expressar
com

w = αw1 + (1− α)w2.

Per tant, la rendibilitat de w és igual a

Kw = αKw1 + (1− α)Kw2 .

Aplicant els resultats demostrats per carteres de dos actius, sabem que

µw = αµw1 + (1− α)µw2 ,

σ2
w = α2σ2

w1
+ (1− α)2σ2

w2
+ 2α(1− α)Cov(Kw1 ,Kw2).

Com que µw1 6= µw2, pel Teorema 2.20, la corba (σw, µw) és una hipèrbola. 2
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Observació 2.46. Per últim calcularem la cartera de mercat, que és la cartera òptima
en la frontera eficient tenint en compte l’existència d’un actiu sense risc.
En l’apartat de les carteres de dos actius, vam trobar la fórmula de la cartera de mercat
en el cas de dos actius que determinen la frontera eficient. Ara derivarem la fórmula de
nou; aquesta vegada, com que es tracta de carteres de n actius, utilitzarem els n actius.

Teorema 2.47. Si la rendibilitat sense risc R és més petita que la mitjana esperada de
la cartera de mı́nima variància, aleshores la cartera de mercat exiteix i ve donada per la
fórmula

m =
C−1(µ−R1)

1TC−1(µ−R1)
.

Demostració: Del teorema anterior, sabem que la ĺınia de mı́nima variància és una
hipèrbola. Com que el seu centre és l’eix vertical, existeix un únic punt de tangència de
la semi-recta que comença des de (0, R), la qual maximitza el pendent. El pendent és de
la forma

µw −R
σw

=
wTµ−R√
wTCw

,

on w són les ponderacions d’una cartera i R és la rendibilitat sense risc.
En el pendent màxim, el Lagrangià

L(w) = O

(
wTµ−R√
wTCw

)
− λO(wT1− 1),

ha de ser igual a 0. Utilitzant el Lema 2.39:

L(w) =
µ
√
wTCw − (wTµ−R) 1

2
√
wTCw

2Cw

wTCw
− λ1 = 0.

Simplificant termes, obtenim

µσw − (µw −R)
Cw

σw
− λσ2

w1 = 0,

per tant,
µw −R
σ2
w

Cw = µ− λσw1.

Multiplicant per wT per la esquerra i utilitzant que wT1 = 1 obtenim

µw −R
σ2
w

wTCw = µw − λσw,

i aleshores

λ =
R

σw
.

Per tant, tenim la següent equació

γCw = µ−R1

on γ = µw−R
σ2
w

. Passant C a l’altre costat:

γw = C−1(µ−R1).

Per obtenir γ, multipliquem per 1T l’equació de dalt, que ens dona

γ = 1TC−1(µ−R1).

2
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Observació 2.48. La ĺınia que uneix l’actiu sense risc representada per (0, R) i la cartera
de mercat amb coordenades (σm, µm) és donada per l’equació

µ = R+
µm −R
σm

σ.

Aquesta ĺınia és anomenada ĺınia de mercat de capitals (CML) i, per a una cartera
sobre CML amb risc σ, el terme µm−R

σm
σ és anomenat prima de risc.

Amb tot això, tenim les eines necessàries per a poder enunciar i demostrar el nostre
objectiu, que és el model CAPM, que estudiarem en la següent secció.

2.4 El model CAPM

En aquesta secció donarem la fórmula de CAPM per la rendibilitat esperada d’un actiu
arriscat. Per fer això, necessitem la següent definició.

Definició 2.49. Denotarem

βi =
Cov(Ki,Km)

σ2
m

el factor beta de l’actiu i-éssima, que existeix la cartera de mercat m.

Teorema 2.50. CAPM
Suposem que la rendibilitat sense risc R és més petita que la rendibilitat esperada de la
cartera de variància mı́nima (tal que existeix la cartera de mercat m). Aleshores, per
cada i ≤ n, la rendibilitat esperada µi del i-éssim actiu de la cartera ve donada per la
fórmula

µi = R+ βi(µm −R).

La manca de tangències per a carteres constrüıdes a partir d’un actiu i la cartera de mercat condueix a carteres
amb un pendent més elevat que el de la cartera de mercat.
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Demostració:
Com ja sabem, la ĺınia del mercat de capitals (CML) és tangent a la ĺınia de variància
mı́nima (MVL) en el punt de la cartera de mercat (σm, µm). Considerem totes les carteres
constrüıdes mitjançant la cartera de mercat i l’actiu i-éssim. Aquestes carteres, com ja
sabem, formen una hipèrbola tal que afirmem que és tangent a CML en el punt (σm, µm).
Si suposem el contrari, aquesta hipèrbola tallaria la CML, i per tant arribaŕıem a contra-
dicció ja que el pendent de CML és maximal.
Per demostrar la fórmula, calcularem la recta tangent a la hipèrbola en el punt (σm, µm) i
utilitzarem el fet que el pendent de CML és el mateix. Denotem la proporció de diners in-
vertits en l’actiu i com x i invertit en la cartera de mercat com 1−x. Sigui x = (x, 1−x).
Amb això, tenim que el risc i la mitjana són de la forma:

µx = xµi + (1− x)µm,

σx =
√
x2σ2

i + (1− x)2σ2
m + 2x(1− x)Cov(Ki,Km),

i calculem les seves derivades amb respecte de x en el punt x = 0:

∂µx
∂x

(0) = µi − µm,

∂σx
∂x

(0) =
Cov(Ki,Km)− σ2

m

σm
.

El pendent de la tangent és el quocient d’aquestes derivades i l’igualarem al pendent
de CML:

µi − µm
Cov(Ki,Km)−σ2

m
σm

=
µm −R
σm

.

Resolent per µi, obtenim la fórmula desitjada:

µi = R+
Cov(Ki,Km)

σ2
m

(µm −R) = R+ βi(µm −R).

2

Observació 2.51. El terme βi(µm − R) de la fórmula CAPM és anomenat prima de
risc, que representa la rendibilitat addicional requerida per un inversor que s’enfronta al
risc representat per la unió de la cartera amb tot el mercat.
Podem definir, per a una cartera w

βw =
Cov(Kw,Km)

σ2
m

.

Amb aquesta definició, podem presentar una alternativa al teorema anterior posant en
context d’una cartera en general i no només d’un actiu.

Teorema 2.52. Suposem que la rendibilitat sense risc R és més petita que la rendibilitat
esperada de la cartera de variància mı́nima (tal que existeix la cartera de mercat m).
Aleshores per qualsevol cartera w

µw = R+ βw(µm −R).

Demostració:
Del Teorema 2.47, sabem que

m =
1

γ
C−1(µ−R1),
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amb γ = 1TC−1(µ−R1). Ara utilitzarem la definició de βw:

βw =
Cov(Kw,Km)

σ2
m

=
wTCm

mTCm
=

1
γw

T (µ−R1)
1
γmT (µ−R1)

.

Com que wTµ = µw, mTµ = µm i wT1 = mT1 = 1, ens dona la fórmula desitjada

βw =
µw −R
µm −R

.

2

Observació 2.53. Del Teorema (2.52), observem que en el pla (β, µ), totes les carteres
són a la recta

µ = R+ β(µm −R).

La gràfica d’aquesta funció és anomenada la ĺınia del mercat de seguretat.

Ĺınia del mercat de seguretat (SML) i la ĺınia del mercat de capitals (CML).

Observació 2.54. Aquesta fórmula de CAPM pot ser utilitzada per fer decisions d’inver-
sió, que és l’objectiu principal d’aquest estudi. Anomenarem la rendibilitat de la fórmula
de CAPM com rendibilitat requerida. Cada inversor té la decisió de buscar allò que li
convingui. Si per un actiu donat un inversor pensa, degut a que té informació addicional,
que el veritable retorn esperat és més gran que la rendibilitat requerida,

µi > R+ βi(µm −R),

això significa que l’actiu és poc valorat. Per tant, sabent això, aquest inversor hauria de
invertir en l’actiu. Si més inversors comparteixen la mateixa opinió, faran el mateix i, com
a resultat de la demanda creada, el preu pujarà, la qual cosa forçarà que la rendibilitat
esperada baixi.

Si passès el contrari, si
µi < R+ βi(µm −R),

aleshores els inversors volen vendre, el preu caurà per excés d’oferta i el retorn esperat
pujarà. En ambdós casos, s’haurien d’observar els ajustos de preus que restableixen la
fórmula CAPM a un equilibri.

Definició 2.55. Definim l’error ew com una variable aleatòria definida com

ew = Kw − [R+ βw(Km −R)].
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Observació 2.56. De la fórmula CAPM, observem que

E(ew) = µw − [R+ βw(µm −R)] = 0.

És interessant observar que la variància d’aquest error es minimitza amb un terme de la
forma del coeficient beta.

Proposició 2.57. Donada una cartera w, definim ew = Kw −R− β(Km −R) per algun

nombre β. La variància de ew és mı́nima per β = Cov(Kw,Km)
V ar(Km) .

Demostració:

V ar(ew) = V ar(Kw −R− β(Km −R))

= V ar(Kw − βKm)

= V ar(Kw) + V ar(−βKm) + 2Cov(Kw,−βKm)

= V ar(Kw) + β2V ar(Km)− 2βCov(Kw,Km).

Això és una funció de β amb un coeficient positiu β2. El mı́nim és, per tant:

0 = 2βV ar(Km)− 2Cov(Kw,Km),

per tant

β =
Cov(Kw,Km)

V ar(Km)
.

2

2.5 Funcions d’utilitat per al CAPM

En aquesta secció simplificarem l’anàlisi d’aconseguir més diners invertint restringint-nos
en un espai mostral finit, per a què hi hagi N possibilitats que poden succëır. Presentarem
axiomes per a relacionar els vector N -dimensionals per representar les possibilitats de la
seva riquesa final. Aquestes relacions són expressades en termes d’una funció en termes
reals anomenada utilitat.

Observació 2.58. Algunes vegades ens interessarà identificar una variable aleatòria X :
Ω → R amb el vector X = (X1, . . . , XN ) ∈ RN tal que Xi = X(ωi). Recordem que la
riquesa final Vx(1) és una variable aleatòria determinada per la cartera escollida. A l’estat
ωi pren el valor

Vx(1, ωi) =
n∑
j=1

xjSj(1, ωi).

Definició 2.59. Definim el conjunt de consums factibles (o FCS) com

FCS = {X ∈ RN |Xi ≥ 0, X = Vx(1) on Vx(0) = V }.
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Assumim que l’inversor put decidir entre dues possibilitats final deL FCS, això és:
donats X,Y ∈ FCS, escrivim X � Y si l’inversor prefereix Y a X.

Axioma 1 (transitivitat) Si X � Y i Y � Z aleshores X � Z.

Axioma 2 (completitud) Per tot X,Y , o X � Y o Y � X.

Definició 2.60. Si els axiomes 1 i 2 es compleixen, aleshores diem que � és una relació
de preferència.

Definició 2.61. Una funció U : RN → R és una utilitat si és estrictament creixent
per a cada variable, diferenciable i escrictament còncava. Utilitzant una utilitat U es pot
definir la relació

X �U Y ⇐⇒ U(X) ≤ U(Y ).

Definició 2.62. Diem que u : R → R és una funció d’utilitat si és estrictament
creixent, diferenciable i estrictament còncava.

Proposició 2.63. Si u : R→ R és una funció d’utilitat, aleshores U definit per

U(X) = E(u(X))

és una utilitat.

Demostració:
Aquesta funció es pot escriure com

U(X) = E(u(X)) =

N∑
i=1

piu(Xi),

amb pi > 0 per tot i = 1, . . . N . La funció U és diferenciable ja que u és diferenciable; en
particular

U ′(X) =
[
∂U
∂X1

(X) . . . ∂U
∂XN

(X)
]

=
[
p1u
′(X1) . . . pNu

′(XN )
]
.

La funció U és estrictament creixent ja que u és estrictament creixent: com que u′(x) > 0
per tot x ∈ R i pi > 0 per i = 1, . . . , N , aleshores

∂U

∂Xi
(X) = piu

′(Xi) > 0.

Com que u és estrictament còncava, és a dir, per qualsevol x1 6= x2 i qualsevol λ ∈ (0, 1)

u(λx1 + (1− λ)x2) > λu(x1) + (1− λ)u(x2),

aleshores per qualsevol X,Y ∈ RN :

U(λX + (1− λ)Y ) = U(λX1 + (1− λ)Y1, . . . , λXN + (1− λ)YN )

=

N∑
i=1

piu(λXi + (1− λ)Yi)

>

N∑
i=1

pi[λu(Xi) + (1− λ)u(Yi)]

= λU(X) + (1− λ)U(Y ).

Per tant, U és estrictament còncava. 2
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Definició 2.64. Diem que una utilitat U és un utilitat von Neumann-Morgenstern
si existeix una funció d’utilitat u tal que

U(X) = E(u(X)).

Un inversor vol maximitzar la seva utilitat, és a dir, cerca una solució al problema

max{U(X) : X ∈ FCS}

Necessitarem la noció d’arbitratge.

Definició 2.65. Diem que una cartera x = (x1, . . . , xn) és una oportunitat d’arbitrat-
ge si Vx(0) = 0 i Vx(1) ≥ 0 amb Vx(1, ωi) > 0 per almenys un ωi ∈ Ω.

Teorema 2.66. Si existeix una solució al problema de maximització, aleshores no hi ha
arbitratge. A la inversa, si U és cont́ınua i no hi ha arbitratge, aleshores el problema de
maximització té una solució.

Demostració:
Suposem que hi ha un x∗ ∈ Rn tal que Vx∗(1) ∈ FCS és una solució del problema de
maximització, és a dir,

U(X) ≤ U(Vx∗(1)), (1)

per tot X ∈ FCS. Suposem que existeix una oportunitat d’arbitratge y. Agafem z = x∗+y.
Com que Vy(0) = 0 i Vy(1, ωi) ≥ 0 per algun ωi ∈ Ω,

Vz(0) = Vy(0) + Vx∗(0) = Vx∗(0) = V,

Vz(1, ωi) = Vy(1, ωi) + Vx∗(1, ωi) ≥ Vx∗(1, ωi) ≥ 0,

per tant z és factible. Sabem que Vy(1, ωk) > 0 per algun ωk ∈ Ω, que implica

Vz(1, ωk) > Vx∗(1, ωk).

Això vol dir que com U és estrictament creixent en cada variable,

U(Vz(1)) > U(Vx(1)),

que contradiu (1). Per tant, no hi ha arbitratge.
Ara demostrarem el ”rećıproc”.
El conjunt FCS, que és un subconjunt de RN , és tancat ja que U és cont́ınua. Per tant, és
suficient demostrar que FCS està acotat per trobar el màxim. Suposem lo contrari, és a dir,
que existeix una successió xk tal que ||Vxk(1)|| → ∞ si k → ∞. (On ||Z|| = maxi≤N |zi|
per tot Z = (z1, . . . , zN ) ∈ RN .) Sigui

C = max
j=1,...,n i=1,...,N

|Sj(1, ωi)|.

Observem que per qualsevol y = (y1, . . . , yn) i qualsevol i ≤ N ,

|Vy(1, ωi)| = |
n∑
j=1

yjSj(1, ωi)| ≤ C max
j=1,...,n

|yj |.
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Això demostra que només podem tenir ||Vxk(1)|| → ∞ quan ||xk|| → ∞. La successió
zk = xk

||xk|| està acotada, per tant té una subsuccessió convergent a un ĺımit z. Provarem que
z és una oportunitat d’arbitratge, que ens proporciona la contradicció que estem buscant.
Primer,

Vzk(0) =

n∑
j=1

(zk)jSj(0) =
1

||xk||

n∑
j=1

(xk)jSj(0) =
V

||xk||
→ 0,

aleshores Vz(0) = 0. Segon, per algun ωi ∈ Ω

Vzk(1, ωi) =
1

||xk||

n∑
j=1

(xk)jSj(1, ωi) =
1

||xk||
Vxk(1, ωi) ≥ 0

per la definició de FCS, ens dona

Vz(1, ωi) ≥ 0.

Si tinguéssim S(1)z = 0, aleshores z hauria de ser igual a 0. Això no és possible ja que
||z|| = 1. Per tant, significa que Vz(1, ωi) > 0 per algun ωi ∈ Ω, provant que z és una
oportunitat d’arbitratge. 2

Definició 2.67. Diem que π = (π1, . . . , πN ) és el vector dels preus fonamentals si
πi > 0 per i = 1, . . . , N , i

Sj(0) =
N∑
i=1

πiSj(1, ωi).

Lema 2.68. Per tot x ∈ Rn

Vx(0) =
N∑
i=1

πiVx(1, ωi).

Demostració:

Vx(0) =

n∑
j=1

xjSj(0)

=
n∑
j=1

xj

N∑
i=1

πiSj(1, ωi)

=
N∑
i=1

πi

n∑
j=1

xjSj(1, ωi)

=
N∑
i=1

πiVx(1, ωi).

2

Observació 2.69. Suposem que un dels actius no té risc, això és, S1(1, ωi) = 1 per tot
i. Aleshores

S1(0) =
1

1 +R
,

que és el preu d’una unitat de moneda segura (per exemple, l’euro) a rebre a temps 1, és
a dir, és el factor de descompte. Per tant, s’ha de complir

N∑
i=1

πi =
1

1 +R
.
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Definició 2.70. Diem que una probabilitat Q

Q({ωi}) = qi per i = 1, . . . , N,

és una probabilitat neutral al risc si per tot j ∈ {1, . . . , n}

Sj(0) =
1

1 +R
EQ(Sj(1)) =

1

1 +R

N∑
i=1

qiSj(1, ωi).

Definició 2.71. Un model de mercat és complet si per qualsevol H : Ω→ R, existeix un
x ∈ Rn tal que

Vx(1) = H.

Teorema 2.72. Suposem que X∗ és una solució estrictament positiva del problema de
maximització. Aleshores existeix un nombre λ tal que

πi = λ
∂U

∂Xi
(X∗)

són preus fonamentals.

Demostració:
Considerarem dos funcions f, g : Rn → R, definits per:

f(x) = U(Vx(1)),

g(x) = Vx(0)− V.

El problema de maximització és equivalent a resoldre

max f(x),

si g(x) = 0.

Sigui x∗ la solució del problema, que implica que X∗ = Vx(1). Pel mètode dels multipli-
cadors de Lagrange, existeix un α ∈ R tal que

Of(x∗)− αOg(x∗) = 0.

La coordenada j-éssima de Og és

∂g

∂xj
=

∂

∂xj

n∑
k=1

xkSk(0) = Sj(0).

Sigui (Vx(1))i la i-éssima coordenada del vector N -dimensional Vx(1). Utilitzant la regla
de la cadena obtenim

∂f

∂xj
(x) =

∂

∂xj
U(Vx(1))

=

N∑
i=1

∂U

∂Xi
(Vx(1))

∂

∂xj
(Vx(1))i

=

N∑
i=1

∂U

∂Xi
(Vx(1))

∂

∂xj

(
n∑
k=1

xkSk(1, ωi)

)

=
N∑
i=1

∂U

∂Xi
(Vx(1))Sj(1, ωi),
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per tant, com que Vx∗(1) = X∗,

∂f

∂xj
(x∗) =

N∑
i=1

∂U

∂Xi
(X∗)Sj(1, ωi).

Agafant λ = 1
α , ens dona

Sj(0) =

N∑
i=1

λ
∂U

∂Xi
(X∗)Sj(1, ωi).

Comparant amb la definició de preus fonamentals, veiem que per cada i ≤ N ,

πi = λ
∂U

∂Xi
(X∗).

2

Coro lari 2.73. En el cas particular que U(X) = E(u(X)), els preus fonamentals són de
la forma

πi = λu′(X∗(ωi))pi.

Demostració:
Sabem que

U(X1, . . . , XN ) =

N∑
k=1

pku(Xk),

aleshores
∂U

∂Xi
(X1, . . . , XN ) = u′(Xi)pi,

i, per tant,
∂U

∂Xi
(X∗) = u′(X∗(ωi)pi,

que combinat amb la definició de preus fonamentals, ens proporciona el resultat. 2

Teorema 2.74. Suposem que U(X) = E(u(X)). Si X∗ = (X∗1 , . . . , X
∗
N ) és una solució

del problema de maximització, aleshores, amb (u′)−1, que és la funció inversa de la funció
u′, obtenim

X∗i = (u′)−1 πi
λpi

,

on λ ve determinada per la condició

V =

N∑
i=1

πi(u
′)−1 πi

λpi
.

Demostració:
Com que X∗ = VX∗(1), pel Lema 2.68

V = VX∗(0) =

N∑
i=1

πiVX∗(1, ωi) =

N∑
i=1

πiX
∗(ωi).

Substitüınt això en l’equació de X∗i ens dona el resultat desitjat. 2
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Observació 2.75. El teorema anterior ens proporciona N + 1 equacions amb N + 1
incògnites. Per tant, aquest teorema ens dona l’eina necessària per trobar candidats per a
la solució del problema de maximització. Cada solució depèn de com s’escullen els preus
fonamentals. El cas que els preus fonamentals no estan únicament determinats, podem
tenir solucions del teorema anterior que no són solucions del problema de maximització.

Exemple 2.76. Considerarem la funció d’utilitat u(x) = ln(x). Aleshores, u′(x) = 1
x i

(u′)−1(y) = 1
y . Pel teorema anterior tenim

X∗(ωi) =
λpi
πi
,

i aquesta λ ve determinada per

V =
N∑
i=1

πi
λpi
πi

= λ.

Considerem un model trinomial amb un únic actiu de risc amb S(0) = 100 i preus futurs

S(1) =


Su = S(0)(1 + u) amb probabilitat 1

4 ,
Sm = S(0)(1 +m) amb probabilitat 1

2 ,
Sd = S(0)(1 + d) amb probabilitat 1

4 ,

amb u = 0.1, m = 0 i d = −0.1. Considerem V = 100 i R = 0.
Per definició de preus fonamentals, tenim que

S(0) = πiS(0)(1 + u) + π2S(0)(1 +m) + π3S(0)(1 + d),

1 = π1 + π2 + π3.

El sistema d’equacions admet infinites solucions:

π1(x) = x,

π2(x) =
x(d− u)− d

m− d
,

π3(x) =
x(u−m) +m

m− d
.

Per a cada solució, podem calcular X∗. Per exemple, si x = 0.1, aleshores E(u(X∗)) =
4.83 i per x = 0.25, tenim que E(u(X∗)) = 4.6. Evidentment, per x = 0.1 em obtingut
una utilitat esperada més alta, però X∗ associat a x = 0.1 no és assolible mitjançant una
cartera. En canvi, X∗ per x = 0.25 és assolible, podent invertir V sense risc.
Veiem aleshores que no totes les solucions que ens proporciona el Teorema 2.74 són solució
del problema de maximització.

El següent teorema ens permetrà relacionar la utilitat i el mètode de Markowitz.
Suposem que tenim L inversors i cadascun d’ells està buscant una forma de maximitzar
la seva pròpia utilitat esperada amb funcions d’utilitat de la forma

ul(x) = alx−
1

2
blx

2,
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on al > 0, bl > 0 per l = 1, . . . , L. Denotem per x∗l la cartera òptima que serà escollida
per l’inversor l.
Els valors de mercat presents i futurs són

M(0) =
L∑
l=1

Vx∗l (0),
L∑
l=1

Vx∗l (1).

Això és la riquesa total dels inversors en el mercat en els temps 0 i 1. Denotem el retorn
de mercat com

Km =
M(1)−M(0)

M(0)
,

i el retorn sense risc com R.

Teorema 2.77. Suposem que M(0) 6= 0 i V ar(Km) 6= 0. Aleshores la rendibilitat espe-
rada en cada actiu satisfà

E(Kj) = R+ βj(E(Km)−R),

per j = 1, . . . , n, on

βj =
Cov(Kj ,Km)

V ar(Km)
.

Demostració:
Designarem l’actiu sense risc per l’́ındex j = 1 tal que K1 = R. Per un inversor amb
riquesa inicial V i la cartera x tenim

Vx(1) = V (1 +Kw)

= V

1 +
n∑
j=1

wjKj


= V

1 +

1−
n∑
j=2

wj

R+
n∑
j=2

wjKj

 .

Si x∗l és la cartera òptima de l’inversor l, i la riquesa inicial d’aquest inversor és Vl =
Vx∗l (0), aleshores pel resultat d’abans, per j = 2, . . . , n, les condicions de primer ordre per
a un màxim ens dona

0 =
∂

∂wj
E[ul(Vx∗l (1))] = VlE[u′l(Vx∗l (1))(Kj −R)]. (1)

Utilitzem la relació Cov(X,Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ). Com que Ω és finit:

Cov(u′l(Vx∗l (1)),Kj −R) = E[u′l(Vx∗l (1))(Kj −R)− E(u′l(Vx∗l (1)))E(Kj −R).

Comparant amb (1), tenim

E(u′l(Vx∗l (1)))E(Kj −R) = −Cov(u′l(Vx∗l (1)),Kj −R).

Com u′l(x) = al − blx, l’equació de dalt es pot escriure com

(al − blE[Vx∗l (1)])(E[Kj ]−R) = blCov(Vx∗l (1),Kj),
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per tant (
al
bl
− E[Vx∗l (1)]

)
(E[Kj ]−R) = Cov(Vx∗l (1),Kj).

Agafant

c =
L∑
l=1

(
al
bl
− E[Vx∗l (1)]

)
,

obtenim, sumant sobre l

c(E[Kj ]−R) =

L∑
l=1

Cov(Vx∗l (1),Kj)

= Cov(M(1),Kj)

= M(0)Cov(Km,Kj).

Sigui m = (m1, . . . ,mn) les ponderacions de la cartera de mercat, aleshores

c(E[Km]−R) = c(E[m1K1 + · · ·+mnKn]−R)

=
n∑
j=1

cmj(E[Kj ]−R)

=
n∑
j=1

mjM(0)Cov(Km,Kj)

= M(0)Cov(Km,Km)

= M(0)V ar(Km).

Com que M(0) 6= 0 i V ar(Km) 6= 0, la igualtat de dalt implica que c 6= 0. Aleshores,

E[Kj ]−R
E[Km]−R

=
Cov(Km,Kj)

V ar(Km)
= βj .

2

Acabem de demostrar que podem connectar el criteri de variància mitjana per a l’opti-
mitat de les carteres amb la utilitat esperada òptima si suposem que els inversors utilitzen
funcions d’utilitat quadràtiques. Aix́ı, el teorema CAPM es pot considerar com una apro-
ximació per a l’opció de cartera òptima.
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3 Cas pràctic

En aquesta secció treballarem amb un cas pràctic real per a poder utilitzar el mètode de
Markowitz i el model CAPM en el que hem estat treballant. He escollit treballar amb
el mercat IBEX35, que és el principal ı́ndex borsari de referència de la borsa espanyola
elaborat per borses i mercats espanyols.

Començarem presentant les dades que utilitzarem.

3.1 Context de les dades

Com he dit abans, treballarem amb el mercat de referència ÍBEX35 i amb les 35 empreses
que cotitzen aquest mercat, que són les següents:

Acciona, Acerinox, ACS, Aena, Almirall, Amadeus It Group(Amadeus), Arcelormit-
tal(Arcelor), Banco Sabadell (B Sabadell), Bankinter, BBVA, Caixabank, Cellnex Tele-
com, Cie.Automotive(Automotiv), Colonial, Enagas, Endesa, Ferrovial, Fluidrà, Grifols,
IAG, Iberdrola, Inditex, Indra, Mapfre, Meliá Hotels(Melia HTLS), Merlin Prop.(Merlin),
Naturgy, Red Eléctrica, Repsol, Rovi, Santander, Siemens Gamesa(Siemens), Solaria, Te-
lefónica.

Com que hem vist que en el mètode de Markowitz s’utilitza el concepte de rendibili-
tat, gràcies a les dades que proporciona [3], he recopilat els diferents preus de tancament
ajustats mensual i anualment de cada empresa des de gener de 2015 fins a desembre de
2017 per a fer l’estudi. Primer treballarem amb les rendibilitats mensuals ja que volem
escollir unes 8 empreses d’aquestes 35 òptimament per a estalviar-nos feina.

Per a calcular, per exemple, la rendibilitat mensual de gener-2016 serà:

Kgen16 =
Pgen16 − Pdes15

Pdes15
,

on Pgen16 i Pdes15 són els preus de tancament ajustats de gener 2016 i de desembre 2015,
respectivament.

A continuació, una vegada hem obtingut les diferents rendibilitats mensuals, calcula-
rem la seva mitjana i la seva variància (i amb la variància, calcularem també la desviació
t́ıpica). Un exemple d’aquest càlculs seria la següent taula:

Mitjana, variància i desviació t́ıpica de les 6 primeres variables i del mercat de referència (́IBEX35)

En el mètode de Markowitz i el model CAPM es vol treballar amb variables incorrela-
cionades. És per tant que s’ha de calcular la matriu de coeficient de correlació d’aquestes
35 empreses a partir de les dades que ja tenim.
Amb la funció Excel ”Anàlisi de dades”, calculem la matriu desitjada (matriu sencera en
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l’Annex). Com que la matriu de coeficient de correlació és simètrica, és suficient donar
els elements de la matriu sota la diagonal.

Coeficient de correlació.

Observem que els elements de la matriu són nombres entre −1 i 1, ja que −1 ≤ ρ ≤ 1,
on ρ és el coeficient de correlació. Això vol dir que dues variables estan més relacionades
si |ρ| és a prop de 1 i, altrament, seran més incorrelacionades si |ρ| és a prop de 0. Per
saber quines variables són menys incorrelacionades amb totes les altres, farem el càlcul
següent:

Si =

35∑
j=1

|ρij |

per a tot i = 1, . . . , 35, on ρij és l’element de la fila i i columna j de la matriu de coeficient
de correlació.
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Per tant, com que volem les 8 variables més incorrelacionades entre elles mateixes, els
8 valors Si per i = 1, . . . , 8 que tenen el valor més petit seran les variables que utilitza-
rem. En aquest cas, les 8 empreses més incorrelacionades entre elles mateixes són:

· Acerinox
· Amadeus
· Arcelor
· Automotiv
· Fluidra
· Grifols
· Rovi
· Siemens

Una vegada tenim les 8 empreses seleccionades, haurem de calcular les rendibilitats
anuals. Per tant, ara agruparem les dades de les 8 empreses i del mercat de referència per
a calcular també les mitjanes i variàncies anuals.

3.2 Utilització del mètode de Markowitz

Per a poder utilitzar el mètode de Markowitz i el model CAPM, necessitarem calcular la
covariància anual d’aquestes variables que hem mencionat abans ja que per calcular les
diferents carteres d’inversió és necessari el càlcul de la covariància.

En total en calcularem 10 carteres d’inversió de 8 actius, incloent la cartera de màxima
rendibilitat i la cartera de mı́nima variància per a obtenir la cartera òptima de la frontera
eficient de Markowitz.

El resultat de la covariància anual C és el següent:

La matriu C s’ha calculat amb la funció Excel ”Anàlisi de dades” de les dades anuals de les variables.
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Totes les carteres obtingudes a continuació s’han calculat a partir de la funció Excel
”Solver”, la qual calcula el màxim o el mı́nim d’un valor amb les restriccions que tu vul-
guis posar. La funció ”Solver”donarà valors a les ponderacions wj per a j = 1, . . . , 10 de
cada cartera segons l’objectiu que volem aconseguir.
Per a poder continuar, hem de fixar el Terme de Lliure Risc (o TLR) per a poder realitzar
el model CAPM. En aquest cas, he fixat un TLR del 5%.

Una vegada dit això, calcularem primer la cartera de màxima rendibilitat i la cartera
de mı́nima variància.

Per a calcular la cartera de màxima rendibilitat, on la rendibilitat és representa-
da per f(w), haurem de trobar la solució al problema:

max : f(w) = rTw

si 1Tw = 1,

on r és el vector de rendabilitats anual, w el vector de ponderacions i 1 = (1, . . . , 1).

Utilitzant la funció ”Solver”, el resultat de la cartera de màxima rendibilitat és:

Recordem que la Prima de Risc és el terme µ−TLR
σ de cada cartera.

Observem que el resultat és bastant esperat si busquem la màxima rendibilitat, que és
invertir tots els diners que tens en l’actiu amb més rendibilitat. No obstant, no és massa
eficient ja que té un risc molt alt i no està gaire diversificada.

Altrament, per a calcular la cartera de mı́nima variància, on aquesta vegada re-
presentarem la variància com V ar(w), trobarem la solució al problema següent:

min : V ar(w) = wTCw

si 1Tw = 1,

on C és la matriu de covariàncies anuals calculada anteriorment.

Utilitzant novament la funció ”Solver” de Excel, obtenim:
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Per últim, per obtenir les 8 carteres que falten per calcular, com que hem obtingut la
desviació t́ıpica de la cartera de màxima rendibilitat (σR) i la de la cartera de mı́nima
variància (σv), utilitzarem la funció ”Solver”de la següent manera:

max : f(w) = rTw

si V ar(w) = wTCw = σ2
j ,

1Tw = 1,

on

σ1 =
σR − σv

9

σj = σv + j
σR − σv

9
j = 2, . . . , 8.

Aquest càlcul és equivalent al càlcul d’intervals subdividits en n trossos. Ho he calculat
d’aquesta manera ja que era més fàcil de realitzar per a la funció ”Solver” d’Excel i el
resultat final no varia.

Els resultats d’aquestes carteres es trobaran en l’Annex al final del treball, però un exem-
ple d’aquestes carteres seria aquest:
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Per últim, una vegada hem calculat les 10 carteres que composen la frontera eficient
de Markowitz, utilitzarem el model CAPM per a trobar quina és la cartera òptima per a
un retorn màxim i un risc mı́nim.
Representarem en un gràfic la frontera eficient, en el que treballarem en el pla (σ, µ) com
hem treballat fins ara, que és el conjunt de les carteres calculades anteriorment, i la ĺınia
de mercat de capitals (CML), que és tangent a la frontera eficient i comença en el punt
(0, TLR) (que en aquest cas començarà a (0, 5%)).

El gràfic és el següent:

4 Conclusions

Abans d’arribar a les conclusions d’aquest treball, cal comentar que en el món de les
finances res és exacte. El mercat és inestable i els valors dels actius poden variar per
circumstàncies externes a aquests. Per exemple, en una roda de premsa després d’un
partit de futbol, Cristiano Ronaldo va fer desaparèixer unes ampolles de Coca-Cola de les
càmeres i amb aquesta acció els valors dels actius de Coca-Cola es van desplomar.

Segons els resultats que s’han donat en l’estudi, la cartera òptima segons Markowitz
és la Cartera 1, que ha obtingut una rendibilitat d’un 11.81% en una cartera que s’inver-
teix en 3 actius, amb un risc relativament baix.
No obstant, veiem que aquesta cartera està poc diversificada (només invertim diners en
3/8 actius). Per tal de disminuir el risc, s’hauria d’invertir en altres tipus d’actius, encara
que obtiguéssim una rendibilitat més baixa.

Veiem que el mètode de Markowitz és bastant senzill, on només ens fixem en la ren-
dibilitat i el risc d’una cartera d’inversió. En els càlculs també he afegit el càlcul de
la prima de risc, que és la diferència de rendibilitats entre un actiu arriscat respecte de
l’actiu sense risc.
Aquest mètode no necessita uns grans coneixements matemàtics o financers per implementar-
lo. També és un mètode que es basa en rendibilitats pasades, per tant, no ens assegura
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rendibilitats futures.

Per a complementar aquest mètode, necessitem més dades per tal de diversificar la car-
tera resultant. Algunes d’aquestes dades, anomenades mesures de Performance, són
les següents: Beta del fondo, Ratio de Treynor, Alfa de Jensen, Índex de Modigliani, etc.
Per exemple, la finalitat de l’Alfa de Jensen és mesurar la qualitat de la gestió del fons,
que indica l’excés de rendibilitat obtinguda pel fons per a un nivell de risc determinat.

Per a obtenir una cartera més diversificada, el model de Black-Litterman és més con-
sistent en el procés d’assignació d’actius que en la teoria de Markowitz. El model de
Black-Litterman soluciona el problema del càlcul de les rendibilitats esperades per mitjà
de la cartera que proporciona l’equilibri del mercat.

En general, el mètode de Markowitz és un referent teòric en l’optimització de carteres
pels analistes i gestors d’inversions, ja que ha proporcionat carteres amb millor exercici
que els ı́ndexs de referència del mercat.
Però, a la pràctica, el model de Black-Litterman fa possible obtenir resultats diversificats
i admet als gestors orientar l’assignació estratègica del capital d’inversió d’acord amb les
expectatives que es tinguin sobre els mercats financers globals.
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Referències
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[2] Capiński, M. & Kopp, E. (2014). Portfolio Theory and Risk Management (Mastering
Mathematical Finance). Cambridge: Cambridge University Press, 2014. ISBN 978-
1-107-00367-5 (Hardback) – ISBN 978-0-521-17714-6 (Paperback).
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5 Anexos

Preus de tancament ajustats (1).
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Preus de tancament ajustats (2).
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Rendibilitats totals mensuals (1).
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Rendibilitats totals mensuals (2).
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Mitjana, variància i desviació t́ıpica mensuals (1).
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Mitjana, variància i desviació t́ıpica mensuals (2).
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Matriu de correlació (1).
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Matriu de correlació (2).
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Rendibilitats seleccionades mensual.

Dades estad́ıstiques anuals i mensuals.

Matriu de corvariància anual.
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Frontera eficient de Markowitz.
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