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Abstract

In the first half of the twentieth century, studies and analysis for decisions in the world
of finance were purely descriptive. This descriptive approach was referred to as the ”tra-
ditional view of finance”.

From the second half of the 20th century, it was considered a decisive point for the
development and the evolucion of finance. In the 50’s. thanks to great personalities of
the time, some quantitative bases were built, which would generate a great expansion
of the knowledge of financial institutions and transactios between individuals, companies
and governments, among others.

The author of the first contribution is Harry Markowitz, with the work entitled Port-
folio Selection, which deals with the relationship between risk and return as the main
point. Risk was first measured in the world of finance thanks to this theory.

In this project we will study the Markowitz’s theory by looking for the optimal port-
folios for a high expected return. However, there are difficulties in practice, such as the
fact that this theory produces poorly diversified portfolios.

Resum

En la primera meitat del segle XX, els estudis i analisi per a les decisions en el mén de
les finances eren purament descriptius. Aquesta enfocament descriptiu s’anomena actu-
alment ”visié tradicional de les finances”.

A la segona meitat del segle XX es considera una etapa decisiva pel desenvolupament
i evolucié de les finances. En la decada dels anys 50, gracies a grans personalitats de
I’época, es van construir unes bases quantitatives, que generarien una gran ampliacié dels
coneixements de les institucions i transaccions financeres entre individus, empreses i go-
verns, entre d’altres.

L’autor de la primera aportacié és Harry Markowitz, amb I'obra titulada Portfolio Selec-
tion, en la qual tracta com a punt principal la relacié entre risc i rendibilitat. A través
de la desviacio tipica es va mesurar per primera vegada el risc en el mon de les finances.

En aquest treball profunditzarem en la teoria de Markowitz buscant quines sén les carte-
res optimes per a una rendibilitat esperada alta. No obstant, en la practica es presenten
dificultats, com per exemple que aquesta teoria produeix carteres poc diversificades.
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1 Introduccio

Avui dia sentim la paraula Inversié molt sovint en la vida quotidiana com per exemple
a la televisi6 o en altres medis. Segons [5], la definicié6 d’inversié és una activitat que
consisteixr a dedicar recursos per obtenir un benefici de qualsevol tipus.

Es a dir, quan es realitza una inversié s’assumeix un cost que renuncies en el present
per aconseguir un benefici futur, el qual és incert. Hi ha diversos tipus d’inversions de-
penent de diferents punts de vista. Per exemple, es pot diferenciar una inversié segons el
temps: curt termini (menys d’un any), mig termini (entre 1 i 3 anys) i llarg termini (més
de 3 anys).

Existeixen quatre factors fonamentals que es regeix en una inversio:

- Rendibilitat: La rendibilitat és la quantitat de diners que guanyarem a canvi de
realitzar una inversio.

- Risc: El risc és la incertesa que té una inversié si no ens surt com esperavem.

- Liquiditat: La liquiditat és la capacitat de convertir una determinada inversié en diners
amb pérdues minimes segons el seu valor.

- Termini: El termini és el periode de temps que trigues a aconseguir un cert rendiment,
que pot ser decisiu per algunes inversions.

Per entendre com funciona una inversié, hem d’entendre bé aquestes definicions. Molts
inversors actualment només es fixen en la rendibilitat, perd només fixar-se en aixo no és
una bona idea. Hem de prestar atencio en els altres factors; en especial en el risc.

Per tal de diversificar les inversions d’un inversor, és necessari crear una cartera d’in-
versio. Diversificar correctament una inversié permetra que la cartera estigui exposada
a menys riscos que si s’inverteix en una unica classe d’actius.

Una vegada sabem queé és una inversié i com funciona, una de les preguntes claus que
es fan els inversionistes és: Com saber si una inversié és millor que una altra?. Harry
Markowitz, guanyador nord-america del premi Nobel en ciéncies economiques en ’any
1990, es va plantejar aquesta pregunta i en ’any 1952 va publicar un article titulat Portfo-
lio Selection en el Journal of Finance que parlava sobre el procés de seleccié d’una cartera
d’inversié. Segons Markowitz, el procés de seleccié d’una cartera consta de dues etapes:
La primera comenca amb ’observacié i acaba amb les expectatives del comportament
futur dels valors d’inversid; la segona parteix de les expectatives del futur i finalitza amb
la seleccié de la cartera. L’article que va escriure Markowitz s’ocupa d’estudiar la segona
part del procés de seleccid.

D’aquesta teoria es deriva a la frontera eficient de Markowitz, que és el conjunt
de carteres d’inversié que obtenen la rendibilitat més alta per a un determinat nivell de

risc assignat.

Aquesta teoria de Markowitz permet el desenvolupament del Capital Asset Pricing Model
o CAPM, que és el model que estudiarem en aquest treball.

Per tant, I'estudi que realitzarem a continuacié utilitza la teoria que Markowitz va propo-



sar per a fer Uis del model CAPM per a obtenir, dins d’un conjunt de carteres d’inversio,
la cartera d’inversié optima en el sentit del maxim retorn amb el minim risc possible.

Durant tot el treball, suposarem que un inversor és racional, és a dir, que busca un
benefici en la seva inversio, i també suposarem que un inversor pot vendre les seves acci-
ons quan ho vegi convenient.

En el seglient apartat veurem els conceptes teorics de la teoria de Markowitz que sén
de tipus probabilistic i estadistic.

2 Conceptes teorics

2.1 Conceptes basics probabilistics basats en el risc financer

Definicié 2.1. Suposem que hi ha dos instants de temps representats per 0 si es tracta
del present i 1 si es tracta del futur per tota unitat de temps. Suposem que fem una
inversié amb un preu present de S(0). Aleshores, S(1) serd representada per una variable
aleatoria del preu futur

S(1): 2 — [0, 400)

on ) és un espai de probabilitat.

Observacié 2.2. En el cas que (2 sigui finit, és a dir, Q = {w1,...,w,}, aleshores utilit-
zarem la notacid
S(l,w;)) =S(1)(ws) Vi=1,...,n.
Per definir un espai de probabilitat (€2, F, P), podem assignar la o-algebra F = 2, que és
el conjunt de les parts de €, i, per poder definir una mesura de probabilitat P : F — [0, 1]
n

podem assignar {w;}; com a singletons, P({w;}) = p; tal que p; € (0,1] i Zp,- =1.
i=1

D’ara en endavant, suposarem que la variable aleatoria S(1) ha de ser no negativa, ja
que busquem preus que ens donin uns beneficis; és a dir, P(S(1) > 0) = 1.

Definicié 2.3. Definim la rendibilitat de la inversid S com una variable aleatoria K :
Q — R, definida com una combinacic lineal entre la variable aleatoria S(1) i la constant

S(0):
S(1) —5(0)
5(0)
Observacié 2.4. Amb aquesta definicié de rendibilitat, podem calcular per tant ’espe-
ranca de la variable aleatoria K, i aquesta esperanca ve donada per:

E(5(1)) = 5(0)
S

K =

p=E(K) =

Per tant, les relacions entre preus i rendibilitat es pot expressar com:

S1) =S0)(1+K), E(S(1))=S50)1+p).



Aquestes relacions permeten deduir que podem trobar els preus donades les rendibilitats.
Observem també que un requisit per a que S(1) sigui no negativa implica que K > —1.
FEls dividends sén pagaments que fan algunes empreses per compartir beneficis amb els
seus inversionistes. Aixo es realitza en el temps futur o 71”. Després d’aquest pagament,
el preu de les accions cauen en aquesta quantitat. Per tant, S(1) en aquest cas s’expressa
com:

S(1) 4+ Div(1) — S(0)
5(0)

Definicié 2.5. Un bo és una garantia especial que paga una determinada quantitat de
diners a venciment. La rendibilitat d’un bo no €s aleatori ja que estem treballant amb tan
sols un periode de temps.
Considerem un bo que paga una unitat de moneda nacional al temps 1 (B(1) = 1), que
és adquirit per B(0) < 1. Per tant, definim el retorn sense risc com:
1—B(0)

B(0)

K:

R=

Definicio 2.6. Per a mesurar el risc, definim la variancia de la rendibilitat K com:
Var(K) = E[(K — p)%] = E(K?) — °.
I definim també la desviacid tipica com o = \/Var(K).

Proposicié 2.7. Donada la rendibilitat com a variable aleatoria K, aleshores:

Var(K) = Var(S(1)).

1
5(0)?
Demostracio:

S(1) — S(0) 1

Var(K) = Var( S00) )= S00)

Var(S(1)). O

Jmman—smnzséy

Observacié 2.8. Quan estem considerant el risc d’una inversid, hem de considerar tant
la desviacio tipica com el valor esperat. Un inversor intel-ligent escollira, si és possible,
una inversié amb un valor esperat alt i amb baixa desviacié tipica (és a dir, amb menor
risc). Per tant, la definici6 segiient va de la ma amb aquesta situacio.

Definicio 2.9. Direm que un actiu amb valor esperat 1 i desviacid tipica o1 domina
un altre actiu amb valor esperat s i desviacio tipica oo quan

H1 > p2 1 o1 < oo.

Observacié 2.10. Amb aquesta definicié de dominacié volem definir un espai en el qual
podem seguir el nostre estudi. Per tant, treballarem en el pla (o, 1), més especificament,
en el primer quadrant del pla ja que la desviacié tipica és no-negativa. Cada actiu és
representat per un punt en el pla.

Diem que una cartera és eficient si no existeix cap cartera, excepte ella mateixa, que
la domini. Suposem que tenim un conjunt d’actius A en el pla (o, ) i considerem el
subconjunt de les carteres eficients de totes les carteres possibles. Aquest subconjunt
l’anomenarem subconjunt o frontera eficient.



Definicié 2.11. Suposem que tenim dues variables aleatories X,Y . Definim la cova-
riancia de X,Y com:

Cou(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y)] = E(XY) — E(X)E(Y).

Amb aquestes primeres definicions, estudiarem la teoria de carteres que la separarem
en dues parts: carteres de dos actius i de multiples actius. Les carteres de dos actius
tenen un avantatge i és que els conceptes de variancia i d’esperanga o mitjana poden ser
expressades facilment amb termes geometrics a partir del pla (o, 1) que hem definit abans.

2.2 Carteres de 2 actius

Comencem amb dos actius. Per a una determinada assignacié de recursos entre els dos
actius que composen la cartera, la mitjana (o esperanga) i la variancia de la rendibilitat
de tota la cartera s’expressen en termes de les mitjanes i les variancies de les rendibilitats
dels actius individuals. Amb aix0, volem trobar I'inica ponderacié amb variancia minima
del conjunt de totes les ponderacions factibles possibles donada una rendibilitat.

Finalment, agregant un actiu lliure de risc, trobem la denominada cartera de mer-
cat, que proporciona una combinacié optima amb ’actiu lliure de risc.

Denotem els preus dels actius com S;(t) i Sa(t) per t =0, 1.

Definicié 2.12. Suposem que comprem x1 accions de S1 i xo accions de So. El valor
inicial d’aquesta cartera és:

V(wl,wz)(o) = 2151 (0) + $25’2(0).

Quan dissenyem una cartera, normalment el seu valor inicial és el punt de partida de
les nostres consideracions. La decisié sobre el nombre d’accions en cada actiu es derivara
de la decisio sobre la divisié de la nostra riquesa, que és expressada amb les ponderacions
que definirem ara.

Definicio 2.13. Definim les ponderacions de cada actiu com:

515151(0) Wy = 37252(0)
‘/(1'171'2)(0) ’ V(xl,xz) (0)

Observacié 2.14. Notem que si la riquesa inicial és V(0), w; + wo = 1 i que, per tant,
les accions que comprem sén

. ’U)1V(0) . ’LUQV(O)
TS0 T S0

En el periode final, els preus dels actius canvien donant el valor final de la cartera com
una variable aleatoria:

V(lvl,:vz)(l) = 2151(1) + 2252(1).

La rendibilitat de la inversié en dos actius depen del metode de 'assignacié de fons
(les ponderacions) i els rendiments corresponents. El vector de ponderacions sera denotat



per w = (wi,wz) 0 en notacié matricial w = [wl] i la rendibilitat de la corresponent
2

cartera amb ponderacions w per K.

Proposicié 2.15. Suposem que tenim una cartera de dos actius amb ponderacions w; i
K; per j = 1,2 les rendibilitats de les dues components. Aleshores:

Ky =w Ky +w K.

Demostracio:
Comencem amb la definicio del valor final de la cartera:

Vieraa) (1) = 2151(1) + 2252(1)

S1(0) S5(0)
Vizr 0) (0) (w1 (1 + K1) + w2 (1 + K2))
Viz1,22)(0)(1 + w1 K1 + w2 K3), (wy +wy = 1)

S1(0)(1+ Ky) + So(0)(1 + K>)

Per tant,
V(Il,w)(l) - V(rhrz)(o)
V(Cl?hdfz)(o)

Kw — :lel—l—ngQ.

O

Introduirem ara els conceptes de covariancia i del coeficient de correlacié en termes de
les accions S7, So:

oij = Cov(K;, Kj) Vi, j=1,2.

Per deﬁnicié, 012 = 021.

El coeficient de correlacio és definit per:

Uij

Pij = 003 ’
Per les propietats de la covariancia de dues variables aleatories X,Y, en particular que
|Cov(X,Y)| < oxoy, obtenim:

—1<py <1l

Teorema 2.16. Donada una cartera amb rendibilitat K,,, la mitjana i la variancia d’a-
questa ve donada per:

fw = E(Ky) = wipn1 + wapz,

2 2 2 2 2
os =Var(Ky,) = wjoi + w505 + 2wiwao1a.



Demostracio
Per la linealitat de ’esperanca matemdtica, tenim:

prw = E(Ky) = E(wi Ky + weK) = wiE(K7) + woE(K2) = wip1 + wapa.

Pel que fa a la variancia, utilitzant el resultat anterior i que 012“ = E(Ki) - ,u?w
aleshores:
02 = E(w?K? + wiK2 + 2wiwe K1 Ko) — wip? — w3l — 2wywapi po

wiE(KT) — pi] + w3[E(K3) — p3] + 2wiwa [E(K1 Ka) — i1 0]

2 2 2 2
= wio] + w505 + 2wiweo2.

Corolari 2.17. En notacio matricial per a la cartera de 2 actius amb,

2
w g g
w2 H2 o12 03

es pot escriure la mitjana i la variancia com:

_ T
fw =W W,
2 _ T
o, =w Cuw.

Observacié 2.18. La col-leccié de totes les carteres que es poden generar mitjancant dos
actius donats (aixo és denominat com conjunt assolible) es pot representar convenient-
ment en el pla (o, u). Suposem que py < p2. Posarem la primera ponderacié w; com un
parametre (posarem w = wi). Per tant, we = 1 — w1, w = (w,1 — w) i la mitjana i la
variancia és:

oo = w1 + (1 —w) pa,
2 _ 2 2 2 2
o, =wo] + (1 —w)“c5 + 2w(l — w)oqa.

La col-leccié assolible és, per tant, una corba parametritzada per w. Restringirem
aquesta corba per w € [0, 1].

També podem observar que la forma de les corbes depenen del coeficient pi2, ja que
012 = p120102. Segons el grafic, si el coeficient de correlacié p1o és negatiu, aleshores
podem reduir el risc de la cartera i, al mateix temps, aconseguint un valor de rendibilitat
entre les rendibilitats dels dos actius de risc.

En el grafic podem observar que si pj2 € (—1,1), el conjunt assolible és una hipeérbola.
Si p12 = —1, el conjunt assolible sera la unié de dues semirectes que cadascuna d’elles
tallara un actiu diferent i la intereseccié d’aquestes semirectes sera el punt més proper
a l’eix p. En canvi, si pjo = 1, aquest conjunt assolible seran dues semirectes que inter-
sequen en el punt més proper a l’eix p, pero una de les semirectes contindra els dos actius.



pr2=1

En el teorema segiient estudiarem formalment que passa amb el conjunt assolible si tenim
dos actius diferents.

Teorema 2.19. Suposem que juiy # p2 i p12 € (—1,1), aleshores el conjunt assolible és
una hiperbola on el seu centre és l’eix vertical.

Demostracio:
Per fer més facil les notacions, el pla (o, u) sera el pla (x,y):

y =wp1 + (1 —w)ps, (1)
2?2 =w?e? + (1 —w)?0s + 2w(l — w)or (2)

L’objectiu és trobar una expressio com:

(z—h)? (y—Fk?

a2 b2 b
Aillant w de lequacid (1) tenim:

Y= 2

w= 2"

H1 — K2

I, substituint w a (2), obtenim:
1
v =2 [By* —2Cy + D], (3)

on
A= (:u’l - /’L2)2 > 07
B = O’% —i—O’% — 2019,
C =otuz + o3 — o12(p1 + p2),
D = oips + o3pi — 201241 2.

Observem que B > 0 si p12 < 1 ja que 02 + 05 — 2012 > 02 + 05 — 20102 > 0.

Podem ara escriure
By* —2Cy+ D = B(y—k)* +c,
amb k = % ic=%(BD — C?). Substituint aizo en (3) ens dona:

P = (B~ k) +



1, per tant,

a’j _ M -1

[4 C !

A B
que es tracta de l’expressio d’hiperbola que hem escrit abans amb h = 0 i, com que
p12 € (—1,1), tenim que ¢ > 0 ja que B >0 1 A > 0. ad

A partir d’aqui, ens queda veure que passa si pjo = £1.

Cas p12=-1:
2 2 9 2
Op = W07 + W05 — 2W1W20102
2
= (w101 — w20'2) s
Per tant, o, = |wio1 — wao3|. Com que o, és no negatiu, el valor minim que pot

prendre és o, = 0. Posant w; = w i wy = 1 — w aleshores:
ow = |wop — (1 — w)o|,
Si posem o, = 0, obtenim:
[op)) 01

w=—", l—w=—"—,
o1+ 09 01+ 09

Com que 01,09 > 0, aleshores w € [0, 1]. Per tant, podem minimitzar el nostre risc a 0.
Cas p12=1:
Repetint el cas anterior, en aquest cas obtenim:

02 = (w101 + wao2)>.

Per tant, o, = |wio] + waeoz|. Resolent I'equaci6 si oy, = 0, aleshores:

—02 01
W= — l—w=——.
01— 02 01— 02

Es necessari que o1 # g3. Com que 01,02 > 0, 0 bé w o0 bé 1 — w ha de ser negatiu.
Per tant, el menor risc possible s’obté si w =0 o si w = 1.

J7

/1

P12 = —

\
pi2=1

Observacié 2.20. Un cop estudiat el conjunt assolible, que és el conjunt de les possibles
carteres al pla (o, ), tornem al cas en queé tenim dos actius, S; i S2. El nostre objectiu

ara és aconseguir minimitzar la variancia o2,



Teorema 2.21. La cartera amb variancia minima té les ponderacions Wy, = (w1, ws)
amb

a b
w1, = ; wo =
YT A T a+b
on
_ 2
a =03 — pP120102,
b= U% — P120102,
tret que p12 =1 1 01 = 09.
Demostracio: Si p1oa = —1, amb els calculs anterior, aleshores:
092 02(01 + 0'2) a
'LUI = = 3 = .
o140y (01 +02) a+b
Si p12 = 1, per tant:
—09 —02(01 — 02) a
wl g = 3 = .
01 — 02 (01 — 02) a+b

2

. respecte la variable w ¢ igualarem a 0 per

Si p12 € (—1,1), derivarem la funcid o
veure st tenim un minim global:

2
w

(02 (w)) = 2wo? —2(1 — w)os + 2(1 — w)p1a0102 + 2wpi20102 = 0.
Si resolem aquesta equacio per w, ens dona el resultat que intentem demostrar. Demos-
trem que aquest valor de w és un minim global derivant la funcid per segona vegada i

substituint el valor:
20% 4 205 — 4p190109 > 2075 + 205 — do10g = 2(01 — 09)? > 0,

que ens dona el resultat desitjat. O

Una vegada hem estudiat les carteres de 2 actius, ara ens preguntem que passa quan
existeix un actiu que no presenta volatilitat. Aquesta pregunta ens porta a la segiient
definicié.

Definicié 2.22. Definim un actiu sense risc amb rendibilitat R si

Var(R) = 0.

Observacié 2.23. Totes les carteres construides amb ’actiu sense risc amb rendibilitat R
o qualsevol altre actiu estan representats per una semi-recta que comenca pel punt (0, R)
que passen pels punts del pla (o, ). La nova regié factible 'obtindrem passant la semi-
recta tal que sigui tangent a la hiperbola del conjunt assolible. Aquest punt tangent és
anomenat com la cartera de mercat i la semi-recta és anomenada la linia del mercat
de capitals.



M CML

La cartera de variancia minima (MVP), la cartera de mercat (MP), i la linia del mercat de capitals (CML).

Teorema 2.24. Les ponderacions de la cartera de mercat sén m = (w,1 —w), amb

c | —we d
c+d’ w_chd’

w =
on
¢ =05(m — R) — o12(p2 — R),
d = of(ug — R) — o12(m1 — R).
Demostracié: Denotem en una cartera (w,1 —w) la mitjana com p(w) i la desviacio
tipica com o(w). Optimitzarem el pendent de la semi-recta tangent:

s(w) = M

o(w)
Aleshores, farem el calcul de s'(w) i resoldrem la equacid s'(w) = 0. Tenim:

) — ) (w) = (alw) = R)o' ()
72(w) |

Per tant, lequacid s'(w) = 0 es redueiz a:
(W) (w) — (u(w) — R)o(w) = 0,
aixo €s
(m—p2) (ot +(1—w)?o3+2w(1—w)o12) =2(wp+(1—w)pe—R) (woi—(1—w)o3+(1-2w)o1a) = 0.

Aillant w, obtenim el resultat que voliem demostrar. O

2.3 Carteres de maultiples actius

Per poder estudiar les carteres de multiples actius, donarem algunes definicions sobre
funcions diferenciables a R™ per n > 1.

Observacié 2.25. Necessitem resoldre el problema de minimitzacié restringit; aixo és
trobar

minf(v),

si g(v) =0,

on f:R" =R,
g:R" - RF.
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Utilitzarem la segiient notacié pel vector g(v) que pren valors a R* com:

g(v) = (91(v), ..., g (v)).

Definicié 2.26. Definim la matriu Jacobiana de dimensions k X n, que denotarem
com ¢'(v) com

0 15)

a—fﬁ (v) ... %(v)
g (v) = : :

0 1o]

BT?;(U) %(v)

També direm que g : R* — R* és continuament diferenciable si cada element de
la matriu Jacobiana és una funcio continua.

Definicié 2.27. Direm que el gradient de la funcio f: R™ — R és el vector:

)
anl(U)

vf(v) =

o
%(0)

Teorema 2.28. (Teorema de la funcié implicita)
Considerem n > k i una funcio continuament diferenciable

g=1(g1,---,9%) : R" " xRF - R¥,
Suposem que en un punt (x*,y*) c Rk x R¥ tenim
Q(CC*ay*) = 0,

i la matriu g—z(az*, y*) és invertible. Aleshores existeiz un entorn U x V.C R** x RF de
(z*,y*) i una funcid continuament diferenciable

h:U—V,

tal que
g(z,h(x)) =0 VxreU

A més, per totve U xV, si g(v) = 0, aleshores v = (x, h(x)) per algun x € U.
Teorema 2.29. Siv* és una solucid del problema de minimitzacid i g’ (v*) és una matriu
de rang k, aleshores existeizen A1, ..., A\ € R tals que

V") = (MVgr(v") + - + A Vgr(v7)) = 0.

Demostracid: Com que ¢'(v) és de rang k, aleshores existeiz un vector k-dimensional
y tal que g—g(v*) és invertible. Pel teorema de la funcio implicita, sabem que existeix una
funcio h tal que
9(x, h(z)) = 0.

11



Per hipotesi, v* = (z*,y*) és una solucio del problema de minimitzacio. Per tant,
x* és el minim de f(x,h(x)) i %(w*,h(w*)) = 0. Novament, pel teorema de la funcié

implicita tenim:

0*%("” )‘*‘éTy(U )i (2")
_of Of (29

* * *\\—1 89 *
= 50 = 5 (G ) ).

Definint la matriu A de dimensié 1 X k com

of dg -1
A=\ ... M| ==0)(=0" .
R )
Amb aizo, obtenim el resultat desitjat. O
Definici6 2.30. La tira de nombres A1, ..., A\, del teorema anterior es defineizen com els

multiplicadors de Lagrange i la funcio
L(v) =9Vf(v) — (MVg1(v) + -+ A Vgr(v))

és el Lagrangia del problema de minimitzacid restringit.

Definicié 2.31. Per a una funcié f: R™ — R, definim la matriu Hessiana com

o2 f o2 f
8—563(1)) ce 78:018:571 ('U)
H(f,v)= : . :
92 92
k=) ... T

n

Una funcio és doblement continuament diferenciable si tots els elements de la
matriv Hessiana son funcions continues.

Teorema 2.32. Suposem que una funcid f : R™ — R és doblement continuament dife-
renciable, i per qualsevol v € R™ la Hessiana H(f,v) és una matriu semidefinida positiva,
és a dir,

wl H(f,v)w >0,

per tot w € R™. Suposem també que
g(’U) = Av— Cy

on A és una matriu kxn i c € R¥. Si podem trobar una seqiiéncia de nombres Ay, ..., \; €
R 7 un punt v* € R™ que satisfa Vf(v*) — (M Vg1 (v*) + -+ + A\ Vgr(v*)) = 0, aleshores
v* és la solucid del problema de minimitzacio.

Demostracio:

Suposem que existeix v € R™ que satisfa g(v) = 0. Hem de demostrar que
f) = f(v7).

12



Com que g(v) = Av — ¢, utilitzant la notacid A = (A1, ..., \x) podem escriure
MV (V) + -+ M Vgr(v*) = AT A
Sigui w =v —v*. Com que g(v) = 01 g(v*) = 0, utilitzant la linealitat de A obtenim
0=g(v)=gv"+w)=Av" 4+ Aw — c= g(v") + Aw = Aw.

Per la formula de Taylor:

FO* +w) = F@0") + V£ + sl B, w,

per algun punt € en el segment que uneix v* i v* + w. Ara podem calcular:

£ = 0" + )
= F(0") + F (" + GuT H (S,

= f(v*) + AT dw + %wTH(f, €)w
= f(v) 4+ ATAw+ %wTH(f, €)w
= f(v*) + %wTH(f, €)w

> f(v").

Per tant, hem demostrat que v* és un minim global. O

Amb aquestes eines, ara comencarem a parlar de carteres de multiples actius. El nostre
objectiu és trobar la cartera que té la minima variancia com hem fet a la seccié anterior
amb dos actius. La manera de trobar-ho amb n actius sera un estudi semblant el que hem
fet amb dos actius utilitzant el metode del multiplicadors de Lagrange.

Definicio 2.33. Definim una cartera de n actius diferents com el vector de les pon-
deracions

w=(w,...,wy),
n
amb ij = 1. Si posem que 1= (1,...,1), la condicid de la suma es pot escriure com
j=1
wl'1=1.

Observaci6 2.34. Aixi com en el cas de carteres de dos actius, el conjunt assolible és

n
el conjunt de tots els vector de ponderacié w que satisfa Z wj = 1. També sera necessari
=1
que w; > 0, 1 < j <n jaque no volem carteres en negatiu. Per tant, el conjunt assolible
sera:
{fw:lezl,wj >0,1<j<n}

13



Observacié 2.35. També podem describir una cartera de n components amb el vector
x=(x1,...,%)
on tenim la segiient relacié amb les ponderacions:
w; = $j53(0)’
V(0)

on x; és el nombre d’accions de 'actiu j, S;(0) és el preu inicial de I'actiu j i V(0) és el
total de diners invertit.

=1,...,n.

Definicié 2.36. Anomenem les rendibilitats en els actius com Ky, ..., K, i els vectors
de les rendibilitats mitjanes com

= (s s pin)
amb p; = E(Kj), per j =1,...,n. Escriurem

n
Kw = Z U}jKj.
j=1

Amb tot aixo, definirem la matriu de covariances de dimensions n X n com

Jg11 ... O1ln
C: E '.' E s
Onpl ... Onpn

on o, = Cov(Kj, Ky); en particular, 0;; = aj2- = Var(Kj).

Teorema 2.37. La mitjana d’una cartera de n actius pr, = E(Ky) i la variancia o2, =

w
Var(Ky) son donats per les formules

T
fw =W W,
02 = w! Cw.

Demostracio: Ho demostrarem a partir de les definicions i de propietats de [’esperanca
matematica:

Moy = E(Kw) =E ijKj = ijE(Kj) = ijﬂj = wTu.
J=1 j=1 j=1

Aqud utilitzarem la bilinealitat de la covariancia:

02 = Var(Ky)
= Cov(Ky, Ky)

n n
= Cov E ijja E U]jKj
J=1 J=1

n
= E ijkajk

jk=1

= w!'Cw.
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Observacié 2.38. Una vegada vist algunes coses basiques, ara ens centrarem en donar
la féormula de les ponderacions de la cartera amb la variancia més petita, coneguda com
la cartera de minima variancia.

Abans d’aix0, necessitarem un lema técnic.

Lema 2.39. Tenim les segiients igualtats pels gradients calculats respecte de w:

v(w'p) = p,

v(w!1) = 1,

v(w! Cw) = 2Cw
i la Hessiana de wT Cw és igual a 2C.

Demostracio: Com que

0 0
Ows (wT“’) = Ow- (wlﬂl +---+ wnﬂn) i,
T KA
aleshores .
Bwr (w' ) M1
v(w'p) = : =] =n
agn (wT“) Hn

La demostracio de la segona férmula sequeix el mateix argument, utilitzant 1 en comp-
tes de .

Observem que

0

9 n o on
(9’11)1' Z Z W5;WEO jk

j=1 k=1

la derivada de cada terme pot no ser 0 només si j =1 o k =1. Aixo significa

) n n
awi Z Z w]'ka'jk

j=1 k=1

= i?awl WiW; 045 + Z ijwkUjk + Z Z W5 WEO jk

j=i k#i j#i k=i
= 2w;o4 + Z WOk + Z W;0 g5
ki j#i
n
=2 wioik (3)
k=1
= 2(Cw)i,

on (Cw); és la i-coordenada del vector Cw.

Utilitzant (3), es pot calcular:

= 2Uil = 20’[1‘.
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Per tant

( z (chw>> = (207)i<n = 2C.

8w18wi il<n
O

Teorema 2.40. La cartera que té la variancia més petita en el conjunt assolible té les

ponderacions:
1
- 1To-

Wmin

Demostracid: Necessitem trobar el minim de wT Cw sabent que
wl'1=1.

Per poder demostrar-ho, utilitzarem el metode dels multiplicadors de Lagrange agafant la
funcid Lagrangiana
L(w) = v(wlCw) — v(AN(1Tw — 1))

Gracies al Lema 2.39, obtenim:
L(w) =2Cw—A1=0.
on, aillant w, tenim

=2Cc7'1.
Y=

Substituint aizo en la condicié que w’ 1= 1:

A
=1Tw= 51TC*11.

1=w"1
Aillant X i substituint-lo a l’equacio w = %C‘ll, ens dona el resultat desitjat. Pel Lema
2.39 també, sabem que la Hessiana de w' Cw és 2C, que és semidefinida positiva i, per
tant, pel Teorema 2.32, obtenim que Wpn €s un minim global. O

Observacidé 2.41. Per trobar la frontera eficient, que és el conjunt de carteres eficients
entre totes les carteres possibles, hem d’eliminar les carteres dominades. Amb aquesta
finalitat fixem un nivell de mitjana esperada, que la denotarem per m, i considerem totes
les carteres amb u,, = m. Tots aquests sén redundants excepte el que té la variacid
més petita. La familia d’aquestes carteres, parametritzades per m s’anomena linia de
variancia minima (MVL).

Més formalment, les carteres sobre la linia de variancia minima sén solucié del segiient
problema:

min w! Cw, si wip=m i wl'l1=1.

u
MVL

16



Teorema 2.42. Sigut M una matriu 2 X 2 tal que

T—1 T—1
M:[HC p p'c 1}

prc-l1 17C'1

51 C i M son invertibles, aleshores la solucio del problema de la linia de variancia minima

es donat per

w= det;M)C_l(det(Ml)u + det(My)1),

on
m ,uTC_ll}

T -1
_ wC 7y om
My = L 17c11 ]

Mz = l:,U,TCII 1
Demostracio: Introduim el multiplicador de Lagrange A = (A1, A2), @ el Lagrangia
L(w) = v(w! Cw) — M v(w? pp —m) + Aov(w'1-1) = 0.
Utilitzant el Lema 2.39, podem calcular-ho:
L(w) =2Cw — A\p— A21=0.

Resolent aquest sistema per w, obtenim

At Az
2

c'1.
2

Clu+

w

Sabent que w'p = pTw i wl'1 = 1Tw, substituint w a les condicions del problema de la
linia de variancia minima, obtenim un sistema d’equacions lineal d’incognites A1, Aa:

1 1
pfe 4+ s xopfe 1 =m,

2 2
1 1
SN 1oty + 5A21TC—11 =1.

Resolent el sistema, com que det(M) # 0, aleshores

1)\ . det(Ml) 1)\ . det(MQ)
27T det(M)” 2727 det(M)

Com que, com abans, la Hessiana de w' Cw és 2C, que és una matriu semidefinida posi-
tiva, aleshores pel Teorema 2.32, aquesta w és un minim global. O
Corotari 2.43. Ezisteixen dos vectors a i b, que només depenen de C i de u, tals que

per algun nombre real m, la solucio del problema de la linia de variancia minima és

w=ma-+ b.

Demostracié: Com que

det(My) =m1t'Cc~t1—prC7 1,
det(My) = pCtp —mprC 11,
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pel Teorema 2.42 obtenim que w = ma+ b amb

a= gaapC e = e ),
b= det(lM)Cl((uTClu)l — (W"C ).

O

Corolari 2.44. Suposem que wy 1 wo son dues carteres sobre la linia de variancia minima
amb py, # pu,. Aleshores, qualsevol cartera w sobre la linia de variancia minima es
pot obtenir a partir de wi,ws, €s a dir, que existeix un nombre real o tal que w =
aw; + (1 — a)ws.

Demostracio: Primer trobarem o € R tal que
fw = Cptany + (1 = @) fhapy -
Aizo és possible ja que [y, F fhuws, -

Hw — Hawy

o = .
Hwy — Hwsg

També tenim per hipotesi que, gracies al Corol-lari 2.43:

wy :Mw1a+ba
W9 = [y, @+ b.

Per tant,
aws + (1= a)ws = (At + (1= O)uy)a+ b= ppa+ b,

pero com que w €s també sobre la linia de variancia minima aleshores w = py,a+ b, O

Teorema 2.45. Suposem que existeizen dues carteres wi i wo sobre la linia de variancia
minima amb diferents mitjanes esperades: [y, F pu,. Aleshores la linia de variancia
minima €s una hipérbola centrada en l’eix vertical.

Demostracio:

Siguin Ky, 1 Ky, les rendibilitats de les carteres wy © wa, respectivament. Del corol-lari

anterior, sabem que qualsevol cartera sobre la linia de variancia minima es pot expressar
com

w = awy + (1 — a)ws.

Per tant, la rendibilitat de w és igual a
Ky =aKy, + (1 —a)Ky,.
Aplicant els resultats demostrats per carteres de dos actius, sabem que

Hw = Ofly, + (1 - O‘)Mww

= oﬂafm +(1- 01)201%2 +2a(1 — a)Cov(Ky, , Ku,)-

Com que py, 7 tw,, pel Teorema 2.20, la corba (0w, py) €s una hipérbola. O
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Observacidé 2.46. Per ultim calcularem la cartera de mercat, que és la cartera optima
en la frontera eficient tenint en compte 'existencia d’un actiu sense risc.

En l'apartat de les carteres de dos actius, vam trobar la formula de la cartera de mercat
en el cas de dos actius que determinen la frontera eficient. Ara derivarem la férmula de
nou; aquesta vegada, com que es tracta de carteres de n actius, utilitzarem els n actius.

Teorema 2.47. Si la rendibilitat sense risc R és més petita que la mitjana esperada de
la cartera de minima variancia, aleshores la cartera de mercat exiteix i ve donada per la
formula

_ O '(p—Ri1)

- 17C-Y(u— R1)’

Demostracio: Del teorema anterior, sabem que la linia de minima variancia €s una
hiperbola. Com que el seu centre és l'eix vertical, existeix un unic punt de tangencia de
la semi-recta que comenga des de (0, R), la qual mazimitza el pendent. El pendent és de
la forma

pw — R leu - R
- )
Ow vVuwT Cw
on w son les ponderacions d’una cartera i R és la rendibilitat sense risc.
En el pendent maxim, el Lagrangia
wl'py— R

v =7 (e

ha de ser igual a 0. Utilitzant el Lema 2.39:

> —av(wl1-1),

pVwT Cw — (wTpp — R) ———=——2Cw
L(w) = - 2wl Cuw — A =0.
wt Cw
Simplificant termes, obtenim
C
pow — (flw — R)—w —Xoi1=0,
Ow
per tant,
- R
Hu 5—Cw=p— Aoy 1.
Uw

Multiplicant per wT per la esquerra i utilitzant que w' 1 =1 obtenim

- R
Hr 3 wlCw = Ly — Ay,
U'w

1 aleshores R

A= —.

Ow
Per tant, tenim la segiient equacio
yCw=p— R1

on vy = ‘“g;R. Passant C a laltre costat:

yw = C~Hu — R1).
Per obtenir v, multipliquem per 17 Uequacid de dalt, que ens dona

v =1"C7 (u — R1).

19



Observacié 2.48. La linia que uneix l'actiu sense risc representada per (0, R) i la cartera
de mercat amb coordenades (o, pim) és donada per 'equacié

Hm — R
—o.
Om

p=R+

Aquesta linia és anomenada linia de mercat de capitals (CML) i, per a una cartera
sobre CML amb risc o, el terme “?;Ro és anomenat prima de risc.
m

Amb tot aix0, tenim les eines necessaries per a poder enunciar i demostrar el nostre
b
objectiu, que és el model CAPM, que estudiarem en la segiient seccié.

2.4 El model CAPM

En aquesta seccié donarem la férmula de CAPM per la rendibilitat esperada d’un actiu
arriscat. Per fer aixo, necessitem la segiient definicio.

Definicio 2.49. Denotarem
3 Cov(K;, Kp,)
g =

2
Om

el factor beta de l'actiu i-éssima, que existeix la cartera de mercat m.

Teorema 2.50. CAPM

Suposem que la rendibilitat sense risc R és més petita que la rendibilitat esperada de la
cartera de variancia minima (tal que existeir la cartera de mercat m). Aleshores, per
cada i < n, la rendibilitat esperada p; del i-éssim activ de la cartera ve donada per la
formula

pi = R+ Bi(ptm — R).

u

Om

La manca de tangéncies per a carteres construides a partir d’un actiu i la cartera de mercat condueir a carteres
amb un pendent més elevat que el de la cartera de mercat.
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Demostracio:

Com ja sabem, la linia del mercat de capitals (CML) és tangent a la linia de variancia
minima (MVL) en el punt de la cartera de mercat (o, jtm). Considerem totes les carteres
construides mitjancant la cartera de mercat i actiu i-éssim. Aquestes carteres, com ja
sabem, formen una hipérbola tal que afirmem que és tangent a CML en el punt (o, tim,)-
Si suposem el contrari, aquesta hipérbola tallaria la CML, i per tant arribariem a contra-
diccio ja que el pendent de CML és mazimal.

Per demostrar la formula, calcularem la recta tangent a la hipérbola en el punt (op,, fim) @
utilitzarem el fet que el pendent de CML és el mateix. Denotem la proporcid de diners in-
vertits en lactiu i com x i invertit en la cartera de mercat com 1 —x. Sigui € = (x,1—1x).
Amb aizo, tenim que el risc i la mitjana son de la forma:

o = i + (1 — )t

oy =1\/2202 + (1 — x)%202, + 22(1 — 2)Cov(K;, K1),
i calculem les seves derivades amb respecte de x en el punt x = 0:

O
Oz (0) = i — Hm,

doy . Cov(K;, Kp) — 02,
Ox (0) = Om '

El pendent de la tangent és el quocient d’aquestes derivades i l'igualarem al pendent
de CML:

Wi —Hm  pm— R
Cov(K;,Km)—02, ~— Om
Om

Resolent per p;, obtenim la formula desitjada:

Cov(K;, K,
pi= oy S 4y~ Rt B R

O

Observacié 2.51. El terme §;(pm — R) de la férmula CAPM és anomenat prima de
risc, que representa la rendibilitat addicional requerida per un inversor que s’enfronta al
risc representat per la unié de la cartera amb tot el mercat.

Podem definir, per a una cartera w

_ Cov(Ky, Ki)

2
m

B

g

Amb aquesta definicié, podem presentar una alternativa al teorema anterior posant en
context d’'una cartera en general i no només d’un actiu.

Teorema 2.52. Suposem que la rendibilitat sense risc R és més petita que la rendibilitat
esperada de la cartera de variancia minima (tal que existeiz la cartera de mercat m).
Aleshores per qualsevol cartera w

pw = R+ Buw(ptm — R).

Demostracio:
Del Teorema 2.47, sabem que

1
m= ;Cil(lu’ - RI):
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amb v = 1TC~Y(u — R1). Ara utilitzarem la definicid de By :

8, = Cov(Ky, Kp)  wiCm %wT(u—RI)
v o2, - miCm %mT(u — R1)

Com que wT i = pry, M= iy i w1 =m"1=1, ens dona la formula desitjada

w— R
By = =1t
pm — R

O

Observacié 2.53. Del Teorema (2.52), observem que en el pla (3, i), totes les carteres
son a la recta

p=R+ B(um — R).

La grafica d’aquesta funcié és anomenada la linia del mercat de seguretat.

U

// """" 1

Linia del mercat de seguretat (SML) i la linia del mercat de capitals (CML).

Observaci6 2.54. Aquesta férmula de CAPM pot ser utilitzada per fer decisions d’inver-
si6, que és I'objectiu principal d’aquest estudi. Anomenarem la rendibilitat de la férmula
de CAPM com rendibilitat requerida. Cada inversor té la decisié de buscar allo que li
convingui. Si per un actiu donat un inversor pensa, degut a que té informacié addicional,
que el veritable retorn esperat és més gran que la rendibilitat requerida,

wi > R+ Bi(pm — R),

aixo significa que 'actiu és poc valorat. Per tant, sabent aixo, aquest inversor hauria de
invertir en 'actiu. Si més inversors comparteixen la mateixa opinid, faran el mateix i, com
a resultat de la demanda creada, el preu pujara, la qual cosa forcara que la rendibilitat
esperada baixi.

Si passes el contrari, si
i < R+ Bi(pm — R),

aleshores els inversors volen vendre, el preu caura per excés d’oferta i el retorn esperat
pujara. En ambdds casos, s’haurien d’observar els ajustos de preus que restableixen la
férmula CAPM a un equilibri.

Definicié 2.55. Definim [’error e,, com una variable aleatoria definida com

ew = Ky — [R+ Buw(Km — R)).
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Observacié 2.56. De la formula CAPM, observem que
E(ew) = pw — [R+ Buw(pm — R)] = 0.

Es interessant observar que la variancia d’aquest error es minimitza amb un terme de la
forma del coeficient beta.

Proposicié 2.57. Donada una cartera w, definim e, = K, — R — (K, — R) per algun
Cov(Kuw,Km)

nombre 3. La variancia de ey, €s minima per 3 = Var(Fon)
m

Demostracio:

Ky — BKp)
Ky) + Var(—FKy,) + 2Cov(Ky, —Km)
Ky) + 2 Var(K,,) — 2BCov(Kw, Kp).

Aizo és una funcid de B amb un coeficient positiu 2. El minim és, per tant:
0=28Var(Ky) — 2Cov(Ky, Kn),

per tant

Cov(Ky, Km)

b= Var(Kp)

2.5 Funcions d’utilitat per al CAPM

En aquesta seccié simplificarem 1’analisi d’aconseguir més diners invertint restringint-nos
en un espai mostral finit, per a que hi hagi N possibilitats que poden succeir. Presentarem
axiomes per a relacionar els vector IN-dimensionals per representar les possibilitats de la
seva riquesa final. Aquestes relacions sén expressades en termes d’una funcié en termes
reals anomenada utilitat.

Observacié 2.58. Algunes vegades ens interessara identificar una variable aleatoria X :
Q — R amb el vector X = (Xi,...,Xy) € RV tal que X; = X(w;). Recordem que la
riquesa final V(1) és una variable aleatoria determinada per la cartera escollida. A lestat

w; pren el valor
(1, w;) ij (1, w;).

Definicié 2.59. Definim el conjunt de consums factibles (o FCS) com

FCS={X eRN|X; >0, X =V,(1) on V,(0)=V}.
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Assumim que l'inversor put decidir entre dues possibilitats final del. F'C'S, aixo és:
donats X,Y € F'CS, escrivim X <Y si I'inversor prefereix Y a X.

Axioma 1 (transitivitat) Si X <Y i Y < Z aleshores X < Z.

Axioma 2 (completitud) Per tot X, Y, 0 X <Y oY <X X.

Definicié 2.60. Si els axiomes 1 i 2 es compleizen, aleshores diem que = és una relacio
de preferéncia.

Definicié 2.61. Una funcié U : RN — R és una utilitat si és estrictament creizent
per a cada variable, diferenciable i escrictament concava. Utilitzant una utilitat U es pot
definir la relacio

XY= UX)SU®Y).

Definicié 2.62. Diem que u : R — R és una funcio d’utilitat si és estrictament
creixent, diferenciable i estrictament concava.

Proposicié 2.63. Siu: R — R és una funcio d’utilitat, aleshores U definit per
U(X) = E(u(X))
és una utilitat.

Demostracio:
Aquesta funcid es pot escriure com

N
U(X) =E(u(X)) = > piu(X,),
=1
amb p; >0 per toti=1,...N. La funcio U és diferenciable ja que u és diferenciable; en
particular
U(X) = [2x) o )] = (X)) . o (X))

La funcid U és estrictament creizent ja que u és estrictament creixent: com que u'(z) > 0
pertotx € R ip; >0peri=1,...,N, aleshores

ou
0Xi

Com que u és estrictament concava, és a dir, per qualsevol 1 # x2 i qualsevol X € (0,1)

u(Azy + (1 = Nzxg) > Au(zr) + (1 — Nu(ze),

(X) = pi/(X;) > 0.

aleshores per qualsevol X, Y € RV :
UM+ (1 -=NY)=UXNX1+ (1 -=A)Y1,..., XN + (1 = \)Yy)

N
=3 pu(AX; + (1 - VY
=1

N
> pihu(Xs) + (1= Mu(Y;)]
=1

= \U(X) + (1= NU(®Y).

Per tant, U és estrictament concava. O
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Definicié 2.64. Diem que una utilitat U és un utilitat von Neumann-Morgenstern
st existeir una funcié d’utilitat u tal que

Un inversor vol maximitzar la seva utilitat, és a dir, cerca una solucié al problema
mazx{U(X): X € FCS}

Necessitarem la nocié d’arbitratge.

Definicié 2.65. Diem que una cartera x = (z1,...,x,) és una oportunitat d’arbitrat-
ge si Vy(0) =01 V,(1) >0 amb Vy(1,w;) > 0 per almenys un w; € ).

Teorema 2.66. Si existeirz una solucio al problema de mazximitzacio, aleshores no hi ha
arbitratge. A la inversa, si U és continua i no hi ha arbitratge, aleshores el problema de
mazrimitzacio té una solucio.

Demostracio:
Suposem que hi ha un x* € R™ tal que Vy=(1) € FCS és una solucid del problema de
mazximitzacio, €s a dir,

U(X) < U(Vax(1)), (1)

per tot X € FCS. Suposem que existeir una oportunitat d’arbitratgey. Agafem z = x*+y.
Com que V,(0) =0 4 V,(1,w;) > 0 per algun w; € 2,

Va(0) = Vy(0) + Vi (0) = Ve (0) = V,
Vo(L,wi) = V(1 wi) + Vi (1, w;i) > Vi (1,w3) > 0,
per tant z és factible. Sabem que Vy(1,wy) > 0 per algun wy € Q, que implica
Va(1,wg) > Vi (1, wy).
Aizo vol dir que com U és estrictament creizent en cada variable,
U(Vz(1)) > U(Ve(1)),

que contradiu (1). Per tant, no hi ha arbitratge.
Ara demostrarem el "reciproc”.
El conjunt FCS, que és un subconjunt de R, és tancat ja que U és continua. Per tant, és
suficient demostrar que FCS esta acotat per trobar el mazxim. Suposem lo contrari, €s a dir,
que existeiz una successio xy, tal que ||Vy, (1)|] = 0o si k — oo. (On ||Z|| = maz<n|zi]
per tot Z = (z1,...,2n) € RN.) Sigui

C= max 15 (1, w;)l.

j=1,..,n i=1,..,.N

Observem que per qualsevol y = (y1,...,yn) @ qualsevol i < N,

Vy 1Wz,—|21/] 1“2’<CH%3X |-
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Aizo demostra que només podem tenir ||Vy, (1)|| — oo quan ||zy|| — oco. La successid
2k = ””;—’;H esta acotada, per tant té una subsuccessio convergent a un limit z. Provarem que
z €s una oportunitat d’arbitratge, que ens proporciona la contradiccio que estem buscant.
Primer,

Vo (0) = 3 (a1)85(0) = —— 3 (@0);5(0) = —— 0,

= llzx]| = [

aleshores V,(0) = 0. Segon, per algun w; €

1
Vo, (1,w;) Z ()38 (1wi) = o Ve (1 wi) 2 0
k

Hﬂka
per la definicio de FCS, ens dona
V.(1L,w;) > 0.

Si tinguéssim S(1)z = 0, aleshores z hauria de ser igual a 0. Aixd no és possible ja que
[|z|| = 1. Per tant, significa que V,(1,w;) > 0 per algun w; € Q, provant que z és una
oportunitat d’arbitratge. O

Definicié 2.67. Diem que m = (my,...,mN) €s el vector dels preus fonamentals si

m>0peri=1,...,N, 1
Zm (1,w;).

Lema 2.68. Per tot x € R"

Demostracio:

j=1
n N
= Z x; Z 7S (1, w;)
j=1 =1
N n
= Zm x;S;(1,w;)
=1 j=1
N
= miVa(l,w)
i=1

O

Observacié 2.69. Suposem que un dels actius no té risc, aixo és, S1(1,w;) = 1 per tot

7. Aleshores )

1+ R’
que és el preu d’'una unitat de moneda segura (per exemple, I’euro) a rebre a temps 1, és
a dir, és el factor de descompte. Per tant, s’ha de complir

<" 14+ R
=1
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Definicio 2.70. Diem que una probabilitat Q)

QHwi}) =q per i=1,..., N,

és una probabilitat neutral al risc si per tot j € {1,...,n}

N
1 1
5;(0) = mEQ@j(l)) =1+ & > qiS;(1,w).
i=1

Definicié 2.71. Un model de mercat és complet si per qualsevol H : Q0 — R, existeir un
xz € R" tal que
V.(1) = H.

Teorema 2.72. Suposem que X* és una solucio estrictament positiva del problema de
mazximitzacid. Aleshores existeiz un nombre A tal que

U
8X( )

Ty =
son preus fonamentals.

Demostracio:
Considerarem dos funcions f,g: R™ — R, definits per:

f(x) =U(Va(1)),
g(z) = Va(0) = V.
El problema de mazimitzacio €s equivalent a resoldre

maz f(z)
si g(x) =0.

Sigui x* la solucié del problema, que implica que X* = V,(1). Pel métode dels multipli-
cadors de Lagrange, existeir un o € R tal que

vf(z*) —avg(z®) =0.

La coordenada j-éssima de Vg €s

895] 8933 Z k550 55(0)-

Sigui (V(1)); la i-éssima coordenada del vector N-dimensional V,(1). Utilitzant la regla
de la cadena obtenim

of 9
6%( z) = @U(qu))
N ou 9
= ; X, (VQ;(l))ax] (Va(1)):
N n
3 Wl (z xksku,wn)
=1 " k=1
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*

per tant, com que Vy=(1) = X*,

dx; £~ 0X;
Agafant A = é, ens dona
N
ou .
55(0) = AL ()51,
=1 t

O

Corolari 2.73. En el cas particular que U(X) = E(u(X)), els preus fonamentals sén de
la forma

i = /(X (w;))pi-

Demostracio:
Sabem que
N
U(Xy, > pru(Xy),
k=1
aleshores U
OX, (X1,...,XnN) :ul(Xz)pu
1, per tant,
() = (X (i)
que combinat amb la definicio de preus fonamentals, ens proporciona el resultat. O

Teorema 2.74. Suposem que U(X) = E(u(X)). Si X* = (X{,...,X}) és una solucid

del problema de mazimitzacid, aleshores, amb (u')™1, que és la funcié inversa de la funcié

o', obtenim

1 T

X = (u) VR

1

on \ ve determinada per la condicio
al e
V= O —
; ' Api’

Demostracio:
Com que X* = Vx+(1), pel Lema 2.68

V =Vx«(0 ZmVX* (1,w;) Zm (w;).
Substituint aixo en l’equacio de X ens dona el resultat desitjat. O
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Observacié 2.75. El teorema anterior ens proporciona N + 1 equacions amb N + 1
incognites. Per tant, aquest teorema ens dona 1’eina necessaria per trobar candidats per a
la solucié del problema de maximitzacié. Cada solucié depén de com s’escullen els preus
fonamentals. El cas que els preus fonamentals no estan unicament determinats, podem
tenir solucions del teorema anterior que no sén solucions del problema de maximitzacio.
Exemple 2.76. Considerarem la funci6é d’utilitat u(z) = In(x). Aleshores, u/(z) = = i
(W) (y) = % Pel teorema anterior tenim

8 |

ADi
X*(wy;) = 22,

e

i aquesta A ve determinada per
N
Ap;
V = T

7

=\

Considerem un model trinomial amb un tnic actiu de risc amb S(0) = 100 i preus futurs

S*=S5(0)(1+u)  amb probabilitat 1,
S(1)=4 S™=5(0)(1+m) amb probabilitat 3,
S4=S8(0)(1+d)  amb probabilitat 1,

amb u=0.1, m=01id= —0.1. Considerem V' =1001 R = 0.
Per definici6é de preus fonamentals, tenim que

S(0) = mS(0)(1 + u) + m2.5(0)(1 + m) + 735(0)(1 + d),
1=m +my+ ms.

El sistema d’equacions admet infinites solucions:

m(z) = x,
ra(z) = x(u—m)+m

m—d

Per a cada solucié, podem calcular X*. Per exemple, si z = 0.1, aleshores E(u(X*)) =
4.83 i per z = 0.25, tenim que E(u(X*)) = 4.6. Evidentment, per z = 0.1 em obtingut
una utilitat esperada més alta, pero X* associat a £ = 0.1 no és assolible mitjancant una
cartera. En canvi, X* per x = 0.25 és assolible, podent invertir V' sense risc.

Veiem aleshores que no totes les solucions que ens proporciona el Teorema 2.74 sén solucié
del problema de maximitzacié.

El segiient teorema ens permetra relacionar la utilitat i el metode de Markowitz.
Suposem que tenim L inversors i cadascun d’ells esta buscant una forma de maximitzar
la seva propia utilitat esperada amb funcions d’utilitat de la forma

1
ul(x) = aQir — ibll‘Q;
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ona >0, by >0perl=1,...,L Denotem per z] la cartera optima que sera escollida
per I'inversor [.
Els valors de mercat presents i futurs sén

=1 =1

Aix0 és la riquesa total dels inversors en el mercat en els temps 0 i 1. Denotem el retorn
de mercat com

i el retorn sense risc com R.

Teorema 2.77. Suposem que M(0) # 0 i Var(K,,) # 0. Aleshores la rendibilitat espe-
rada en cada actiu satisfa

E(K;) = R+ B;(E(Kwm) — R),

perj=1,....n, on
5 = Cov(Kj, Kp,)
T Var(Ky)

Demostracio:
Designarem lactiu sense risc per lindex j = 1 tal que K1 = R. Per un inversor amb
riquesa inicital V' 4 la cartera x tenim

V:p(l) = V(l + Kw)

Si x] €és la cartera optima de ['inversor I, i la riquesa inicial d’aquest inversor és Vi =

Vx;(O), aleshores pel resultat d’abans, per j = 2,...,n, les condicions de primer ordre per
a un maxim ens dona
0
0= %E[UZ(VI;‘(U)] = ViE[u)(Vz: (1)) (K — R)]. (1)
J

Utilitzem la relacié Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Com que  és finit:
Cov(u(Vay (1)), Kj — R) = Eluj(Vz; (1))(K; — R) — E(uj(Vay (1)) E(K; — R).
Comparant amb (1), tenim
E(uj(Ve; (1)))E(K; — R) = —Cov(uy(Vz: (1)), Kj — R).

Com wj(z) = a; — bz, lequacid de dalt es pot escriure com

(a1 = E[Vz: (D)(E[K;] — R) = biCov(Vayr (1), K),
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per tant

Agafant

obtenim, sumant sobre [

Sigui m = (mq, ..., my) les ponderacions de la cartera de mercat, aleshores

¢(E[Kp] — R) = c(E[mi1 K1 + -+ + mp K, — R)

= " mM(0)Cov(Kpm, K;)
j=1

= M(0)Cov(Kpm, Kp,)

= M(0)Var(Kp).

Com que M(0) # 0 i Var(K,,) # 0, la igualtat de dalt implica que ¢ # 0. Aleshores,

E[K]] — R . COU(KmaKj) _ B
EK,]-R  Var(Kn) 7

O

Acabem de demostrar que podem connectar el criteri de variancia mitjana per a ’opti-
mitat de les carteres amb la utilitat esperada optima si suposem que els inversors utilitzen
funcions d’utilitat quadratiques. Aixi, el teorema CAPM es pot considerar com una apro-
ximacié per a ’opcié de cartera optima.
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3 Cas practic

En aquesta secci6 treballarem amb un cas practic real per a poder utilitzar el metode de
Markowitz i el model CAPM en el que hem estat treballant. He escollit treballar amb
el mercat IBEX35, que és el principal index borsari de referéncia de la borsa espanyola
elaborat per borses i mercats espanyols.

Comencarem presentant les dades que utilitzarem.

3.1 Context de les dades

Com he dit abans, treballarem amb el mercat de referéencia IBEX35 i amb les 35 empreses
que cotitzen aquest mercat, que soén les segiients:

Acciona, Acerinox, ACS, Aena, Almirall, Amadeus It Group(Amadeus), Arcelormit-
tal(Arcelor), Banco Sabadell (B Sabadell), Bankinter, BBVA, Caixabank, Cellnex Tele-
com, Cie.Automotive(Automotiv), Colonial, Enagas, Endesa, Ferrovial, Fluidra, Grifols,
IAG, Iberdrola, Inditex, Indra, Mapfre, Melid Hotels(Melia HTLS), Merlin Prop.(Merlin),
Naturgy, Red Eléctrica, Repsol, Rovi, Santander, Siemens Gamesa(Siemens), Solaria, Te-
lefénica.

Com que hem vist que en el metode de Markowitz s’utilitza el concepte de rendibili-
tat, gracies a les dades que proporciona [3], he recopilat els diferents preus de tancament
ajustats mensual i anualment de cada empresa des de gener de 2015 fins a desembre de
2017 per a fer I’estudi. Primer treballarem amb les rendibilitats mensuals ja que volem
escollir unes 8 empreses d’aquestes 35 optimament per a estalviar-nos feina.

Per a calcular, per exemple, la rendibilitat mensual de gener-2016 sera:

Pgen16 - PdeslS

=
l<g6n16
PdeslS

on Pyeni6 1 Pyesis son els preus de tancament ajustats de gener 2016 i de desembre 2015,
respectivament.

A continuacid, una vegada hem obtingut les diferents rendibilitats mensuals, calcula-
rem la seva mitjana i la seva variancia (i amb la variancia, calcularem també la desviaci6
tipica). Un exemple d’aquest calculs seria la seglient taula:

DADES IBEX35

0,0156%| 0,7149%| 0,5203%| 0,7408%| 2,4186%| -1,0595%| 1,7759%
0,2376%|  0,4534%|  0,9883%|  0,5597%| 0,3595%|  1,0822%| 0.2625%
4,8739%|  6,7333%|  9,9412%| 7,4814%| 59962%| 10,4030%| 5,1235%

Mitjana, variancia i desviacié tipica de les 6 primeres variables i del mercat de referencia (fBEX35)

En el metode de Markowitz i el model CAPM es vol treballar amb variables incorrela-
cionades. Es per tant que s’ha de calcular la matriu de coeficient de correlacié d’aquestes
35 empreses a partir de les dades que ja tenim.

Amb la funcié Excel ” Analisi de dades”, calculem la matriu desitjada (matriu sencera en
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I’Annex). Com que la matriu de coeficient de correlacié és simetrica, és suficient donar
els elements de la matriu sota la diagonal.

Coeficient de correlacié.

COEF COREL. ACCIONA  ACERINOX ACS AENA
ACCIONA 1

ACERINOX | 0,42186042 1

ACS 0,67575096| 0,50976357 1

AENA 0,54378576| 0,28168787( 0,4072726 1
ALMIRALL 0,26677299| 0,27649031( 0,14887075| 0,37261679
AMADEUS 0,41441909| 0,13299335( 0,38959369| 0,36880862
ARCELOR 0,08592308| 0,43344524( 0,48788855| 0,16599549
BSABADELL| 0,35792027| 0,10827144| 0,57237506| 0,33022319
BANKINTER | 0,38298731| 0,13468532( 0,60267184| 0,35280081
BBVA 0,49299704| 0,24268345( 0,62126844| 0,33822044
CAKABNK | 0,32380079| 0,15409416| 0,49106831( 0,30890505
AUTOMOTI 0,5115274| 0,54605147| 0,68515038( 0,44040923
COLONIAL | 041648177 0,37169224| 0,55758479( 0,16929464
ENAGAS 0,51364057| -0,07293071( 0,33543051| 0,2646729
EMDESA 0,58974974| 0,09285504( 0,60790575| 0,32024186
FERROVIAL | 0,55609753| 0,13699929( 0,62210541| 0,39111406
FLUIDRA 0,21279625| 0,22939769( 0,40635783| 0,33610271
GRIFOLS 0,53477027| 0,35473041( 0,53065216| 0,24000564
1AG 0,32110332| 0,26059352( 0,47402753| 0,25012314
IBERDROLA | 0,70821669| 0,15240281( 0,49794159| 0,45804564
INDITEX 0,60265006| 0,30244574( 0,58382058| 0,40859265
INDRA 0,11750754| 0,20744478( 0,45632152| 0,21993715
MAPFRE 0,412008594| 0,35574988( 0,69704095| 0,33624387
MELIA HTLS | 0,48803994| 0,27187849( 0,55539077| 0,5029979
MERLIN 0,44588676| 0,18353654( 0,45474542| 0,22689271
NATURGY 0,591448583| 0,20947034( 0,50197753| 0,44947447
RED ELEC 0,62545493| 0,13317916| 0,44038351| 0,51810683
REPSOL 0,43752907| 0,40916735( 0,60767426| 0,13759457
ROWVI 0,32558793| 0,12055121| 0,24358052| 0,28768973
SANTANDER 0,4479464| 0,38551376| 0,72645444( 0,33436687
SIEMENS 0,51177748| 0,37241912( 0,37137551| 0,39730379
SOLARIA 0,53020531| 0,28336198( 0,42143435| 0,52343047
TELEFONICA| 0,51547268( 0,27393045| 0,68356032( 0,20692195

Observem que els elements de la matriu sén nombres entre —1 i 1, ja que —1 < p < 1,
on p és el coeficient de correlacié. Aixo vol dir que dues variables estan més relacionades
si |p| és a prop de 1 i, altrament, seran més incorrelacionades si |p| és a prop de 0. Per
saber quines variables sén menys incorrelacionades amb totes les altres, farem el calcul
seglient:

35
Si=>_ lpijl
=1

per atoti=1,...,35, on p;; és I'element de la fila 7 i columna j de la matriu de coeficient
de correlacié.
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Per tant, com que volem les 8 variables més incorrelacionades entre elles mateixes, els
8 valors S; per i = 1,...,8 que tenen el valor més petit seran les variables que utilitza-
rem. En aquest cas, les 8 empreses més incorrelacionades entre elles mateixes sén:

- Acerinox

- Amadeus

- Arcelor

- Automotiv
- Fluidra

- Grifols

- Rovi

- Siemens

Una vegada tenim les 8 empreses seleccionades, haurem de calcular les rendibilitats
anuals. Per tant, ara agruparem les dades de les 8 empreses i del mercat de referéncia per
a calcular també les mitjanes i variancies anuals.

DADES IBEX35

MITJ MENSUAL 0,0156%|  0,5203%|  1,7759%|  2,0541%|  2,2325%| 4,6566%| 1,0913%|  1,4103%|  1,7850%
MITJ ANUAL 2,0031%| 12,6961%|  1,7824%| 10,9173%|  3,3070%| 9,9387%| 2,3135%|  8,2924%|  9,8994%
VARIANCIA 0,2376%| 0,9883%| 0,2625%| 2,3817%| 0,5004%| 1,0396%| 0,3793%| 0,6091%|  0,9302%
DESV MENSUAL|  4,8739%|  9,9412%|  5,1235%| 154329%|  7,0740%| 10,1963%| 6,1590%|  7,8047%|  9,6448%
DESV ANUAL 5,7565%|  85092%|  24164%| 8,1811%| 2,1676%| 10,5319%| 4,3666%| 19,7547%|  9,2983%

3.2 Utilitzacié del métode de Markowitz

Per a poder utilitzar el metode de Markowitz i el model CAPM, necessitarem calcular la
covariancia anual d’aquestes variables que hem mencionat abans ja que per calcular les
diferents carteres d’inversié és necessari el calcul de la covariancia.

En total en calcularem 10 carteres d’inversié de 8 actius, incloent la cartera de maxima
rendibilitat i la cartera de minima variancia per a obtenir la cartera optima de la frontera

eficient de Markowitz.

El resultat de la covariancia anual C' és el seglient;:

MATRIU DE COVARIANCIA ANUAL
I - ccrinox | AMADEUS | ARCELOR AUTOMOTIV) FLUIDRA  GRIFOLS ROVI SIEMENS
ACERINOX 0,00482716] -0,00125348| -0,00449397| -0,00029171| -0,00558148| 0,000960886| -0,005365435| -0,0027776
AMADEUS -0,00125348| 0,00038927] 0,00130019] -6,155E-05| 0,00120437| -0,000511942| 0,002524512| 0,00123669
ARCELOR -0,00449297 0,00130019| 0,00446208| -1,5244E-05| 0,00468444] -0,001442769| 0,007360666| 0,00366259
el o1l | -0,00029171] -6,1556-05] -1,5244E-05| 0,00031322] 0,00086473] 0,000506909| -0,00210962| -0,0009418
FLUIDRA -0,00558148| 0,00120437) 0,00468444| 0,00086473| 0,00739478| -0,000102938| 0,001865271| 0,00123166
GRIFOLS 0,00096089] -0,00051194] -0,00144277| 0,00050691| -0,0001024] 0,001271136| -0,005721228| -0,00267382
ROVI -0,00536943| 0,00252491] 0,00736067] -0,00210962| 0,00186527] -0,005721228| 0,026016638| 0,01222723
SIEMENS -0,0027776] 0,00123669] 0,00366259 -0,0009418] 0,00123166] -0,002673825| 0,01222723| 0,00576388

La matriu C s’ha calculat amb la funcié Excel ” Analisi de dades” de les dades anuals de les variables.
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Totes les carteres obtingudes a continuacié s’han calculat a partir de la funcié Excel
”Solver”, la qual calcula el maxim o el minim d’un valor amb les restriccions que tu vul-
guis posar. La funcié ”Solver”donara valors a les ponderacions w; per a j =1,...,10 de
cada cartera segons l’objectiu que volem aconseguir.

Per a poder continuar, hem de fixar el Terme de Lliure Risc (o TLR) per a poder realitzar
el model CAPM. En aquest cas, he fixat un TLR del 5%.

Una vegada dit aixo0, calcularem primer la cartera de maxima rendibilitat i la cartera
de minima variancia.

Per a calcular la cartera de maxima rendibilitat, on la rendibilitat és representa-
da per f(w), haurem de trobar la solucié al problema:

maz :  flw)=rTw

si 1Tw =1,
on r és el vector de rendabilitats anual, w el vector de ponderacions i 1 = (1,...,1).

Utilitzant la funcié ”Solver”, el resultat de la cartera de maxima rendibilitat és:

ACTIU PES RENT ANUAL| RETORN CARTERA 12,6961%
ACERINOX 100,00% 12,6961% 0,004827156
AMADEUS 0,00% 1,7824% 6,9478%
ARCELOR 0,00% 10,9173% 1,107707387
AUTOMOTIV 0,00% 3,3070%
FLUIDRA 0,00% 9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00% 2,3135%
ROVI 0,00% 8,2924%
SIEMENS 0,00% 9,8994%

Recordem que la Prima de Risc és el terme @ de cada cartera.
Observem que el resultat és bastant esperat si busquem la maxima rendibilitat, que és
invertir tots els diners que tens en ’actiu amb més rendibilitat. No obstant, no és massa
eficient ja que té un risc molt alt i no esta gaire diversificada.

ramen r ular ini ianci n aqu Y re-
Altrament, per a calcular la cartera de minima variancia, on aquesta vegada re
presentarem la variancia com Var(w), trobarem la solucié al problema segiient:

min ;. Var(w) = w! Cw

si 1Tw =1,
on C és la matriu de covariancies anuals calculada anteriorment.

Utilitzant novament la funcié ”Solver” de Excel, obtenim:
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ACTIU PES RENT ANUAL| RETORN CARTERA 8,0813%
ACERINOX 37,30% 12,6961% 2,35312E-05
AMADEUS 20,05% 1,7824% 0,4850896227102%
ARCELOR 6,21% 10,9173% 6,352022092
AUTOMOTIV 7,20% 3,3070%
FLUIDRA 13,25% 9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 9,98% 2,3135%
ROVI 4,44% 8,2924%
SIEMENS 1,58% 9,8994%

Per 1ltim, per obtenir les 8 carteres que falten per calcular, com que hem obtingut la
desviacié tipica de la cartera de maxima rendibilitat (og) i la de la cartera de minima
variancia (o), utilitzarem la funcié ”Solver”de la seglient manera:

maz:  f(w)=rTw

si Var(w) =w! Cw = O'j2-,
17w = 1,
on
OR — Oy
o= —
9
OR — Oy

oj=0p+] j=2,...,8.

9

Aquest calcul és equivalent al calcul d’intervals subdividits en n trossos. Ho he calculat
d’aquesta manera ja que era més facil de realitzar per a la funcié ”Solver” d’Excel i el
resultat final no varia.

Els resultats d’aquestes carteres es trobaran en I’Annex al final del treball, pero un exem-
ple d’aquestes carteres seria aquest:

CARTERA 5

ACTIU PES RENT ANUAL RETORN CARTERA 12,2841%
ACERINOX 76,84%|  12,6961% 0,001489743
AMADEUS 0,00% 1,7824% 3,8597%
ARCELOR 23,16%| 10,9173% 1,88720711
AUTOMOTIV 0,00% 3,3070%
FLUIDRA 0,00% 9,9387% LR 5%
GRIFOLS 0,00% 2,3135%
ROVI 0,00% 8,2924%
SIEMENS 0,00% 9,8994%
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Per dltim, una vegada hem calculat les 10 carteres que composen la frontera eficient
de Markowitz, utilitzarem el model CAPM per a trobar quina és la cartera optima per a
un retorn maxim i un risc minim.
Representarem en un grafic la frontera eficient, en el que treballarem en el pla (o, u) com
hem treballat fins ara, que és el conjunt de les carteres calculades anteriorment, i la linia
de mercat de capitals (CML), que és tangent a la frontera eficient i comenca en el punt
(0,TLR) (que en aquest cas comengara a (0,5%)).

El grafic és el segiient:

14,0000%
12,0000% ’).———o——*—*_*_*_*_”
10,0000%

B,0000% —— Frontera eficient

ML

RETORN

£,0000%
4,0000%
2,0000%

0,0000%
0% 1% 2% 3% 4% 5% 6% 7% 8%

RISC

4 Conclusions

Abans d’arribar a les conclusions d’aquest treball, cal comentar que en el mén de les
finances res és exacte. El mercat és inestable i els valors dels actius poden variar per
circumstancies externes a aquests. Per exemple, en una roda de premsa després d’un
partit de futbol, Cristiano Ronaldo va fer desapareixer unes ampolles de Coca-Cola de les
cameres i amb aquesta accié els valors dels actius de Coca-Cola es van desplomar.

Segons els resultats que s’han donat en l'estudi, la cartera optima segons Markowitz
és la Cartera 1, que ha obtingut una rendibilitat d’un 11.81% en una cartera que s’inver-
teix en 3 actius, amb un risc relativament baix.

No obstant, veiem que aquesta cartera esta poc diversificada (només invertim diners en
3/8 actius). Per tal de disminuir el risc, s’hauria d’invertir en altres tipus d’actius, encara
que obtiguéssim una rendibilitat més baixa.

Veiem que el metode de Markowitz és bastant senzill, on només ens fixem en la ren-
dibilitat i el risc d’'una cartera d’inversid. En els calculs també he afegit el calcul de
la prima de risc, que és la diferéncia de rendibilitats entre un actiu arriscat respecte de
I’actiu sense risc.

Aquest metode no necessita uns grans coneixements matematics o financers per implementar-
lo. També és un metode que es basa en rendibilitats pasades, per tant, no ens assegura
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rendibilitats futures.

Per a complementar aquest metode, necessitem més dades per tal de diversificar la car-
tera resultant. Algunes d’aquestes dades, anomenades mesures de Performance, sén
les segiients: Beta del fondo, Ratio de Treynor, Alfa de Jensen, Indez de Modiglianz, etc.
Per exemple, la finalitat de ’Alfa de Jensen és mesurar la qualitat de la gestié del fons,
que indica I'excés de rendibilitat obtinguda pel fons per a un nivell de risc determinat.

Per a obtenir una cartera més diversificada, el model de Black-Litterman és més con-
sistent en el procés d’assignacié d’actius que en la teoria de Markowitz. El model de
Black-Litterman soluciona el problema del calcul de les rendibilitats esperades per mitja
de la cartera que proporciona ’equilibri del mercat.

En general, el meétode de Markowitz és un referent teoric en 'optimitzacié de carteres
pels analistes i gestors d’inversions, ja que ha proporcionat carteres amb millor exercici
que els indexs de referencia del mercat.

Pero, a la practica, el model de Black-Litterman fa possible obtenir resultats diversificats
i admet als gestors orientar 1’assignacié estrategica del capital d’inversié d’acord amb les
expectatives que es tinguin sobre els mercats financers globals.
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Rendibilitats seleccionades mensual.
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Dades estadistiques anuals i mensuals.

MATRIU DE COVARIANCIA ANUAL

GRIFOLS SIEMENS

ARCELOR AUTOMOTIV  FLUIDRA

ACERINOX AMADEUS
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CARTERA 1

RETORN CARTERA

ACERINOX 52,82%| 12,6961% VARIANCIA CARTERA 5,05797E-05
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 0,7783%
ARCELOR 42,34%|  10,9173% 8,748941951
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 4,84%|  9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  802924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%
A P RENT ANUA RETORN CARTERA 11,9578%
ACERINOX 58,50%| 12,6961% VARIANCIA CARTERA 0,000238284]
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 1,5436%
ARCELOR 41,50%|  10,9173% 4,50740411
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  8,2924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%

CARTERA 3

RETORN CARTERA 12,0720%
ACERINOX 64,91%| 12,6961% VARIANCIA CARTERA 0,000536278|
AMADEUS 0,00%|  1,7824%
ARCELOR 35,09%|  10,9173% 3,053839739
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  8,2924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%
A p RENT ANUA RETORN CARTERA 12,1792%
ACERINOX 70,94%|  12,6961% VARIANCIA CARTERA 0,000953292|
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 3,0875%
ARCELOR 29,06%| 10,9173% 2,325214948
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  8,2924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%

CARTERA 5

12,2841%

ACERINOX 76,84% 12,6961% VARIANCIA CARTERA 0,001489743
AMADEUS 0,00% 1,7824%
ARCELOR 23,16% 10,9173% 1,88720711
AUTOMOTIV 0,00% 3,3070%
FLUIDRA 0,00% 9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00% 2,3135%
ROVI 0,00% 8,2924%
SIEMENS 0,00% 9,8994%
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RETORN CARTERA 12,3879%
ACERINOX B82,67% 12,6961% 0,002145307|
AMADEUS 0,00% 1,7824% 4,6324%
ARCELOR 17,33% 10,9173% 1,55483662]
AUTOMOTIV 0,00% 3,3070%
FLUIDRA 0,00% 9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00% 2,3135%
ROVI 0,00% 8,2924%
SIEMENS 0,00% 9,8594%

RETORN CARTERA 12,4917%
ACERINOX 88,51%| 12,6961% 0,002926598
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 5,4098%
ARCELOR 11,49%|  10,9173% 1,38484381
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  82924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%

RETORN CARTERA 12,5956%
ACERINOX 94,35%| 12,6961% 0,003831814
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 6,1902%
ARCELOR 5,65%| 10,9173% 1,227035956
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  8,2924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%
ACTIU PES RENT ANUAL RETORN CARTERA 12,6961%
ACERINOX 100,00%|  12,6961% 0,004827156)
AMADEUS 0,00%|  1,7824% 6,9478%
ARCELOR 0,00%| 10,9173% 1,107707387
AUTOMOTIV 0,00%|  3,3070%
FLUIDRA 0,00%|  9,9387% TLR 5%
GRIFOLS 0,00%|  2,3135%
ROVI 0,00%|  8,2924%
SIEMENS 0,00%|  9,8994%
ACTIU RENT ANUAL RETORN CARTERA 8,0813%
ACERINOX 37,30%| 12,6961% 2,35312E-05
AMADEUS 20,05%|  1,7824% 0,4850896227102%
ARCELOR 6,21%| 10,9173% 6,352022092
AUTOMOTIV 7,20%|  3,3070%
FLUIDRA 13,25%|  9,9387% TIR 5%
GRIFOLS 9,98%|  2,3135%
ROVI 4,40%|  8,2924%
SIEMENS 1,58%|  9,8994%

Frontera eficient de Markowitz.
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